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本 书 由 三 类 条 日 组 成 .首先 是 介绍 数学 的 各 个 主要 方向 的 综述 性 条 目 
(采用 了 一 种 很 好 的 分 科 办 法 )， 对 这 类 条 目的 基本 至 求 是 尽 可 能 通俗 金 
面 地 阅 明 有 关岛 域 发 展 的 现状 ; 这 些 条 自 一 般 可 供 大 学 数学 系 学 生 和 数学 
邻近 领域 的 研究 生 阅 读 ， 根 据 专 业 需 要， 还 可 殿 在 工作 中 用 到 数学 方法 的 
其 他 科学 领域 的 专家 .工程 师 和 数学 教师 赔 读 ， 其 次 ， 是 一 些 中 等 篇 幅 的 
条 目 ， 专 门 介 绍 某 些 具体 的 数学 问题 和 方法 ， 这 类 条 目 内 容 较 深 ， 是 为 水 
平 较 高 的 读者 而 写 的 。 最后， 还 有 一 类 简短 的 条 目 ， 可 供 查 阅 定 义 时 震 
考 ， 本 书 附 有 主题 索引 ， 其 中 不 仅 包 括 所 有 条 目的 标题 ， 述 包括 在 前 两 类 
条 目 中 给 出 定 尺 的 许多 概念 ， 以 及 在 条 目 中 提 到 的 一 些 最 重要 的 结果 ， 多 
数 条 目 附 有 参考 文献 。 这 部 大 型 数学 工具 书 的 功能 是 很 齐全 的 ， 读 者 范围 
是 十 分 广泛 的 ， 
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在 人 类 的 思想 史上 ， 数 学 有 一 个 基本 和 独特 的 地 位 。 几 千年 来 ， 从 巴 
比 伦 的 人 代数、 希腊 的 几何 、 中 国 、 印 度 、 阿 拉 伯 的 数学 ， 直 到 近代 数学 的 
伟大 发 展 ， 虽 然 历史 有 时 中 断 ， 但 对 象 和 方法 则 是 一 致 的 。 数 学 的 对 象 不 
外 “ 数 "与 “ 形 *， 虽 然 近 代 的 观念 ， 已 与 原始 的 意义 ， 相 差 甚 远 。 数 学 的 主 
要 方法 ， 是 逻辑 的 推理 。 因 之 建立 了 一 个 坚固 的 思想 结构 。 这 些 结果 会 对 
其 他 学 科 有 用 ， 是 可 以 预料 的 。 但 应 用 远 超过 了 想象 。 数 学 固然 成 了 基本 
教育 的 一 部 分 。 其 他 科学 也 需要 数学 作 理 想 的 模型 ， 从 而 发 现 相 应 科学 的 
基本 规律 。 

在 这 样 薄 勃 的 发 展 中 ， 数 学 的 任务 是 艰巨 的 : 它 既 需 充实 已 有 的 其 
础 ， 还 需 应 付 外 来 的 冲击 。 一 部 完整 的 数学 百科 全 书 ， 便 有 人 迫切 的 需要 ， 
但 兹 事 体 大 ， 许 多 合格 的 数学 家 ， 都 望而却步 ， | 

我 们 有 幸 有 这 一 套 苏 联 的 《数学 百科 全 书 》。 它 对 数学 的 贡献 ， 将 无 
法 估计 。 我 们 要 了 解 ， 数 学 是 一 种 “ 活 ? 的 学 问 : 它 的 内 容 ， 不 断 在 变化 ， 
在 进展 。 我 们 现在 大 学 研究 院 数学 活动 的 内 容 ， 大 部 分 在 五 十 年 前 是 不 存 
在 的 ， 其 他 一 部 分 则 是 苦 贤 伟大 恩 想 的 精华 ， 将 历久 而 弥 新 。 我 建议 《 百 
科 全 蔬 》 每 两 年 出 一 附录 包括 新 项 目 和 旧 项 目的 重 写 。 如 有 佳 构 ， 不 必 
拘泥 编辑 的 方针 。《 百 科 全 书 》 每 阳 若 干 年 宜 有 新 版 。 

面 对 着 这 座 巨 大 的 建筑 ， 令 人 恤 惑 。 百科 全 书 原 不 为 有 沽 之 身 所 能 控 
制 的 。 数 学 工作 者 的 使 命 在 对 某 些 选 定 的 项 目 ， 增 加 了 解 和 探索 。 本 书 将 
便利 他 们 思考 范围 的 推广 。 | | 

我 相信 数学 将 有 一 个 黄金 时 代 ， 其 中 将 有 多 数 的 中 国 数学 家 参加 。 希 
望 本 书 能 起 相当 的 作用 。 
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数学 的 重要 性 是 尽 人 恬 知 的 。 一 个 人 从 进 小 学 开始 到 大 学 毕业 为 止 ， 
不 论 哪个 专业 ， 学 习 数 学 的 时 间 至 少 都 有 12 年 至 14 年 之 久 。 一 些 自然 科 
学 领域 ， 如 天 文学 、 力 学 、 物 理学 、 化 学 等 ， 以 及 各 工程 技术 学 科 ， 历 来 
都 是 以 数学 为 基础 的 。 随 着 电子 计算 机 的 迅速 发 展 和 普及 ， 生 命 科 学 、 地 
学 、 军 事 科 学 和 管理 科学 等 方面 也 愈 来 愈 多 地 用 到 数学 ， 使 这 些 学 科 从 定 
性 研究 向 定量 研究 发 展 。 

由 于 数学 所 用 的 方法 是 逻辑 推导 ， 它 有 严格 的 定义 和 特定 的 符号 ， 它 
的 研究 对 象 是 抽象 的 数量 关系 和 空间 形式 ， 没 有 相当 的 训练 和 基础 知识 的 
人 是 难于 入 门 的 ， 所 以 数学 又 使 人 望 而 生 刁 。 另 一 方面 ， 数 学 发 展 很 快 ， 
文献 数量 呈 指 数 增加 ， 浩 如 烟 海 。 一 个 人 很 难 了 解数 学 的 许多 方面 ， 这 就 
加 重 了 数学 发 展 和 应 用 的 困难 。 

苏联 大 百科 人 全书 出 版 社 从 1977 年 到 1986 年 ， 历 时 10 年 ， 出 版 了 苏 
联 科学 院 院士 、 世 界 著名 数学 家 HM 维 诺 格 拉 多 夫 (BaHorpamoB ) + 
编 、 几 百 位 数学 家 共同 撰写 的 一 部 《数学 百科 全 书 》【〔MaTeMaTIHdecKkag 
3H8TMKIOHEANHN ), 4 900 万 字 。 它 的 重要 性 是 极为 显著 的 。 不 久 ， 荷 兰 的 
菜 德尔 出 版 公司 出 版 了 由 180 位 西方 数学 家 参加 翻译 的 英文 版 (Encyclo- 
paedia of mathematics). 英文 版 增补 了 大 量 最 新 成 果 、 重 要 的 西方 文献 
和 编者 注 ， 因 而 其 内 容 更 加 充实 和 完善 。 

苏联 《数学 百科 全 书 》 出 版 后 ， 我 国 很 多 著名 数学 家 和 数学 教师 纷纷 
要 求 将 这 部 书 译 成 中 文 出 版 ， 使 我 国 广大 科学 工作 者 (特别 是 数学 工作 
者 )、 工 程 技术 人 员 、 教 师 和 学 生 有 一 部 内 容 极 其 丰富 的 工具 书 ， 可 以 从 
中 查阅 所 需要 的 数学 知识 及 必 进 一 步 了 解 的 线索 。 这 无 疑 是 一 件 十 分 重要 
的 事情 。 

中 国 数学 会 常务 理事 会 经 过 认真 讨论 ， 完 全 支持 我 国 广 大 数学 家 和 科 
技 人 员 的 要 求 ， 决 定 领导 这 部 《数学 百科 全 书 》 的 编译 工作 ， 并 将 它 列 为 


中 国 数学 会 最 重要 的 工作 之 一 ; 随后 ， 立 即 成 立 了 编译 委员 会 ， 仙 责 具 体 
的 组 织 工作 。 由 于 我 国 广大 数学 家 的 热情 支持 和 参加 ， 所 以 编译 工作 进展 
比较 顺利 。 必 须 指 出 ， 科 学 出 版 社 始终 将 这 项 工作 作为 该 社 的 一 项 重点 任 
务 来 拆 ， 编 辑 人 员 为 此 付出 了 长 期 的 艰苦 劳动 。 

本 书 中 文 版 分 五 卷 ， 和 包括 了 俄 文 版 的 全 部 内 容 和 英文 版 增补 的 内 容 。 
为 尽快 出 版 ， 条 目 按 英文 字母 顺序 排列 。 在 第 五 部 中 ， 附 有 详尽 的 中 文 和 
外 文 索 引 ， 此 外 还 增加 了 600 余 篇 数学 家 小 传 。 

本 书 除 中 文 简体 字 版 本 以 外 ， 还 有 繁体 字 版 ， 繁 体 字 有 版 由 台 济 九 章 出 
版 社 出 版 发 行 。 这 也 是 海峡 两 岸 数 学 家 和 出 版 界 人 士 的 一 次 良好 合作 . 

一 莫 数 学 家 苏 步 青 教授 为 本 书 题写 书 名 ， 陈 省 身 教授 作 序 ， 苏 步 
青 、 陈 省 身 、 吴 文俊 、 程 民 德 教 授 应 邀 担任 编译 委员 会 顾问 。 对 于 他 们 的 
支持 ， 谨 致 以 训 心 的 感谢 ! 

最 后 ， 对 于 书 中 名 受 和 错误 之 处 ， 还 望 读者 不 襄 指 教 ， 


《数学 百科 全 书 》 编 译 委 员 会 
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本 书 的 排版 得 到 科学 出 版 社 技术 室 的 大 力 协助 并 出 河北 省 维 县 电脑 服务 ; 
; 部 负责 植 字 。 。 说 此 致谢 ! | i 
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4 积分 [ 4 - integral ; 4 -mrrerpa] 

Lebesgue 积分 的 一 种 推广 ， 旨 在 对 Lebesgue 可 积 
KAKHAN A, 它 是 由 E.Tichmamsh ([1]) 
给 出 的 、 可 济 函 数 f(x) 称 为 在 [a , b] 上 4 可 积 的 (4- 
integrable ) ,如果 

mix: | fix) |>n) = of] 

并 且 N 
I = lim /Uh dx 


FE, HF 
fix) WDR] ftx)| = n, 


Vel = | 0 m|| > r 


BIRA f Oo) tE [a ,b] ER ARIA- integral ), 记 作 
P 
(A) [Arde 


参考 文献 
[1] Titchmarsh, E. G., On conjugate functions, Proc. 
London Math, Soc, , 29 (4928), 49 —80, 
[2] Bagorparosa, H. A., Ceeopuoe, B. A., B xa.: Hrom 
mayen., Mararmeo anama, 1970, M., 1971, 
65 — 107. H. A. Bunorpanosa $ EWE 译 


ww 运算 1 < - operation ; .x - onepaumg] 
aI. C. Amescarmpoa ([1]) 提出 的 一 类 集合 论 运算 
ORR D] BI- {Enon } 是 以 自然 数 的 一 切 有 限 序列 
为 下 标的 集合 系统 . 集合 
P = UJ 


fi... m... 


车 
f AE... 
k=l 


称 为 w 运算 应 用 二 系统 {已 ，,} 的 结果 ， 其 中 并 运算 
是 在 自然 数 的 所 有 无 穷 序 判 上 进行 的 . 
对 实数 轴 上 的 区 间 系 统 使 用 w 运算 所 得 到 的 集合 
(为 纪念 Anexcaumpos 而 称 为 w 集 ) 未 必 导 Borl $ (1 
a Mi -set); 描述 集合 论 (descriptive set theory) ). 
民运 算 比 可 数 并 运算 和 可 数 交 运算 都 强 ， 并 且 是 早 等 
的 . (任意 拓扑 空间 的 子 集 的 ) Baire 性 质 (Baire property ) 
和 Lebesgue E| WHERE v 运算 下 都 是 不 变 的 . 
参考 文职 
[1] Aleksandrov, P. S.., C. R. Acad. Scat. Paris, 162 
(1916), 323 — 325. 
[2] Anegcannmpoa, fl. C., Teopnga dymomit reñcrenrrenbnoro 


TEPEMEHHOIO H TEODM  TOMOIOTHÆCKHX OpOCTPAHCTE, 
M., 1978. 


[3] Kosoroposa, A. H., & Yoman MBTEM， Hayk >, 21(1968), 
4, 275 —278. 
[4 Sushn, M. Ya. (Ceme, M. A), C.R. Acad. Sc. 
Paris, 164 {1917), 88—91. 
[5] Tyzaa, H. H., Co6p. cow., t. 2, M. , 1958, 284. 
[6] Kuratowski, K. , Topology, Acad. Press, 1966 ~ 1968 
《 译 自 法 文 ) A.T. Emm EE 
【 补 注 ] 在 西方 通常 把 .x 运算 归功 于 ML A Cyma 
U4), 所 以 它 也 称 为 Cycnmm 运算 《Suslin operation), 
Cycmam . 运算 (Suslin o -operation), .x 集 通 常 称 为 
解析 集 . 张 锦 交 . ONA 译 


后 验 分 布 [a posteriori distribution ; anocTepiopioe 
pacnpenenenmme ] 

一 随机 变量 的 条 件 概 率 分 布 ， 以 与 其 无 条 件 分 布 
REHA (a priori ditribution) 对 照 考虑 . 

设 日 为 具有 先 验 密度 16) 的 随机 参数 ， 天 为 随 
机 观察 结果 , 而 p(x| 0) 35 @ = 0 时 多 的 条 件 密度 ， 


2 A POSTERIORI PROBABILITY 


则 根据 Baye 公式 (Bayes formula), 当 给 定 X=x 时 , @ 
ÉS 156 ya FN TE 


pI x) = < pix |9 
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车 (x) 为 具有 密度 p(x168) 的 分 布 族 的 一 个 充分 统 
计量 (sufficient statstic ), 则 后 验 分 布 不 直接 依赖 x ,而 
是 通过 Toii x. # x 为 来 自 密度 pix) otik 
立 观 察 值 , 则 后 验 分 布 p 101 区 六) 当天 一 oo 时 的 
渐 近 性 状 ,是 与 O 的 先 验 分 布 " 几 乎 无 关 的 ". 

关于 后 验 分 布 在 鱼 计 决策 理论 中 的 作用 ， 见 Bayes 


方法 [Bayesian approach). 
tuw 
[1] Bepuurrega, C. H., Teopus Bepogruocreñ, 4 Han, 
M.- H., 1946. 
ID. B. TJpoxopos $ 
{【 补 注 】 
参考 文献 


[Al] Sverdrup, E., Laws and chance vanations. l, 
North - Holland, 1967, 214 F., 
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后 验 概率 [a posteriori probability ; attocTepnopaaxt Be- 
posurnocrkb | 
一 事件 在 其 些 条 件 下 发 生 的 条 件 概率 ， 以 与 其 无 
条 件 概率 或 先 验 概率 (a priori probability) 相 对 照 “ 条 
件 " 和 * 后 验 " 两 词 并 无 意义 上 的 差别 . 当 条 件 是 假定 的 
而 非 在 试验 过 程 中 直接 观察 到 的 时 候 ， 用 前 一 词 ， 妆 
需要 强调 问题 中 的 条 件 是 实际 观察 所 得 的 时 候 , 用 后 一 
词 . 后 验 概 率 与 先 验 概率 通过 Bayes 公式 (Bayes formu- 
la) HÆRE. 
10. B. [Ipoxopoe $ PAT 译 


先 验 分 布 [a pioi distribution ;anpuopuoe pacnpene- 
JEBE | 

一 随机 变量 的 概率 分 布 ， 以 与 该 变量 在 蘑 些 附加 
条 件 下 的 条 件 分 布 (conditiona] distribution ) 对 照 考 庶 . 
通常 ,，“ 先 验 分 布 " 一 词 是 按 下 述 方式 使 用 的 RO. X) 
为 一 对 随机 变量 (随机 向 量 , 或 更 一 般 的 租 机 元 ) ,把 足 
机 变量 Ə 看 作 未 知 的 , 把 看 作为 估计 O 而 进行 的 
观察 的 结果 .© 和 站 的 联合 分 布 ， 由 日 的 分 布 ( 现 称 
为 先 验 分 布 ) 以 及 当 给 定 日 =9 时 玉 的 条 件 概率 族 P, 
所 决定 .可 按 Bayes 公式 (Bayes 加 rmula) 来 计算 当 给 定 X 
时 名 的 条 件 分 布 ( 现 称 为 全 的 后 验 分 布 ). 在 统计 问题 
中 ， 上 先 验 分 布 移 属 未 知 的 (甚至 假定 其 存在 也 未 必 有 充 
分 根据 ). 关于 先 验 分 布 的 使 用 , 见 Bayes 方 法 {Bayesian 
approach }. IO. B. pompo f 


【 补 注 ] 

参考 交 献 
[A1] Sverdrup: E.. 
North - Holland, 1967, 214 F. 


Laws and chance vanations. 1, 
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先 验 概率 [a pioi pmobahility ; arnpuopuaq BePORT 
NOCTE | 
一 事件 的 概率 ， 以 与 间 一 事件 在 某 些 附加 荣 件 下 
的 条 件 概率 对 照 考 进 .后 者 则 称 为 后 验 概率 (a posteriori 
probability ) . 这 一 术语 通常 在 与 Bayes A (Bayes Iormu- 
la) 有 关 的 内 容 中 使 用 . 
IO B. Tpoxopos 所 陈 培 德 PE 


MecTEO |. 解析 集 (analyticset)， 
完全 可 分 度 杰 空间 中 的 

Borel 集 的 连续 像 .因为 任 部 Borel 集 都 是 无 理 数 集 
KERR, 所 以 .wx 集 可 定义 为 无 理 数 集 的 连续 像 . .x 
集 的 可 数 并 和 可 数 交 仍 是 .x A. a 集 是 Lebesgue 可 测 
的 , .or 集 的 性 质 关 于 Bore 可 测 映 射 和 .wx 运算 [x - 
operation) 是 不 变 的 .而且 , 一 个 集合 为 x 集 的 充分 必要 
条 件 是 它 可 表示 为 x 运算 作用 于 闭 集 亦 的 结果 . 存在 
不 是 Borel Eñ). 集 . 例如 ,在 实数 的 单位 区 间 了 上 的 所 
有 闭 子 集 组 成 的 空间 关中 ,所 有 不 可 数 闭 集 组 成 的 集合 是 
a 集 ,但 不 是 Borel $ .任意 不 可 数 .w 集 都 拓扑 地 包含 
Cantor 完全 集 , 从而, .x ÆRA T” ERSE: 它们 
的 基数 或 者 是 有 限 的 ,或 者 是 尺 , 或 2 .JE3m 可 分 性 
原则 (Luzin separability principles ) 对 于 ,so ER. 


prg 
[l] Kuratowski, K. , Topology, 1, Acad. Press, 1966- 
1968 (E AEX). 
[2] JIyam, H. H. , JICR oG SHRJITHESQOCEHX MAORKECTEAX 


ú Mx ripHJToscuusx, M., 1953. E. A. Epio # 
【 补 注 ] REH E 来 表示 解析 集 的 类 ， 面 用 II 表 
RIRE NÆ E Co WC -set)). 
#*% x 
[A1] Jech, T. 1 , The axiom of choice, North - Holland, 
1973. 
[A2] Moschovakis, Y. N., 
North - Holland. 1980. 


Descriptive set theory. 


张 锦 文 . E PF 


AFER [A -system ; A - cacreMa ] 

集合 的 “可 数 - 分 歧 " 系统 , 也 就 是 集合 x ñ - + 
TERRIA, „h 其 指标 是 自然 数 的 -- 切 有 限 序列 .一 个 
ARB LA.. ，} 称 为 正则 的 (eeuiar), 如 果 A, o... S 
Ann 4 系统 的 一 个 元 素 庆 列 4, C A... ，…, 其 指 
标 为 同一 个 汪 热 数 无 穷 序列 的 所 有 段 , 称 为 这 个 4 系统 
的 一 个 链 (chain). 一 个 链 的 所 有 元 素 的 交 称 为 它 的 核 
(kemel), 一 个 4 系统 的 所 有 链 的 - 切 核 之 并 称 为 这 个 


4 系统 的 核 ,或 称 为 x 运算 应 用 于 这 个 4 系统 的 结 
果 ， 或 称 为 由 这 个 4 系统 生成 的 x $ (sw set). 4 
个 4 系统 都 可 以 正则 化 而 不 改变 核 {只 须 令 4 . ,= 
AG DA nad HE £ 是 -- 个 集合 系统 , 则 由 
-4 的 元 紊 组 成 的 4 系统 的 核 称 为 由 .4 生成 的 .x 
集 ( w -seb .由 拓扑 空间 的 闭 集 生成 的 x 集 称 为 这 个 
空间 的 w 集 ， 
参考 文献 
[1y Ancgkcannpos, I. C. , Beeneae a Teopuo MHOWCCTE 
H upo TONONOTEDO, M. ,1977. 
[2] Kuratowski, K. , Topology, 1. Acad, Press, 1966 (PE 
ARX). A. C. Emn 所 
LHE ww 运算 在 描述 集合 论 中 是 一 个 重要 工具 , 它 
是 由 M. A. Cycrmaa 引 进 的 ,因而 也 称 为 Cycmm 运算 
{Suslin (Souslin) operation ) .就 此 而 论 , 一 个 A 系统 也 
称 为 Cycmm 概 形 (Suslin (Souslin) scheme}. WI .x 
EY (r - operation), < (s - set). 
[2] 是 关于 经 典 结 兴 的 标准 参考 文献 ,而 近代 的 处 
理 方法 可 在 [A1] 中 找到 ， 
参考 文献 
[A1] Christensen. J.P. R. , Topology and Borel structure, 
North - Holland, 1974. 
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算盘 [ abacus ; aña ] 

Ty B. h 2 AL 18 世纪 以 前 的 西欧 使 用 的 一 
种 计算 工具 : 分 成一 梢 一 档 的 一 氧 框 板 , 计 算 时 在 档 内 
拨 动 算 珠 (上 骨 制 总, 小 石子 等 ). 相 当 于 在 东亚 国家 广泛 
性 用 的 中 国 算 盘 , 在 俄国 则 有 俄 式 算盘 (cuer . 

BC3-3 
【译注 】 中 自重 算盘 是 由 算 筹 演变 而 来 的 ,其 形 长 方 ， 
周 为 木 框 ,内 贯 直 柱 ; 称 为 档 , 一 般 为 九 档 . 十 一 档 和 十 
三 档 , 档 中 横 以 当 , 梁 上 每 档 两 珠 ,每 珠 作 数 五 , 兴 下 每 
档 五 珠 ,每 珠 作 数 一 ,元朝 未 年 ,算盘 已 在 江浙 — 
使 用 , 明 朝 已 盛行 ,后 来 待 大 日 本 和 其 他 东亚 国家 .算盘 
目前 仍 在 广 沙 使 用 , 同 电子 计算 器 相 比 ,在 某 些 方 桓 还 
具有 其 优越 性 . EmA YE 


Abel 准则 [ Abel criterion ; Aena npu3ynak ] 


b. è + . 


KA gala) i=], 2, O ERAWAN, MAg 


> a,b, 


时 -=] 


Kat. 


AEBL DIFFERENTIAL EQUATION 3 


2 ) 函数 项 级 数 的 Abel 准则 , 如 果 级 数 


mm 
hx) 
mI 


在 集合 于 上 一 招收 钱 ， 函 数 序列 la, (Cj (n=1, 2,…) 
aiie x EA RRMA, BE XE RHA, ME 


Sa 605, O) 
m-i 
在 集 台 葡 上 -=-- 致 收 笋 , 对 于 依赖 于 参 产 x EX 的 积分 
fain, xbin, x)dn 


的 一 致 收效 性 ,也 存在 类 似 的 Abel 准则 . 

Abel 准则 可 以 加 强 , 例 如 见 Dedekind 准则 (Dede- 
kind criterion). 亦 见 Dirichlet 准则 (Dirichlet criterion); 
Abe 变换 (Abei transformation) ， 
参考 文献 

[1] Fichtenholz, G. M., Diferential und Integralrech- 

nung, l, Deutsch. Verlag Wissenschaft. , 1964. 

[2] KEyzpsagnes, Nl. JA. , Marmane akum, +. 1, 2 

wa. , M. , 1973. 

[p] Whittaker, E.T. and Watson, G. N. , 

modern analysis, | — 2, Cambridge Univ. Press, 1952. 
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A course of 


Abd 微分 方程 [Abel differential equation ; Abem ma 中 中 e- 
DENARO: ypahnqenue ] l 
常 微分 方程 


y = fG)+ fix + fy + (x 
(第 一 类 Abel 微分 方程 ) 或 
int aayy = ftia 
thay? tay 


(第 二 类 Abel 微分 方程 ). 这 些 方 程 是 N. H. Abel 研究 
MERR BRAD. 第 一 类 Abel 微分 方程 是 
Riceati 方程 (Riccati equation ) 的 自然 推广 ， 

WE fi) € C(a,b), FI 和 fx} e C'(a ,b), 
B`ixe[a, b| Bf f, (xy#0, 则 第 一 类 Aba 微分 
方程 通过 变量 变换 可 以 化 为 标准 形式 d jdt=z 
十 得 介 (21) .在 一 般 情 况 下 ， 第 一 类 Abel 微分 方程 
不 能 议 封闭 形式 进行 积分 ， 虽然 在 一 些 特 殊 情 沈 下 
是 可 能 的 ({2])， 如 此 go (x) 和 gg (x) EC' {a,b} M 
px EO, ga (x) +g (x) y # Ü , 则 第 二 类 Abel 微分 方 
程 通过 变换 glx) +g y=, AAAH Abel 
微分 方程 ， 

可 以 在 复数 域 中 详细 研究 第 一 类 和 第 二 类 Abel 微 


4 ABEL-GONCHAROY PROBLEM 
分 方程 及 其 推广 


X= Sf y Žao = Srey 
i= J = 


(PJU, W [3]). 
参考 文献 
[1] Ahel, N. H.. Pr&i d'une thaorie des fonctions 
elliptiques. J. Reme Angew Math., 4 (1829), 


309 — 348. 

[21 Kamke, E. , Diferentialgleichungen: Lisungsmethoden 
und Lösungen, l, Chelsea, 1971 【中 详 本 ，E, 卡 姆 克 ， 
常 微分 方程 手册 ， 科 学 出 版 杜 ，1977? ) . 

[3] Tony. B. B., Tiem Do ahauurrarocxo 关 TeECPHH 
0 中 中 epealptartbrpr ypa, 2 wan. , M. - JL., 1950. 
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Abel - Fotrmpon 问题 [Abal - Goncharov problem ; Aeng. 
Torapona apofiiema |, ['orzapos 问题 (Goncharov pob- 
lem } 

单 复 变量 函数 论 中 的 下 述 问题 : 从 某 全 函数 类 中 求 
满足 关系 f (1 = A (n=0, 1, O 的 所 有 函数 fiz) 
的 集合 ,其 中 {4} 和 {4,} 是 为 给 定 函 数 类 所 容许 的 复数 
列 , 这 个 问题 是 由 B. Jl. Togqapos 提出 的 ([2]), 

使 函数 f(z 与 级 数 


š SOPA) (9 


相对 应 ; 这 个 级 数 称 为 Abel- -Tomapos 插值 级 数 (Abel- 
Goncharov interpolation series )， 其 中 P. (z) 是 由 等 式 


PAA — 0, k=0,....n—1; PPHz) = 1 


定义 的 Totdapos 多 项 式 (Goncharov polynomial ). N. 
H. Abe) 给 出 了 对 情况 1 =atnhk,n=0,1;, (Hp ak 
ELWA kA a]. 此 时 ， 


P,(z) = G vaz -a nhy t. 


级 数 ( 归 可 用 于 研究 正则 画 数 逐次 导数 的 零点 ， 能 由 级 
数 (*+) 表 未 的 函数 f(z) 的 集合 称 为 Abel - [oksapos 问题 
的 收 化 类 (convergenoe dass). 

Æ lim,- sli = 的 情形 , Abel- T'onuapos ig 0828 
可 用 整 函数 CERTE Y|, — | 的 增长 的 阶 
和 型 的 界 来 表达 ([2]). 

如 果 a =u" I (rn)， 其 中 1(n}) E #818 uk 88 PS e, 
O<ə< =, M Abel- omapos HAERA wv F Es 
W BE sh HE ff E ([6] ), wP T 8 B sk X; Et S£ Pñ $k ht tb 
Abel- Tonuapos 收 伍 类 也 已 被 确定 ， 它 们 由 加 在 对 应， 
函数 奖 的 指标 上 的 各 种 不 同 的 限制 所 表达 .对 于 多 恋 
基 整 函数 ,也 已 研究 它们 的 Abel - T'onmpos 问题 . 对 于 
某 些 插值 结 点 类 ,已 经 得 到 Tonmapos 过 项 式 的 精确 佑 


计 . 
设 A" 是 形 如 


fa) = Ëy", imla Er 

n =0 n= 
(AP lim, ela Sr 0er eo, 0Sa 
f(z) 构 威 的 类 , A, EE Ad S iatl) (n=0. 
1 …) 的 一 切 可 能 的 序列 { 4,} 构 成 的 类 , 则 类 A. ËJ ik Ae 
界 (bound of convergence ) S, 定义 为 使 得 每 个 函数 f(z】 
£ 4 能 由 一 个 级 数 (9) 表 未 的 > 值 的 上 确 界 ， 满足 下 
述 条 件 的 > 值 的 下 靖 界 称 为 类 入 ,的 唯一 世界 (bound of 
unigueness ) 他,: 存在 函数 f(z) E A 和 序列 {4,} eA,， 
使 得 fC4,)=0(n=0, 4 (3 学 0. 量 中, W, 
别称 为 Whittaker 常数 (Whittaker constant ) #l Tomapæ 
常数 (Goncharov constant). E HEMA S= W. (W. [6] ); 也 
已 证 明 ([5], [10]) 更 一 般 的 论断 


S, = W, W, = Wi, 0<a< o， 


TE, WE UA E A A Abel - Tomapos 问题 归结 
为 求 出 常数 W. EAER A W. 的 精确 值 ,但 已 得 到 
上 界 和 下 界 : 07259 <W, < 07378([9]). 

以 41 表示 在 区 域 1z| 21 EEN) H f (So) = 0 B9 
AR f(z) 构成 的 类 ,下 述 与 类 4169 Abel- Torapoa 问题 
有 关 的 论断 已 得 到 证 实 : 对 尾 何 满足 条 件 

， -Mk 

Ea Tal 
(其 中 fn 是 自然 数 的 一 个 递增 序列 ) 的 数 集 生 ,方程 
y" (A. )=0 (k=0, 1, …) 昔 水 ri) 0. 而且, 对 性 何 


' $ b >0, FEWE 


lim 一 = b 


=> | An | 


的 序列 {4,}, 以 及 函数 f(z) 41 (f (z) = 0), 使 得 
fA)=0 (n=l, 2, =) 7). 

Abel - Fotrtapos 问题 包含 由 本 M. Whittaker 提出 的 
([12]) 两 点 问题 (two - point problem). Bè {v} f {e} 
REDERI WEU Sinh wa OA. 
两 点 问题 就 是 要 确定 在 何 种 条 件 下 ,存在 在 区 间 [0,1] 
上 正则 的 函数 f (z) 0,W8 E fea) =0, 了 (0) =0. 
对 于 在 网 盘 |z| < R (R >1)Ú44E DW 8 3023809 gh T 
类 ,这 全 问题 已 被 解决 ， 所 得 到 的 条 件 在 某 种 意义 下 是 
精确 的 , 它 由 加 在 依赖 于 {v,} 的 展开 式 


(z) =Ë a, z" 
的 系数 a,, 上 的 种 种 界限 所 表达 {[3]). 这 个 问题 已 被 推 


广 , 并 已 用 无 穷 线性 方程 组 理论 予以 解决 (4]) .在 fv} 
形成 算术 序列 并 限于 处 理 指数 型 整 函数 的 特殊 情形 ,在 


其 种 意 愉 上 两 点 问题 已 经 彻底 解决 [8] ) 


参考 文献 
[1] Abel, N. H., Sur les fonctions géneratrices et leurs 
déterminants, in Oeuvres complètes. Vo), 2. 


Christiania, 1839, 77 — 88. Edition de Holmboe. 

[2] Gontcharoff , W.L . (T'ouuapon, B . J1.), Recherches sur 
les dérivées successives des fonctions analytiques. 
Géneralsation de la serie d'Abel, Ann. Sci. Ecole. 
Nom, Sup. , (3), 47 (1930), 1—78. 

[3] Tempon, A.O. , Hiparmos, H. H. , «Hæ. AH COCE, 
Cep. Matem -7, 11 (1947). 6, 547 — 560. 
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(1952), 3, 225 一 232. 
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a On the zeros of successive deriva- 


Mek. $. 1966, 5, 16—25. 
[11] cxormoe, B. A. , Marem. 05.9. 92 (1973), 1, 55 一 
59. 
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[HE] 关于 有 关 的 一 般 领 域 的 导论 , 见 {A1]. 
参考 文献 
[Al] Boas, R. P., Entire functions, Acad. Press, 1954. 
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Abel 不 等 式 [Abeal inequity ; Afem HepapencTa0] 

对 于 一 些 数 对 飞 积 之 和 的 和 俏 计 . 如 果 给 定 这 样 的 
数 丽 的 集合 和 数 记 的 集合 ， 使 得 一 切 和 B, =b, +b. + 
< +b, (k =1, 2,…，) 的 绝对 值 都 三 超过 一 个 数 B. 
B| B| |< B.JEBsR#a 2a n 或 者 只 S qi GL, 
2, =. n—1), B 
>a b, 
k=l 


< B| a, | +2| a, |). 


如 果 a, 是 非 增 的 , 非 负 的 ， 则 有 更 简单 的 千 计 ; 
Sab, 
k=1 


Abel 不 等 式 可 以 通过 Abel 变换 (Abel transformation ) 
来 证 明 . JI. 只 ，Kyapmamea R EAA SE 


= Ba. 


ABEL INTEGRAL EQUATION 5 


Abel 积分 方程 [Abel integral equation; AGe/m ungrer- 


pajpuoe ypasnenme] 
积分 方程 


| gi). ds = fix), a) 
x— 


这 个 方程 是 在 求解 Abel 问题 (Abel problem) 时 推出 
的 . 方程 


JE = =f) asxs5 — @ 


称 为 广义 Abel 积分 方程 (generalized Abel integral 
equation}, 其 中 a>0, LETEN 是 已 知 常 数 , O) £ Ë, 
AR, 而 gx) 是 林 知 函数 . 表达 式 (x s) "SKD Abel 
积分 方程 的 核 (kernel) 或 Abel 核 (Abel kernel). Abel 
积分 方程 属于 第 一 类 Voten 方程 (Volerra equa- 
ton). JE 


b 
{Ts = fx) agx&b (3) 
d x 
称 为 具有 转 定 积分 限 的 Abel 积分 方程 (Abel integral 
equation with fixed limits). 
WR f o e E St h 8 353, 则 Abel RASE (2) 
具有 唯一 的 连续 解 , 这 个 解 由 公式 


p(x) = Saa d j Ad A 
a a (x—t)! "5 
或 者 O .. 
px) = sinar | fa y fA) © 
r jæ a e 4 (x 
给 出 .公式 ($) 在 更 一 般 的 假设 下 给 出 了 Abel yE 


2) 的 解 { 见 [3], [4D)、 从 而 证 明了 ([3]): tn 3 / (x) 在 
区 间 [e, 可 上 绝对 连续 , W| Abel 积分 方程 (2) 具 有 由 公 
式 {5) 给 出 的 属于 Lebesgue 可 积 函 数 类 的 唯一 解 . >< 
T Abel 积分 方程 (3} 的 解 , 见 [2]; 亦 见 [6] 
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6 ABEL-POISSON SUMMATION METHOD 


ypapHcunsM, M.. 1959 【 英 译 本 : Mikhlin, S. G.. 
Linear integral equations, Hindushtan Publ. Comp., 
Delhi, 1960), 
[6] Taros, ©. A., Kpammee maan, 2 H3n.. M. 1963 ( 英 
译本 : Gakhov, F. D. , Boundary value problems, Perga- 
mon, 1966}. E. B. Xewmx FEE 
GE] OKEHE A Riemann - Liouville 分 式 积 
分 ,其 中 Re z<1, W[A1]. mE HUA 2) 5 BD M. x 
到 o 进行 积分 , 并 且 用 s 一 x 代 替 xs. 则 所 得 等 式 的 
左边 分 别称 为 Abel 变换 (Abel transform) 和 Weyl 分 
式 积分 (Weyl fractional integral), W. [A1]. 这 个 Abel 
变换 就 是 一 个 实 半 单 Lie 群 上 的 Abel 变换 的 特例 SL 
(2,R), [A2]. 
|A3 是 积分 方程 的 一 般 教 程 . 
参考 文献 
[Al] Erdélyi, A., Magnus, W., Qhberbetinger, F. and 
Trioomi, F. G., Tables of mtegral transform, M, 
MeGraw - Hill, 1954, Chapt. 13. 
[47] Godement, R., Introduction aux travaux de A. 
Selberg, in Sém. Bourbiki, Vol. 144, 1957. 
[A3] Fenyo, S. and Stolle, H. W., Theorie und Praxis der 
linearen Integralgjeichungen, 3, Birkhšuser, 1984, Sect. 
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Abel - Poisson 来 和 法 [ Abel - Poison summation method ; 
Añera -TIyaccons meron CyMMEposaAHHN ] 

Fourier $ $ R A 2 —. 8 $k ELO, 27] 的 
Fourier 级 数 在 点 p E 按 Abel- Poisson 法 是 可 和 的 


(summable by Abel- Poisson method), =n S, 
如 果 
im Atp, Q = T $, 
其 中 
da N 
Npp) = > +. Š (a coskotb sin kp)", 
Z — E 由 
fioo) = 1 fao 3 2pcos1 +p) d 多 


如 果 FEC (0,27), MAF |z j= |pe'*|=< 1, BAHRI E 
WAK 3. IFRI S. Poisson 所 证 明 的 , 它 是 关于 图 盘 的 
Dirichlet 问题 的 解 ， 所 以 ，Abel 求 和 法 (Abel sum- 
mation method) 当 应 用 于 Fourier 级 数 时 称 为 Abel- 
Poisson 求 和 法 ， 而 积分 IA Poisson 积分 (Pois- 
son integral}. 

如 果 (o, o) Rb Bñ f E py — R G 8 5 $a. 则 可 以 考虑 
当 点 jz(p, 风 不 是 锐 半径 或 切线 , 而 是 沿 任 意 路 径 趋向 
于 边界 图 上 的 一 点 时 函数 说 (p, 史 的 极限 ， 在 这 种 情况 
F, Schwarz EA (Schwarz theorem) wI: 如果 了 属于 
工 [0,2x] 且 在 点 向上 是 连续 的 , 则 


fp, @)=f(e,) 


lim 
fa. wpe 11, on) 


TSAM 的 ) 沿 怎样 的 路 径 赵 向 于 点 P(X, 9) 无 关 ， 
只 要 这 -一 路 径 悍 持 在 单位 圆 内 . 
参考 文献 
[1] Bapu, H. K. , TpuronoMerpuuecxae paahi, M., 1981. 
( 英 详 本 : Bary. N. K., A treatise on trigonometric 
series, Pergamon, 1964). A. A. 3axapos BE 


LEI = FË Schwarz 定理 有 关 的 一 个 定理 是 Fatou 
H (Fatou theorem): MÆ fe L [0,22], W T JL 
FRE pos 当 M(p.@) RERA Pq mü + 15 Ki Rei 
路 径 赵 应 于 PU g. # 


flp, @)=f(@,)- 


lim 
la. wis (1. go) 


见 [A2], pp. 129—130. 
#-+ 
[AL] Zygmund, A. , Trigonometric series, | —2, Cambridg 
Univ. Press, 1979. 
[A2] Tsuji, M. , Potential theory in modern function the- 
ory, Maruzen, 1959. KM i& 


Abel 问题 [Abel problem ; AGem samasa ] 
在 竖 直 平面 (3, +) 内 求 满足 下 述 条 性 的 曲线 如 
果 一 个 质点 由 曲线 上 纵 坐 标 为 工 的 点 出 发 ,从 静止 状态 
开始 在 重力 作用 下 沿 曲线 滑动 ,那么 经 过 时 间 T= (x) 
以 后 它 将 达到 坐标 轴 口 t+, 这 里 画 数 f(x) E * * 34 E 
的 .这 个 问题 是 全. H. Abel 在 1823 年 提出 的 , 它 的 解 
决 归结 为 一 个 第 一 类 积分 方程 即 Abel 积分 方程 (Abe] 
integral equation ) 已 被 解 出 .事实 上 ,如 果 上 是 
所 求 曲 线 的 切线 辣 坐 标 轴 O + 之 间 的 夹 角 , 则 有 
£ = — V 28(x —s) sin u. 
把 这 个 方程 从 0 到 x 积分 ,并 且 设 


= 一 V288(x] = f(x). 
则 得 到 关于 林 知 函数 wp (3) 的 积分 方程 
解 出 o tx), 便 得 到 所 求 曲线 的 方程 ,上面 得 到 的 这 个 
方程 的 解 是 


x 和 
po = L 2, ras | 
T Vx 0 VX—* 
#%* m 
[i] Abel, N. H., Solutions de quelques problèmes à l'aide 
d'intégrales defines in Oeuwes Completes , nouvelledd . , 
Vol. 1, Grondahl and Son, Christiania, 1881, 11—27. 
E. B. Xerem R 
常数 的 情况 下 ， 这 就 是 Chr. Huy- 


= pls) 


[ 补 注 ] 在 f(x) = 


ghens 首先 解决 的 著名 的 等 时 间 题 (tautochrone pro- 
blem) ,他 证 明 这 条 曲线 是 一 搜 绕 {cycloid ) . 
参考 文献 
[AL Jerri, À. J. , Introduction to integral equations with 
applications, M. Dekker, 1985, Sect. 2. 3. 
[A2] Hochstadt, H., Integral equations, Wiley {interscien- 


ce), 1973. 
[A3] Moiseiwitsch, B. L., Integral equations, Longman, 
1977. Wp 译 


Abel 求 和 法 [Abel summation method ; Abem meron 
CyMMuposagnq ] 


数 项 级 数 求 和 法 之 一 .如果 对 于 任何 实数 


x(0<x<1), 级 数 
Š a 
k =Ü 
mkA, H 
lim Ya x = S. 
x—1-— t o 
则 称 级 数 
2 


按 Abel 法 (4 法} 是 可 和 的 (summable by the Abel 
method (4- method ), 其 极限 为 数 5. 这 种 求 和 法 在 工 . 
Euler 的 著作 甚至 G Leibniz 的 著作 中 已 经 出 现 ， 它 
之 所 以 称 为 “Abel 求 和 法 ", 是 因为 关于 蹇 级 数 之 和 的 
连续 性 的 Abel 定理 (Abel theorem) Až% kt. Abel 有 求 
和 法 属于 完全 正则 求 和 法 ( regular summation Imetho- 
ds), € H — HJ Cesiro 求 和 法 {Cesaro summation 
methods) Ë 8. 应 用 Abel 求 和 法 以 及 Tauber 定理 可 
以 证 明 级 归 的 收 敏 性 . 

同 Abel 求 和 法 密切 相关 的 是 4 求 和 法 . i E 
一 个 复数 ,|z|<1; 如 果 当 z 沿 任何 不 与 单位 贺 相 切 的 路 
径 趋 向 下 1 时 ,都 有 


lim Şazi = 
k= ü 
则 称 组 数 
之 所 
k=0 
按 4 法 是 可 和 的 ,其 和 为 数 S. 
参考 文献 


[H] Hardy, G. H., Divergent series, Clarendon, 1949 . 
"[2] Bapa, H. K., Tpmomerprecme pami, Mi., 1961 
(3 PE 2: Bary, N. K., A treatise on trigonometric 
series , Pergomon ,1964 ) . 
A.A.3axapos # 张 鸿 林 译 


Abel 定理 [Abel theorem ; Asem Teofpewa ] 
1) 关 于 代数 方程 的 Abel 定理 : 对 于 任意 ne 次 代数 


ABEL THEOREM 7 


方程 , 33 n 2 5 F, HEERA B WR = X 28 7 E ÉS 3 5 
公式 是 不 存在 的 . 这 个 定理 尾 N. H. Abel 1824 年 证 
WAH]. Abel 定理 也 可 作为 Galois 理论 (Galois theo- 
ry) 的 一 个 推论 而 得 到 ,由 这 :理论 还 可 推出 更 一 般 的 
定理 :对 于 任何 n25, 都 存在 整 系 数 的 代数 方程 ,其 根 
不 能 通过 有 理 数 的 根 式 来 表示 . 关于 任意 域 上 的 代数 
方程 的 Abel 定理 的 现代 表述 , 见 代数 方程 (algebraic 
equation) . 
2) 关 于 寒 级 数 的 Abel EE ERAR 


S} = Saz _ by, (w) 
k=0 


其 中 aob 都 是 复数 . 如 果 这 个 级 数 在 点 z=z, 土 收 
B. 则 它 在 任何 以 b 为 心 .以 p< 一 冲 为 半径 的 圆 盘 
iz 一 8 Sp 内 绝对 - - 致 收 伍 ,这 个 定理 是 由 N. H. Abel 
证 明 的 {[2]) . 由 这 个 定理 可 以 推出 : 存在 数 只 El0,oo]， 
EI |z;-b|<R Ff (w)ukak.m 3 |: -—b|>R TR 
HRR. 这 个 数 R 称 为 级 数 (*) 的 收 化 半径 (radius 
of convergence), ARR |z — b |< R BAR (x) B k Š 
BJ: (disc of convergence). ` 
3) Abel 连续 性 定理 (Abel continuity theorem): 
t ME SR 9k CTE RTRA za ES, 则 它 在 以 
0121;22 为 顶点 的 任何 闭 三 角形 T 内 是 连续 函数 ， 其 中 
Ze zz ATARA. 特别 是 ， 
lim S(z) = 
p 
这 个 极限 沿 半径 总 是 存在 的 : S Sk (s) E ike Sk N # 5 IE 
柯 连 接点 了 和 z, 的 半径 一 致 收敛 .特别 是 . 这 个 定理 可 
以 用 来 计算 在 收 但 图 盘 的 边界 点 上 收 人 第 的 矫 级 数 之 
和 ， 
4) % T Dirichlet 级 数 的 Abel 定理 : 如 果 Dirichlet 
级 数 (Dirichlet series) `: 


Sio) 


P) = Še =, s=0oti, 1,2>0 
n=] 


在 点 s= ntin F kk. AEE EE o > G, U Ik 6k, E 
任何 角 |arg (s—s)|&0<z/2 8 —_# ik. 这 是 关于 知 级 
数 的 Abel 定理 的 推广 { 取 ,=n, 并 且 设 ee “=z). 由 这 个 
定理 可 知 , Dirichlet 级 数 的 收 襄 区 域 是 茶 个 半 平 面 >e, 
Hop c ERRERA 的 横 坐 标 . 

对 于 通常 的 Dirichlet 级 数 { 当 4,=lnn 时 ), 31 HL E 
的 系数 的 和 函数 A =a +a, t' +a 县 有 某 种 渐 近 性 ， 
则 下 述 定理 成 立 ;如果 


A, = B n''(Inny + O(nfy, 


其 中 B,s z 是 复数 ,有 是 实数 ， ol<p<o,n=Re $1» 
则 当 o, < 时 Dirichlet 级 数 收 人 证 ,函数 Q (s) BË 3 E M 
地 延 拓 到 半 平 面 B< w, A s=s WE F, W B., 如果 区 一 1 


8 ABEL TRANSFORMATION 
一 2,…, 则 

pi) = B Tiat l)s(s —s1) "I 9s), 
WE = 一 1, 一 2,…， 则 


gG) = Bp ss =s) "ln(s ~s1)+gts). 
这 里 的 g(s) 当 go> 有 8 时 是 正则 函数 . 

例如 ， Riemann C AH (45n, B=1, s,=1, «=0, 
B> 0) 至 少 在 半 平 面 o>0 内 是 正则 的 ,点 s=1 除外 ， 
在 这 一 点 上 它 具 有 残 数 等 于 | 的 一 阶 极点 , 这 个 定理 
可 以 按 杀 种 方式 推广 , 例如 ,如 果 


A, = $ B n'on + O(nP), 
z=1 


EPB. pal Ej Sk) EENAA Bo l< B< os, <, 
则 当 g>a Pf Dirichlet 级 数 收 徊 ,人 (在 区 域 x> B AE 
正则 的 ,点 后 sy…& 除 外 ,在 这 些 点 王 它 具有 代数 或 对 
数 奇 异性 .根据 4 的 渐 近 性 , 这 类 定理 为 研究 Dirichlet 
级 数 在 给 定 半 平 面 内 的 性 质 提供 了 某 些 信息 . 
参考 文献 
[I] Abel, N. H. , OQeuvers compkhtes, Vol. 1, Christiania, 
1881. 
[2] Abel, N. H. , Untersuchungen über die Reiche 1+mx /2 + 
m (m —1)x°/ (2 +t) +, J. Reine Angew. Math. ,1 (1826), 
311 —339. 
[3] Mapsympanu , A. H. , Teopas anamen dyer, 2 


3n. ，T. 1]，M,,1967{ 英 译本 : Markushevich, A. L, The- 


ory of functions of a oomplex variable, 1, Chelsea, 
1977), 下 TL Ey IE 
【 补 广 】 关于 入 bel 定理 分 一 和 的 更 多 内 容 , 见 [Al]. 
参考 文献 
[A1] Hardy, G. H. , Divergent series, Clarendon, 1949. 
张 鸿 林 E HEN 校 


Abel W$ [Abel transformation ; Añeng nmpeo6pasoeanume]. 


N N-i 
Dabi = anBy~aiBo— >B (a, qi). 
EZI KTI 


其 中 数 a, b EBEA, B, 是 任意 选取 的 ,而 
B, = B, +b, = Bath, + To +h. 
k=ļ,... A. 
Abel 变换 是 分 部 积分 法 (integration by parts) 公 式 在 
离散 情况 下 的 对 应 公式 ， 
. 如 果 an 一口 且 序 列 { 妃 } 是 有 界 的 , 则 Abei 变换 可 
应 用 于 级 数 
Darby = 
是 云 上 


> (a, ak, )B,—a, Ba 
k=! 


应 用 Abel ZPT] LAGE RORA MAA ROR RR 
TERHEL Abel 准则 (Abel criteriot))， 一 个 级 教 
经 过 Abel 变换 往往 可 以 得 到 另 一 个 其 和 相同 , 收敛 性 
更 好 的 级 数 . 此 外 ,应 用 Abel 变换 通常 可 以 得 到 某 些 
估计 ( 见 Abel TÆR (Abel inequality) ), 特别 是 用 来 
MERRER. 这 种 变换 是 N. H. Abel 引入 
的 人 [1])- 

# x. 

[1] Abel, N. H., Untersuchungen iiber die Reihe ] +mx /2 + 
mm — 21) + J. Reine Angew. Math., 1 (1820), 
311—339. 

[2] Mappyursm , A, H. , Teopaa amamma yuKrnü, T- 
1,2 ma, M., 1967 ( X 88 Æ: Markushevich, A. I., Theory 
of functions of a oompiex variable, 1, Chelsea, reprint, 
1917}. 

[3] Whittaker, E. T. and Watson, G. N., A course of mo- 
dern nalysis, | —2, Cambridge Univ. Press,1952. 
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Abe 范畴 [ Abelian category ; AGemesa KaTeropaa ] 

显示 所 有 Abe 群 的 范畴 的 某 些 特 性 的 一 种 范畴 ， 
Abel 范 因 是 作为 同调 代数 的 抽象 构造 的 基础 而 被 
引进 的 (4]} ,范畴 气 称 为 Abel 范畴 ([2]), W F th 
足下 型 的 会 理 : 

AD. 存在 一 个 才 对 象 ( 见 范本 的 零 对 象 (hull object 
of a category)), ' 

Al 8 T k 5 36 í — 4" $& (kemel) ( 见 范畴 中 的 态 
射 的 核 (kernel of a morphism in a category) ) 与 一 个 
上 核 (cokernel }. 

A 每 个 单 坊 射 都 是 一 个 正规 单 恋 射 (norma! mo- 
nomorphism ) ， 从 而 它 作 为 某 一 坊 射 的 核 出 现 ; 每 个 
满 态 射 都 是 一 个 正规 满 态 射 (normal epimorphism). 

A3. 对 每 一 对 对 象 都 存在 一 个 积 (product) S — + 
上 积 (copmoduct) (风范 炭 中 一 族 对 象 的 积 (product of a 
Brmily of objects in a category) ). 

在 定义 一 个 Abd 范畴 时 ， 常 假定 A 是 一 个 局 部 的 
小 范畴 (small category). 一 个 Abel 范畴 中 两 个 对 象 4 
5 昌之 寺 积 也 称 为 这 些 对 蒙 的 直 和 {direct sum)， 并 记 
RADB, A 由 B 或 4+8. 

Ab ERRAT. 

1) Abel 范畴 的 对 侦 范 畴 也 是 一 个 Abel PEW. 

2) 在 一 个 具有 单位 元 的 任意 结合 环 R k pr zz 
单 式 模 与 所 有 的 尺 模 同 态 组 成 一 个 范畴 , 哮 ， 它 是 一 
个 Abel 范畴 (例如 所 有 Abel 群 的 范畴 }. 

3) 一 个 Abel 范畴 的 任何 帘 全 子 范 团 (full sub- 
category) 仍 是 一 个 Abel 范畴 . 所 谓 一 个 完全 子 范 睹 
是 指 这 样 一 个 子 范畴 , 对 于 它 的 每 个 态 射 , 它 也 必 和 包含 该 
态 射 的 核 与 上 核 , 面 且 对 于 它 所 包 售 的 每 一 对 对 象 4 
与 有 B, 它 也 必 包 含 它们 的 积 与 上 积 ， 


OO ee va asao, |... n | 


左 单 式 模 的 范 团 如 的 上 述 类 型 的 子 范畴 取 尽 了 
所 有 的 小 Abel 范畴 ， 因 此 ， 下 述 的 Mitchell sË £ 
( Mitchell theorem ) 是 有 效 的 : 每 个 小 Abel 范畴 都 可 
以 完全 精确 地 媒人 到 菜 -范畴 于 中 去 ， 

4) E FCD ,%L ) 的 任何 范畴 都 是 Abel 范畴 ， 这 里 
D 是 Abd 范畴 % 上 的 疼 概 形 .在 概 形 全 中， 可 
以 区 别 出 交 换 关系 的 集合 CERD 中 具有 公共 起 点 


KEARE p= (Qo. a PnP j = (j... W.) 
之 对 (9 ,网 ) 的 集合 ,那么 ,范畴 六 (全, 如) 中 由 满足 
条 性 

Di = Hp) Dm) = Dt) Diya) = DPA 


的 所 有 图 D:D 一 外 所 生成 的 完全 于 范畴 是 -- 个 Abel 范 
. 睛 ,特别 地 , wE p 是 一 个 小 范 团 ,并且 集合 C 基 由 所 有 
具有 形式 (mh ,7y) 的 对 所 组 成 的 ， 其 中 Y=mx8., 那么， 
相应 的 子 范畴 就 是 从 仿 S| 3 的 -位 共 变 函 子 ffomctor) 
的 Abel 范畴 . 

假定 在 -- 个 小 范畴 多 中 ， 霍 对象 是 存在 将 . 于 是 
一 个 了 沙子 下 :全 — 3 称 为 正规 化 的 {normalized )， 如 
果 它 将 一 个 尘 对 象 变 成 一 个 零 对 象 ”在 函 子 的 范畴 中 ， 
由 正规 化 的 函 子 所 生成 的 完全 子 范畴 就 将 是 一 个 Abel 
A. 特别 地 ， 如 果 邓 是 一 个 以 所 有 整数 为 对 象 的 范 
R EPRE N. 而 其 非 鞋 非 恒 等 态 射 形成 - :个 序列 

dh 

0201 2 
HEP d d. =0,Çn=0, +1, + 2, , 那么 , 由 正规 化 的 
Bñ FETE sË B A z 05 T 5 B$ SR a A E É) a E 00 Dr 
{category of complexes ). ER Etis P. ETE 
MEAT Z", B H", CAMT n 维 闭 链 , n 纵 边 
Ban 维 同调 ， 都 取 值 于 & 内 . 它们 成 为 同调 代数 的 
发 展 基础 ， 

5) 一 个 Abel 范畴 A 的 一 个 完全 子 范畴 3 称 为 笛 
密 的 (dense)， 如 果 它 包 会 它 的 对 象 的 所 有 子 对 象 
(subobject ) 与 商 对 和 (quotient object), HE AEAF 
列 (exact sequence ) 

0— 4 -B> CÒ 


BeOb W, 当 且 仅 当 4, CeObxu, FERIE A/I, 
就 可 构造 如 于 . RR, 4] 是 直 和 44 鲜 昌 的 一 个 于 对 象 ， 
Tt 与 zt, 为 直 和 的 射影 并 设 正 方形 


BTI 


R= 4 
eml qa 
B z? X 


JEEN 个 上 纤维 积 ) THUR ( 民 , 4] 称 为 -个 
AU, FAR, WE Coker un, Ker AEN. RTN, 
Thika AE, WREED rR. 
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HEN RA Hj (A B) Ë h N f. @ 0) 38 (fr 28 
组 成 的 . — 3 É 0038 3 39 Yk 2 EE 3| 2 00 3 tf >: 
系 是 相 容 的 ， 这 就 使 得 构造 商 范畴 外 / A 成 为 
可 能 , EE 个 Abel E. BREF (Bithfil functor) 
T: = A/A REB, AEDEM a À — B 
指定 它 在 AQ BHNRERH, — + EIRA, FA 

. v» > a un > 如 | 时 T 
有 一 个 完全 单 时 的 右 伴随 画 子 O:aL73L A. 

6) 对 于 任何 拓 朴 空间 X, X LARRE G 模 的 范 
EEA Abel 范畴 , 这 里 的 G E X EERI. 

对 任何 Abel 范畴 外 都 可 引进 坊 射 的 部 分 和 , 使 得 和 
释 成 -个 加 性 范 确 (additive category)， 为 此 原因 ， 在 一 
个 Abel 范畴 中 ， 任 一 对 对 象 的 各 与 上 积 部 是 恒 等 的 、 
再 者 ， 在 定义 - .个 Abel 范畴 时 ， 只 要 假定 或 者 积 或 者 
上 积存 在 就 够 了 ,任何 Abel 范畴 都 是 一 个 具有 唯一 双 
范畴 结构 的 双 范 炭 (bicategory) ， 这 些 性 质 刻画 了 -个 
Abel 范畴: 一 个 具有 有 限 积 的 范畴 是 Abel 范畴 , š FL (v 
当 它 是 -- 个 加 性 范畴 ， 每 个 态 射 a 都 有 一 个 核 与 一 
上 核 。 并 且 可 以 分 解 成 积 


= Coker(Kera)@0ker(Cokera), 
其 中 的 8 是 一 个 同 构 ， 
上 上面 所 引 的 Mitchell 定理 构成 了 Abel 范 睛 中 的 所 


H RENER" 法 的 基本 原理 : 对 于 有 关 奖 换 留 的 任何 
命题 ， 如 果 它 对 左 模 的 所 有 范畴 M 都 是 正确 的 ， 而 


且 它 是 某 个 态 射 序列 的 正 合 性 的 佑 果 ， 那 么 ， 它 在 所 
有 的 Abel 范畴 中 也 必然 是 正确 的 . 
在 一 个 局 部 小 Abel 范畴 中 ， -AIER M t 


A 子 对 象形 成 一 个 Dedekind ## (Dedekind lattice). im 
果 任 何 对 象 族 的 积 ( 或 上 积 ) 都 在 Y iri BE 2 Dk TE 
将 是 完全 的 . 已 经 知道 , 这 些 条 件 都 将 具备 , WREN 
中 有 一 个 生成 对 象 U, 并 且 如 果 上 积 

HB t, U =U. 


对 任何 集合 [都 存在 ， 例如， 这 些 条 件 是 被 Gothen- 
dieck FERF (Grothendieck category ) 所 满足 的 , 此 范畴 等 价 
于 模范 畴 对 其 局 部 化 子 范 畴 所 得 到 的 元 范畴 (Gabriel- 
Popescu TH (Gabriel - Popescu theorem} ). 
#+* > 
[1] Bucur, 1. and Deleanu, A., 
of categories and functors, Wiley, 1968. 
[2] Freyd, P.. 
theory of functors, Harper and Row, 1964. 
[3] Gabriel, P., Des categories Abdiennes, Bull. Soc. 
Math, France, 9 (1962), 323 一 448. 
13] Grothendieck, A., Sur qugiques points d'algëbre 
homologigue, Tohoku Math. J.. 9 (1957), 19 一 
221. M. Wl. Lanmo 所 
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Abelian categories: An introduction to the 
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[【 补 注 】 在 此 文中 , 态 射 的 合成 的 写法 是 从 左 到 右 的 ， 
Moptop AB Y: B 一 C 的 合成 一 个 稠密 的 
子 范畴 更 常 称 为 一 个 Serre 子 范畴 Serre subcategory ). 
参考 文献 
[A1] Mitchel, B.. Theory of categories, Acad . P ress, 1965. 
[A2] Popescu, N., Abelian categories with applications to 
rings and modules, Acad. Press, 1973. BBB EE 


Abel 微分 [ Abelian differential ; Aenea mhepenema] 

在 紧 或 闭 的 Riemann 曲面 $ 上 的 全 纯 或 亚 纯 微 分 
CH, Riemann 曲面 上 的 微分 (differential on a Riemann 
surface )). 

¿z g E Hl S 的 亏 格 (W, 曲面 的 亏 格 (genus of a 
surface)); a, b, '' a, b, E: S MRA JJ W 3: E. BE 
忽 这 些 亲 点 的 性 状 ， 可 把 Abel 微分 区 分 成 1 , U , 亚 
类 ,并 且 有 真 包含 关系 I < II < H .第 一 类 Abel 微 
分 (Abelian differential of the first kind) REZ SÈ 
处 处 全 纯 的 一 阶 微分 ， 且 在 每 个 点 PESAR U 
内 它 具有 形式 w=pdz =p(2)dz, X Ë ;z=x+iy E UM 
的 局 部 单 值 化 变量 ,dz=axr+idy，p( 人 (是 已 内 z 的 全 
钝 或 正则 的 解析 函数 ,Abel 币 分 相 加 或 它 与 一 个 全 纯 
函数 相 习 可 以 用 自 杖 的 方式 定义 : 如 果 

w = pdz m = qdz, a — oth 


BJ 


wtr = (p+qydz, aw = (ap)dz. 


第 一 类 Abel 微分 构成 一 个 y 维 向 量 空间 四， 再 引信 
标量 积 
(a, n) = ffo 
š 


Horko 55 BL JE SSW nh SR SR (exterior pro- 
duct), 空间 A 成 为 Hilbert 空间 ， 
BA, Bi, …, A B, 是 第 -类 Abel 微分 中 的 A 
ARA BANA, 即 积分 
A, = fe, B, = fe. /=l1l,..... g. 


=, h 
那么 有 以 下 关系 武 : 
loll? = YO B, - B,A) > 0. (D) 
1-1 


WRA, B... 
局 期 ,那么 有 


A, B, 是 另 一 个 第 一 类 Abel 微分 r 的 


ie.) = $4, BA) = 0 2) 
15l 
关系 式 人 1) 和 (2) 称 为 第 一 类 Abel 微分 的 Riemann XZ 


线性 关系 (bilinear Riemann relations). 可 以 选取 第 
二 类 Abel 微分 的 一 个 典范 基 , 即 空间 条 的 一 个 典范 基 


Q. `, Pio t 
A, = fo. = ê, 


这 里 5. =1, 6,=0, ij. FEBREM 


B, -fe 


HSER (B) (i, j=1,…,9) 是 对 称 的 ,而 县 虚 部 的 矩阵 
(Im B,,) 是 正定 的 .4 周期 全 为 零 或 昌 周 期 全 为 等 的 第 一 
类 Abel 微分 恒 等 于 零 , 如 果 第 一 类 Abel 微分 的 所 有 
周期 爹 为 实数 ,那么 w= 人 0， 

第 二 类 和 第 三 类 Abel 微分 {Abelian differentials of 
上 至 多 只 有 有 限 多 个 奇 点 OAO METI, 它们 有 
局 部 表达 式 : | 


ae g... +f) (3) 
z7 z 


其 中 f(z) 是 正则 函数 , n 是 极点 的 阶 ( 若 a 0) B a. 
是 极点 的 残 数 . 如 果 n=1, 这 个 极点 称 为 单 的 . 第 二 
类 Abel 微分 就 是 所 有 残 数 都 为 零 的 亚 纯 微分 , 名 具有 
局 部 表达 式 f 


-A a-l 
" 十 二 dz 


z 


的 亚 纯 微分 ， 第 三 类 Abel 微分 是 一 个 任意 的 Abel 微 
分 . 

Bo EAR AMM A,» A, W — NEE Abel iË 
分 :那么 Abel 微分 加 = 四 -4 则 一 … AS, 的 本 周期 
a E =Z, 称 为 正规 化 Abel 微分 (normalized Abelian 
differential). 特别 地 , 23 P, 和 严 是 S 上 任意 两 点 时 ， 
Cam 个 在 P, AA (1/z) dz, E P, # É 
By. oR EË Abel RA. CEA P, TR AMA 
残 数 c,…,c; 那 么 总 有 c+ 二 6.=0, WE PRESE 
一 个 任意 点 , P 关 PU =1,…, 9) ,那么 忆 可 表示 成 一 个 
第 二 类 正规 化 Abel 微分 my ， 有 限 个 第 三 类 正规 Abel 
微分 op 以 及 第 一 类 Abel 基 微 分 p, 的 线性 组 合 ; 


w = w+ Èw, 0 十 AM. 
下 一 | 
设 ,是 只 在 P. (j= 1,…,n) 有 残 数 6 的 章 极 点 的 第 三 
类 Abel 微分 ， 2 是 任意 的 一 个 第 一 美 Abel BOY. 


A. = fo B, = Je 


A, = fos B, = fos k=l,....8. 
这 里 的 闭 链 a, b, 不 通过 mm, 的 极点 , 设 点 PieS 不 在 闭 
Han b, EL EA P A P RARA. 那么 可 得 第 
一 类 和 第 三 类 Abel 微分 的 双 线 性 关系 (bilinear rela- 


tions): 


Ht Ç 


Sia B,- RA = Im Sc for 

k-i Pe 1 

在 第 -类 和 第 二 类 Abe MEARE R . 
除了 被 称 为 循环 周期 (cyclic period ) 的 4 周期 和 8B 

周期 Ao B, (k=1, ,8 外 ,一 个 任意 的 第 三 类 Abel 

微分 还 具有 沿 闭 留 绕 极点 只 的 零 同 调 闭 链 的 形 如 ?2moc 

的 极 周期 (polar period) .于 是 对 任意 的 闭 链 ? 有 


Je: 一 $ (hA Hig BO T2mi2 me, 
=l 2-1 


这 里 到， La mm 都 是 整数 . 

Abel 微分 的 重要 性 质 可 用 除 子 描述 ， 设 (a) 是 
Abel Mir œ Wk F (divisor), B (四 是 一 个 形 如 (o) = 
Pm … Pp 的 表达 式 , 基 中 户 是 ww 的 所 有 零点 和 极点 ,& 
是 它 科 的 重 数 或 阶 数 ，Abel 微分 的 除 子 的 次 数 
¿[oy =a + … +a DUR3 S 的 亏 格 . 且 总 有 dT()]= 
2g—2, Wa 是 某 个 已 给 的 除 子 . 用 Qta) 表 下 其 除 子 
(9) 是 4g 的 倍数 的 Abel 微分 中 的 复 向 量 空间 ,用 Lia) 
表示 其 除 子 {. 门 是 的 倍数 的 $ 上 亚 纯 函 数 .1 的 向 量 空 
间 . W dim Q (a )=dim L (a /(o)). 关于 这 些 空间 的 维 数 
的 另 一 重要 信息 包含 在 Ricmann -Roch 定理 (Rie- 
mann - Roch theorem): 等 式 


dimL{a !)—dim@%⁄a) = dfa]- 9+1 


对 任意 除 子 an 成立 由 上 述 可 知 , Dn g=1,B HEI 
面 上 时 , 亚 纯 薄 数 不 能 有 单独 的 单 极点 . 

i S ERE Riemann 曲面 ,其 上 有 满足 不 可 约 代 
AHE FO, w) =0 的 亚 纯 西数 z 和 w. 那么 $ 上 任意 
Abel 微分 都 可 表 成 包 ==R(z ,Wj dz , Eh R (z , w) # z 
种 w 的 一 个 有 理 函 数 ;上 反之 ,表达 式 = R(z,w)dz 是 一 个 
Abel 微分 ， 这 音 昧 着 任意 Abel 积分 (Abelian integral) 


JRE w)dz = Je 


EK Riemann 曲面 5S 上 的 某 个 Abel 微分 的 积分 ， 
亦 见 代数 画 数 (algebraic function). 
参考 文献 
[Ú Springer, G., introduction to Riemann surfaws, Addi- 
son - Wesley, 1957, Chapt. 10. 
[2] Nevanlinna, R., 
Chapt. 5. 
[3] Heborapea, H. T., Teopug ameparecnm 中 QHi ， 
M.- N., 1948. E. Jl. Conoseures #E 
[ 补 注 】 代替 [3] 的 另 一 本 好 的 参考 文献 是 [A1]. 
参考 文献 
[A1] Lang, $., 
tions, Addison - Wesley, 1972. 


Uniformiserung, Sprnger, 1953, 


Introduction to algebraic and abelian fume- 


Abel 西数 [ Abelian function ; AGenema 中 yakum ] 
单 复 变 量 的 炳 图 应 数 (elliptic function ) 概念 在 多 


ABELIAN FUNCTION ll 


RERE- i ERZI CO HER 


Zott, Zp Z= (Z,, e, z) É) E a) 
Abel 函数 , i EE C” 中 有 2P 个 行 向 量 
w, = (Qo, op 小 y=1,...,2p, 


它们 在 实数 域 上 是 线 性 无 美的 并 且 使 得 对 所 有 的 zeC?"， 
有 f(z+w) 二 f(z), v=1,… 2p. bÆ w, 称 为 Abel 
函数 f(z) 的 周期 (periods) 或 周期 系 (system of peri- 
ods). Abel 函数 了 (z) 的 所 有 周期 看 加 法 下 成 为 Abel 群 
T， 称 为 周期 群 (period group) (或 周期 模 (period 
module)}. 这 个 群 的 基 称 为 Abel 函数 的 局 期 基 系 
of basic (或 primitive ) periods). Abel 函数 TORA 
退化 的 (degenerate), 恕 果 存 在 变量 5 ，… , z, 的 一 个 
钱 性 变换 , 它 将 f (z) 变 为 一 个 较 少 变量 的 函数 ; 香 则 
A(z) 称 为 非 退 化 Abel 函数 (non - degenerate Abelian 
function). iB4E Abel 函数 是 由 具有 无 穷 小 周期 来 识别 
的 ， 即 对 任何 s>0 都 可 找到 一 个 周期 w, 使 得 


一 2 
l%1= (Èl <e 


i p—=1, M E B E Abel E g EE 5 3 NL i 8 IB] PG 
数 . Sie hjsi TH Abel Af B #Ñ Bb 2% [uj T 58 3F Bj 
(complex torus) C?/ r (HI #R8 H C'/ F) 上 的 一 个 亚 
纯 函 数 ( 风 扩 Abel A (quasi - Abelian function)) . 

Abel 函数 的 研究 开始 于 19 世纪 , 当时 它 与 第 一 类 
Abel 积分 (Abelian integral} 的 反 演 (部 Jacobi Fz 38 ü] 
H (Jacobi inversion problem), [1], [2]》 有 联系 . 由 
解 这 个 问题 得 到 的 Abel 函数 称 为 特殊 Abel E M 
(special Abelian functions); 在 早期 的 工作 中 ,5 只 有 这 
样 的 函数 有 时 才 被 认为 是 Abel Mg. mu, l ,ua 为 
在 Riemann 曲面 上 构造 的 第 一 羔 线 性 无 关 的 正规 
Abel 积分 : 


x 1 
u 二 fa... = f au,, 
G“ y 


并 命 x ` 
z, = [as + -+ fdu, J=l,.....P 

为 一 个 给 定 的 和 系 , 其 中 积分 下 限 co,,…, c, 固定 在 曲 
HFE 于 是 可 定义 特殊 Abel AAA ER x x, 
的 具有 p TERNA AAAY., AtA F 上 


PÕM ?5 nz WAR. JH K. Weierstrass 引进 的 记 
号 .任何 特殊 Abel 函数 AT(z) 都 可 表 为 
Alz} = AHzZi . 2) = 
= Rix,(z,.... 2)... plz, Z). 


相应 于 特殊 Abel Bš $£ PJ 8 SF Bi C? J T 是 代数 曲线 的 
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Jacobi < (Jacobi varieties). 


HRE W 称 为 Abel Egk f (z) ia RE BF (period 
matrix) , 指 它 的 列 向 量 是 Abel 函数 f 的 周期 基 ， R 
有 维 数 px 2p . 一 个 给 定 的 px 2p 3E 3 W A B - 
非 退 化 Abel 函数 的 周期 短 阵 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 
FAIR #F (Riemann - Frobenius 3 #F (Riemann - Fro- 
benius conditions)): T j 28 B° - -个 Riemann 矩阵 
(Riemann matrix), 即 必须 存在 -- 个 元 素 是 整数 而 院 
数 是 2p 的 反对 称 非 退化 方 阵 M, 使 得 1) WMW "=0， 
Roth W " ë W BJ Se NO k; 2) 矩阵 i W MW ME 

-个 正定 Hermite 型 (D]). 如果 条 件 1) 和 和 2) 分 别 
表 为 方程 和 不 等 式 AAI — 4 H p(p-—1)/2 个 
Riemann 方程 (Riemann equations) 所 成 的 方程 组 和 
p(p-1)/7 + Riemann PER (Riemann inequati- 
ties). $p AAEM W 和 相应 的 Abel 函数 f(z) 的 却 
格 (genus). W 的 列 向 量 w =Rew, +ilm w,, 看 作 是 
实 Euclid 空间 R? 中 的 向 量 , EENT / C) 的 周期 超 
平行 体 (period parallelotope) . 

HETARA ER WETH Abel 函数 构成 一 
个 Abel RAI (Abelian function field) K... 如 果 域 
下 包 省 一 个 非 退 化 Abel 函数 ,那么 T fb C E BJ z 
越 次 数 是 p; TAE Cr E — + Ab $ 
(Abelian variety), M K, 变 为 它 的 有 理 函 数 域 . 5 — 
方面 ,如 果 兵 的 所 有 Abel 函数 都 是 退化 的 ， 那 各 起 
司 构 于 一 个 维 数 低 于 p 的 Abel 笠 上 的 有 理 责 数 域 . 亦 
WR Abel Æ$ (quasi - Abelian function). 

BRAR Wy -一样 ,任何 Abel RRIT AA 
个 整 超越 9 PG $C 05 e BA (theta - function), € 
也 可 表 为 9 级 数 (theta- series) .一 个 给 定 的 Riemann 
BR W 可 决定 一 类 日 组 数 ,由 它 可 以 构造 域 K. 的 所 有 
Abel E$. 

对 特殊 的 Abel Mt, HB hyr EM zi,… 
EERE ATGE W 变 为 如 下 形式 : 


ti n. 0 dil Jan Tip 


. z, 的 线 


ARER a, lO, kal, e, p) 的 元 素 之 同 的 Rie- 
mann XR, iE T E RER gE a ,=a,, 和 实 部 矩阵 
| Re ap i (j, k=1, =, p) 的 正定 性 .然而 , 当 p >3 时 ， 
lanl HEKE, 中 公有 3(p-1) h y pu R, ED 
和 在 其 上 上 友 演 问题 可 解 的 RRiemann 曲面 下 的 保 形 参 
模 的 个 数 一 样 客 ( 见 Rseman 曲面 的 模 {moduli of a 
Riemann surfce)) ， 除 Riemann 美 系 以 外 ,在 此 情形 
gs 之 间 有 {p 一 2) (p 一 3}/2 个 超越 关系 ， 在 p=4 的 情 
形 , 这 些 关系 的 明显 形式 是 F, Schottky 在 1886 年 
首先 发 现 的 ; 关于 这 个 领域 的 以 后 发 展 的 回 题 见 [ 引 . 


特 萄 的 Abel 中 数 可 以 表 为 属于 一 个 特殊 类 型 的 两 
个 县 有 半 整 数 特 征 数 的 整 9 晴 数 的 商 ， 这 些 表 示 纵 出 
特殊 Abel BAHE. CERMAK EE 
的 拓 广 ， 因 此 ，Abel Pq 9k /(z) XF L R OL z, 的 导 
数 是 Abel HA EE p+1 个 Abel 晒 数 满足 一 个 代数 
程 ; 任何 Abel 国 数 都 可 用 某 p+ 1 个 Abel 函数 有 理 
AAT, MinT UHER Abel 函数 和 它 的 个 一 阶 偏 
导数 表示 ; Abel 星 数 满足 加 法 定理 (addition theo- 
rem), BJ Abel RRES a+be 他 ?上 的 值 可 以 用 某 p+1 
个 Abel 函数 在 点 a ,beEC? 上 的 值 有 理 地 表示 . 
Abel 函数 在 代数 几何 学 中 具有 重要 的 意义 , ETE 
为 某 一 类 代数 证 的 单 值 化 (uniformization) 手段. 
PELER 
[I] Springer, G., Introduction to Riemann surfaoes, Addi- 
son - Wesley, 1957. 
[2] Heđorapes. H. T., Teopua amre5pakqecex hymamit, M, - 
T., 1948, m. 8, 9. 
[3] Skel, C. L., Automorphe Funktionen in tnehrerer 
Variaben , Math. Inst. Göttingen, 1955. 
[4] Wel, A., introduction à l'étude des variétés kahlérien - 
nes, Hermann, 1958. 
[5] Mumford, D., Curves and their Jacobians, Univ. of 
Michigan Press, 1975. 
[68] Stahl, H., Theor der Abelschen Funktionen, Leipzig, 
1896. 
[7] Clebsch, A. and Gordan, P., Theorie der 上 belschen 
Funktimen, Teubner, 1866. 
[8] Conforto, F., Abelsche Funktionen und algebraische 
Geometrie, Springer, 1956. E. JI. Conomennes W 
GREI 导 期 基 系 也 称 为 周期 基 (penod basis). É Y 
[s] INET SS ERHIAN. Riemann - Frobinius 条 
HRA Riemann 双 线 性 关系 (Riemann bilinear rela- 
tions) 或 简称 为 Riemann 关 # (Riemann relations). 
Schottky 问 是 (Schottky problem} 关系 到 满足 Rie- 
mann 条 件 的 矩阵 空间 中 所 有 Jacobi 行列 式 空间 的 
描述 ， 它 最 近 已 被 解决 , 见 Jacohi $ (Jacobi variety). 
#= 
[A1] Arbelio, E., Cornalba, M. Griffiths, P. A. and Har- 
ris, J., Geometry of algebraic curves, 1, Springer, 
1985, 钟 同 德 译 


Abel 群 [ Abelian group ; AG6eJdJema rpynmna] 

一 个 群 , 其 运算 是 交换 的 , 见 交 换 性 【commutat- 
vity). N. H. Abel 在 用 根 式 解 代数 方程 的 理论 中 使 用 了 
这 种 群 ,因而 这 样 命名 , 习惯 上 将 Abel 群 的 运算 写成 加 
法 记号 , 即 用 加 号 {+)} 表 示 运 算 . 称 为 加 法 . MPE 
(办 表示 中 性 元 , KAPERE H, 它 称 为 单位 元 ). 

Abel 群 的 例子 ， 所 有 揪 环 群 (Gyclic group) 都 是 
Abel 群 ， 特 别 地 ， 整数 加 法 群 是 Abe Rt. PEIRAS 


i A 


m 


A. i 


so L Tole Z: 


r 


有 站 和 (direct sum) Abel 群 . 有 理 数 加 法 群 Q 也 是 
Abel 群 , 而 且 它 是 局 部 循环 群 (locally cyclic group), PRI 
它 的 所 有 有 限 生成 的 子 群 都 是 循环 群 . 最 后 , 5” 型 群 
(group of type p°) (或 所 循环 群 (quasi - cyclic go- 
up)Z,-)ËE Abel 群 ,其 中 p 是 任意 素数 . 

Abel RA PHARA (fee composition) 与 直 
和 是 一 致 的 ， 自 由 Abel $ (free Abelian group) 是 无 
限 循环 群 的 直 和 .自由 Abel 群 的 每 个 子 群 仍 是 自由 
Abel 群 ， Abel 群 中 所 有 有 限 阶 元 素 的 集合 形成 一 个 子 
群 , 称 为 Abel RRA FEF (周期 部 分 )》(torsion subgroup 
{periodic part) of the Abelian | proup) . Abel 群 模 它 的 
挠 子 群 所 成 的 商 群 是 无 挠 群 {group without 
torsion)， 于 是 ,每 个 Abel # # E 3: Ps Tt 38 WJ T Pe PË 
的 扩张 . 这 个 扩张 并 不 总 是 分 裂 的 , BD SSES W A A 
和 因子 .每 个 元 素 的 阶 是 一 个 固定 素数 p REH Abel 
HERAA T p HERE (primary group) GEW P 
一 般 使 用 术语 上 群 )， 每 个 挠 群 唯一 地 分 裂 成 对 应 于 不 
同 率 数 的 一 些 准 京 群 的 直 和 . 

有 限 生 成 的 Abel 群 的 完全 分 类 是 已 知 的 ， 这 由 有 
限 生成 Abel 群 的 基本 定理 (fundamental theorem of 
finitely generated Abclian groups) 给 出 : 每 个 有 限 生 成 
的 Abel 群 是 有 限 移 个 非 分 裂 的 循环 子 群 的 直 和 , 这些 
循 坏 子 群 中 有 一 些 是 有 限 准 康 群 ,而 另 一 些 是 元 限 的 
(G. Frobenius, L. Stkkelberger} ， 特别 地 ， 有 限 Abel 群 
分 裂 成 准 京 循环 群 的 家 和 .，-- 般 说 来 ， 这 样 的 分 解 不 唯 
一 ,但 有 限 生成 Abel 群 分 解 成 非 分 型 循环 群 的 直 和 的 
任何 两 个 分 解 式 是 同 构 的 , 故 元 限 循 环 直 和 因子 的 个 数 
肥 淮 素 直 和 因子 的 阶 的 集合 不 恢 轴 于 分 解 的 选择 . 这 些 
数 称 为 有 限 生成 Abel 群 的 不 变量 (invariant of 
finitely generated Abelian group) . 它们 构成 了 下 述 
意义 下 的 不 变量 完全 组 :两 个 {有限 生 成 的 ) Abei 群 同 
H, 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 不 变量 . ARER Abel 群 
的 子 群 本 身 是 有 限 生 成 的 . 

Abel 群 不 一 定 是 ({ 即 梧 无 限 包 个 } 循 环 群 的 直 和 . 
对 于 准 农 群 ,已 有 了 这 种 分 解 存在 的 充分 必要 条 人 忻 ,县 
BH W Kymo 准则 ， 令 半 4 是 对 于 某 率 数 P 的 淮 罕 Abel 
群 . 4 中 的 非 零 元 农 a 称 为 4 中 无 限 高 的 元 素 
(element of infinite height), 如果 对 于 任何 整数 点, 方 
程 pt:x=a 在 4 中 是 可 解 移 ; 如果 这 方程 羽 当 上 kn 时 可 
解 ， 则 称 4 为 高 为 n HER (element of hight n). 


Kymkos 准则 (Kulikov criterion) 说 , EX Abel # 4 
是 循环 群 的 直 和 ， 当 且 仅 当 它 是 子 群 的 一 个 上 升序 列 
的 并 ,并 且 序 询 中 每 个 子 群 的 元 素 的 高 的 集合 是 有 界 
的 ,如 Abel 群 蚌 循 环 群 的 直 和 , 则 它 的 任何 子 群 本 身 
是 这 样 的 直 和 和 .不 能 分 解 战 直 和 的 (性 分 型 约 ] 淮 素 Abel 
群 是 礁 泰 循环 群 及 和 群 Ze. 

S Abel 群 中 元 素 gj,…, 外 的 有 限 集 称 为 线性 相关 的 
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(linearly dependent}, 如 果 存 在 不 金 为 0 的 整数 n…， 
n 使 得 Yllng = 如果 不 存在 这 和 样 的 数 , 则 称 为 
线性 无 关 的 (linearly independent). 4 中 元 素 的 任意 
集合 称 为 线性 相关 的 ， 如 果 存 在 线性 相关 的 有 限 子 集 - 
FERRE Abl 群 有 极 大 的 线性 无 关 集 , 所 有 极 大 
线性 无 关 集 的 势 是 相同 的 , 称 为 该 Abel 群 的 秩 (rank, 
Prüfer # (Prüfer rank)). eE BS pk p S E, 自由 Abel 
群 的 秩 与 它 的 自由 生成 元 的 集合 的 势 一 致 ， 

每 个 秩 为 1 的 无 挠 群 同 构 于 有 理 数 加 法 群 的 某 个 子 
ËR, 对 于 这 些 群 , 可 用 型 的 语言 完 侈 地 描述 .无 挠 Abel 
群 的 每 个 元 素 决 定 一 个 特征 (characteristic) WE. E 
是 一 些 非 负 数 和 符号 — RA n 这 序列 可 由 
下 述 方法 构造 . 设 将 素数 按 升 序 排出 :P， , 由 元 素 
q 决定 这 个 序列 如 下 : 如 方程 a=px "EBE PT. 而 方 
F asp x 不 可 解 , 则 序列 的 第 大 项 为 总 ,而 若 方程 
4 二 Ex 对 任何 s 都 可 解 , 则 第 上 项 为 oo. 两 个 特征 数 集 
等 价 ,如果 它 们 可 能 除去 有 限 多 项 外 都 相等 , 且 符 号 o° 
在 两 个 序列 中 出 现在 相同 的 位 署 ,两 个 线性 相关 的 无 素 
的 特征 数 集 是 相等 的 , 特征 数 集 的 等 价 类 称 为 型 (type)， 
每 个 秩 为 1 的 无 绕 Abel 群 具有 唯一 决定 的 型 , 称 为 访 
群 卫 型 ;不 同 构 的 群 有 不 同 的 型 . 

EHR Abel 群 如 果 能 分 解 成 秩 为 | 的 群 的 直 和 和 ， 
群 不 都 是 完全 分 裂 的 ,虽然 每 个 直 和 因子 可 以 是 这 样 . 
对 每 个 整数 nn, 存在 秩 为 n 的 无 措 Abel 群 , 它 不 能 分 
解 ( 分 裂 } 为 直 和 ,对 可 数 的 无 措 Abel 群 ,能 构造 出 不 变 
KHER. 

Abel 群 称 为 完全 的 (complete ) 或 可 除 的 (divisi - 
ble), 如 果 对 它 的 任何 元 素 a REESE m, JE mx=g 
在 群 中 有 解 ， 所 有 可 除 Abel 群 结果 是 同 构 于 Q AE 
Zr 的 群 的 直 和 ,而 同 构 于 Q 的 分 量 的 集合 的 势 ， 以 及 
同 构 于 Zn( 沁 每 个 p ) 的 分 量 的 集合 的 势 形成 这 亲 除 群 
的 一 个 完全 的 . 独立 的 不 变量 组 . 每 个 Abel 群 可 以 同 构 
地 媒人 到 某 个 可 除 Abel 群 中 .可 除 Abel E, HRA E 
们 是 Abel 群 范畴 中 的 内 射 对 象 . 可 除 Abel 群 是 包含 它 
的 每 个 Abel 群 的 直 和 因子 . 因此 Abel 群 是 一 个 可 除 
Abel 群 和 一 个 所 谓 约 化 群 (reduced group), Bl + tu A 
非 平凡 可 除 子 群 的 群 的 直 和 . 约 化 Abel 群 的 分 类 仪 对 
某 些 特殊 情形 是 已 知 的 . Hiin, Yem 定理 【[j] ) 给 出 
了 所 有 可 数 的 约 化 Abel 挠 群 的 分 类 ， 

Abel 群 理论 源 于 数论 ,但 现在 已 广泛 应 用 于 很 多 
近代 数学 理论 中 ， 例 如 有 限 Abel 群 特征 标的 对 偶 理 论 
已 相当 多 地 推广 成 局 部 紧 Abel 群 的 对 侦 还 论 . 同调 民 
数 的 建立 使 得 Abel 群 的 一 系列 阿 题 的 解决 成 为 可 能 ， 
侧 恕 ,能够 对 一 个 群 通过 另 一 个 群 的 所 有 扩张 的 集合 进 
Ho. BERA Abel 群 理论 紧密 相连 , 后 者 可 看 成 
整数 环 圭 的 模 . Abel 群 理论 的 许多 结果 可 用 于 主 理 想 . 
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HERBER. 由 于 它们 的 相对 简单 性 .又 已 被 御 底 研 
究 过 { 例如 ， 这 可 由 Abel 群 的 初等 理论 (elementary 
theory) 的 可 解 性 所 证 实 ) ,以 及 有 足够 多 样 的 对 象 可 利 
用 ,因此 Abel 群 成 为 数学 各 个 领域 中 例子 的 经 常 来 
W. 
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Abel 积分 [ Abelian integral ; AGenes merpaml 代数 
积分 (algebraic integral) 
RAE (algebraic function) 的 积分 ,地 形 如 


fR. wydz (1) 
的 积分 , 其 中 R(z,w) EER z. w ATARAR, z 和 
w 由 -个 代数 方程 


Fiz, w) = agizjw" Ta (zw) |a ta = 


(2) 


相 联 系 , RR aE KEKR, j=0 n. 对 应 于 方 
程 以 }， 有 -个 紧 Riemam 曲面 (Riemann surface) F, 
E E Riemann 球面 的 一 个 HRE. 在 这 个 有 Riemann 
曲面 上 , z, w, Am RE ,w) 都 可 看 作 是 上 的 点 的 单 
HAR. 

TE. ES OREA FE Abel 微分 (Abelian 
ditrential) a= R{z, mw) 人 请 基 一 可 求 长 路 径 下 的 积 
分 由 四 给 出 - - 般 说 来 ,只 指定 路 径 寺 的 起 点 zs, 和 终点 


2 并 不 能 完全 决定 Abel 积分 (1) 的 值 , 换 句 话说 ,积分 . 


(1 应 是 路 径 王 的 起 点 和 终点 的 多 值 画 数 . 

五 上 的 Abel 积分 的 性 质 首先 依赖 于 上 的 拓扑 结 
WJ. 尤其 依赖 于 一 个 称 为 曲 而 五 的 亏 座 (名 曲面 的 专 
格 ) (gemus of a surface)g 的 折 扑 不 变量 Gi g 与 
数 nn, 支 点 数 y{ 按 重 数 计算 ) 由 关系 式 g= (vi 一 n+l 
KE. 当 g=0 H, ER: 和 w 可 由 荣 个 矢 数 1: 有理 屯 表 
示 , WR Abel 积分 挛 戌 了 关于 +t 的 有 音 阻 数 的 积分 .全 
W.E wata Rl w =a 2 taata 这 些 初等 情 部 下 
就 会 AE ENY 

#g21, BHE - Abel 积分 可 表示 为 初等 隙 数 与 三 
类 典型 ta 积分 (canonical Abelian integrais) 的 线性 
组 合 的 形式 . 如 果品 是 一 个 第 一 类 Abe] 微分 ,那么 积 
分 [o 就 称 为 第 一 类 Abel 积分 (Abelian integral of the 
first kind) . 换 句 话说 ,第 -类 Abel 积分 是 以 这 样 的 事 
实 为 特征 的 : 对 路 径 工 的 一 个 固定 的 起 点 za， 它们 是 上 
R z 的 函数 ,这 个 函数 在 下 上 处 处 育 限 ,通常 是 客 值 
的 .这 样 -- 个 特征 出 如 可 以 用 来 构 盗 非 紧 Riemann 
曲面 上 上 类似 寺 第 一 类 Abel 积分 的 积分 . 任 :第 - 
类 Abel 积分 可 以 表示 为 微分 Qo. o, p 的 g 个 线性 
无 关 的 第 - -此 正规 Abe 积分 fnormal Abelian integral 
of the ñ first kind) 


的 线性 组 合 的 形式 ,微分 p, gr 构成 第 一 类 Abel 微 
分 的 典型 基 . UE BH ñL F WY] MJ ë kt šH pR 55 8 F. 
aboa b, HF, 就 得 到 一 -个 单 连通 区 域 .对 于 所 有 具 
有 图 定 起 点 z, 和 固定 终点 s 的 路 从 U C F. BUY heo, 
RELE BARAR. 这样， 沿 连接 oM z 的 任意 
Wie LC FE u = |, 的 多 值 性 就 叮 由 下 述 事 实 完 
全 刻画 出 来 : 它 与 各 分 人 .9 仅 相差 一 个 第 一 类 微分 的 
基 的 4 周期 4,, 和 号 周期 B. 的 整 线 性 组 台 . 这 些 周期 
构成 维 数 为 gx2g 的 周期 矩阵 (period matrix), 它 满 
R X SRE Riemann 关系 ， W Abel 微分 (Abelian 
differential) . 

车 中 是 一 个 第 二 类 Abel 微分 ,出 积 分 玫 四 称 为 第 
二 类 Abel 积 分 (Abelian integral of the second 


. ~- 一 


kind). EREA KRAAN, E FERRA +h ZAE 
何其 他 奇 点 . 第 一 类 正规 化 Abel 微分 的 Abel 积分 称 为 
第 类 正规 Abel 积分 (normal Abelian integral of 
the sceond kind). 

-个 第 三 类 Abel 积分 (Abelian integral of the 
third kind) 是 一 个 任意 的 Abel 积分 . 它 在 下 上 通常 有 
对 数 合 点 .但 这 样 的 冶 点 只 能 成 对 出 现 , 第 三 类 正规 
Abel 祯 分 的 Abel 积分 称 为 第 三 类 正规 Abel RA 
(normal Abelian integral of the third kind}. 任 梓 
Abel 积分 可 以 表示 为 第 一 .第 二 和 第 三 类 正规 Abel 
积分 的 一 个 战 性 组 合 .与 第 -- 和 第 二 类 Abel 积分 不 同 ， 
第 三 类 Abe] 积分 除 存 4 周期 和 召 周期 ( 称 为 循环 周 其 
Kod periods )) 外 ， 通常 也 有 所 谓 极 周期 {polar peri- 

. 极 周 期 是 沿 同 调 于 零 但 环绕 着 Abel 积分 的 对 数 
认 避 的 储 环 了 的 这些 对 数 育 点 足 友 具有 非 夫 加 旺 的 
Abel 微分 四 的 极点 所 引起 的 ， 

对 于 在 同一 有 Riemann 曲面 FF 上 的 任意 的 Abel 积 

分 ,有 许多 依 更 于 的 拓扑 结构 与 共 形 结构 的 关系 在 
在 .例如 ,车 wpp 是 一 个 以 请 和 户 为 单 极 点 的 第 三 类 正 
H Abel 币 分 , 出 对 任意 的 点 P. P, P, Pe Fit 5: + ® 
三 类 Abe 积分 的 参数 与 积分 限 的 置换 定理 成 立 : 


P; Pa 


Jene 一 Jen. 
1 1 


把 fF 上 的 有 理 函 数 与 Abel 积分 联系 起 来 的 关系 通 
常 称 为 Abel 定理 (Abelian theorem). Piim., ADF 
除 子 . 对 于 第 一 类 Abel 积分 的 Abel 定理 基 有 下 述 形 
式 : 下 上 的 除 子 a 是 一 个 亚 钝 函数 的 队 子 , 当 凡 仅 当 存 
在 链 工 使 得 oL = a 且 对 下 上 所 有 第 一 类 Abel 微分 ， 
J, o =0. 对 于 第 二 类 和 第 三 类 Abel 积分 也 存在 相应 的 
Abel 定理 ([4])，Abel 积分 ,特别 是 Abel 定理 , 是 
Riemann 曲面 的 Jacobi #Ë (Jacobi variety} 的 超越 结构 
的 基础 . 作为 其 上 限 的 函数 的 Abel 积分 的 反 演 问题 又 
引出 Abel 函数 (Abelian function), ## 8 s $ (elliptic 
function} bA Æ 0 eñ $ 85 8 £, M. 0 函数 (theta - func- 
tion); Jacobi 反 演 问题 (Jacobi inversion problem). 

HEE, Abel 积分 理论 是 从 考 虚 亏 格 g = 1 的 曲 
向 开始 的 ,项 写 出 一 个 形 如 


F(z,w)= w7 


-f(z)=0 


的 方程 ,其 中 f(z) 是 = 的 于 活 或 四 次 多 项 式 , 则 得 到 
-MADRS (elliptic integral) , 它 是 方程 所 对 应 的 Abel 
积分 .这 些 椭 图 积分 于 17 世纪末 和 18 ffi bJ f: Jaeobi 
Bernoulli 和 Johann Bernoulli HA G. Fagnano 的 研究 
中 作为 二 次 曲线 求 长 的 结果 而 首次 出 现 .L. Euler 建立 
了 粒 圆 积分 的 加 法 定理 .这 个 定理 是 N.H .Abcl(1752) 的 
一 个 定理 的 特 跌 情形 Abel ACG. J. Jacobi(1827) 提 
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出 并 解决 了 椭圆 积分 的 有 反 演 问题 ,从 此 开始 了 柄 加 函数 
理论 的 研究 .不 过 ,涉及 这 一 理论 的 某 些 事实 早 在 18 世 
me H C. F. Gaus 所 建立 ,而 Abel 和 Jacobi 则 讨论 
T4 g>l 时 Abel 积分 友 演 的 更 加 困难 的 情形 . 在 发 展 
的 最 初 阶段 ,重点 让 在 起 椭 圆 积 分 ， 对 应 的 Fie ww 
f(z), fz) 是 一 个 没有 重 根 的 立 次 或 六 吹 名 项 式 , 这 时 ， 
g=2 而 反 演 问题 的 困难 已 可 厦 出 Abel 积分 反 演 理论 
的 主要 进展 要 归功 于 也 .Riemanntlgsl), #bS| A f Rie- 
mann 曲面 的 机 念 , 对 大 量 重要 的 结果 作 了 系统 的 阅 
Eitte T EH. 

Abel 积分 理论 的 多维 推广 构成 了 代数 几何 和 复 流 
形 理论 的 论题 . 
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(4 Bliss, G. A., Algebraic functions, dmer. Math. Sot., 
1933. 
[5] Stahl, H., Theorie der Abelschen Funktionen, Leipzig, 
1896. 
[6] Watapesns , VL P., OcHoshi ameðpameckoÄ TeOMeETpHH , 
M. 1972 E. 下 Conounnes {8 
【 补 往 ] [A] 是 一 个 有 趣 而 实用 的 补充 参考 文献 ， 
参考 文献 
[AL] Lang, S., Introduction to algebraic and abelian func- 
tims, Addison - Wesley, 1972. 
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Abel 概 形 [ Abelian scheme ; AGenena cxema ] 
基 酸 形 8 上 的 一 个 光滑 群 概 形 (group scheme), 
它 的 纤维 都 是 Abel $ (Abelian variety). 下 面 是 其 等 价 
定义 : 8 上 的 一 个 Abel 概 形 或 一 个 Abel S 概 形 .就 是 
一 个 正常 光滑 群 S 概 形 , 它 的 所 有 纤维 是 几何 连通 的 ， 
直观 上 ,一 个 Abel S 概 形 就 是 由 概 形 S EHIK Abel 
R. Abel 笋 的 许多 基本 性 质 可 移 到 Abel 概 形 上 .例如 ， 
Abel S EJE 4 是 一 个 交换 群 $ 概 形 ([1]), in S Ja p 
规 概 形 , 则 4 在 3 上 是 射影 的 【[2]). 
Abel 概 形 主要 应 用 于 对 带 有 各 种 附加 结构 的 Abel 
痰 的 参 模 概 形 的 研究 也 用 于 Abel 簇 的 约 化 理论 . 见 
Néron 模型 (Neron model). 
L A b3.3 
[1] Mumford, D., Geometric invariant tbeory, Springer, 
1965. 
12] Ramaud, M. 
pes et les espaces homogénes, Springer, 1970. 
H. B. omamee W 陈 志 杰 译 


, Faisceaux amples sur les schemas en grou- 
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Abel $ [Abelian variety ; AUemeeo Muoroo6pajme ] 

一 个 代数 群 (algebraic group), RIN X ESE 2 4088 
8 (algebraic variety) ,完全 性 条 件 昔 合 着 对 Abel 8E B$ 
严格 眼 制 . 因而 Abel 8E a] fE A B) T SE it A. 318; = El; 3E 
ARE Abel 条 的 每 个 有 理 映射 都 是 正则 的 ; Abel 
答 上 的 群 律 是 交换 的 . 

复数 域 已 上 的 Abel kmt, 本质 上 等 价 于 由 CC. G. 
J. Jacobi, N. H. Abel Æ B. Riemann 建立 的 Abel 


函数 论 . 如 果 C" 表示 n EARS aj, rr — C" ERA 2n ' 


的 格 (Tu N 8 T EE (discrete subgroup)), W i 群 
X=C"/ F ARIRE (complex torus). X Eñ E ë ss A 
就 是 C" 上 关于 周期 格 工 不 变 的 亚 纯 函数 . mA X Eh 
亚 纯 函 数 域 K 的 超越 次 数 是 4， 那 么 下 可 以 有 一 个 
代数 群 结构 ， 由 的 紧 性 , 这 个 群 结构 是 唯一 的 , 而且 
这 个 结构 的 有 理 函 数 域 与 七 重合 .这 样 构成 的 代数 群 是 
一 个 Abel Ë, ñi E CEREA Abel 复 都 可 用 这 种 方 
式 得 到 .确定 工 基 的 矩 降 可 化 简 为 形式 (E|Z), 其 中 下 
是 单位 矩阵 ，Z 是 nxn HER, KEN X=C"/ T 
Abel 簇 当 且 仅 当 Z 对称 且 有 正定 虚 部 . 这 里 应 当 指出 
的 是 ,作为 实 Lie 群 ,所 有 的 复 XY BIB, (B R aX 的 
般 析 或 代数 结构 来 说 ,这 并 不 成 立 , 它们 强烈 地 变化 , 当 梅 
『 形 变 时 .对 周期 矩阵 Z 的 考察 表明 , 它 的 变化 具有 解 
析 特 征 , 最后 得 出 具有 给 定 维 数 n 的 所 有 Abel 入 的 参 
模 镶 的 构造 .这 个 参 模 艇 的 维 数 是 fn +1)12{ 见 参 模 
问题 (modali problem)). 

EER k F Abel KHG EIT A. Weil([1], 
全 们 . 它 在 代数 几何 学 本 身 及 数学 的 其 他 领域 , 特别 是 数 
论 和 自 守 函数 论 中 ,有 着 许多 应 用 . 对 于 每 个 完全 代数 
种 ， 都 可 以 钞 子 式 地 关联 一 个 Abel $% (A Albanese $% 
(Albanese variety). Picard $ (Picard variety), rh Wg) 
Jacobi 38 (intermediate Jacobian)). 这 些 构造 是 研究 
民 数 艇 几何 闭 构 的 有 力 工具 .人 钢 如 可 用 来 得 到 Liiroth 
问题 (Liiroth problem) 的 一 个 解 ， 另 一 个 应 用 就 是 有 
昭 域 上 代数 曲线 的 Riemann Rih uE j —— 这 个 问 
MEE Abel 亦 的 抽象 理论 的 发 端 . 它 也 是 1 进 上 同调 
U -adic cohomology ) 的 来 源 之 一 .这 种 上 同调 的 最 简 
单 的 例子 就 是 Abel WK Tate (Tate module) zB In 
BFAR0986 X[1"] q n 一 时 的 射影 极限 ， 而 这 种 群 的 
结构 的 确定 正 是 Wei 理论 的 主要 成 果 之 一 .事实 上 ， 
Em 1538 k J SRE p SK H k ERRAR, MR X[m]| 
BHS T (Zim D, 当 n =p 时 ,情况 要 复杂 得 多 ， 结 
染 就 导出 了 诸如 有 限 群 概 形 (finite group scheme), JÉ 
式 群 {formal group) # p TEW (p - divisible group) 
等 概念 ， 对 Abel SE É RA, $5 9 E: Frobenius Ë P] #£ 
(Frobenius endomorphism ) #E Tate 模 上 自 同 术 作 用 的 
研究 , 使 得 有 可 能 证 明 ( 对 有 限 域 上 代数 曲线 的 )Riemann 
候 设 (Riemann hypotheses), 也 是 Abel # WJ S # 


理论 中 的 主要 工具 ， 另 一 些 与 Tate 模 有 关 的 问题 包括 


”在 这 个 模 上 基 域 闭 包 的 Galois 群 的 作用 的 研究 . 由 此 


导致 Tate 狂想 (Tate conjectures) 以 及 Tate - £ MA 
i, 它 是 用 Tate 模 的 语言 描述 有 限 域 上 的 Abel #8# 
《0]) . 

对 局 部 域 包括 p 进 域 上 Abel 艇 的 研究 发 展 报 快 . 
与 Abel 艇 表示 成 商 空间 C" 站 在 这 种 域 上 相 类 似 
的 袁 示 ， 通 常 称 为 单 值 化 ， 由 D. Mumford 和 M. 
Raynaud 构造 出 来 ,与 复数 情形 不 同 的 是 ， 并 非 所 
有 的 Abel 谈 都 能 被 单 值 化 ,仅仅 是 可 被 模 了 和约 化 为 秉 
法 群 的 那些 才能 被 单 值 化 ([6]) - 整体 ( 数 或 函数 ) 城 上 的 
Abel 第 的 理论 在 Diophantus 几何 学 (Diophantine g- 
ometry) 中 起 重要 作用 . KERRE Mordell - Weil 
定理 (Mordell - Weil theorem): 定 兴 在 有 理 数 蝶 的 有 
RP RE Abel 毯 的 有 理 点 所 成 的 群 是 有 限 生 或 的. 
参考 文献 

[1] Weil, A. , Courbes algébrigues et variété abéliennes. 
Varig@@ abéliennes et oourbes algétriques, Hermann, 
1971. 

[2] Wei, A. , Courbes algóbriques et variétës abóliennes. 
Sur ks oburbes algébriques et les varidt qui s'en dé- 
duisent, Hermann, 1948. 

[3] Wei, A., Introduction à F éótude des variétéës kahlérien- 
nes, Hermann, 1958. 

[4] Lang., S. , Abelian varieties, Springer, 1983. 

[5] Mumford, D., Abelian varieties, Oxford Univ. Press, 
1974. 

[6] Mangga, IO. H., Hrom Hayku uú Texan, Cep. Conpeve- 

` HHEE DpOĞEME MATEMATEKH, T. 3, M., 1974, 5—93. 

[7] Serre, J. - P., Groupes algébriques et corps des dasses, 
Hermann , 1959. 

[8] Sigl, C. L., Automorphe Funktionen in mehrerer Ya- 


riablen, Math. Inst. Göttingen, 1955. 
E. B. Bero, A. H. Iapu Ñ 


OHE? 关于 Tate 猜测 的 新 信息 可 见 [A3]、 关 于 
Tate - 本 则 理论 亦 见 [A4]. Mumfprd 的 单 值 化 理论 在 
[A1], [42] 中 有 发 展 . 

参考 文献 

[A1] Mumford, D. , An analytic construction of degenerating 
Curves over complete local rings, Compos. Math. , 24 
(1972), 129—174. 

[A2] Mumford, D. , An analytic construction of degenerating 
Abelian varieties over complete local ring, Campos. 
Math. , 24 (1972), 239 — 272, 

[A3] Faltings , G. , Endlichkeitssätze (für abelsche Varietäten 
über Zahlkörpern, Invent. Matk. , 73 (1983), 349 —366 
(Erratum: invent. Math. , 75 (1984), 381). 

[A4] Tate, J., Classes d'isogénie des variètés abėljennes sur 
un oups fni (d'aprës T. Honda), in Sém. Bourbaki, 
Vol. 21, 1968 --1969, 陈 志 杰 W 


AB 正规 子 群 [abnormal subgroup : 
momrpynna ], 

群 局 的 子 群 4, EGER g€ GA gS CA, A. 
Ruh (4,4 E i ARLC003E3E T 8 A=gAg' 生成 
的 子 群 作为 有 限 群 G 的 4B 正 规 子 群 的 例子 , 可取 
任何 Sylow p ËF P< G 的 正规 化 于 Nc(P)( 见 子 集 的 
正规 化 子 (normalizer of a subset))， 甚 至 可 取 任 何 一 
个 不 是 G 的 正规 子 群 的 极 太 子 群 NC G. 在 有 限 可 解 
群 (solvable 区 roup) 理 论 中 ， 很 多 重要 的 子 群 类 是 AB 


anopma-rbHAn 


正规 的 , 还 要 用 到 群 如 的 次 AB 正规 子 群 (subabnor- 


mal subgroup) 4 的 概念 , 它 HTAA 
A= A, CA, C... CA =G 


u. iha # A. PE ABERA, i=0, …, n 一 1. 
参考 文献 
[1] Huppert, B. , Endliche Gruppen, 1, Springer. 1967. 
A. H. Kocrpgrus 所 
[ 补 注 】 如 今 , AREENA ASg Ag. 


石生 明 ve # 


WE [abscissa ; a6cuucca ] 
点 的 Descartes $R coordinates) 之 --. 


总 对 形 [ abaoue ; asco ] 
topologia! spaej A EMA ST 25 30 B Bl X 上 的 空间 
aX, 并且 空间 关 的 性 何 完满 不 可 约 的 原 象 都 与 aX Bi 
Be. 每 个 正则 空间 发 有 唯一 的 绝对 形 ， 空间 区 的 绝对 
形 总 是 极 不 过 通 的 与 完全 正则 的 ,并且 通 过 变换 maX 
一 到 而 完 浦 不 可 约 地 映 到 X F. 如果 两 个 空间 X. Y 
HARARE ENTA A (perfect imeducible 
mapping) f: X — Y ERF, 3; 2 ETHE tE E HE , 并 
HirfiE—A EJ f. : aX — aY, W =n fn.) ` 
WE REA: aX 一 aY. 那么 在 一 般 情 况 
下 ,映射 J=zyf rz! 是 多 值 的 ,不 可 约 的 和 完满 的 . 


于 是 ,绝对 形 及 其 同 胚 * 控 制 " 了 正则 空间 的 全 体 完满 不 


可 的 映射 类 .这 个 基本 性质 表明 正则 拓扑 空间 的 绝对 
形 是 在 正则 空间 和 完满 不 可 约 映 射 这 个 范畴 中 的 射影 
对 象 . 如 果 正 则 空间 多 是 紧 的 ,或 统 紧 的 ,或 在 Čech 
意义 下 完全 的 ,其 相应 性 质 也 可 以 通过 这 个 空间 的 绝对 
形 显示 出 来 . 货 紧 空间 的 绝对 形 甚至 是 强 仿 紧 的 , 并且 
是 完满 零 维 的 . 但 是 ,正规 空间 的 绝对 形 本 身 未 必 是 正 
规 的 . in 3 X R 5¿ 2 E M| 2 B]. 则 其 绝对 形 的 
Stone - Čech WHE (Stone - Čech compactification) 8: X 
的 任 一 紧 化 的 绝对 形 . 两 个 空间 称 为 共 绝 对 形 的 
(ce - absolute) ， 如 果 它 们 的 绝对 形 同 胜 . 

这 样 一 来 ,正则 空间 类 可 以 分 为 共 绝 对 形 空间 的 不 
交 ( 两 两 不 变 ) 类 ， 一 个 空间 天 与 某 上 度量 空 间 共 绝对 
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形 , 35 H (9 33 E S i — = BB SE ËJ o W PK JT ET fs 
ERZE. — FE Z ja] 55 3£ ATER EAH 
对 形 , í HR jy 5 P| $f A. 一 个 紧 空 间 有 可 数 x 
权 , 并 且 没 有 皂 立 点 ， 当 和 且 仅 当 它 与 完满 Cantor 集 
共 绝 对 形 ， 于 是 ， 所 有 没有 扳 立 点 的 可 度量 化 紧 统 
与 完满 Cantor 集 共 绝对 形 . -一 个 可 数 可 度量 化 紧 统 的 
绝对 形 是 自然 教 的 Stone - Čech 紧 化 的 一 种 扩充 . 极 
不 连通 空间 的 绝对 形 与 它 同 肚 ,于 是 ， 正 则 空间 的 总 
对 形 (不 论 是 什么 样 的 ) 类 与 要 不 连通 空间 类 一 致 . 因 
为 一 个 非 离 散 极 不 连通 空间 不 会 包含 两 两 不 同 点 的 收 
敏 序列 ， 所 以 任何 非 离 散 空 间 的 绝对 形 是 不 可 度量 化 

的 (甚至 不 满足 第 -- 可 数 性 公理 ) 
构造 给 定 (iF HM) 2 ñ] X BJ E ge 世 有 多 种 方 

法 ,下 述 方 法 只 是 最 简单 的 一 种 . 
空间 蕊 的 一 个 非 空 典范 wa 集 ， i 的 族 
(inclusion - direded), 也 就 是 说 ， 对 族 中 住 意 商 
TÈR A, A'， 存 在 一 个 元 素 4 包 售 在 4 门 4 h. — 
条 丝线 < 称 为 极 大 的 (maximal) 或 者 终极 的 (end), 
若 它 不 是 与 之 不 同 的 任何 丝线 的 子 族 . u[ HEH £ 


钱 存在 ;并 且 还 可 以 证 明 , 对 每 一 个 非 空 ka $ A. 包 


含 集合 A 作为 其 元 束 的 所 有 丝线 的 集合 D, 是 非 空 


“的 ,每 条 丝线 都 包含 在 某 极 大 丝线 中 ， 极 大 丝线 的 


元 罕 的 所 有 集合 的 交 或 为 空 集 , 或 售 一 个 单 点 x(6); 在 
后 一 种 情形 ， 丝线 SEA CFA x (289 (oonver- 
gnt). ERA RR 2 £ (BD K 22 28) 0 RA GX 中 ,可 
以 通过 取 所 有 集合 Da B) 2: A AE 3 PI S 3 B| 3 — 4" ü 
FR HH thE Hausdorff WA RA. # W 8 GX 中 收 
SEER P£ pk EH yk — T #b #b 3136 65 T- == l. Pq ik 98 52 t tE 
线 组 成 的 空间 GX 的 子 空 间 同 时 是 七 的 绝对 形 aX; Ph 
果 是 GX 等 同 于 ax 的 Stone -Cech 紧 化 paX. E X + 
仅 是 正则 的 ,而 且 是 完全 正则 的 , 则 算 子 a f B 的 交换 
R (formula of commutativity of operators) 成 立 ; 


ax = BaX = 584- 


B.H.TIonomapce ËR 
[E] 上 面 给 出 的 正则 拓扑 室 间 无 的 绝对 形 的 定 尽 
不 够 精确 ， 一 种 比较 好 的 (更 精确 的 ) 定 尽 是 :正则 拓扑 
空间 七 的 绝对 形 是 一 个 对 (az nr HP nr EA ax 到 
于 上 的 一 个 完满 不 可 绝 有 映射, 使 得 对 于 每 个 正则 拓扑 空间 
Y 及 从 了 到 巨 上 的 和 任意 完满 不 可 约 上 映射 了 ， 存 在 一 个 从 
ax 到 了 上 的 映射 9 使 得 rx =p. 

在 西方 文献 中 , 终 紧 空间 也 称 为 Lindelif 空间 
(Lindelöf spaces) ,上 典范 团 柴 也 称 为 正则 闭 集 (regular 
closed sets 或 regularly closed sets). 极 大 丝线 或 终极 丝 
线 通 常 称 为 正则 闭 超 让 子 (regular closed ultrafilters). 


上 面 给 出 的 HX 的 简单 构造 法 也 可 以 这 样 斤 述 : 正 


e "Epp ei pa 
~ r EPLET tehi de ta P + + 
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则 闭 集 族 按照 自然 方式 形成 -- 个 完全 Booe 代数 

(Boolean alpebra). 于 是 ,空间 # 革 就 是 这 个 Boole 代 

数 的 Ste 空间 (Stone space) (H E FT A ag + 

(ultrafilter) 的 集合 ,用 集合 D, 作为 闭 集 的 基 (base) 使 

之 拓扑 化 }. 

参考 文献 

[A1] Arkhangel'ski, A V. and Ponomarev, V. L, Funda- 

mentas of general topology. Problems and exercises, 
Reidel, 1984 . 


p 邻近 空间 (X,8) 的 8 绝对 形 (o -absolute of a 
p - proximity space) 是 由 邻近 空间 (proximity space) X, 
及 投射 rz : X, 一 下 (1 它 是 一 个 正则 的 昌 映 射 所 组 成 
的 对 (X To- 这 里 8 映射 表示 0 完满 ,不 可 约 .邻近 - 
ERRAN. EE 8 廓 近 空间 有 了 唯一 的 0 绝对 形 . 9 绝 
对 形 上 任意 正则 8 映射 是 邻近 等 价 的 ,空间 ( 闫 , 8) 的 日 
绝对 形 是 空间 ( 蔷 ,6) 在 正则 6 映射 下 的 极 大 大 和 象 ,对 于 
每 一 个 正则 0 映射 了 :[X,5) (了 5) 存在 一 个 邻近 
d F:X — Ye EREE y, E Y, 
nyt Y ny 
X> Y 
可 交换 . ú 
wi F EUM G TE F 0548 035, FE D 60 9 3405 
W 3DLT3EM A OD EB 9 N o ES 82 < E T 
正 曾 帮 扑 空间 的 绝对 形 ， 
参考 文献 
[1] Monomapen, B.H., «Yawe marem. Hayk », 21 (1966), 


IO1—132, 

[2] Gleason, A.M., Projective topological spaces, Minois J. 
Maih., 2 (1958), 4A, 482—489. 

[3] [ionomapm, B. M., < Mamm. c6. $, 60 (1963), 1 


89-119. 
[4] Tewpyr, B, B., < Mare, d.p, 76 (1968), 4, 513— 
536. B.B. eropor = 


w e = = >n p k $ + 


Bometty) 是 由 超 平 面 全 ËJ) 的 Klein W #* ( Klein 
interpretation) 下 的 无 穷 远 点 的 集合 所 组 成 的 二 次 曲线 
(曲面 ). 次 对 拱 可 以 用 来 引进 射影 平面 (空间 ) 上 的 度 
量 ( 见 度量 的 射影 定 多 (projective determination of a 
metric). Ai, — 
measure of a segment) LAER 个 量 , 它 与 四 个 
点 的 变 比 (double ratio) (4BCD) 的 自然 对 数 成 化 便 ,其 
中 心 和 也 是 直线 .4B 与 地 对 形 的 交点 . 

A. B. Hsanon W F., RE. RER 译 


绝对 连续 性 [absolute continuity ; a6comromaaa Henpepu:s- 
Boerm ] 

integral E (Lebague BANAREN ARS fA 
合 E 上 是 点 可 积 的 . f # a BHN EE o C E 上 的 积分 是 


关于 测度 上 的 绝对 连续 的 集 函 数 { 见 以 下 第 三 小 节 )}， 
是 指 对 于 任意 s>0, FER 68>0, 使 对 于 (le) <5 
的 任意 子 集 e, 均 有 积分 [| fde] <e. 一 般 地 ， 数 量 值 
或 向 量 值 咕 数 六 关于 有 限 加 性 的 数量 值 或 向 基 值 集 函 
数 只 的 积分 ,是 绝对 连续 函数 . 
A. Ili. Tepexuu, B. 中 ，EMmenpaH0B 把 
2) 测度 的 绝对 连续 性 (absolute continuity of a 
measure) 是 测度 论 的 一 个 概念 . 测度 v 关于 测度 /是 
绝对 连续 的 ,是 指 v 关 于 上 是 一 个 绝对 连续 的 集 晃 数 . 
因此 , 设 v 各 为 在 某 g 代 数 G 上 定义 的 测度 ,并 设 Y 为 
ARRE, 那么 "关于 上 为 绝对 连续 ,意味 着 从 a (Ay=0 
(AEG) TÄ v(4) =0. CARME AA 
(charge))v XF AWE u E BEE A, E dR | aA) 
=0 蕴含 着 v(A)=0, REjau| E HETA. 
A, TI. Tepexur 所 
3) 函数 的 绝对 连续 性 (absolute continuity of a 
function) 是 比 连 续 性 更 强 的 一 个 概念 . 定 尽 在 线段 [4a， 
b] 上 的 函数 了 称 为 绝对 连续 的 {absolutely continu- 
ous)， 是 指 对 于 任意 正 数 >0， 存在 -一 个 5>0 ， 当 
互 不 相交 的 开 区 间 (a,b) E (4,b) (k=1,2,.…，n) 
HER ， 
be —a) <š 
£ 


时 , 恒 有 不 等 式 
SIfAbW-Aa)| < 


R. 一 个 在 线段 上 绝对 连续 的 函数 , 必 在 该 线段 上 连 
续 . 反之 并 不 成 立 . 例如 fix)=xsin(1/x),##0 < x < 1 
B 了 (0)=0, 则 它 在 [0 ,1] 上 是 连续 的 ,但 不 是 [0, 1] 上 
的 绝对 连续 函数 ， 在 绝对 连续 的 定义 中 , 如果 把 区 间 
(a, bO 的 互 不 相交 条 件 去 掉 , 那么 函数 将 满足 更 强 的 
条 件 , 即 带 基 常数 的 Lipschitz 条 件 (Lipschitz condi- 
tion). 

Wi f ft g EATE, W 2 ENR, 
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也 是 绝对 连续 的 . 两 个 绝对 连续 函数 的 复 台 不 一 定 是 
效 对 连续 的 ， 然 而 , BLR f E [a, 忆 上 的 绝对 连续 函 
$, x e[a, b] AS f06S B, F(E [A,B] 
上 满足 Lipschitz 条 件 ,那么 复合 函数 FNEL, b] 
上 是 绝对 连续 的 . 假如 了 是 [a , b] 上 单调 增加 的 绝对 连 
# 832. F E[f(a),f(b)] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 
F[f(x)] 在 [a,b]} 上 也 是 绝对 连续 的 . 

绝对 连续 函数 把 堆 测 度 集 映射 成 零 测度 集 ， 也 
把 可 测 集 映 成 可 测 集 ， 把 零 测 度 集 映 成 堆 测 度 集 
的 连续 的 有 和 界 变 差 函 数 必 为 绝对 连续 函数 .每 个 绚 
对 连续 阔 数 都 可 以 表 质 为 两 个 绝对 连续 的 非 事 函数 之 
E. 


在 [a,b] 上 绝对 连续 的 函数 /. 必 丰 此 线段 上 其 有 
有 界 变 着 ,而且 儿 平 处 处 共有 有 限 守 数 (x). 这 个 导 
函数 在 [a,b] 上 可 积 , 且 下 出 等 式 成 立 : 


Hx) = f ff War 


假如 绝对 连续 函数 的 畦 数 几乎 处 处 为 0, WAARA 
身 必 为 常数 . 另 一 方面 ,对 于 [a b] 上 的 任意 可 积 函 数 
9(GO， 函 数 EON de 在 该 线段 上 是 绝对 连续 的 .因此 ,在 
某 线段 上 绝对 连续 的 函数 的 全 体 ,等 辣 于 可 用 Lebesgue 
不 定 积分 表示 的 函数 全 体 ,也 就 是 说 , 可 表示 为 菜 可 积 
函数 的 带 有 变 上 限 的 Lebesgue 积分 与 某 常 数 之 和 的 函 
数 全 体 . 

若 f 在 [a,b] 上 绝对 连续 ,那么 它 的 全 变 差 (total 


variation} 是 


h 
VAX) = fir | dx. 
Bs hik 53k Yr S n] L MET S| pu B 3k E EARE 
以 下 第 4 小节)， 
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[1] Kozmaoropog, A. H. , Pomm, C. B., 
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世人 卷 ,高 等 教育 嵌 版 社 , 1956) JI. JI. Kymmpasuca 18 
4) 集 画 数 的 绝对 连续 性 (absolute contin uity of a 

set function) 是 通常 应 用 于 定义 在 集合 尽 的 子 集 所 成 
的 g 环 S 上 可 数 加 性 集 函 数 的 一 种 概念 . 设 和 v 是 
定义 在 S ERF [一 ,oc ] 的 两 个 可 数 加 性 集 函 数 ， 
这 时 v 关于 呈 是 络 对 连续 的 { 记 为 v<< n). Eju 
(FE)=0 H8 v(E)=0. 这 里 | a| E p j 35. 


DREMEHTh TeEODRHH 


{pl = st +u, 
ut = sup{a( F): E2FeS), 
W = —inf[u(Fy: EDFesS}, 


ñi a 与 4 都 是 测度 ,分 别称 为 上 的 正 、 负 变 差 ;根据 
Jordan - Hahn 定理 , m=" — p. 由 此 可 知 ,以 下 二 种 条 
件 是 相互 等 价 的 : l) v < ;2 vi 这 3) | 
<| 上 |. 车 测 度 vy 为 有 限 的 , 那么 v<s ph 当 且 公 当 ,对 任 
意 & >0, 存在 8530, 使 得 | H| < 6 i v| < £ .根据 
Radon - Nikodým 定理 (Radon - Nikodým theorem), 
AA v EJ N GA 有 限 的 (A X e S', HFE - 
# IE), n=1, 2, =, 48 
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CJE, = X, | ME) j, | HE) | < < 
n=l 
B# v< n), BAE X L£: 8 BL 09 n Oq 96 了 使 得 
E) = Jax. Ees. 


反之 ,车 上 为 (完全 ) ARH, m 2 fdp 有 意义 , 那 
LEMERY [. jd 关于 # 是 绝对 连续 的 .车 六 和 ， 购 
ACX, S) F (Së )a 有 限 测度 ,那么 存在 唯一 定义 的 ( 完 
全 Jr 有 限 测度 v A v. E y=v +v,,v, <= p IÑ v, EF 
为 奇异 的 { 即 存在 集合 44e3 ,使 得 | A0, u X 
4=0)(Lebesgue M {Lebesgue theorcm)). 定义 在 有 
RÆ Euclid 空间 (或 更 一 般 地 ,局 部 紧 群 ) 的 Borel 集 类 
上 的 测度 , 如果 关 于 Lebespue (Haar) 测度 是 绝对 连续 
的 ， 就 称 为 绝对 连续 的 测度 . 直线 的 Borel 集 类 上 的 
ERWE p EEE AD, 当 且 促 当 它 的 相应 的 分 布 哮 
数 FJ=E 人 一 cx (作为 实 变 量 函数 ) 是 绝对 连续 
的 . 集 郴 数 的 绝对 连续 性 概念 ,也 可 以 推广 到 有 限 加 性 
函数 以 及 取向 基 值 的 画 数 上 去 ， 
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王 斯 雷 Me E 


TUE [absolute error ; a6eormmormaa norpeumsocTs,] 
WR (error). 


绝对 几何 学 [absolute geometry ; añooJsorwau reoseTpss | 

基于 除 平 行 线 公理 (第 五 公设 ] 以 外 的 Euclid 公理 
的 几何 学 .绝对 几何 学 服从 的 假设 ,对 Eudid 几何 学 
t Euclidean geometry } 和 .JIo6awenmas 几何 学 ( Loba- 
chevskii geometry) 来 说 ， 是 共同 的 .“ 多 对 几何 学 ”这 


20 ABSOLUTE MOMENT 


个 和 名称 是 J. Bolyai 在 1832 年 引进 的 . 
A. E TatHoa $ 张 鸿 林 译 


i6 Ti $E [absolute moment ; a6comargirü momenr l, 随机 
EXA 
| 六 F(r> 人 0) 的 数学 期 望 ,通常 记 为 ,所 以 


B, = EXI 


数 + 称 为 绝对 短 的 阶 Corder). 如 果 Fic) 是 下 的 分 布 函 
žr. 


+ x 


= f xE dFix), . (1) 


例如 , 如果 互 的 分 布 具有 密度 p(x), 则 有 


一 J | x | pix) dx. (2) 


式 (D 和 式 (2) 也 分 别称 为 分 布 落 数 FO) 和 密度 、 


pxJ) 的 绝对 矩 ， 对 于 数 ”人 <r Sr) B # *HE ñ hi # 
在 ,可 以 推出 绝对 征 及 .的 存在 以 及 ' 阶 矩 (moment) ñ$ 
FE. 在 概率 分 布 及 其 特征 函数 的 估计 中 常常 出 现 物 
IHE (W foanes TEL (Chebyshev inequality); Jia- 
ae 定 开 (Lyapunov theorem)). M# log f, E: r ñj rti 
函数 , 函数 抒 " 是 ”的 非 减 函数 ,r>0.- 

10. B TIpoxopos 所 WAA 译 


正规 空间 的 编 对 收 绪 核 [ absolute retract for normal 
SPACES ; AÕCOIOTEIÄ perpakT HOPMAN mpucrpacrma ] 
一 个 拓扑 空间 长 ,使 得 任意 正规 室 间 (normal 
space) Y PJ rí HI F 4 上 的 每 一 个 映射 9 AX 
首 以 扩张 到 全 空间 了 正规 空间 的 绝对 收缩 核 的 直 积 
是 正规 室 间 的 绝对 收缩 核 ,正规 空间 的 绝对 收缩 核 的 
任何 收缩 核 ( 昂 拓扑 空间 的 收编 核 (rmetract of a 
topological space 力 还 是 正规 空间 的 绝对 收缩 核 . 特别 
地 ,下 述 空间 是 正规 空间 的 绝对 收缩 核 :单位 区 和 闻 I; n 
维 立 方 耻 ;以 及 Hilbert 立方 I° WEA Z HAER 
空间 绝对 收缩 槟 内 的 任何 两 个 映射 是 同 伦 的 ; 而 正规 
空间 的 双 正 规 绚 对 收缩 术 可 以 收缩 成 一 点 . 
M. H. Boñsencau JE 
【 补 广 正规 空间 的 绝对 收缩 核 (absclute retract ) 
(AR) 通 常 定义 为 这 样 的 正规 空间 , EFAA TEK 
人 任何 正规 空间 时 , 它 都 是 这 个 空间 的 收编 核 .满足 本 
条 目 所 述 性 质 的 空间 称 为 正规 空间 的 绝对 开拓 子 (ab- 
solute extensor) (AË). 可 以 证 上 明 ， 一 个 空间 是 (AR》， 
HAREE (AE). 绝对 收缩 核 和 绝对 开拓 子 对 尾 何 
空 旬 类 { 脚 不 一 定 鸭 正规 空间 } 都 可 以 定义 . 
双 正 规 空间 (binormal spaoe) J X; Fë B 2 [n] X, tE 
得 积 XI HER. 可 以 证 明 , 空间 是 汉 正 规 的 ， 当 


-在 半 开 区 间 0 所 x<1 RRAN TË., 


H IR 4 X EENH E. B n] i W BJ Lth W tik A£ Wi 
(pajiacompactness criteria)). 


参考 文献 
[Al] Hu, 5. T., Theory of retracts Wayne State Univ, 


Press, Detroit, 1965. 
REA. FER 许 依 群 W 


绝对 可 和 性 [absolute summability ; afjiconomaaa cCyMMH- 
PYEMOCTE ] 

级 数 和 序列 的 一 种 特殊 类 型 的 可 和 性 , 它 与 通常 的 可 
和 性 不 同 之 处 在 于 增 涨 了 一 些 人 梢 加 条 性. 对 于 矩阵 求 和 
法 (matrix summation method) 来 说 ,要 求 作为 对 应 于 
缘 定 求 和 法 的 变换 的 结果 所 得 到 的 级 数 和 序列 是 绝对 
收 化 的 , 设 求 和 法 4 定义 为 由 序列 {s.} E EBE lla 
到 序列 {0 } 的 变换 : 


k. 
o, = Wasa n=0,1,.... 
Peru 


* w >» u an 


summable} (|41 可 和 的), 其 极限 为 s, 如 困 它 是 4 可 和 
的 且 其 极限 为 s, 也 就 是 说 ,如 果 
lim a = s, 
而 且 序 列 {0,} 具 有 有 界 变 差 : 
$| On T.r- | < co. (1) 


如 果 s 是 级 数 
D (2) 
ET 
的 部 分 和 , 则 级 数 (2) 按 4 法 是 绝对 可 和 的 (absolutely 
summable), 其 和 为 5， 条 件 (]) 是 使 绝对 可 和 性 区 别 
于 通常 可 和 性 的 附加 要 求 . 美 于 对 应 由 级 数 到 序列 的 
矩阵 变换 的 求 和 法 ,可 以 类 似 地 定义 绝对 可 和 性 ， 如果 
求 和 法 定义 为 由 级 数 ( 改 通过 矩阵 Ibal 到 级 数 


><, (3) 
的 变换 ,其 中 ， 


则 附加 条 件 是 级 数 {3) 的 绝对 收 敏 性 .对 于 序列 到 序列 
{ 或 者 级 数 到 级 数 ) 的 变换 为 便 等 变换 的 这 种 特殊 的 求 
和 法 省 级 数 的 绝对 可 和 性 同 绝对 收 短 性 是 一致 的 ，. 
对 于 非 矩阵 求 和 法 ,附加 条 件 应 适当 修改 ， 例 如 ， 
对 于 Abel 求 和 法 (Abel summation method), 附加 条 
HEER ' 
fix) = Xu, x 
k=0 


对 于 积分 求 和 


LN AN =m -- 
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法 ,绝对 可 和 性 在 于 要 求 相应 的 积分 是 绝对 收 敏 的 ， H 
如 ,对 于 Borel 烷 和 法 (Borel summation method), $ 
分 


必须 是 绝对 收 敏 的 . 

如 果 一 种 求 和 法 使 得 每 个 绝对 收 笋 的 级 数 都 是 绝 
对 可 和 的 , 则 称 这 种 求 和 法 保持 级 数 的 绝对 收 敏 性 ， 如 
果 每 个 这 样 的 级 数 授 这 种 方法 都 蚌 可 和 的 , 且 其 和 等 于 
级 数 收 伍 之 和 , 则 称 这 种 方法 为 绝对 正则 的 (absolutely 
regular). 例如 ， Cesiro 求 和 法 (Cesiro summation me- 
thods(C,k), 3 k2 0 时 是 绝对 正则 的 . Abel 求 和 法 
是 正则 的 ,通过 矩阵 ||b.,|| 把 级 数 变换 到 级 数 所 定 尽 的 
求 和 法 是 绝对 正则 的 ,其 必要 和 充分 条 件 为 : 


Y lb. 1 < M, $b, =1, k=0, 1... 
n=0 n =Q 


(Knopp- Lorentz 定理 (Knopp- Lorentz theorem)), 
对 于 由 其 他 类 理 的 变换 所 定 尺 的 求 和 法 ,也 有 类 似 的 
RH. 


* w r < v a 


summability of degree p}, kP p>1. 例如, 对 于 由 序 
As IRIRAN o, 0 ERTE R E, p 次 绝对 可 和 
SAA TAE RET F E P) RT UB l: 


站 
Dn! | mm 一 om -1 lf < o. 


绝对 可 和 性 的 概念 是 E. Borel 就 他 的 种 求 和 法 引 
大 的 ,不 过 同 现代 的 表述 不 同 : 对 绝对 可 和 性 要 施加 条 件 


绝对 可 和 性 最 初 用 来 研究 杖 级 数 在 收 和 化 圆 外 的 可 和 
FE. 巾 于 涉及 到 可 和 级 数 的 飞 法 问题 ,所 以 用 Cesaro 
RAE C(ICIIk|) 可 和 性 ) 来 定义 和 研究 绝对 可 和 性 . 绝 
对 可 和 性 的 一 般 定义 很 晚 首 提出 ， 并 且 在 Fouer $ 
K k$ (Summation of Fourier series} 的 研究 中 得 
到 广泛 的 应 用 . 
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M H. Bomoa E 
【 补 广 】 
参考 充 南 


[A1] Zeller, W. and Beekmann, W., Theorie der Limiie- 
rungsverfahren, Springer, 1970. 


张 鸿 林 HEN R 


络 对 折 扑 性 质 [ absokite topological property ; a6comor: 
HOP TOINE CB08CTBOD] 


一 个 废弃 的 术语 ， 表 示 给 定 集 合作 为 拓扑 空间 时 


.的 性 质 ， 以 与 将 该 集合 构 入 其 他 空间 中 时 的 性 质 相对 
Ba 


IL. C. Anemarupos E HERT 译 


HSH [absolute value ; aGcomoruaw Bpenngumnua], 模 
modulus), 3:3⁄ a 6 | 

按 下 述 方 式 定 义 的 一 个 非 负 数 , 记 作 |a|: 如 果 a 宕 0, 
Mi jaja WR ac, Mjaa. 复数 的 绝对 值 (8) 
(absolute value (modulus)of a complex number): 复 
数 z=x 一 iy{ 其 中 x 和 ?了 为 实数 ) 的 绝对 值 ( 模 ) 是 数 
+wx5T75 对 于 绝对 值 ,下 列 关系 式 成 立 : 


lal = | 一 aj， [a| = |a? | =a (a 是 实数 )， 
| 村 | 一 全 | = |a+b| = |a|+|b5|. 
| 


| 
a|=|b| < |a—b| < Jaj+|b|. 


jbl = jaj|bi R 520 则 dol = 


5 . 


“绝对 值 的 概念 可 以 推广 到 任意 域 的 情况 , 见 域 上 的 
范 数 (norm on a field). 张 鸿 林 译 


净 对 收 佑 的 反常 积分 [absolutely convergent improper in- 
tegral ; aficoor HO CXOMHINHÄCA HOCOĞETBCHHLH Hurerpar)] 
— FE Ra. EBE RA S sa E B R E: e S 
K. 3 TARRAA 则 它 在 通常 意义 下 也 
收 误 ,作为 一 个 具体 例子 , 设 给 定形 如 
b 


Joye = üm f fx) dx, — <a bs +o (a) 


的 广义 积分 ,其 中 函数 09) 在 一 切 区 间 [a ,有 (a&b) 
上 是 Rlemann( 或 Lebespgue) 可 积 的 ， 
积分 ( 习 绝 对 收 合 的 必要 和 充分 条 件 (反常 积 分 绝 
对 收敛 性 的 Cauchy 准则 ( Cauchy criterion)) 是 : 对 于 
任何 e>0 ,存在 这 样 的 n (a=n,<b), bë 48 xw] T fE fil y A 
m, En <b, ner <b) 不 等 式 


成 立 . 
如 果 一 个 反常 积分 绝对 收 笋 , 则 它 等 于 其 被 积 函 数 
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的 Lebesgus 积分 . # Zc k geii. RL 45 E eat k Q B i 
常 概 分 , 例如 

| U a. 

ü x 
3 T EAE R B a E r HS xH 2k, BJ 1 AA E f 55 g 
的 反常 积分 的 收获 性 判罚 法 ;例如 ,利用 收敛 性 的 比较 
判别 法 {comparison criterion of convergence) 可 以 证 
朋 积 分 


x= 


im in x dx 


1 


是 绝对 收 敏 的 

对 于 大 争 数 现 有 的 多 重 反常 可 分 的 定 立 来 说 ,在 收 
伍 性 和 绝对 收 伍 性 之 问 有 着 不 同 的 联系 . 设 fu) Efe n 
BE Euclid 空间 中 的 开 集 G LEXAR. 如果 对 于 任 
何 单调 穷竭 多 域 上 的 立方 区 域 序列 G (= 1, 2,…), Eh 
满足 G< G, < G, 和 


x 
UG. = G. 
KI 

Hk — o 时 , Riemann 积分 
Jroa 


都 存在 极限 ， 而 且 这 个 极限 与 上 述 区 域 序列 的 选取 所 
芒 , 则 这 个 极 眼 通常 称 为 反常 积分 


JA )dx. 
G 


内 而 3 B 4 53 KEE X B) 2 W My sq k 3k R. E 5k lk 
得 的 . 此 外 还 存在 其 他 容重 反常 积分 的 定义 ， 例如， 
对 于 定义 在 整个 空间 E" F. 并 在 任何 半径 为 r<+oo 的 
n 维 球 Q, t Riemann 可 向 的 国 数 es) ,可 以 出 下 列 等 
式 定 兴 它 在 五 "上 的 反常 积分 ， 


[od = lim f fx) dx. 
sd r-r ù 


在 这 种 情况 下 , Thama S 38 l 
常 意义 十 的 收 货 性 ,上 扩 之 则 不 然 ， 
参考 文献 
[1] Henn, B A. Tlomm ,了 T., Ocuoge: Maremare- 
KOrO ahaum3a q 2, M. 1973. 
[2] Kynpasses. JI. J., MaTestaTiwecxuis anauma r l. 2 W3., 
M., 1973. 
D] Hawontcemi,C. M., Kybc MaTEMRTHdeckoro anama, 2 


HAH. , T. |, M., 1975. JL A Kynpsauee E 


【 补 注 了 

大 者 文献 
[AL] Apostol, T. M, Mathematical analysis. Addison -Wesley, 
1969. ka F AHER F 


HS i 98 R M [ absolutely covergent series : a6comoruo 
CXOJINIIHHCH pxu:] 
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xu, (1) 
t [ 

由 其 各 项 的 绝对 值 构成 的 级 数 
SI O 


n=l 


是 收敛 的 . 

级 数 (1) 绝对 收 艇 的 必要 利 充 分 条 件 ( 22 969 
绝对 收 伍 性 的 Cauchy 准则 (Cauchy criterion)) 是 : 
对 于 任何 e>0, 存 在 这 样 的 整数 ,使 得 对 于 一 切 整 数 
n>n, M-i Et p 20, A £ 

Yin | <= 

k n 
Ra. WR- TAREA, WL E 8 8 E FE 
ALBH 
x p" 
2 n? 
(i= STT AAA, i gi 

Ea 【一 L° 
> 时 


m=] 


UCA. H AS pH SK UT 
> (3) 


m=i 
是 由 与 级 数 {(1D 相同 的 一 些 项 组 成 的 级 数 , 但 是 一 般 此 
说 , 二 者 排列 次 序 不 同 . 由 于 级 数 {11D 绝对 收 敏 ,所 以 级 
数 (3) 也 绝对 收 化 ,而 且 级 数 (3}) 的 和 等 『 级 数 (1) 的 
和 .和 如果 两 个 级 数 


Du 和 Èe, 
n-i n= 


#s he S. WE (09 E 4 ERRER A 


PAu + uu, 
=I! 


TB. 45 xq r 91; dt x Bi T 34 Sk š$ rh ñ — tu] BE 09 Pš Bi 3 J 
un p, k IE SK PF PAT HRA 8k ahh E Ba zi lk 2k Ée) , ñi 
且 其 和 等 上 原来 两 个 级 数 之 和 的 乘积 . 绝对 收 黎 的 级 
数 的 这 些 性 质 , GT S ERS (multiple series): 


来 说 也 存在 . 如果 - -个 次 重 级 数 是 绝对 收 敏 的 , 则 它 量 收 
生 的 , 重 如 ,在 球形 部分 和 及 和 矩形 部 分 各 的 音义 下 都 居 


收 化 的 ;而 且 在 这 丙种 情况 下 其 和 相同 . Weg ERA 
(4588 x] lk 98 , MAR 8k 


Doo Yu, a (5} 


Sf E, tp gk bt E 3028 3k (4) A ARE F tn M nn, 
依次 求 和 所 得 到 的 - RRE SD. 这 时 , £ EA 
数 (4) 的 和 与 全 级 数 (5) 的 和 是 相等 的 ,而 日 等 于 由 级 数 


(4) 的 所 有 现 构 成 的 任何 简单 级 数 之 和 ， 
WRR CN HAMER -HAHO -o A Bana- 
ch 空间 的 元 素 ， 则 当 级 数 


> Bul 
n=l 


EAT, E R A E a h. La HE n) e s 8 
HU 8k JH 22 $k BJ AR 5 E ph. hj Pl REISA a toie ae 05 
Banach % HiG # RIR 08 9 E 50, AE l| it. gf x; 14 28 05 
Banach =E [B] 38 9 388 38k as k E p Ei. Fase 
RIA zÇ, AT 1 E 28 i 8 St SR 31 Iy W. 2 NE JU SJ Banach 
空间 中 的 多 重 级 数 的 情 闹 ， 
参考 文献 
[1] Hean, B. A., omak, 2 T., QHON MAICMATHIOCROATO 
anamma ú L 3am, M., 1971. 
[2] Kyopames, JE A Maresgaruqecgu8ñ anam, 1 1, 2 1,, 
M.. 173. 
[3] HuxkorekaB C M. Fyp sU CMATHHOCKOTO ANITHA, 2 
n o, L | M., 1975. -] A Kympa EE 


CANE 1 
参考 文献 
[AI] Apostol. T. M. , Mathematical analysis, Addison -Wesley. 
1969. 张 鸿 林 译 


-A ADAN ES BE JAN]. 


th xj S IB SK [absolutely - flat ring ; aicomo rao miocoe 
Kopn0 ] 

:个 环 , 其 上 的 任何 ( 右 或 左 ) 模 都 是 平坦 模 (iat 
module). 这 种 环 和 von Neumann 正则 环 是 一 样 的 
CLIE N XA (在 von Neumann W X FHJ) (regular ring 
(in the sence of von Neumann). 起 春来 译 


AAR A absolutely integrable function; a6comorac 
Knurerpupyewaq 中 yoann | f 

-个 函数 .其 绝对 值 是 可 积 的 . 如 时 函数 人 x) 在 区 
Ele bl ach LE Riemann 可 积 的 , 则 其 绝对 值 在 此 
H] Et Æ Riemann 可 积 的 ,日 


h ， È 
[Andx| < Í| 001 2< 


t F f n #ËE Euclid 空间 中 的 立方 体 区 域 上 上 Riemann 可 
积 的 元 隙 数 , 也 可 得 到 类 似 的 结论 ， 对 于 Riemann 
可 条 函数 , S dB OS u. ibn, SERN 


_ | 1， 当 zx 取 有 理 值 时 ， 
O ee 
这 个 函数 不 层 Riemann 可 积 的 , f H y fF H E 
Riemann 可 积 的 . 对 下 Lebesgue FERAS, 情况 则 不 
jaj: Lebesgue 可 测 函 数 Jx) 在 n 维 空 间 的 可 测 集 合 上 是 
Lebesgue 可 积 的 (Lebesgue 可 和 的 ), 当 且 仅 当 其 绝对 值 在 
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此 和 集 人 台 上 是 Lebesgue 可 槐 的 ， 这 时 ,下 列 木 等 式 成 立 ; 


[na dx 
E 


< io) 


考 虎 在 半天 区间 a, b(a< bSs+oo) 天 的 反常 - 3Ë 
Riemann 积分 或 Lepesgue 积分 (相应 地 假设 西数 f(x) 
É fE fal < À [u qia <n< b) F. Jš Riemann nt # 85 =Ë 
Lebesgue 可 积 的 }, 这 时 ,函数 的 绝对 值 的 反常 积分 


b 
fl for | dx 
HEERS AH HRA 


5 
[ldx 


HTE, 2 2 WJ 958 ( WSB 24k ARER absolutely 
amvergent improper integral)) , 应 注意 的 是 , 如果 反 
沉积 分 


b 


T 
fir |x = lim fifa | dx 


TE, WAR OEA [@, by Ei Lebesgue 可 积 的 ， 
THAEME RAE rik Lebesgue 积分 . 
TEARRE TEHTE n > 1) 的 情况 下 ,通常 这 
样 来 定 只 反常 积分 ,即使 得 郑 数 的 绝对 值 的 反常 积分 的 
存在 等 价 干 遇 数 本 身 的 反常 积分 的 存在 . 
We IK F -TRASI | 的 Banach 空 
Bj. 这 时 ,如 果 积 分 


Í | fü) || dx 


TA WARR F(E nj 8] R 5 E L E Ph zara; 而 
H, MRAR) E EER, A 


| {Aod 


< fl fell ax. 
参考 文献 I 
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[EME 了 
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[A4] Rudin, W. , Real and complex analysis, McGraw - 
Hill, 1966 中 译本 : h 1. ARE 2 tk. ÀS fF 
出 版 社 , 1981). 


[A5] Taylor, A. E General theory of fanetions and integra- 


tion, Blaisdell. 1965. 
[A6] Aliprantz, C. D. and Burleinshaw, O.. Principles of real 
analysis, North - Holland, 1981. Erk PE 


AHARI [absolutely -unbiased sequence ; a6comao- 
TRO Gecnpucrpacrmas rcuxemopaTenbmocrk] 
满足 下 述 条 件 的 随机 变量 序列 IX 1: 


EXO = 0 和 EM， .， X, = Q 


# w x W Fr #Í R 2 ML S= X + +X, 3 H W 
(martingale). RAA FARRER RM F: E] i y.) 
Jë kh, Wq B q Y = XI + +X +re(n=l, 2, ), 
Jrhe=E(Y) E WA (X ] 是 一 绝对 无 偏 序列 . 因此 ， 
所 有 的 款 都 同 某 一 绝对 无 偏 序列 的 部 分 和 和 相 联 系数 
学 期 望 为 堂 的 狼 立 随机 变量 序列 是 绝对 无 候 序 列 的 简 
单 倒 于 ， 除 了 术语 * 无 偏 "之 外 ,在 与 公平 博弈 概 人 党 相 联 
系 时 ， 常 常 使 用 术语 “公平 ”. A B. [ipoxopoa 操 
GEI 在 [AH] 中 用 "绝对 公平 "来 代 荐 "绝对 无 偏 "， 
参考 文献 

[A1] Feller, W., An introduction to probability theory and 

its applications, 2, Wiley, 1971, 210. 

【译注 】 在 一 些 文献 由 绝对 无 偏 序列 亦 称 软 善 序列 
(martinpaie differen sequeno%e). HAr 译 


吸收 状态 [absorbing state ; nornonmarosunee cocroguue j, 
Mapeoa at ¿(t) 的 

满足 

PIAXDSi |SS s 1 对 一 切 125 

的 状态 i, 分 支 过 程 (branching process) W E B A E 
收 状态 0 的 Mapas # (Markov chain) 的 例子 ， 

为 了 研究 Mapo 链 同 到 达 某 集合 有 关 的 轩 道 性 
质 ,引进 附加 的 吸收 状态 是 方便 的 方法 . 

鲍 ， 考 虑 离散 时 间 的 并 具有 转 称 概率 


py = PEt DSI ADS 
的 时 齐 Mapsop $E io AREE S. EP H 是 一 个 可 辩 
认 的 于 集 , 并 假设 我 们 需要 求 出 概率 
qm = P(8250H)= A|80)=i), ieS, heH, 
其 中 TH)=min{1>0:; c0) € H) 是 首次 到 达 和 集合 百 的 
时 刻 . 如 果 引 人 辅助 Mapxos t c), Z ts ¿(0 BJ iX A 


久别 是 ， 在 "人 0 中 所 有 的 状态 h e H 帮 是 吸收 的 ， 那 
AR heH, MR 


pan = PEMA L EOS: } = 
= PIA En AAAA K: 
对 t+ 中 是 单调 非 降 的 ， 而 且 
ga 二 impafD， reS, hen. (*) 


根据 Mapon té ËJ 3: 4: E x 
Patt D = Dp p(t), (20, ieSN H, AEH, 
JEŠ 


Pal = 1 heH; pO = 0, L heH, ih. 
AAR r — o 取 极限 , 便 给 出 关于 q, WJ £ YE P 
程 组 : 

q, = Èpyqa rES\H. heH, 


IPE 
qa = l, heH: qa = D. ¿ he H, h 
参考 文献 
[1] Feiler, W. , An introduction to probability theory and 
its applications, 1, Wiley, 1968 (HEE. W. #0. 
概率 论 及 其 应 用 , 科学 出 版 社 Ei, 1964, TH, 
1979). A M. 3y6kos 所 陈 培 德 译 


W kr tè [absoption laws 或 absorptive laws ; normo- 
DICHE HKDHEI ] 


如 下 恒等式 
xA(xVy) = x, XVIXAY) = x. 


其 中 入 和 VY 是 某 集 合 上 上 的 二 元 运算 . 如 果 这 两 个 运 
等 还 满足 交换 律 和 结合 律 ， 则 由 等 价 式 


XE c xVy=y œ} 


RHE, HFA x š y aa x A y =x)E X BU X # 
x Sy PFE, xx 六 了 是 x 和 上 的 下 确 界 .x vy B x 
和 和 yy 的 上 确 界 ， 务 一 方面 ， 如 果 有 序 集 ( 工 ， 专 } 对 任意 
两 个 元 素 工 和 了 都 售 它 们 的 下 确 界 x 六 了 和 上 确 界 
x V y, 则 运算 V 和 六 不 仅 满 足 豚 收 律 .交换 律 和 结合 
律 , 而且 满 足 等 价 式 (=), 
参考 文献 
[1] Rasiowa, E. and Sikorski, R.. The mathematiss of me- 
tamathematics , Polska Akad. Nauk ，1963 ， 
E H. Tpu 把 
GEI 
参考 文献 
[A1] Cobn, P. M.. Universal algebra, Reidel, 1981. 
K REN i 


抽象 代数 几何 学 [ abstract algebraic geometry ; arefpat- 
"RXKRH reOMCIDER SÜCTDBKTERRG | 
本数 几何 学 的 分 支 , 它 专门 研究 性 意 城 上 代数 策 ale- 


-or 一 一 一 一 一 
Tr 


(一 


braic variety) 划 作为 其 推广 -一概 形 (scheme) 的 一 般 
HEA. 虽然 19 世纪 时 已 有 抽象 代数 几何 学 的 早期 研 
究 , 它 的 主要 发 展 却 在 20 世纪 50 H A. Grothendieck 
创建 概 形 的 一 般 理 论 以 后 . 对 任意 域 上 代数 几何 学 的 兴 
趣 起 源 于 数论 问题 ， 特 别 是 两 个 未 知 量 的 方程 式 理论 ， 
在 抽象 代数 几何 学 的 发 展 中 起 重要 作用 的 是 1924 E E. 
Artin 引信 代数 曲线 的 + 函数 的 概念 (更 代数 几何 学 中 的 
sñ (zeta -thncion)) 以 及 1933 年 H, Hasse x # Bl 
曲线 类 似 的 Riemann 假设 的 证 明 , 当时 正在 发 展 中 的 性 
意 常数 域 上 民 数 曲线 论 在 这 个 证 明 中 起 着 极为 重要 的 作 
H. 

在 20 世纪 的 前 20 年 , 坏 论 和 域 论 的 全 面 的 发 展 为 
任意 域 上 高 维 代数 几何 学 的 系统 性 建设 打下 了 基础 .B. 
L. van der Waerden 在 他 的 一 系列 论文 11933 一 1938) 
中 把 抽象 代数 儿 何 学 置 于 多 项 式 理 想 论 的 基础 上 . 特别 
地 ,他 发 展 了 非 奇 异 射影 代数 策 上 的 相 变 理论 (intersec- 
tion theory} .在 这 个 领域 中 的 研究 成 果 被 总 结 在 文献 
[4] F. 

1940 E, A. Well 指出 对 任意 乞 格 的 代数 曲线 的 
Riemann 假设 的 证 上 明 需要 建立 任意 域 上 高 维护 的 理 
W. 为 此 他 发 展 了 任意 基 域 上 抽象 { 不 必 是 射影 的 ) 代 
数 扩 的 理论 ， 除 子 理 论 , 这 种 咎 的 相交 理论 以 及 Abel 
乌 的 一 般 理论 ， 以 前 仅 从 解析 观点 研究 Abel E. M 
1946 年 Weil 的 书 (19] 1 B Bg 5, +€ B Bl ERAH 
域 论 (Weil 的 "一 般 点 " “通用 点 "语言 ) 被 广泛 地 接受 为 
抽象 代数 几何 学 的 基础 ， 

20 世纪 50 年 代 万 强 有 为 的 交换 代数 方法 帘 引 人 
抽象 代数 玫 何 学 【[6]，[$]). J. P. Serre 对 凝聚 代数 层 
(coherent algebraic sheaf ) 的 研究 ([7]) 进一步 改变 了 抽 
象 代数 几何 学 的 面 狐 . 他 首次 把 同调 代数 的 思想 和 方法 
引进 抽象 代数 几何 学 .抽象 代数 几何 学 和 代数 艇 的 概念 同 
步 发 展 ， 在 Weil 提 出 抽象 代数 咎 的 定义 后 ,已 经 出 现 
了 这 个 报 念 的 好 几 种 推广 , 概 形 的 概念 表明 是 最 有 用 
的 . 对 这 些 思 想 系 统 的 阐述 以 及 概 形 理论 的 发 展 是 在 
1960 年 起 由 A. Grothendieck 在 一 系列 研究 报告 (15 
中 实现 的 ， 他 把 阔 子 和 范 酶 论 的 语言 引入 抽象 代数 几 
何 学 并 且 从 根本 上 改造 了 这 一 领域 中 许多 经 典 的 构造 . 

抽象 代数 几何 学 的 茵 勃发 展 归 因 于 人 科 认 识 到 在 概 
形 论 的 框架 里 有 可 能 把 古典 的 复数 情形 的 几乎 所 有 已 
知 的 概念 ， 尤 其 是 复 解 析 流 形 的 上 同调 论 ,应 用 到 “ 抽 
象 情形 ", 在 抽象 代数 几何 学 的 发 展 中 , Weil 猜测 (1947) 
起 了 重要 的 作用 ,这 个 狂 测 假设 存在 一 种 使 确定 映射 不 
动 点 个 数 的 Lefschetz 公 和 式 (Lefschetz formula) 成 立 的 
上 同调 论 , 它 也 建立 了 在 上 述 假 设 与 代数 做 的 纯 算 术 问 
惩 间 的 索 密 联系 ( 见 代 数 儿 何 学 中 的 了 画 数 (zeta - func - 
tion). 

#ü+k t ER (topologized category) (Grothendieck 
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折 扑 ) 的 概念 有 很 多 应 用 ， 它 的 发 展 为 抽象 代数 几何 的 
一 些 新 分 支 昔 定 了 基础 : pJ 3⁄2 R F 【representable 


functor), 形式 几 何 学 ( 见 形式 群 {formal group}), Weil 
上 同调 (Well cohornology); 下 理论 (K - theory) 以 
K BRI (group schemely， 这 样 发 展 起 来 的 思想 和 方 
法 影响 了 很 多 数学 分 支 ( 交 换代 数 ， 范 团 论 ， 解 析 空 间 
论 和 拓扑 学 ) 

20 世纪 60 年 代 末 ,代数 复 的 概念 推广 列 代 数 空 间 
(algebraic space), 这 使 得 有 可 能 把 抽象 代数 几何 学 的 
范围 拓 广 并 且 使 它 与 代数 儿 何 学 移 其 他 分 支 更 紧密 地 联 
系 起 来 . 
参考 文献 
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[ 补 注 】 AIHERRAN RA 3: E 5 PEZ E hi Gro- 
thendieck, P. Deligne MR E Hii A 0k h9 (W. Al), 
[A2]). 
参考 文献 
[AT] Deligne, P., La conjecture de Weil I., Prb. Math, 
IHES, 43 (1974), 273—307. 
[A2] Deligne, P., La conjeetur de Wel H , Publ. Math. 
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抽象 解析 函数 [ abstract analytic function ; atmurmruaeccycaq 
lytic mapping of Banach spas) 2 

由 复 Banach 空间 XX 的 某 个 区 域 DD 到 复 Banach 空 
间 了 的 在 DD 中 处 处 Fréchet 可 微 的 (difRrentiable according 
to Fréchet a $ f(x), 即 对 于 和 企 何 点 a sD, 存在 出 
到 了 的 有 界线 性 算 子 5f (a, )， 满 足下 列 关系 式 : 


lim ||] fa +h) fa)-éfto, ll = 0, 


I |0 
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其 中 1 ` 328 X ER Y LES ñsfla,h)8k 5 Pa %k f 
在 点 4 上 的 Fréchet 微分 (FTechet differential ) . 

另 .种 定 六 抽象 解析 熙 数 概念 的 途径 基于 Gâteaux 
可 微 性 . Fi D J YAAR f(x) ER 29 £ D h 33 8 S 09 
( weakly analytic ), RA D P Gâteaux RJ48B8 (differentiable 
according to Gàtcaux ,如 果 对 于 空间 了 上 的 每 个 连续 
BECA y' HIS TOE h e X. MAy (fix + h))E 
aB 2 EDS |2|<plx, h) TRARA, 其 中 px， 
h)=supíil|é|: xt £h ë D}. Kig D HAI £ t Hh RH $r 
函数 在 也 中 连续 且 弱 解析 . 道 俞 题 亦 真 , 并 有 卫 连 续 性 条 
件 可 由 局 部 有 界 性 或 Baire 连续 性 来 代替 ， 

“抽象 解析 函数 "这 一 术语 有 了 时 在 狭义 下 使 用 ,这 
时 它 被 理解 为 在 Banach 室 间 或 者 甚至 在 局 部 凸 线性 拓 
朴 空间 了 中 取 值 的 复 变 量 z AA S). 在 这 种 情形 
下 , 复 平 面 忆 的 区 域 P 中 的 任何 弱 解 析 函 数 是 抽象 解 
本 函数 ,也 可 以 说 ,函数 六 z) 是 区 域 呈 < 中 的 抽象 解析 
函数 , SHEHE D h E 5k, 对 于 任何 简单 可 求 长 
HARR LoD, Rij 12z)dz 为 零 , 对 于 复 变 量 z 的 
抽象 解析 函数 (2),Cauchy 公式 成 立 ( 见 Cauchy 积分 
( Cauchy integral ) ) , 

设 f(x) A Banach 空间 X A b¿ 182 D rh B) 88 89 Breña 
数 . 这 时 ,作为 复 变 量 的 函数 , 人 x+ep) 在 区 域 D = 
Lë X 二 t 呈 EDHhEX) 中 具有 所 有 阶 导 数 ,并 且 这 些 
导数 都 是 由 到 站 的 抽象 解析 函数 .如果 集 合 {x 十 Eh: 
ELE 二 属于 号 ,那么 


fath = Saf hy, 
m=0 “ 


这 里 级 数 按 范 数 收 敏 ,有 卫 


Efix, h) = Efo +8) 


ta 


= (+M T dE 
Ir ia Í. f 


—+ H X3 FYRAR y=P{x) 称 为 关于 变量 x 的 
KEELA m ER (polynomial), 如 果 对 于 所 有 x， 
EX 和 所 有 复数 ,有 

P(x +Ëh) = SPa. 
RERA POAR. WE Pax’ h)=0 W| P(x} 
MKA 16 TE m. R 8k (power series ) 基 指 形式 为 
工 P. (x) 的 级 数 , 其 中 P.O) E n K # WK # r z, É 
对 于 所 有 复数 a 满足 P (ax)=x="P.(X), x £ X. £ — É 
KR D rh B kr aq B FRR y, P. (x) Fk AATE 
TED EERIE f(x), A P.(x)=0'/(O,x)/n!, 
' Oe p. 88% JOE D rB WJ) h S W r 8 gk, 5 a e 
以 在 所 有 点 a € D 805138 tH JË PF 3 3842 884: 


flath) = ŠP). 
n =Ü 


这 里 所 有 P. (h) X PER. 
£ Ji WE $ ER $r ie P h TF3 28 2 Sh 3 , P| WIB < ## 8 
EB (maximum- modulus principle ), "E — TE JE 88, Vital 定 
ER ( Vitali theorem), Liouville € FË (Liouville theorems }, 
等 等 ,只 要 引进 适当 的 变化 ,都 可 应 用 于 抽象 解析 画 数 . 
在 一 个 区 域 五 中 的 所 有 解析 冰 数 的 集合 形成 一 个 线性 
空间 ， 
抽象 解析 函数 的 概念 可 以 推广 到 更 广 的 空间 和 
了 交 , 例 如 局 部 凸 拓扑 空间 ,任意 完全 赋值 域 上 的 Banach 
空间 ,等 等 . 
参考 文献 
[ll Hile, E, and Phillips, R., Functional analysis and 
semigroups, Amer. Math. Soc., 1957 (if k. E. # 
ARRS. EAMH. E A Si F R. E REER H IK 
社 , 1964). 
[2] Edwards,R.E,.,Functional analysis: theory and applica- 
tions, Holt, Rinehardt, Winston, 1965. 
[3] Schwartz, L.,Cours d'analyse, 2, Hermann, 1967. 
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数学 抽 龟 [abstraction, mathematical ; acrpangm mare- 
MAT CCKRR ] 

在 以 阐述 基本 数学 概念 为 目的 的 思维 活动 中 ,数学 
中 的 抽象 或 者 思维 抽象 是 其 十 分 重要 的 组 成 部 分 .在 数 
学 中 最 典型 的 抽象 是 “ 纯 " 抽 象 、 理 想 化 及 其 各 种 各 样 
的 多 层次 复合 ( 见 [5]). 

“ 纯 " ihg C pure’ abstraction ) 的 思维 活动 是 指 
在 考虑 某 种 情形 时 ， 只 邦 广 意 力 集中 到 所 讨论 对 象 的 某 
B (OS hb) 特性 以 及 它 作 之 间 的 相互 甘 系 之 上 ,而 不 
管 那些 被 认为 是 无 关 的 性 质 和 关系 .这 种 抽象 活动 的 千 
果 用 一 种 适当 的 语言 午 定 下 来 后 便 起 到 一 般 概念 的 作 
用 .这 种 数学 抽象 的 内 型 例子 是 同化 抽 坦 (abstraction 
by identification ). 

理想 化 (idealization) 轧 维 活动 意 指 在 考虑 基 种 情 
况 时 ,由 人 的 想象 而 产生 某 个 概念 并 成 为 人 们 的 意识 所 
考虑 的 对 象 .在 赋予 这 种 由 想象 而 产生 的 概念 各 种 性 质 
时 ,不 仅 可 以 有 和 初始 对 象 实际 具有 的 那些 性 质 ,这 与 
“ 纯 " 抽 象 活动 的 结果 一 样 ,而 且 还 可 有 另外 一 些 崩 起 的 
性 质 , 它们 以 改进 的 形式 来 反映 初始 对 象 的 原来 性 质 ， 
或 者 甚至 可 以 是 现实 中 根本 没有 的 性 质 . 数 学 理想 北 的 
一 个 最 传统 的 鲍 子 就 是 实 无 穷 抽象 (abstraction of ac- 
tual infinity), EFT XEN (actual infinity) 概 念 的 
产生 .这 个 抽象 是 用 集合 论 来 发 展 数学 的 基 副 . 另 一 
个 传统 的 理想 化 是 潜在 可 实现 性 抽象 (abstraction of 
potential realizability), 它 学 至 了 HEY (potential in- 
Bnity) 概念 的 产生 KAARELA EEN R E 


-一 7 7 au a. c. , nu 
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绝 恒 撒 成 了 构造 性 数学 的 基础 ， 
任何 数学 理论 的 特性 在 很 大 程度 上 取 岂 上 数学 抽 
象 的 特性 ,这 些 数 学 抽 葵 是 表述 该 理论 基本 概念 的 基 
础 .而 对 这 和 神 抽 象 进行 分 析 则 是 数学 基础 的 -- 个 主要 任 
务 . 对 与 这 些 论 题 有 关 的 问题 进行 仔细 的 分 析 可 以 认 
识 到 下 列 因 素 的 重要 性 : 1) 对 由 广泛 的 理想 化 进行 复 
合 而 产生 的 抽象 对 象 进行 评价 需要 一 种 特殊 的 方法 以 
使 理解 这 此 对象, 而 发 展 这 种 方法 是 一 件 困 难 的 任务 ， 
它 构 成 了 一 门 特殊 学 科 (BUT X Se (semantics ) 的 主要 
AA, 2) 可 以 应 用 到 尾 给 的 一 个 数学 理论 中 的 逻辑 
具 主 要 取决 干 该 理论 的 基本 概念 的 性 质 ,从 而 也 取决 十 
表述 这 些 概 念 时 所 采用 的 数学 抽象 的 性 质 . 见 直 觉 主 
X (intuitionism); 构造 数学 (constructive mathema- 
tis). 
HEMT PA ARH EER B 
L. E. J. Brouwer ([1]), H. Weyl ([2]). D. Hilbert 
i], A. A. Mapxos ([4]}) 等 . 
参考 文献 
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同化 抽象 [ abstraction by identification ; aicrpatamaa rox- 
BecrBlemns | 

构成 一般 抽象 概念 的 一 种 方式 ， 当 考 虚 各 种 不 间 
的 具体 的 原始 对 象 时 ， 只 考虑 它 梓 之 间 与 某 种 目的 有 
关 的 差别 。 而 不 考 虚 它 们 之 间 与 此 目的 无 美的 其 他 差 
3M). 如 果 原 始 对 象 之 间 的 差别 仅仅 在 十 与 某 种 目的 无 
美的 方面 ， 就 认为 它们 是 相同 的 . 在 语言 学 上 ， 同 化 
抽象 是 把 类 似 的 原始 对 象 等 同 起 来 ， 视 为 一 个 单 -对 
象 ， 并 对 其 指定 一 个 适当 的 专门 术语 . 例如 把 类 亿 的 
TFH F 字母 表 视 为 相同 ,就 得 到 抽象 的 字母 (letter). 
字 (word). FER (alphabet) ( BL, [1] ) ; 把 等 价 的 有 再 数 
基本 序列 视 为 相同 就 得 到 和 沃 数 (real number) 概 念 ; 把 
彼此 同 构 的 群 视 为 相同 就 得 到 抽象 群 的 概念 等 等 ， 

fF IL És ° Hh $ (abstraction, mathematical }; 等 价 
(equivalence); EJH (isomorphism }. 
#=+ x 

[1] Mapxos, A. A., Teopug anropubueos, é Tp. MaTeM, ug - Ta 
AH CCCP y>, 42 (1954) (中 译本 : A.A. REH. 
算法 论 ， 科 学 出 版 社 ，1959, 1960). 


[2] Mapkos. A. A., O orme KOHCTDYETHEHOD MATEMA TMEM, 
M. .1972. 
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实 无 穷 抽 象 [abstraction of actual infinity ; abcrpaKknama 
AKTYAIbHOÄ ecKoueHocTe | 

一 种 数学 的 理想 化, 它 与 数学 中 某 种 形式 的 无 
穷 概 伪 有关 ,这 种 元 穷 概念 便 晨 所 谓 的 实 无 窃 (actual in- 
finity). ` 

EWH -HAREA zb Wk 03 88 E iN E BR FE ( 例 
如 : 从 零 开 始 逐 步 产生 正 整数 的 过 程 ), 实 无 穷 抽 象 在 
于 不 管 这 种 过 程 在 头 则 上 并 不 终结 这 个 事实 ,而 在 假定 
它们 已 经 终结 的 情况 下 考 典 这 个 过 程 的 结果 , 即 假定 其 
客体 集合 已经 生成 .于 旦 所 产生 的 集合 (客体 ) 已 经 在 思 
想 上 被 认 为 是 实 反 "完成 "的 东西 , 实 无 穷 抽 象 应 用 到 上 
面 所 举 的 例子 , 便 可 把 所 有 非 负 整数 集 [( 妈 自然 序列 
(natural sequence)) 当 作 一 个 数学 客体 来 考虑 . 

在 多 辑 上 ,和 承认 实 无 穷 抽 象 导致 承认 排 中 律 而 把 它 
作为 一 条 逻辑 头 理 ， 

EAG. Cantor 所 建立 的 一 般 集 合 论 为 基础 而 构 
造 整个 数学 时 , 实 无 穷 抽 多 显 得 特 嘲 重要 . 实 无 穷 抽 得 
作为 一 种 深远 的 理想 化 所 生成 客体 的 "现实 性 "是 韭 直 
接 的 ,元 其 是 当 它 与 其 他 理想 化 过 程 重复 地 联 用 时 更 是 
如 此 ,这样 一 来 ,在 理解 那些 与 这 种 客体 有 美的 命题 时 
会 碰 到 一 定 的 困难 ,在 数学 中 不 加 限制 地 使 用 实 元 福 相 
象 作 为 产生 数学 客体 的 一 种 合理 方法 遭 到 了 许多 数学 
家 (L. Kroneker, C. F. Gauss, D. Hilbert, H. Weyl, 
等 等 ) 的 反对 ，L. 上, J. Brouwer (U # W + x 
(intuitionistn )) 和 A. À. Mapros ( 见 构 造 数 学 (con- 
structive mathematics)) 提出 了 数学 构造 的 另 一 种 建设 
性 方案 ,它们 以 潜在 可 实现 性 抽象 作为 基础 而 不 异 助 于 
实 无 穷 抽象 . 

亦 见 数学 抽象 (abstraction, mathematical). 

H. M. Haropati 必 Ë SSO E AAE E 


潜在 可 实现 性 抽 谊 [abstraction of potential realizability; 
86CTD3KUHS BOTeHUM3JIbHOÑ O0CYDNCCTBHMOCTH j 


一 种 数学 的 理想 北 ,与 它 相关 的 晨 数 学 中 某 种 形式 
HERRE MEEA (potential infinity) 概 念 . 

正如 对 待 那些 从 理论 上 说 可 饮 无 限期 延伸 的 构造 
过 程 那样 (例如 ,从 零 出 发 逐步 生 夏 正 整数 ) ,潜在 可 实 
现 性 抽象 在 于 不 管 这 种 过 程 在 实现 每 一 个 联接 步骤 时 
可 能 出 现 的 任何 在 空间 、 时 间或 材料 方面 的 钵 难 , 拒 每 
一 步 都 看 成 旦 潜在 地 可 实现 的 .把 寞 在 可 实现 性 抽象 应 
用 到 上 机 所 给 的 例子 , 就 等 价 于 假定 可 以 给 任何 自然 数 
增加 - -个 单位 ,可 以 构 作 任何 两 个 自然 数 之 和 等 等 .但 
这 并 不 意 昧 着 自然 数 序 列 可 以 作为 一 个 实在 的 “无 窗 
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客体 "而 存在 ， 

PAPETA AEE Lau R 
纳 法 原理 ， 

在 椅 造 数学 (ceonsiructive mathematxs) 中 ,潜在 
可 实现 性 抽象 起 着 特别 的 作用 .因为 此 时 关于 满足 给 定 
条 件 的 构造 性 寄 蛋 的 存在 性 命题 被 看 成 是 关于 这 种 客 
体 漆 在 可 实现 性 的 命题 . 

IURE (abstraction, mathematical). 

H. M. Haropmñ $ HREH HARR 校 


WRA | acceleration of convergence ; CXONMMOCTH 
YCKOpEHMHE ], i$ A77% 89 
选 代 法 的 一 种 收 正 构造 ,借助 于 这 种 方法 , ERE 
具有 更 大 的 收 将 速率 (rate of convergence )， 所 用 的 
加 速 方法 (加 速 过 程 ) 是 多 种 多 样 的 ( 见 [1] 一 {机 )， 它 
既 依 束 十 求解 的 全 题 也 依赖 于 造 代 法 的 类 型 ， 选 代 法 
可 认为 是 包 售 自由 闪 代 参数 的 一 类 选 代 法 中 的 特殊 情 
形 ,这 时 收 敏 的 加 速 可 归结 为 这 些 敌 数 的 最 忧 选 择 问 
题 . 最 优化 问题 吉 采 用 各 种 形式 ,并 可 归结 为 一 种 过 
访 , 例 如 从 求解 线性 代数 方程 组 
Lu = f. L = L' >> 0 (1) 
的 简单 选 代 靶 
u" tl = y” Lu" = fy, 2) 


Hay Je6emmea 参数 的 Richardson pak 4t $ü P B# 
H ALAI ERRIA AE E S AOE 3 (K 88 T SE EF L iE 
件数 v( 上 ,对 于 太 的 v{ 加 收 敦 速率 可 能 很 可 .在 这 种 情 
况 下 , 特 曾 是 对 干 网 格 方 程 组 的 解 ,经常 要 用 到 这 些 方 
法 的 收 正 , 这 些 可 由 它们 不 是 用 于 (1), WERTH i 
方程 
B-lLu = B'f 

来 定义 ， 这 里 B=B"*>0 是 特别 选 定 的 算 子 (W[21] 
-[4). 

4 F B''L 在 某 Eucld 空间 上 是 自 伴 的 和 正定 
的 ,所 得 修正 方法 的 收 伍 速率 依赖 于 *(B 'L). 类似 的 
艇 正 也 被 用 于 重 - 般 的 向 题 ,其 中 包 描 非 线性 问题 (mW 
非 线性 方程 , 数值 方法 (non - linear equation, numeri- 
cal timethods))，、 为 了 实现 这 些 履 正 方法 ,能 够 有 效 地 解 
方程 组 Be=g 是 很 重要 的 ,例如 《1) 的 情 正 导出 关 茶 式 


ul = gn— TB (Lun — f) (3) 


{ 见 计算 量 的 板 小 化 (minimization of the labour of 
calculation )) , 

对 于 方法 {2， 收 比如 速 的 传统 的 通用 方法 之 一 
是 宁 过程 ， 它 和 部 分 特征 值 问题 的 先 代 法 的 一 系列 其 
他 加 速 方法 NDERE. 

在 解 非 线性 问题 时 ,常常 根据 银 数 连续 法 选择 - - 特 


中 2 的 划 始 近似 来 实现 收 敏 性 的 加 速 . 对 这 些 同样 的 问 
题 , 有 了 时 也 通过 利用 更 商 阶 适 代 法 来 实现 收 航 的 加速 
{例如 Newton - Kanroposmu 法 等 ) ， 

在 蒙特 上坟 罗 型 概率 选 代 法 中 也 用 到 各 种 收 敏 加 速 
的 方法 { 见 [2]). 
参考 文献 
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(3⁄2 PÉ 本 : Bakhvalov, N. S., Numerical methods: 
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1977). 
[3] Mapsyxk, T. H. , Meront abermomTenbno MATEMATHEH, 
2 ax., M. , 1980. 
[4 Capea, A. A. , Haxomen, E. C. , Merom pemenna 
DeTOHED ypaeBeHHÄĚ, M. , 1978. 
[5] Giowinski, R. , Numerkal methods for nonlinear va- 
riational problem, Springer, 1984. 
[6] D'yakonov, ÉE. G., On iterative methods with 
saddle operators , Dokl. Akad., Nauk. SESR, New Series, 
292 (1987), 1037 一 104 (#3). E, T. Jipszonos B 
【 补 注 ] 在 西方 文献 中 , 带 Yene ftit Riehadson 
法 通常 称 为 HeGLHneB 338 ü 38 (Chebyshev semi - 
iterative method). #Æ [A3] 和 [A7] 的 第 5 童 中 广泛 地 
分 析 了 Ye6pmues 选 代 法 . 对 于 上 是 非 对 称 的 情形 ， 可 
在 [A4] 中 找到 进一步 的 分 析 . 

不 像 He6bnltee 造 代 法 , 闪 轿 梯度 法 不 需 变 精 确 估 
iF (D) PERE [一 万 的 最 大 和 最 小 特征 值 . 好 的 参 
考 文献 是 [A2] [A6]. 在 [A5] 中 讨论 了 进一步 的 发 
BE. 

预先 用 矩阵 B 左 乘 方程 组 (2) 常 常 称 为 预 处 理 
(pre- oonditioning), 在 [A1] 中 给 出 了 这 个 技术 的 最 新 
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误差 积累 [accumulation of errors ; makuqrerme: HOTPeIUBO- 


cm], 874238 t 85 AR P 

在 计算 过 程 各 个 阶段 的 会 人 误差 对 代数 方程 组 计 
算 稻 的 精确 度 的 总 影响 ， 在 线性 代数 数值 方法 中 , wh s 
人 误差 的 总 影响 的 先 验 估计 最 普遍 采用 的 技术 是 逆 (或 
向 后 } 分 析 方 法 ， 应 用 到 解 线 性 代数 方程 组 


Ax = b (1) 
Bar 3 (scheme of inverse analysis) 如 下 ， 假设 


应 时 某 直 接 法 M, 由 此 法 算出 的 解 xu 并 不 满足 方程 
(1), 人 得 它 可 以 表示 为 扰动 方程 组 


(A+F,)x = b+ku (2) 
的 精确 解 . 根据 对 矩阵 F, 和 疝 量 兵 , 的 范 数 所 能 找到 
的 最 佳 先 验 估 让 来 估计 直接 法 的 质量 ， 这 些 * 最 佳 "的 


F, 和 K, 分 别称 为 方法 M BJ r sy pr Yu i 8 . 
如 果 对 F, 和 K, 的 居 计 是 可 得 到 的 ,那么 近似 解 


xy 的 误差 理论 上 同 由 不 等 式 
ES 
ixl 
cond (A | Fu | 十 ky | 3) 
i= HA FE A E 


估计 - 这 里 cond (=l Ale a ERE 4 É5 346 
数 ， 并 假定 (3) 中 的 短 阵 范 数 从 属于 所 重 范 数目. 
实际 上 ,4- | 的 估计 是 很 难 巴 先知 道 的 , (2} 的 
主要 意 妆 在 于 它 提供 了 比较 不 同方 法 的 优先 的 可 能 性 . 
FB M MN k. F, 的 某 些 典型 佑 计 ， 
对 用 正 交 变 搞 和 浮 点 运算 (REF EU) TH AH b 
是 实 的 ?的 方法 


| Fu le < Any A |; z. (4) 


在 这 估计 式 中 ,z 旦 计算 机 中 的 相对 精度 ,14 由 = 人 习 国 关 
是 Eucdlid WAM. ftn) 是 Cnt 型 函数 ,这 里 nn EDE 
组 的 阶 . 常数 己 和 指数 上 的 精确 值 依赖 于 如 合 信 误差 
法 ,内 积 积 和 举人 运算 移 利 肌 等 这 样 计算 过 程 中 的 细节 ， 通 
R k=l 战 312， 

在 Giuss 型 方法 中 ,估计 式 (4)} 的 右 端 项 还 包含 另 
一 因子 g(4), Ë JS Bb 3E BE A 的 元 素 在 方法 的 中 间 步 又 


ACCUMULATION OF ERRORS 29 


中 与 其 初 冲 值 相 比 增长 的 可 能 性 {在 正 交 法 中 不 会 发 生 
这 种 增长 )， 为 了 碱 小 g 健 ), 应 用 各 种 主 元 方法 ,从 山 为 
证 阵 元 素 的 增长 设置 了 辕 限 ， 

在 平方 根 法 (square -root method) (sË Cholesky 
法 (Cholesky mcthod ) 中 , 3 88 BE 4 是正 定时, EJ 
这 个 方法 ,我 们 有 更 强 的 估计 : 


l Fylle < CAL e 


存在 直接 法 (Gordan I. mii MHARE Y, 
其 道 分 析 方案 的 直接 应 用 并 不 能 产生 有 效 的 估计 E 
这 种 情况 下 , 利用 不 同 的 论 握 去 研究 误差 的 积 巢 【 坝 [6] 
_ 91). 
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E] 上 面 的 参考 文献 [3] 包 含 代数 过 程 舍 人 误差 分 
析 较 详细 的 名 述 . 另外 还 可 握 玉 [A1] 和 [AA5]. EAS 
析 的 一 个 历史 性 的 分 析 在 [A7] 中 给 出 .更 现代 的 
发 展 [区 间 分 析 和 自动 误差 分 析 ) n] # [A2], [A3] 和 
[A8] 中 找到 . 区 间 分 析 (interval analysis) 的 完整 介 
绍 在 [Adj 中 给 出 . 
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TAREHE (accumulation of rounding- offer- 
rors) (或 误差 积累 (accumulation of errors)) 发 生 
于 当 进 行 求解 问题 时 , 其 解 是 连续 执行 人 量 算 术 诈 算 
的 结果 . 

这 样 问 题 的 重大 部 分 出 现在 解 线 性 或 非 线性 代数 
问题 中 ( 见 上 面 ). 因而 , 人 和 们 常常 最 关心 的 是 从 微分 方 
程 近似 中 产生 的 代数 问题 . 这 些 问 题 表 现 出 某 些 特殊 
的 特性 . 

误差 依据 相同 的 (或 甚至 更 简单 的 ) 支配 计算 误差 
积累 的 规律 积累 ; 当 分 析 问 题 的 求解 方法 时 , 项 要 研究 
它们 . 

研究 计算 误差 的 积累 ,有 两 种 不 同 的 途径 . 在 第 一 
种 途径 中 ,假定 每 步 的 计算 痕 差 都 以 最 不 利 的 方式 被 
引入 ,因而 得 到 误差 的 控制 估计 (majorizing estimate 
for the error). 


. Mordern error anadlysis, SIAM 


在 第 二 种 途径 中 ,假设 误差 是 随机 的 并 
服从 某 种 分 布 律 . 

误差 积 黑 的 性 质 依 赖 于 被 解 的 问题 ,求解 方法 和 初 
看 起 来 似乎 微 不 是 道 的 其 他 各 种 因素 : 例如 计算 机 运算 
的 类 型 (定点 或 浮 点 )， 执 行 算术 运算 的 次 序 等 等 Bi 
如 ;计算 机 个 数 的 各 


Ay =at e Tax, 


运算 的 次 序 是 重要 的 . 假设 计算 是 在 7 位 一 进 制 数字 
浮 点 运算 计算 机 上 进行 的 ， 所 有 数 都 落 在 区 间 112 < 
1&1 所 1 内 . RATERS: 


Ani = Atan REL... N-i 


直接 计算 4v, 其 控制 误差 估计 是 与 2 只 问 防 的 . 还 可 
以 按 另 一 种 方式 计算 ( 见 [H]).， 次 先 上 成 对 地 求 和 ， 
A. =a, ta, (BI N=21+1 是 奇数 ， 令 A=). 
REH ARARA. A SAn tAn 等 等 . 如 果 2 7 
<N=2", MARRA 
Ay = Api TAS l, A = a, 


WB PH + b] m PRAA 这 时 控制 误差 档 计 是 与 
2 log" EBri. 

在 典型 问题 中 , 数 oo。 根据 公式 , 特别 着 递 推 公式 
计算 ,或 顺序 地 出 现在 计算 机 操作 存储 器 由; 在 这 种 
情况 下 ,使用 刚才 描述 过 的 方案 增加 了 计算 机 的 存储 负 
荷 . 但 是 , 可 以 这 样 组 织 计 算 的 序列 ,使 得 操作 存储 


器 的 负荷 总 不 多 于 ~ log;N 个 单元 ， 

在 微分 方程 数值 解 中 ,可 能 遇 到 如 下 的 情况 : 汽 网 
REB h B FPR, RÆ ah AK aE d>0， 
m H im, ..la()|>1. 这 样 的 解法 属于 不 稳定 法 
(unstabie methods) 的 范 酝 ， 它 们 没有 多大 的 实际 意 
x. 

在 稳定 法 (stable methods ) P, 误差 特有 地 将 以 
速度 Ahh š 增长 ， 这 里 Tim, Aen. 这 样 方法 中 
的 误差 常常 用 下 面 的 方式 估计 : 先 对 扰动 构造 一 
程 ， 匹 论 这 扰动 是 会 入 误差 还 是 其 他 误差 ,然后 研究 这 
个 方程 的 解 《元 [2], [3]》 

在 更 复杂 的 情况 中 , 利用 等 价 扰动 法 (method of 
equivalent perturbations)《{ 见 [1], [4])， 它 是 在 微分 方 
程 解 的 计算 误差 积累 的 研究 中 发 展 起 来 的 { 见 [3], [5], 
[6] ). 把 按照 某 些 带 会 入 的 标准 方案 的 计算 看 作 是 对 具 
有 扰动 系数 的 方程 林带 舍 入 的 计算 . 将 原 莽 分 方程 的 
解 与 带 扰动 系数 的 方程 的 解 相 比 较 , 就 可 得 到 对 误差 的 
千 计 . 

仔细 地 选择 一 方法 ,其 中 9 和 A 人 hb) 尽 可 能 地 小 ， 当 
使 用 一 个 确定 的 解法 时 ,常常 特 标准 公式 这 样 变形 , (Ë 
得 gq 所 1{ 见 [3],[5]). 在 常 微分 方程 的 情形 中 ， 这 是 特 
别 重 要 的 ,那里 在 各 种 情况 下 , 计算 步 数 都 非常 大 ， 

A[ 旭 随 积 分 区 间 的 扩大 而 剧烈 地 增加 ， 所 以 自 标 
是 使 用 4 人 (如 尽 可 能 小 的 方法 . 当 处 理 Cauchy 问题 
时 ,在 每 个 特定 步 中 的 伟人 误 着 ,相对 于 前 一 步 ,可 认为 
REWA KRZ., AAAH FERM FAA 
Bj g hi 35 38 > j BJ Z EE t iO y Ra dH ,]s 4k 
AFRE. 

- ERRATE y'= f(x. yB RERE JK shy F: 
具有 形式 
q = f(x, ym + S. 


所 以 在 区 间 (x6, 六 上 解 这 个 问题 时 ,不 能 指望 在 计算 
误差 的 控制 估计 中 的 常数 A(hy EEEF F Ç : 


A i yE h 

Jj” yid k 

因此 , 解 这 样 的 问题 ,最 普遍 使 用 的 方法 是 Rung - Ku- 
tta 或 Adams ® — J 3y $ ( 8.13], FD., 这 里 误差 的 积 
黑 基 本 上 是 通过 小 拢 动 方程 的 解 确定 的 ， 

在 许多 方法 中 , 误差 的 宇 项 按 类 做 的 规律 增长 , 而 
计算 误差 村 葛 迅 速 地 积累 (网 [3]). 这 样 的 方法 实际 应 
用 的 范围 实质 上 是 较 论 的 ， 

计算 误差 的 积累 基本 上 依赖 于 用 来 解 网 格 问 题 的 
KW. Ha, 当 用 打 想 法 或 双打 措 法 解 对 应 于 常 微分 方 
程 的 网 格 边 值 问 题 时 , 误差 积累 表现 如 AG(hyh ,这 里 gq 
是 相同 的 . 这 些 方 法 中 的 (用 可 以 相差 到 这 样 的 程 


度 , 使 得 在 某 些 情 次 下 ,这些 方 法 之 一 变 成 元 用 的 . 当 
FFT RE E Ae RI AA E RE RT, RER RRMA e”, c>0， 
附 对 允 扫 描 法 这 是 Ahk +. WE ÉE y yE pt as 18 3 
HR fr - 些 情 形 中 很 定 襄 差 先 验 了 地 服从 某 种 分 布 律 
{ 见 [2]); 在 另 一 些 情形 中 在 所 考虑 问题 的 空间 上 引信 
一 度量 ,根据 这 个 度量 导出 会 人 误差 的 分 布 律 { 见 [8]， 
[91). 

当 测 晤 问题 解 的 精度 时 , 对 二 计算 误 茶 积 黑 的 侨 
主 , 挖 制 方法 和 概率 方法 在 定性 上 常常 产生 相同 的 结 
时 ;两 种 情形 误差 积 黑 或 都 在 允许 界限 内 ,或 都 超出 去 . 
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H. C. Baxganos #E 
CEET 舍 人 误差 的 统计 处 理 可 在 下 面 的 套 考 文献 中 
找到 ， 应 注意 的 是 统计 分 析 给 出 更 实际 的 界 归 ,但 计算 
要 困难 得 多 . 
priu 
lA1] Henria, P. , Discrete variable methods in ordinary 
differemial equations, Wiley, 1962. 
[A2] Henria, P.. Error propagation for differenœ me- 
thods, Wiley, 1963, 
[A3] Hull, T. E. and Swenson, J. R., Fests of probabustic 
model for propagation of roundoff errors, Commun. 
ACM, 9 (1966), 108 — 113. FER 


É: A [accumulation point ; Huoooneamm Toa], £ 2 A 
的 

TF e B) X BJ š x, E x EARRA A rh 
于 x 的 点 , 一 个 集 侣 可 能 有 许多 聚 点 ; 但 也 可 能 一 个 
ERE. 例如, 在 通常 拓扑 下 , 任何 实数 都 是 全 体 有 理 


ACTION 3 


数 集 的 京 点 、 在 离散 宝 间 中 不 存在 有 率 点 的 集合 . 在 
空间 关中 集合 4 前 所 有 聚 点 的 集合 称 为 { 4 的 ) 导 出 集 
(derived set). # 了 空间 中 ,集合 的 聚 点 的 任何 邻 域 都 
含 朋 集合 的 无 限 才 个 点 ， 
上 述 概 念 和 邻近 点 (proximate point) 以 及 完全 
B (complete accumulation point) 的 概念 有 多 yl. 
特别 地 , 集合 的 任意 点 都 是 集 合 的 邻近 点 ， 伍 未 必 有 是 聚 
点 【 玉 例 :离散 空间 的 任意 点 ). 
A. B. Apxarre;cam P +A H it 


作用 [actim ; nešñcrmnue ] 

由 一 :个 函数 的 定 积分 囊 示 的 斌 男 , 其 定 态 值 决 定 在 
给 定 主 动力 作用 下 力学 系统 在 空间 某 两 个 有 限 位 置 玫 和 
P 疝 满足 一 定 条 件 的 运动 学 上 可 能 运动 类 中 的 实际 运动 . 

大 们 区 分 出 现在 相应 的 定 态 作用 原理 中 的 Hamil- 
ton # HJ, Lagrange 作用 和 Jacobi 作用 . 

Hamilton 作用 (Hamiltonian action) 


ti 


JTH 


在 一 完整 系统 的 运动 学 十 可 能 运动 类 中 定 尽 ,对 于 这 些 
运动 ,系统 的 韦 始 和 终结 位 吊 以 及 其 间 的 运动 时 间 与 实 
昧 运动 的 相应 量 相 同 . 

Lagrange 作 用 (Lagranpian action) 


fira 


和 Jacobi 作用 (Jacobian action) 
P, 
J VU +h) ds, 
i: 
ds: = 2 e, dg, dq, 
J= 


在 一 完整 守恒 系统 的 运动 学 上 可 能 运动 类 中 定义 , 对 于 
这 些 运 动 ,系统 的 初始 和 终结 位 置 以 及 人 恒定 能 量 广 与 实 
际 运 动 的 相应 量 栅 同 ,这 里 丁 为 系统 的 动能 , 南 对 于 守 
但 系统 |: 

r= z 294, 


Jb 4 3 SX Lagrange 坐标, U (q) 为 主动 力 的 力 郴 
数 ， 

详 见 经 典 力学 的 变 分 原理 (variational principles 
of classical mechanics); Hamilton - Ocerporparcesës JR 
EE (Hamilton - Octrogradski principle}; Lagrange 原 
理 (Lagrange principle); Jacobi 原理 (Jacob; princi- 
ple). ; 

B. B. Pyusurca 据 AR FE 


32 ACTION OF A GROUP ON À MANIFOLD 


HEW E B5tEFH [action of a group on a manifold ; 
nelicrBme pyb At MHOrooDpajsuu] 

群 在 空间 上 的 作用 的 一 般 概念 咎 研究 得 最 透彻 的 
情形 . mie GEMES E XE 如 盯 每 个 geG 
对 应 着 并 (到 自身 ) 的 -- 个 同 且 ww, 满足 以 下 条 件 : 1) 
Pa P= Pai 2) 对 单位 元 e € G , Ey o, 是 忆 等 同 
HE; DENH p: Gx X X. plg. x)=@ (X)yE2R ， 如 
R X WG fB 5818, 与 这 些 结构 相 窜 的 G 的 作用 特 
别 令 人 感 兴趣 ; 因此 , 若 革 是 微分 流 形 , 而 GE -个 
Lie 群 , 则 通常 假定 映射 p 可 微 . 

Ele x) eo 称 为 上 n € X X T ÉE G 的 轨道 
(orbit 或 trajectory) ;加 道 空间 (orbit space) 记 作 X/ G, 
也 称 为 室 间 XX 关于 群 各 的 商 空间 (quotient space). 
一 个 重要 的 例子 是 X5 Lie Ñ. G 为 其 子 群 的 情形 ; 此 
时 ,XjG 是 相应 的 章 性 空间 (homogeneous space). 经 典 
的 例子 包 揪 球面 S 0 nOn), Grassmann 流 
J O (n) j (O(m)x O (n —m )) #ll Stiefel 流 形 O (n)/O (m) 
(E Grassmann 流 形 (Grassmana manifold ); Stiefel 
流 形 (Stiefel manifold) ) . It #EfiliB SE h E — SRE. #ll 
果 群 的 作用 不 是 自由 的 ,例如 ,如 果 不 动 点 全 X° 非 空 ， 
则 通常 不 是 这 种 情况 . 群 的 自由 作用 (free action of a 
goup}) 是 这 样 一 个 作用 : ETT: 意 `e X#gx= x , WJ 
g=e. 友之 , 如果 区 是 一 个 微分 流 形 且 G 的 作用 可 
#, W X5 是 一 个 流 形 ;这 个 断言 对 Z, 上 的 上 同调 流 形 
及 G=Z ,也 成 立 {Smith 定理 (Smith theorern)). 

如 果 GREER, WUSA X/G 通常 是 不 可 分 的 ,这 
正 是 对 单 全 轨 钱 及 它们 的 相互 位 置 有 兴趣 加 以 研究 的 
RA. 以 微分 方式 作用 在 微分 流 形 瑟 上 的 实数 群 局 
= 及 是 一 个 经 典 的 例子 . 这 种 用 局 部 坐标 表述 的 动 
力 体 系 的 研究 , 等 价 于 常 微 分 方程 组 的 研究 ,通常 用 到 分 
析 方 法 ， 

WE GERR MACAE X E -— j W, R. 
BT g e G(g#e) 非 平 凡 地 ( 即 不 对 应 规律 19 x) = x) 
EBRE X L.M G R Lie 8. 相应 地 ， 对 紧 群 作用 
的 主要 兴趣 是 Lie 群 的 作用 . 

W.G h Lie B. X BRERA. U TARE 
典型 的 . 夸 中 存在 有 限 秒 个 轨道 型 , 且 规 道 的 邻 域 乔 上 去 
像 直 积 (切片 定理 {slice theorem)); 空间 X, X/G 和 六” 
的 上 同调 结构 之 间 的 关系 是 有 趣 的 ， 

WE GE Lie B, X 是 微分 流 形 ， 月 作用 


pP:GXX > X 


可 微 , 则 自 热 得 到 以 下 的 等 价 美 系 : (XX,p) (X 9), 
当 且 仅 当 有 可 能 找到 (X".9") ,使 边界 OX" 且 有 形式 6X" 
=XUX' Ber| =@, "=g. WER G B Hb 46 Hl. WJ 
等 价 类 可 以 从 与 分 类 空间 8; 的 下 配 边 Q.(B6) 的 -- 一 对 
应 中 找到 { 见 下 配 边 {bordism)). 


近代 (19 世纪 70 年 代 中 时 ) 的 结果 ,重要 的 部 分 
是 : 1) 在 关于 群 6 和 流 形 X 的 各 种 附加 假定 上 ,确定 
轨道 的 类 型 ([6])2) 群 作用 的 分 类 ; 3) 找 出 流 形 基 的 整 
体 不 变量 与 GG 在 XX“ 的 不 动 点 邻 域 中 群 作用 的 局 部 性 质 
之 间 的 甘 系 ,在 解决 这 些 同 题 时 , 以 下 理 沦 和 方法 起 很 重 
要 的 作用 : 现代 微分 拓扑 的 方法 {如 换 蒜 术 ); K. BE Ë 
{[1]), 它 与 G 向 量 从 的 必 理 沦 类 似 ; 下 配 边 和 配 边 理 论 
BD: Æ G 从 中 伪 微 分 算 子 研究 的 基础 土 研究 群 旧 作 
BKSDA (21, Fp. 
参考 文献 
[1] Atiyah, M. F. , K - theory: lectures, Benjamin, 1967. 
[2] Atiyah, M. F. and Singer, L M., The index of elliptic 
operators, Ann. of Math. . O), 87 (1968) 484- 530. 
[3] BarraSep, B. M. , Meauenko, A C., Hoguxog, C. 
IT... & Yemem MATEM. Hayk >, 26 (1971). 2, 131— 154. 
[4] Conner, P. E. and Floyd , E. E. 
dic map , Springer, 1964. 
[5] Bredon, G. , Introduction to compact transformation 
groups, Acad. Press, 1972. 
[6] Hsiang, W. Y. , Cohomology theory of topological trans- 
formation proups, Springer, 1975. 
[?] Zager, D. B. ，Equivartant Pontryagin classes and ap- 
plications to orbit spaces, Springer, 1972. 
[8] Proc. conf. transformation groups, Springer, 1968. 
[9] Proc. second oonf. oompact transformatson groups, Sprin- 
ger, 1972. A. B. 3spezya EE 
[NE] 
参考 文献 


[A1] Petrie, T. and Randall, J. D. , Transformation groups 
on manifolds, M. Dekker, 1984. 徐 森 林 VE 


, Differentiable perio- 


s NEES [ acydic oontinuum ; anong Kourmryy™ ] 
具有 平凡 同调 群 (homology group) 的 连续 统 . 
IL C. Amscasrpos 8 HERT 译 


零 调 元 [ acydic element; anuKkanueckuñ 3eMeBT ] 
连续 统 的 分 点 与 端点 集合 的 一 个 分 支 . 
A A Mamim E RERS # 
Adams j% | Adams method ; Anamca meton | 
解 -- 阶 微分 方程 组 的 Cauchy 问题 
= fp), y(xo) = yo 


的 一 Mamaa 
在 定 此 长 的 档 点 
AR EINA 


x =x tah LÆRE, TE 
a) 外 推 公式 


£ 
Vait =) thu fp ak 
a- 


J) T nth o- 


对 于 同样 的 大 后 一 公式 给 出 的 铺 果 比较 精确 ,但 是 , 为 
CR yn 必须 解 一 个 正 线 性 方程 组 . 

在 实际 工作 中 , 可 以 首先 由 公式 a) 求 出 :个 近 信 
慎 , 然 后 按 下 列 公式 进行 ARIE: 


Wip = 


k 
= Jath Do- 1 fix, | i . Wa ), 


Xr. 1 Ja =. 1. 


Hkn Eae, ATARE. TT Adams 
BE H 2; a) FAHA RREA RE p,… 
y, OBH E SPESK h IK KIM E. ARTE 为 
上 上 列 形式 : 

hO D, 


X e | {Rx y Daya 


HF 1) E yE šB 


— =- = f.(x.v(x))0O(x, t) 
HOSE BiAA. 

上 述 误差 中 的 一 项 OAT) 的 结构 是 这 样 的 : 对 于 
小 的 产值 ,在 大 的 积分 区 间 上 , 它 与 主 委 相 比 .总 一 臻 地 
AB. 这 意味 着 , SAHEN BERN, Adams 
法 可 以 在 人 的 积分 区 间 上 应 用 特别 昆 , 与 Milne 法 
(Milne method) 不 同 ，Adams 法 可 以 用 来 奖 微 分 方程 
的 稳定 的 周期 解 ， 具有 自动 步 长 选择 的 标准 Adams #: 
分 程序 比 标准 Runge-Kutta 法 [Run 中 -Kutta method) 
复杂 得 多 ,因为 改变 步 长 的 算法 复杂 得 多 ,而 生 jy 的 初 
始 什 的 选择 没有 标准 化 . 

H FAE y= -a (a>0) KWEH, SERE ay B 
有 下 列 形式 


k 
Fat] = y Th ou al 
4 二 全 
这 个 方程 的 特 解 是 y=Cp", 其 中 凡是 方程 
k 
aa = -ah Yu 
jí =Ü 


的 一 个 根 . 如果 ah atual Wik 4 5 BE 80 .- 4 
根 是 | 问 >1, 而 售 人 误差 迅速 增加 ， 当 进行 只 有 自动 步 
长 选择 的 积分 时 , 这 会 引起 步 长 的 不 合理 的 减 小 .但 
BEERE KER F, Adams 法 要 比 Rung -及 utta 法 
经 济 省 时 ; 这 种 方法 是 JC. Adams 在 1855 年 背 先 提 
BK. 


prre 


ayr -1 


[1] Bepesmn ,MH C., Kamon, H TE., METO Bermeceunit, 
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2a. L 2.M.. 1962 (F4: Berezin. L. S. and Zhid- 
kov. N.P Computing methods. 2, Pergamon Press. 1973). 
[2] Baxmanos. H C., 
(HIE K ' Bakhvalov, N. S.. Numerical methods’: analysis, 
algebra, ordinary differential equations, Mir. 1977) 
[3] Taxoaoa A H. Fop6ygog. A. A.. 4 NKC. BbMHCI Mma- 
TEM. H MATEM. Hi p. 2{(1962), 4. 537 — 548. 
14] omme, C M. g HB ab yeôn 
Marama, 1958, 5, 52 -90 
[$] Eemnbkaä, B 3. s cô. 
PorpPaMMHPOBHHHE . MI., 1965, 253—361. 
[6] Baxaams , H. C., € Hora AH OXF $., 14 (1955) 5, 
683 —686 H C. Baxpa op JE 
【 补 注 了 了 Adams 法 基 一 种 特殊 的 上 或 {十 站 多 步 法 
(multistep method). 在 外 推 情 沈 a), Z 26 B 5. = E 分 
方程 EEA + xŠ (predicator formula)); Æ A 58 8 8, by. 
它 给 出 隐 式 差分 方 各 (校正 公式 (corrector formula)). 
某 一 种 特殊 情况 称 为 Adams Bashforth 法 (Adams- 
Bashforth method) ,即时 式 方法 系列 :k==0, = 1(Euter 
E), k=l, w532, uj = 12, k=2, w=2312, 
u = 43. ú ,=SH2; 等 等 . 5 -- Ph E 5R 8 OU #E 28 
Adams - Moulton 2 (Adams - Moulton method). BB EA 
RIERA: k=l,t = 1/2, v= 1/2 (ETEN (trapezoidal 
rule)): 452,05 512,0523, n = 1:12; 等 等 . 
参考 文献 ` 
[A1] Fox, I. and Mayers, D. F., Computing methods or 
scientists and engmeers, Clarendon Press, 1968. 
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|A2] Rosser, J. B., Solving differential equations on a hand- 
held programmable calculator, m G. H. Golub {ed }. 
Studies in numerical analysis. Math. Ase Amer. 


1984, 199—242. KI EE 


加 法 [addition ; cnoxennme | 

基本 算术 运算 之 -一 .加 法 的 结果 称 为 和 (sum) .两 个 数 
ab Z fll atb, aijb 都 称 为 被 加 数 (summand) 
数 的 加 法 足 交 换 的 ，a+b=b+a, 是 结合 的 ; (a+b) 
tesu tib +c). 加 法 的 道 运 到 算 称 为 减法 (subtraction). 

Abel Ë (Abelian group; 3 H 加 法 i 记 导 时 ) 中 的 和 运 
算 , 环 (ring) 中 的 使 得 其 元 素 构成 Abel 群 的 二 元 运 
算 ,通常 也 称 为 加 法 . 这 里 , 加 法 也 是 交换 的 和 结合 
BJ. 有时, 群 中 的 企 变换 运算 也 称 为 加 波 , 例 如 ,多 算 子 
# (multi- operator group) ANTE I. Wi E tn E. 

O. A. Haagona Ë: Kamak jE 


第 台 的 加 法 [addition of sets; cmoxehme MBOEecTe ] 
REAR A, 上 的 向 量 加 法 和 某 些 其 他 的 (结合 
和 交换 的 ) 运 算 .最 重要 的 情形 是 当 A, 是 Euelid 空间 
"中 的 是 集 ， 
在 线性 空间 中 ( 带 系 数 4) 的 向 量 和 (vector sum) 


由 以 下 规则 定义 : 
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S = Jia = Y Za | 
LET t 

这 里 L 是 实数 { 见 [1]) .在 空间 忆 中 ,向 量 和 也 称 为 Min- 
kowski 和 (Minkowski sum). 栖 积 S 对 于 A, 的 依赖 
性 涉及 到 混合 体积 理论 (mixed-volume theory). 对 于 
凸 集 A, ,加 法 保持 由 性 而 甩 归 结 于 支持 沙 数 (support 
function) 的 加 法 , 击 对 于 C? PR - 严格 山 集 A cR, 
它 由 在 具有 公共 法 线 的 点 处 的 曲率 半径 的 平均 值 的 加 
法 来 刻画 ， 

进一步 的 例子 是 不 计 平 移 的 集合 的 加 法 , 闭 集 的 加 
法 (伴随 结果 的 闭 包 , 见 凸 全 的 线性 空间 (convex sets, 
linear space of ), 凸 集 的 度量 空间 (oonvex sets, 
mettix space of )) , 集合 连续 族 的 积分 ,以 及 可 换 半 群 
的 加 法 ( 见 [4]). 

Firey p 和 {Firey p - sum) EXATAS FAAK 
rh." p 21 时 , p 和 的 支持 函数 定义 为 {2 Hi 
里 H, 为 被 加 项 的 支持 函数 .对 于 了 和 一 1, 人 们 求 得 相应 
的 配 极 体 的 (一 p) 和 ,并 取 所 得 结果 的 配 极 ( 见 [2]). 
Firey p 和 对 干 A, 和 p 是 连续 的 . p 和 在 于 空间 上 的 投影 
是 投影 的 p 和 , 当 了 =1 时 , p 和 与 向 量 和 相同, 当 p= 一 1 
时 , 称 它 为 递 和 (inverse sum) (A [1), 5 p= +% 
时 ， 它 给 出 被 加 项 的 唔 壳 ， 当 p= 一 名 时 ,给 出 它们 的 
变 . 对 于 这 四 个 值 ,多 面体 的 和 为 多 面体 ,而 且 当 
p= 士 2 时 , 椭 球 的 p 和 是 椭 球 ( 见 [2])， 

Blaschke 和 (Blaschke sum) 是 对 于 不计 平移 的 山 
Ë A, R" EER. E H EEA St E 36 E X (D 
Bp. 

HFEA (sum along a subspace) 定 义 在 一 
个 向 量 空间 义 上 ,XX 分 解 为 两 个 子 宅 间 站 SZ 的 直 
和 , 沿 了 的 4, 的 和 定义 为 


U b Y. nal 


Rh Y R Y ú EH Y. (YZ=1:) (W (13). 
参考 文献 
[1] Rockafeller, R. T., Convex analysis, Princeton Univ. 
Press, 1970. 
[2] Firey, W. J. , Some applications of means of convex 
bodies, Pacif. J. Math. , 1d (1964), 53-60. 
[3] Firey, W. J. , Blaschke- sums of convex bodies and mi- 
xed bodies, in Proc. Coll. Convexity Copenhagen, 1965. 


[4] Dinghas, A , Minkowskische Summen und integralc. 


Superadditive Mengenfunktionale . operimetrische Un - 
geichungen, Paris, 1961. 
B T. dena 扎 RAF ARE 校 


加 法 定理 [addition theorem ; ayonmomias ieopeMa ], 
关于 要 的 


如 果 Hausdorff Eai X Hë & S N 2 Srt eE EH 
瑟 限 基数 过 = 的 集合 的 并 , 则 让 的 权 不 超过 +. (ñ. [l] 
HAEA HERRIA ERA BIP A F =R, EA 
中 对 上 -- 般 情况 ， 分 别 得到 证 明 . 见 拓扑 空间 的 权 
(weight of a topological space). ' 
PiL 

11] Alexandrolt, P. and Urysohn, P 

espaces topologigues compacts. Amst., 1929. 

[2] Enælking, R., General topology, PWN, 19771 £ AW 

Zx). 

[3] Cmmpaos, K. M., Fund Math.. 43 (19561, 387-393. 
& oxi. AH CCCP. $, 126 (19595, 


, Memore sur les 


[4] Apxasgrenmscguñ, A. B. ， 
2,239 一 241. 

15] ApxaHrermockuñ, A B. B. H.. Ckuopbi 
pOneñ ToOnonoram e 3amaqax E ympascHeshx. M.. 1974 
( 英 译 本 : Arkhanpel ski, A. V. and Ponomarev, V. L. 
Fundarnentals of general topology. problems and exer- 
cises, Reidel 1984). 

A. B Apanrcmckai PË EM PE 


. Tionomapen, 


加 性 算术 函数 [additive arithmetic function ; ayusrusuax 
aph 中 wereaa yunan] 
单 变量 的 算术 函数 , 对 于 两 个 互 素 的 整数 由 n. €E 


满足 条 和 件 
fimn) = fim}+ fln) 


一 个 加 性 算术 函数 称 为 强加 性 的 (strongly additive ), 
WE 对 于 所 有 素数 和 所 有 正 整 数 a, 条件 f( p')= fun) M 
立 . 一 个 加 性 算术 画 数 称 为 完全 加 性 的 (completely 
additive ), WERI 了 lm n)=fim)+ f(ny #f F 3E B. 3 I) 
整数 m,n 也 成 立 ;在 这 种 情形 下 oari. 

例如 : ER om) 是 加 性 算术 孟 数 , 它 表 示 数 m hb 
全 部 守 因 子 的 个 数 《 重 因 子 按 其 重 数 计算 个 数 )， 函数 
om) ERMER., CATE m 的 不 同 的 素 因 了 的 个 
数 ;而 函数 logm 是 完全 如 性 的 . H. TL Ky6uoe 所 
[ 补 注 】 算术 函数 也 称 为 数论 函数 (number - theore- 


tic function). BUSH Pr KHR te 


加 性 范畴 [ adtve category ; ammkruanaa KaTeropaa | 
-个 范畴 ,其 中 对 任何 两 个 对 象 X 5 Y. & 5 
的 集合 Hom, (X, Y) EWEXT— + Abel 群 结构 , 使 
得 态 射 的 合成 
Homsí(X, Y}x Hom( Y. Z) — Hom;( X. Z) 


R -CRRERHRH. 另 TPE PFE as- 
ER FERE S x: gt (null object of a category) ), 
LI RAE0 I T 2T9SE X 5 Y SEL X x Y 

E— AMERRE, tl Tae 0 5 m x @ Y 
部 是 存在 的 ， 且 与 它们 的 积 闭 x 了 同 构 ,加 性 范畴 的 
RTEA (dual category) 也 是 一 个 加 性 范畴 ， 


i BE 


从 一 个 加 性 范畴 5 到 :个 如 性 范畴 《的 一 
KFF: G — G, 称 为 加 性 的 (aaditivej， 如 果 对 8 
中 的 任 两 个 对 象 世 与 Y, 映射 FF; Hom, (X, Y) — 
Hom (FOX), F(Y) Abel 群 的 群 同 态 ， 一 个 加 性 
范畴 称 为 预 Abel 的 (pe -Abclian )， 如 果 任何 态 射 都 有 
一 个 核 (kernel ) 与 一 个 上 核 (cokemel) ( 见 范畴 中 的 态 
HAIRA (kernel of morphism in a category) ) . 

在 一 个 如 性 范畴 中 ,对 r esau: X =Y, 如果 
存在 一 个 象 Im(u) s iLE Comu), WA. HFE 
唯一 的 一 个 态 射 引 Coim(u) = Im(u), 使 4 可 分 型 为 
合成 


X — Coimí(u) 一 


HE X, Abel gie e PIE BG. M: Abel 的 加 性 范畴 
的 一 个 例子 是 给 定 的 拓扑 环 芋 的 拓扑 模 所 组 成 的 范畴 
其 中 的 态 射 是 连续 线性 映射 . 再 - OM T E BR. bts 
[L =To2Ti2 -… T={0} 的 Abel 群 的 范畴 ， 其 中 的 
态 射 是 保持 过 让 的 群 同 态 . 
参考 文献 
[1] Bucur, 1. and Deleanu, A., 
of categories and functors, Wiley, 1908. 


Imu — Y. 


Introduction to the theory 


[2] Grothendeck. A., Sur quelques points d ‘algebrique 

homologique, Tohoko Math. J., 

[3) Gruson, L.. Complëtion abélienne, Bull. Sci. Math. 
(2), 9D (1966), 17—40. 

H. B. Domas 所 JS Pi 说 


加 性 除数 问题 [additive divisor problem ;arytsrumataq pob- 
nema AEIHTEJTeN ] 
寻求 形 如 
E r (mmm +a), 
m = t 
(i) 
D n (mm (n —m). 


MEn 


的 和 的 渐 近 值 的 问题 ,此 处 no ketm iR k 
个 因子 的 不 同 分 解 方 法 的 个 数 , 因 子 的 个 数控 重 数 计 
E 2E, k Ak EDER, a 是 异 于 零 的 固定 整 
Am n 是 充分 大 的 数 . EP, t, m)= (m) Ë #K m 
的 除数 的 个 数 (number of divison). aiD 的 和 分 


别 表 示 方 程 
XP 二 (2) 


a 

Xpt Xa Pyra, = n, {3) 

的 解数 ， 加 性 除数 问题 的 特殊 情形 (k 5k =2, k=2 

和 上 =3) 已 在 [1] 一 BY 中 被 研究 过 .对 后 =2 和 及 为 任 

意 正 整数 时 的 加 性 除数 问题 已 用 IO. B. Jimme {[4]) 
的 离 盖 法 (dispersion method) FRE ， 


$. L 
[i] ngham, A. E.. Some asymptotic formulae m the theory 


9 (1957), 119 —121. 
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of numbem. J Limdm Math. 
202 一 208. 

[2] Esterman. T., On the representations of a number as the 
sum of two products, Proc. London Math. Soc. (2). 34 
(1930), 123 — 133. 

[2] Hooley, C.. An asymptotic formula in the theory of 
numbers, Proc. London Math. Soc. (3), 7 (1957). 
396 ~ 413. 

[4] Jhmnaux. K). B., Jlucrepcuonneñ METOD B ÕHHAPHEM 
anmaTHBHEM agauas, JL. 1961 ( & PA: Linnig Yu. 
Y.. The dispersion method in binary additive prob- 
lems, Amer. Math. Soc.. 1963). 

B. M. Bpemum PE 
【 补 注 】 函数 T7204m) stim) 也 可 以 用 dm) 或 oofm) 表 
示 ， 见 [A]j 第 16.7. 节 . 
参考 文献 
[41] Hardy, G. H. and Wright, È. M.. An introduction to 
the theory of numbers, Clarendon Press, 1979. 
RGH KHE 校 


Soc. (1), 2 (1927), 


加 性 西数 [additive function ; annurusaaq Qmamsa], 
{集合 上 或 区 域 上 的 ) 有限 加 性 函数 (finitely -additive 


function). 

定义 在 集 族 EE 上 的 满足 以 下 条 人 忻 的 实 秆 岗 获 点: 对 
FE 的 性 意 有 限 个 互 不 相交 的 集合 [E E E, h 
如 果 其 并 集 属 于 五 ， 则 


MU E) = DKE) (+) 


n #k in tE E A $k — Pe E E e o PE R k. 见 可 数 加 性 
集 函 数 [countably - additive set function ]. 
A. IL Tepexm 所 

GREI 设 E 为 集合 蔷 上 的 5 代数 , 则 在 上 上 的 {可 能 
取 值 + 吧 的 ) ERER 上 是 一 个 加 性 (additive ) (有限 
加 性 (finitely - additive } ， 可 数 加 性 (countably - ad- 
ditive)) 测度 (measure), 是 指 对 于 EE 的 任意 (有 限 ,可 
数 ) 个 互 不 相交 的 集合 E, RORE. 

通常 所 说 的 测度 (measure) 都 是 指 可 数 加 性 济 
HE. 


参考 文献 
[A1] Royden, H. L., Real analysis, Macmillan, 1968. 
FHE 译 


加 法 群 [additive group ; armmTaag rpymma], 处 的 
由 给 定 环 的 所 有 元 素 关 于 环 的 加 法 运算 构成 的 

FE, 环 的 加 法 群 总 是 Abel 群 . | 
O A Maanoea PE ERAH 


可 加 噪声 [additive noise ; myM aruusrunapsi | 
当 信 和 通过 通信 信道 (communication channel) 


36 ADDITIVE NUMBER THEORY 


时 一 种 要 加 到 信号 上 上 的 干扰 更 确切 地 说 , -- 种 道 入 信 
道 称 为 叮 加 噪声 信道 , 如果 信 道 的 转移 函数 Oly, +) 
的 密度 g O.F) Yez,ye r= (m 与 多 分 别 为 信 
道 的 输入 与 输出 信号 前 值 空间 ) 仅 由 差 值 zy 决定 , 也 
就 是 gq(y, =a (y— v). 在 这 种 情形 ,信道 的 输出 信 
号 让 能 鲍 表 示 为 输入 信号 ?与 被 称 为 可 加 噪声 的 独立 
的 随机 变量 :之 和 ,于 明和 = + 
如 果 研 究 的 信道 在 有 限 或 无 限 的 区 何 上 有 具有 离散 或 
连续 的 时 向 , 那么 这 个 可 加 噪声 信道 可 由 关系 式 nie) 
二 #7(t) 十 (四 表示 ,其 中 i 在 给 定 的 区 间 中 ,7 (1), 700S 
£ (O 是 随机 过 程 , 分 草 表 示 信 道 的 输 大 ,输出 信号 与 可 加 
噪声 ;此 外 .过 程 EQ) 与 n() 司 独立 的 . 在 特殊 情形 下 ,如 
Ë ¿(0 Æ Gauss 随机 过 程 ， 那 么 所 研究 的 信道 称 为 
Gauss $Ñ (Gaussian channel). 
参考 充 献 
[1] Gallager, R., Information theory and reliable commun- 
xation, MoGraw - Hill, 1968. 
[2] Xapxemgu, A. A., Bopeba c DowMExaME 2031.. M., 1965. 
P. Jt. Joöpyumnu, B. B. [pens # 
[ 补 注 ] 重 一 般 地 说 ,尤其 在 系统 与 控制 理论 及 随机 
分 析 中 , 附 吉 噪声 - 词 攻 用 来 描述 以 下 随机 微分 方程 或 
观察 方程 的 噪声 部 分 : dx=fl[x, t)dt+ dw, dy= 
hix, fdt+dvu， 其 中 w, v 是 Wiener W Ps P 3 JE 32 
dx=f(x, t)dt+g(x. naew 的 一 般 随 机 微分 方程 具有 
多 重 噪声 ， W. W 


加 性 数论 [additive mmber theory ; ammrrmusaq Teopaa 
uncer], 亦 称 堆 鱼 数论 

数论 的 分 支 , 研 究 把 整数 分 拆 ! 或 分 解 ) 为 给 定 类 型 
的 被 加 数 的 问题 ,也 研究 这 些 问题 在 代数 数 域 和 格 点 集 
中 的 代数 和 几何 类 似 ， 这 类 问题 称 为 加 性 问题 (additive 
Problems)， 时 常 研究 的 是 大 整数 的 分 拆 问题 . 

地 性 数论 中 的 经 典 问题 包括 :把 一 个 数 表示 成 4 个 
平方 数 之 和 ，39 个 立方 数 之 和 等 (W Waring 问题 (War- 
ing problem)); 把 给 定 的 数 表 成 不 超过 三 个 素数 之 和 
(IL Goldbach 问题 (Goldbach problem)); 以 及 把 给 定 
的 数 表 成 一 个 素数 向 个 平 片 数 之 和 ({ 见 Hardy - Litt- 
jewood 问题 ( Hardy - Littlewood problem})}， 如 性 数 
论 问题 的 解决 采用 了 解析 的 ， 代 数 的 、 世 等 芍 和 混合 
的 方法 ， 也 用 到 基于 概率 概念 的 方法 . 根据 所 用 的 方 
法 ， 加 性 问题 榴 成 数论 各 个 分 支 一 解析 数论 .代数 
数论 和 概率 数论 一 一 的 组 成 部 分 ， 

这 个 领域 中 悬 早 的 系统 的 结果 是 由 L，Enier 在 
1748 年 得 到 的 , 他 利用 宏 级 数 研 究 把 整数 分 拆 为 正 补 
加 数 的 问题 ; 特别 是 ， 他 研究 了 把 -- 个 数 分 拆 为 给 定 
数目 的 被 加 数 的 问题 ， 

加 性 数论 中 的 许 包 经 上 典 启 题 是 借助 于 生成 函数 解 
决 的 ， 这 一 方法 由 L. Euler 引进 , 并 且 是 G. H. Hardy, 


J. E. Littlewood 和 蕊 、M，Busorpanos 发 展 的 解析 F 
法 的 基础 . 作为 第 一 步 , 对 于 萄 定 的 序列 A= (Tal {此 
tka 20 RER, i=], 2, RERAN 

Fe}= B z, 


Dua 


同时 考 虚 对 应 的 生成 辐 数 
k n 
Fo = [o= Sraz", 
1 n Ü 


HA rmn (n) 是 把 数 n 表示 成 形式 为 


n = at asd 4 = (AA...) 


的 表示 法 的 个 数 . 这 里 , rA Cauchy 积分 计算 . 
在 BnHorpanos 方法 中 用 三 角 和 
fla) 二 > SDS 


Üg wa 


H 
rD = [Foe da 


ROF GOR 2. 分 离 出 处 于 有 理 点 邻近 的 区 疝 中 的 
r(n) 的 主要 部 分 . ARE F(z) 的 解析 性 质 (这 些 性 质 在 
某 些 加 性 数论 阿 题 中 必定 要 用 到 与 Rieman 假设 
Riemann hypotheses) 有 关 的 假设 ), 在 rin) 的 计算 中 
起 决定 性 作用 的 是 根据 Buuorpanos 方法 所 作 的 三 角 
和 的 纯 算 术 佑 计 以 及 由 Dinachlet 上 函数 理论 的 解析 方法 
所 得 到 的 算术 级 数 中 的 素数 分 布 定律 . 现 已 得 知 , i 
TRAD RAAE nl # r(n)=0 ;或 者 对 充分 
KË n n2n (AJ) 8 rp); 或 者 对 几乎 所 有 的 n， 关 
系 式 rtn) 了 0 成立， 了 即 


51 
na x. 
: í 
lim rin 一 l, 
x— x x 


最 后 ， 或 者 r(m 还 可 以 被 表示 成 一 个 渐 近 公式 .满足 
上 述 性 质 之 一 的 最 小 的 数 上 二 分 别 用 g (Ay, CA Gtd R 
如 (4 表示 Blal= {p} (此 处 (P) EREA) B k=3 
时 ,就 得 到 Bngorpanos E E (Vinogradov theorem ) : 
每 个 充分 大 的 奇数 可 玫 成 三 个 素数 的 和 ; 4 k=2 时 得 
到 qyzakoa 定理 (Chudakov theorem): 几乎 所 有 的 偶 
数 可 表 成 两 个 素数 的 和 ， 

加 性 数论 中 的 某 些 问题 是 通过 研究 诸 序列 4 ={4,} 
相 如 所 得 集合 的 构造 而 得 以 解决 的 ， 对 序列 4, 只 给 出 
f ERRER 4(A)=inf, A ()/n ,这 里 4) = ensal. 
WR A= =A=4A, W| 4(A) AEREA g (A)< co. 这 
一 结果 对 于 加 性 数论 中 零 密 率 序列 相 加 的 问题 的 应 用 ， 
是 通过 从 给 定 序列 格 造 出 一 个 有 正 帘 率 的 新 序列 而 实现 
的 . 这 主要 是 用 第 法 (siewe method ) ZRA MIE 
可 以 证 明 d (A) SF. JL T. Umpama 曾 用 此 法 证 
ATERIAA RKA MNA A. 而 O. B. 


Jim 则 求 得 了 Waring 问题 的 初等 解 . 

把 V. Brun ( 见 Brun 第 法 (Brun sieve))#l A. 
Selberg ( 见 Selberg 0 ;£ ( Selberg siewe )) ARAIRE 
用 于 加 性 数论 中 的 一 些 问题 所 产生 的 结果 ， 直 到 现在 用 
解析 工具 所 还 不 能 得 到 , 但 是 加 性 数论 中 某 些 阿 题 的 最 
完美 的 解 是 用 解析 方法 和 初等 上 方法 相 结 合 而 得 到 的 . 
筛 法 中 把 素数 从 正 整 数 序列 中 季 出 的 原理 (DL Eratos- 
thenes AÈ (Eratosthenes sieve J) 也 被 推广 到 草 的 序 
AFE. 因此 , 在 适当 精 麻 下 , 同时 从 序列 Im 81122 — 
m) 中 分 别 第 去 < n" 和 < n) R 39 (4k kh 0 < 和 
各 <1 是 适当 选择 的 正常 数 ), 就 产生 了 所 谓 拟 Goldbach - 
Euler 问题 (Goldbach - Euler quasi - problem) 的 解 ， 
这 一 -问题 是 把 一 个 偶数 岩 示 为 两 个 数 的 和 ， 其 中 一 
数 至 多 有 大 个 素 因 子 ， 而 另 一 个 至 名 有 所 个 紊 因 子 . 

Jm 于 1959 年 用 他 自己 创造 的 离 羔 法 (dis- 
persion method) 成 功 地 解决 了 Hardy - Littlewood I] 
Rm. 他 证 明 ([2]) 任何 充分 大 的 整数 可 表 战 一 个 素数 和 
两 个 整数 平方 的 和 , 离 差 法 还 得 到 了 一 些 所 谓 二 元 问题 
(binary problems} 的 解 ,也 就 是 如 何 求 方程 x+ 8= n 的 
WK Q (n), 这 里 的 &« 和 遍历 给 定 的 . 在 算术 级 数 中 分 
布 是 够 好 的 序列 .Jhanux 的 方法 包含 了 概率 论 的 基本 概 
念 的 应 用 ,这 些 概念 也 曾 被 TL. JL Hens 用 于 大 数 
定律 的 证 盟 ， 为 此 将 给 定 的 二 元 方程 变 为 大 重 的 辅助 
方程 ,这些 方 程 的 期 望 解数 5 名 ) 与 真正 的 解数 ,mn) 有 
关 ， 如 果 离 差 计算 表 明 眉 ,mm 与 5tm) “在 平均 意义 上 * 相 
ERK PAOMEES (在 允许 的 误差 范围 内 )， 离 
善 法 也 被 用 于 研究 一 般 的 Hardy- Littlewood 方程 . 

离 差 法 的 应 用 范围 与 JU 在 1941 年 发 展 起 
来 的 大 解法 (large sieve) 的 应 用 范围 互 有 交 义 .大竹 
法 可 以 弄 助 于 妹 数 , 随 着 个 数 增 放 的 被 舍 弈 剩余 类 而 省 
出 序列 来 .实际 上 , 大 得 法 是 弱 相 关 随 机 变量 分 布 律 的 
一 个 推论 . 

加 性 数论 包括 这 样 的 问题 , 即 其 进行 系统 研究 属于 
数论 其 他 分 支 的 问题 : 用 二 次 或 高 次 式 表示 整数 的 问 
题 ; Diophantine 方程 的 研究 ， 该 方程 也 可 以 在 一 般 加 
性 数论 的 范围 内 加 以 处 理 . 

在 近 懂 数论 中 ,加 性 数论 的 各 个 分 支 正 在 还 外 发 
B. 有 一 种 把 加 性 数论 的 问题 和 方法 转移 到 任意 代数 
数 域 的 趋势 
参考 文献 

[1] Emors, H. M, Hypamme rpym M., 1952 (# 

译 $: Vinogradov, L M., Selected works, Springer, 

1985). 

[2] Jimma, IO. B., JIBCUCDCHOHEESER METON B faapepr 
aUTHTHRHEK aam, Jl, 1961 ( ££ PE 3k: Linnik, Yu. 

Vo The dispersion method in binary additive problems, 

Amer. Math. Soc., 1963). 

Í] Hua, L. K, Abychatzungen von Exponentiaisummen 
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und ihe Anwendung in der Zahlentheorie, Fzmzyklopaedie 
der Mathematischen Wissenschafñen mit Einschluss ihrer 
Anwendungen, 1, 1959, Helft 13, Teil ] {中 详 本 : 华 
PE, BRAH ERER b SS S. P 
版 社 , 1963). 

[4] Ostmann, H. H., Additive Zahentheorie, Springer, 
1956. 

[5] Ħyoakoe, H. T., 
14 — 33. 

[6] Eremoom, E. M., € Ymeri marem, Hayk >, 20 (1965), 
2022), 89 — 130. 


Š YORE mamm. Hayk >, 4 (1939), 


[7] Davenport, H., Multiplicative number theory, Springer, 
1980. 
[8] Halberstam, H. and Richert, H. E. Sieve methods, 
Acad. Press, 1974. B. M. Bpemuxun 所 
【 补 往 】 整数 的 分 拆 数 的 基本 公式 可 以 在 [A11 的 第 19 
章 中 找到 . 推导 这 些 公式 可 以 用 生成 函数 (名 merating 
function ) 的 方法 . 
关于 早期 历史 方面 的 权 藉 铸 考 书 当然 是 [A2]. 
参考 文献 
[Al] Hardy, G. H. and Wright, E. M., An introduction to 
the theory of numbers, Clarendon Pres, 1979. 
[A2] Dickson, L. E., History of the theory of mimbers, 
1-3, Chelsea, reprint, 1971. 
【译注 】 
参考 文献 
[B1] 华罗庚 , 堆 合 素数 论 ,科学 出 版 杜 , 1957 . 
[B2] 华罗庚 ， 数 论 导 引 ,科学 出 版 福 ，1975 . 
EHR PE KAA 校 


如 性 问题 [ additive problems ; ayut eame npo6mewMh ] 

甘于 把 整数 分 解 (或 分 析 } 为 一 些 给 定 类 型 的 被 其 
数 之 和 的 数论 问题 ， 经典 加 性 问题 的 解决 曾 导 臻 新 的 
数论 方法 的 创立 和 发 展 . 经 典 数论 问题 包括 : 

1) Galdbach 问题 (Goldbach problem): 8 K + 5 
的 奇数 表示 为 三 个 素数 之 和 ; Euler -Goldbach 阿 题 : 
把 大 于 2 的 偶数 表 小 为 两 个 京 数 之 和 - 这 些 门 题 是 在 
1742 年 提出 的 ， 

2) Waring 问题 (Waring problem): 把 任 柯 正 整 
数 表 未 为 3=s 人 {) 个 非 负 的 大 次 酸 之 和 ,这 里 天 关 2 是 给 
定 的 . 它 是 1770 年 握 出 的 . 

D 关于 把 正 整 教 表示 为 不 超过 - 定 个 数 的 素数 之 
和 的 问题 ( 弱 Goldbach 问题 (weak Goldbach prob- 
em), 

4) Hardy - Littlewood 问题 (Hardy- Littlewood pro- 
bem) 把 任何 大 于 1 的 整数 表示 为 一 个 豆 数 与 两 个 平 
方 数 之 和 (20 ttie 20 年 代 担 出 ) ， 

5 关于 把 -- 切 足够 大 的 偶数 表示 为 分 别 含有 不 超 
过 一 定 个 数 的 素 因 数 的 两 数 之 和 的 问题 ， 
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6) 关上 | 把 整数 表 东 为 含有 二 个 或 四 个 变 最 的 一 -次 
形式 的 问题 ,以 及 类 似 的 一 些 问题 . 

加 性 问题 可 以 用 解析 方法 .代数 方法 . 切 等 方法 和 
温 合 方 法 来 解决 ( 见 加 性 数论 (additive number the- 
ory)). 大 量 加 性 问题 属于 让 述 两 种 类 型 之 一 : 

a) — Ju IFE EJE. 36 A n = a+ +y, F ch a Hl B 
属于 足够 稠密 的 .在 算术 级 数 中 有 良好 分 布 的 整数 序 
列 ,> 属于 这 样 一 个 序列 , 它 可 能 是 稀 朴 的 ,但是 对 应 的 
三 角 和 县 有 良好 的 性 质 ， 

乓 二 元 加 性 问题 ,类 型 为 n==a+B, 其 中 x 和 服从 
的 条 件 与 a) 中 氢 述 的 相同 ， 

解决 关于 足够 大 的 于 的 二 元 加 性 问题 的 通用 工具 
Æ Hardy - Littlewood - Bmporpanoa 的 一 般 解 析 方 法 (由 
Baaorpane jÈ (Vinogradov method)) , 解决 一 括 加 性 问 
慎 , 不 能 使 用 这 种 方法 ,而 需要 用 到 初等 锯 法 的 各 种 变形 
CLIS Æ Gieve method, 一 些 特 别 强 的 结果 足 用 大 第 法 
Qarge sieve) AM Æ (dispersion method) 得 到 的 ,应 
归功 于 了 B Jhumux. KEXP 了) 的 加 性 问题 也 是 
二 元 的 ,研究 这 类 问题 ,需要 应 用 二 次 型 理论 中 的 特殊 
的 算术 -几何 方法 . 
pirk 
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MEŽA [additive relation ; a;umrrasgoe oTHOum'une] 
某 个 环 R EPS TIR 4 与 五 的 直 和 4 G@ B 6 — + 

子 模 r. 于 是 ， 一 个 如 性 关系 也 可 以 看 作 一 个 (不 一 定 是 
“多 值 的 * 同 态 ， 即 由 子 模 Def r 到 商 模 有 /Ind(zr) 的 一 个 
HAr’ 这 里 

Defr = {faE4: 3beB (a, bjer), 

Kerr — {aeA: (a, 0)c r), 

indr = Kerr ` 上 


此 处 ri B 一 A 55 r B 00 X g. 它 是 由 所 有 使 


(aber Atib aE B QAMAR. aK. AR 
给 定 了 一 个 子 模 SCA, MBERE- RR BIL. 以 及 个 
F] 8: S — BIL, 那么 也 存在 一 个 唯一 的 加 性 关系 r: 
A— B #r=p. 

WE ETATER: A> Bhs B+C, 
那么 ， 就 像 在 其 他 的 .一 元 甘 系 的 情况 一 样 ， 可 以 定义 
它们 的 积 (product)sr: A 一 C, 它 就 是 所 有 这 样 的 对 (a, 
cjE 4 鱼 C 的 集合 ， 即 有 一 个 元 潮 b EBEE (a, b) 
Er, 且 (b,c) 5 5. 这 个 乘法 是 结合 的 . 再 者 ， 加 性 
关系 组 咸 一 个 具有 对 合 r 一 下 ' 的 范畴 ( 见 具 有 对 合 
7R (category with involution } ). 

加 性 关系 用 于 复 形 的 正 侣 列 的 连接 同 态 的 惯常 的 
Exe. 上 还 的 考虑 不 仅 在 模范 畴 中 有 效 ， 而 且 在 
其 他 的 Abel 范畴 中 也 是 有 效 的 . 
参考 交 献 

[i] MacLane,S., Homology, Springer, 1963. 
[2] Puppe, D., Korrespondenzen in Abelschen katego- 
ren, Math. Ann., 148 (1962), 1-30. 
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理想 的 加 性 理论 [additive theory of ideals ; ammrasung 
Teope meaIoB | 

近世 代数 的 一 个 分 支 . 它 的 主要 任务 是 把 环 (或 其 
他 的 代数 系统 ) 的 理想 (ideal) 表 示 成 特殊 类 型 的 ! 准 囊 
的 , 椒 的 , 原 的 ,单列 的 等 等 ) 理 想 的 有 限 交 . 表示 的 类 
型 应 满足 ; 1) 对 任何 理想 都 存在 一 个 表示 ,或 换 馈 话 
说 , 某 种 * 存 在 性 "定理 必须 成 立 ; 2 在 某 些 限制 下 , 表 不 
的 方法 是 唯一 的 , 换 句 话说 , 某 种 “唯一 性 "定理 必须 成 
立 . 理想 的 加 性 理论 的 基本 原则 是 20 世纪 20 和 30 
年 代 由 E. Noether ([1]) 和 W. Krul! ([2)) 引信 的 ， 

理想 的 加 性 理论 的 所 有 特色 都 在 环 的 情形 清楚 地 
显示 出 来 . 设 只 是 一 个 Noether 环 , 即 理想 满足 极 大 
条 件 的 结合 环 , 如 果 4 是 只 的 一 个 理想 , 则 存在 灵 的 满 
足下 述 条 件 的 最 大 的 理想 N: 对 于 基 个 正 整 数 上 ， 
有 NSA. 这 个 理想 NN 称 为 4( 在 只 中 } 的 准 素 根 
(primary radical), iW pr (A). R BJ — AE Q W PE 
AEH. iR T R 的 任意 两 个 理想 44 和 B， 条件 


ABCO, AZ Q = BCpr(0O) 


总 上 成立， 对 于 准 素 理 想 有 相交 定理 (intersection theo- 
rem): HA APERE P W Bi AE E BBB 00 ZR p 
为 准 素 根 的 准 喜 埋 想 ， 用 这 个 定理 可 以 证 明 一 条 存在 
性 定理 (existence theorem): WER 足 交 换 环 ， 则 对 于 
任何 理想 A= R, 总 可 以 把 它 表 示 成 有 限 包 个 淮 素 理想 
A 的 交 

AZAN DA, (l) 


使 得 任何 理想 和 4 不 包 会 其 他 理想 的 交 , m H. ñE RR 


fr (A) WRR. jx +ë 69 £ ñ R 5 4 T 38 É) non- 
A 对 这 样 的 表示 有 唯一 性 定理 (uniqueness theo- 
rem): RIDAR, H 


ASB Q Ne (2) 


R BAB AEREA- MERRER D W m =n, 
计 且 适当 地 调换 理想 B, 的 顺序 吕 以 保证 pr{4)= 
pr(B,). R 1<i=<n. 
在 数学 的 许 密 分 支 中 都 发 现 了 Noether 交换 环 的 
理想 的 加 性 理论 { 经 典 的 理想 加 法 理论 ) 的 大 量 应 用 ， 
如 果 环 只 是 非 记 换 环 , 则 上 还 的 存在 性 定理 在 再 
成 立 , 但 唯一 性 定理 和 相交 定理 仍然 成 立 . 这 正 是 从 20 
世纪 30 年 代 以 来 人 人们 一 次 丸 一 次 邮 致 力 于 发 现 经 典 的 
准 素 概念 在 非 变 搞 环 上 的 推广 ,以 使 存 作 性 定理 仍 能 成 
立 的 原因 .事实 上 ,这样 的 推广 已 被 发 现 ([4])， 即 所 谓 
aE (0.39 838 (tertiary idcal)) ， 继 而 证 明了 在 某 种 
自然 的 限制 下 , 板 性 是 准 素性 概念 的 只 -" 好 "的 推广 
(6. [7 了 ] 、[3]). 
在 20 上 世纪 60 年代, 理想 的 加 性 理论 进一步 扩展 到 
格 论 . 带 余 系统 以 及 导 法 系统 的 大 框 软 中 ， 这 再 激 了 关 
FEAS, 群 的 正规 除 - 子 及 模 的 子 模 等 代数 体系 的 
理想 加 性 理 沦 的 发 展 . 
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-- 般 说 来 ,对 于 Noether 环 R LKH MAF 


【 社 注 】 
posttion). 
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模 点 也 存在 准 素 分 解 , 即 有 表示 
N = NQ, 


其 中 每 个 Ass (MOOH ARARA p. (RE X. 
对 于 一 个 模 好 ,与 好 相伴 的 素 理想 集合 Ass (M ] 是 满足 
下 述 条 件 的 素 理想 ?的 全 体 : 存在 xE 几 ,使 得 p= 二 {r 
ERirx=50).) 相应 的 唯 :性 定理 也 成 立 , MEER 
约 分 解 . 这 当然 是 措 不 存在 i， 使 得 门 ,,, Q S Q,. 
以 及 各 个 Ass (M /@,)= ,互相 相同 . 


参考 文献 
[A1] Bourbaki, N. , Alpébre comimutative , Hermann, 1961, 
Chapt. 3, 4. 赵 春 来 谋 


加 性 一 将 结构 [additive unifonn structure ; aypana 
pamaoniepaau cipyKkrypa], 托 扑 除 环 天 的 

下 的 加 法 群 的 一 致 结构, 下 的 交换 拓扑 群 的 一 鼻 结 
构 的 邻 域 基 由 使 x 一 ye 六 的 所 有 对 {x, 的 集合 组 
E Htr EORR. 拓扑 除 环 天 的 覆盖 关于 加 
性 --- 致 结构 是 - 致 的 ， 如 果 能 找到 类 型 为 {WW :了 EX 的 
覆盖 加 细 它 ， 其 中 六 是 0 的 任意 分 域 且 玉 = {x+y: 
XEV1}. 特别 地 ， 实 站 线 的 加 性 一 致 结构 的 基 由 已 给 固 
定 长 度 的 区 间作 成 的 所 有 覆盖 组 成 ， 实 直线 就 其 加 
性 一 致 结构 而 言 ,是 有 理 数 域 的 完全 化 . 

FE R" 的 - - 致 结构 称 为 它 的 加 性 一 致 结构 ， 是 它 的 
央 了 于 RR 的 一 致 结构 之 积 ， 基 是 由 已 给 固定 半 己 的 
{ 开 ) 球 面 组 成 的 所 有 纤 瘟 组 成 的 . — B. B. benopuyx IE 
【 补 注 】 一 致 结构 也 称 为 一 致 拓扑 (uniform topology). 
— S 355565 EU Pp E (uniformity). ma — 3 
空间 (uniform space). . 


参考 文献 
[A1] Bbell, J. R., Uniform spaces, Amer, Math. Soc., 
1964. Jr E 5k kE 


可 加 性 [ additivity ; awwrrmaaocm, } 

BH TRER. 当 把 一 个 整体 以 任何 方式 划分 为 若 
干部 分 时 ， :个 量 对 应 于 整体 的 值 等 于 这 个 量 对 应 于 和 
部 分 的 值 之 和 例如, 体积 的 可 加 性 指 的 是 :整个 物体 
的 体积 等 上 它 的 各 组 成 部 分 的 体积 之 和 ， 见 加 性 男 数 
(additive function): Wy #% $ tE $ W ŠQ [countably- 
additive set function). 张 鸿 林 译 
ARA fadele ; agew ] 

阿 代 尔 群 (adele group) FHR. 阿 找 尔 群 是 群 G, 
关于 其 指定 的 不 变 开 子 群 G。 的 限制 拓扑 直 积 

IIG,(Go,), 

ve V 
这 里 的 G, AEN t M Sg kk (global field)k 上 的 一 个 
线性 代数 群 (linear alpebraic group), V È k WRA 
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(valuation) U E A, k. Æ k #FT s € V 的 完全 化 , O, E 
,的 整 元 素 环 ,一 个 代数 群 G HRERS G. 因为 
所 有 的 群 G ,都 是 局 部 紧 的 并 且 G， 是 紧 的 ,所 以 6, 是 
局 部 紧 群 . 

例 . D MOF G, E k bJ IPS BE C, WJ G. RAA 
热 的 环线 构 , 称 之 为 上 的 阿 代 尔 环 (adele ring) ， 记 为 
di DR G, E 3 k BJ 3833 K, WE G, 为 上 的 司 
代 尔 群 fidekg group)( 此 伊 代 尔 群 是 阿 代 尔 环 4, 的 单位 
Ë). 3} 如 果 GG 二 GL , 友 ) 是 上 上 的 一 般 线 性 群 , 则 G, 
由 满足 下 述 条 件 的 元 素 g= 人 地)E[ 工 -G, 弓 成 :对 几乎 所 
AWR o, g EGL({n, O). 

阿 代 尔 群 的 概念 量 蛙 是 C. Chevalley 为 满足 类 域 
论 的 需要 (在 20 世纪 30 年 代 ) 对 代数 数 域 引 入 的 , 在 以 
后 的 20 年 中 它 被 M. Kneser#fi T. Tamagawa 推广 到 代 
数 群 (ft]，[2])， 李 们 指出 , 数 域 上 的 二 次 性 的 算术 理论 
的 主要 嬉 果 可 以 很 方便 地 用 阿 代 尔 群 的 语言 表述 出 
来 . 

# mf A F. G, 在 G, 中 的 象 有 是 G, 0 — 4 W S 


a a r .. a 


les). 如 果 用 co 表示 天 的 Archimedes 赋值 的 全 体 , 则 
Ca = [IG x IIGo 


称 为 整 阿 代 尔 子 群 (subgroup of integer adëles). 如 
果 所 天， 则 阿 代 尔 群 G, 中 的 形 如 G,x Gi 的 不 
间 的 双 陪 集 的 个 数 有 限 , 且 等 于 不 的 理想 类 数 ， 对 于 任 
意 的 代数 群 ,这 种 鸡 陪 集 的 个 数 是否 有 限 是 一 个 自然 引 
出 的 问题 . 此 向 题 与 主 阿 代 尔 子 群 的 的 化 理论 , 即 与 商 
空间 G, / G, 的 基本 区 的 结构 有 美 . # [5] 中 证 明了 
G, G, ERK, SHAS GÆ kaka anisotropic 
&roup)、 另 一 个 已 经 解决 的 问题 是 代数 数 或 上 的 商 室 
间 G, 7 在 Haar W (Haar measure) 下 具有 有 限 体 
积 的 条 件 ， 因 为 G, 是 局 部 紧 的 ,所 以 这 样 的 测度 总 是 
存在 的 ， 在 此 Haar 测度 下 G. / G, 的 体积 有 限 , 53 B. 
仅 当 G 没有 有 理 的 上 特征 ( 见 群 的 特征 标 (character of 
a oup)) .这 个 数值 TG) 一 Gf/G, 的 林 积 是 代 
数 群 如 的 一 个 重要 的 算术 不 变量 ( 见 玉河 数 (Tamag - 
awa number)). 在 这 些 结果 的 基础 上 上 信 们 证 明了 ([5] ) ; 
对 于 任意 的 代数 群 G 总 有 分 解 式 


G, = U Gx, Gaceey 
1 1 


对 于 大 是 函数 域 的 情形 ,代数 群 的 阿 代 尔 群 的 这 种 双 陪 
集 的 个 数 的 有 限 性 也 已 证 明 , 并 建立 了 类 似 的 约 化 理 
论 ([6]) , 现代 尔 群 的 各 种 算术 应 用 见 [, [7]. 
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B. II. Tinaronoe IË 
[ 补 注 】 设 1 是 指标 集 ， 对 每 个 veJ, 设 局, 是 一 个 局 
部 紧 群 , O 是 它 的 一 个 紧 开 子 群 ， 依 前 面 的 记 法 ，G， 
关于 O, 的 限制 (拓扑 ) 直 积 


Sonizt 


G=], =; G,(0,), 


HEARE FERH (x.)ell,, G AR BARET 
之 外 ,都 有 x, ED,. 在 G 上 定义 拓扑 如 下 ; 单位 元 处 的 开 
PEARY eU. 其 中 U, SG ARTH, ERARE 
Tozi BA USO, 这 使 得 G 成 为 一 个 局 部 紧 
H. 起 春来 译 


Hs Ev) [adiabatic flow ; ammaĝatmeckoe Teuenne J 

流体 各 部 分 之 间 以 及 流 栖 同 包 转 它 的 物体 之 间 没 有 

热 交 换 的 流动 .如 果 可 压 第 流体 的 流动 是 绝热 的 和 连续 

的 ,那么 流体 微 团 的 焕 术 安 , 如 困 流 动 是 定常 的 , 即 流 场 

的 特性 与 时 间 无 美 , 草 性 意 流 栖 微 团 的 动能 与 烙 之 和 是 

常数 ， 

##* 

[l] Tlananay, JI. M., JImqanman, E. M. , MEX8HHKR CTUIOLLIIHBIK 

per, 2 aa., M., 1954( 中 译本 : 1. A. HW, E. 

M. ARE ESE Jr SE, 人 民 教 育 出 版 社 ，19358)， 

A. TI. Þanopară % REx 译 


绝热 不 变量 [adiabatic invariant ; swañarmecimk mm- 
papua | 
一 个 来 源 于 物理 学 的 术 诺 ， 其 数学 含义 不 够 畏 确 . 


绝热 不 变量 通常 定 必 为 Hamilton 系统 { Hamiltonian 
system) 在 其 禾 数 绝热 ! 即 与 系统 的 运动 特征 时 间 相 比 
很 镁 此 } 变 化 【 蛮 化 过 程 可 以 持续 得 如 此 之 长 ,以 至 和 笃 
热 不 变量 不 向, 这些 参数 本 身 发 生 显著 变化 ) 时 几乎 不 
变 的 运动 数量 特征 ,这样 , 对 于 最 简单 的 系统 


人 í 
a O + wE, +) 


此 处 8 为 小 参数 ,而 co(s) 39 Je 98 W W Pj E A R, ET 


ERY 1 
I = ax2 十 三 
i 


当 巴 = 常数 时 系统 (机 描述 半 率 为 四 的 寻常 谐振 子 ; 那 
么 ,在 此 情况 下 , 苛 系 统 之 参数 的 变化 与 振动 周期 相 比 是 
缓慢 的 , 则 其 WG (62 + o2x2) 12 正比 于 频率 而 变化 , 在 
此 例 以 及 其 他 许多 情 训 下 通常 假定 , 车 参数 全 然 不 变 , 则 
所 研究 的 Hamilton 系统 是 完全 可 积 的 ,而 其 运动 是 所 
周期 性 的 (在 本 例 中 就 是 周期 性 的 ); 还 有 其 他 推广 也 是 
众所周知 的 ， 在 许 名 数学 家 和 天 体力 学 家 的 关于 接近 
完全 可 积 的 Hamilton # # B 3⁄ #E ri 38 3 + Hl “8 $t s 
变量 "这 一 术语 , 尽管 那里 所 得 的 信息 表明 ,在 某 些 情况 
下 有 些 量 实际 上 是 绝热 不 变量 . 

绝热 不 变量 I) 的 “近似 不 变性 "的 含义 是 , 对 于 所 
研究 的 所 有 的 1，I(f) 一 0) 保持 为 小 量 , (导数 dH)/ dt 
完全 可 能 与 系统 其 他 参数 的 导数 为 同 阶 量 ,但 绝热 不 变 
量 的 变化 不 随时 间 积 累 ,) 这 样 的 近似 不 变性 可 能 存在 
于 很 大 但 有 限 的 时 间 域 内 (有 限时 间 绝 热 不 变量 (tempo- 
ral adiabatic invariants) ) 或 者 存在 于 整个 无 限时 间 上 轴 
上 FTA 变量 (stationary adiabatic invariants) 


"á * +. boo r 


《[1])) “ 末 统 参数 缓慢 变 化 * 这 个 概念 可 用 两 种 方法 使 
其 更 精确 : a) Hamilton 88 # H Amt E e 85 W p8 e (E 
自控 系统 ]， 但 导数 45 /为 小 量 ，b 所 研究 的 具有 
REER p, 4 的 系统 为 具有 变量 p, 4, p’, a" 的 天 系统 
的 子 系统 ,该 大 系统 自身 是 自控 的 ， 而 且 是 这 样 的 ， 或 
Epo y ERR, 或 者 它们 的 变化 对 子 系统 影响 很 
35. 

由 于 上 述 眼 制 ,绝热 不 变量 的 存在 只 在 各 种 补充 假 
定 下 和 才能 被 确认 ,而 对 这 些 假 定 很 难 纵 出 准确 的 表述 
([1]). 上 述 类 型 的 系统 的 有 限时 间 绝 热 不 变量 实际 上 
属于 扰动 理论 的 渐 近 方法 范本 (如 时 此 问题 以 更 一 般 的 
方式 提出 .也 可 得 到 某 些 严格 的 结果 (f4])}.， 在 证 明基 
个 量 I(r 的 有 限 冉 间 渐 近 不 变性 时 ,通常 的 方法 是 构造 
一 个 这 样 的 量 V(t)， 使 得 J(f) AER AD 振东 ,而 
diid 比 系 统 其 他 参数 的 导数 具有 较 低 的 数量 级 . 这 
F, E| (w) P RF T J = tew xu o ( WP ° R co Xl 
s 一 tf 的 导数 ) 直 接 微 分 得 dJ@)/dr=O (e); 这 保证 了 
了 是 时 间 绝 热 不 变量 ,对 于 上 述 情况 a), 如 果 H l Y: 


ADIC TOPOLOGY 4l 


种 - 艇 方式 EPERIK 
REER T t, 则 永久 绝热 不 变量 是 否 存 在 旦 有 问题 
的 , 在 上 述 情 况 bj 中, 永久 绝热 不 变量 问题 与 小 分 苹 有 
关 {[2]) . 

历史 上 绝热 不 变量 在 Bohr- Sommerfeld 量子 理论 
中 起 过 重要 作用 ,在 此 理论 中 可 量子 化 的 量 必 定 是 绝热 
不 变量 . 随 闭 量子 力学 以 后 的 进展 ， 这 个 规则 和 去 了 
其 重要 性 .在 现代 物理 中 研究 带电 粒 季 在 电 人 磁场 中 的 
运动 时 使 用 了 绝热 不 变量 ([31) ， 此 处 重要 的 量 是 比值 
PH, 其 中 二 是 碰 场 强 席 ， 而 e 是 在 与 向 量 HHE 
直 的 平面 上 的 粒子 的 速度 分 量 ; 车 磁场 强度 沿 Larmor 
半径 (Larmor radis) PREDATIE. M EÉ E 
热 不 变量 . 

还 应 指出 ， 量 疗 力 学 中 当 状 态 绚 热 变化 时 ， 除 导 
致 系统 进 人 退化 状态 的 过 程 外 , 某 些 量 的 值 保持 不 变 
(例如 量子 数 ) . 因此 在 量子 力学 中 也 可 以 讲 绝热 不 变 
E. 不 过 此 概念 在 这 里 不 起 什么 显著 作用 ,所 以 通常 不 
引进 此 术语 . 
$ ün 

[1] MagmermnrraM, JL PL. Annpogos, A. A., JIeogrosus. 
M. A., £ Kypuan Pycxoro 中 mao ` xgMunseckoro o - pa $, 
60 (1928), 5, 413 — 419. 

[2] Apnomn. B. WL. < Yonen marem Hayk 5, 18{1963), 6, 
91 — 192. 

(3) Northrop, T., The adiabatie motion of charged particles, 
IntersGence, 1963. 

[4] Kasuga, T., On the adiabatic theorem for the 
Hamiltonian system of differential equations in the 
classical mechanis I, H. IH, Proe. Japan Acad., 37 
(1961), 7, 366 一 382. 

Jt B Anxos A IL Qapopcer 3 W PE 


adic 拓扑 [adic topology; ammuecxas ronmodrormg] 

FRA 的 线 牧 拓扑 {lincar topology), 其 中 零 元 的 基本 
ARRARIR AHE A 组 成 ,于 是 这 个 拓扑 称 
H A -adic 拓扑, 理想 W 称 为 这 个 拓扑 的 定义 理想 (de - 
fining kkal of a topology). 任意 集合 二 A Ey -adic 
拓扑 中 的 闭 包 等 于 O, F+), 特别 地 ， 这 个 拓扑 是 
可 和 分 的 , HAMA Y | %=(0).# A- adi 拓扑 中 , 环 4 
的 可 分 完全 化 4 同 构 于 射影 极限 lim(4A/4"). 


AR M É) W -adic 拓扑 可 以 类 似 地 定义 : 它 的 霍 
元 的 基本 分 域 系 册子 模 W'M 给 出 ; 在 这 个 中 -aqdic g 
扑 中 , M OS A M. 

BARRAGE W -adic 拓扑 的 交换 环 ,4 是 
它 的 完全 化 :车 所 是 有 限 型 理想 , 则 4 中 的 丘 朴 是 
q -adic 拓扑 ,并 且 贡 " =W. 车 % 是 极 大 理想 , 则 4 是 
BAAB N 的 局 部 环 . 局 部 坏 拓扑 doal ring 


a» . + + 


topology) 是 由 其 极 大 理想 确定 的 adic 拓扑 {u - adic 扼 
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thim - adic topology )). 

”研究 环 的 adic Hih ETRE Artin - Res 引 
理 (Artin - Rees lemrma): 设 4 是 可 换 Noether 环 ， a 
E ARKAE, E BARY AH, FE ENTR. NEE 
k, WATAK n20 有 下 述 等 式 : 


UE MF) = WENE 


Artin - Rees 引 理 的 拓扑 解释 表明 邱 的 及 -adic fn 
扑 是 由 五 的 有 -adic 拓 扑 诱导 出 的 . 于 是 环 4 在 
y -adic 拓扑 中 的 完全 化 4 是 平坦 4 模 ( 见 平坦 模 (flat 
module)), 有 限 型 4 模 上 的 完全 化 记得 等 于 EQ. A, 
并 且 Krull 定理 (Krul] theorem) 成 立 ; Noether 环 的 
y -adic 拓扑 是 可 分 的 , 当 且 忆 当 集合 1 +3 不 包含 零 因 
+. 特别 地 , 若 W 包含 在 这 个 环 的 [Jacobson) 根 内 , 则 
拓扑 可 分 . 
参考 立 献 
[1 英 译 本 ; Zariski, O, and Samuel, P., Commutative alge- 
bra, 2, Springer, 1975. 
[2] Bourbaki, N., Elements of mathematics. Commutative 
algebra, Addison - Wesley, 1972 (HBE). 
B. H. amio $ FERS 译 


伴随 联结 [ adjoint connections ; conpazkesasae cnusdocra ] 
线性 联络 T FI T. 使 得 关于 对 应 的 共 变 微分 法 
(oovariant differentiation) ET VAY, FRR: 


ZB(X. Y) = 
= B(V , X, Y)+ B(X, V ,Y)+20(Z)B(X, Y). 


EP X, YZ 是 任意 向 量 场 ，B{:,:) 是 二 次 型 (Bl 
对 称 双 线 性 型 )，w(-) 是 1 形式 (或 共 变 向 量 场 ) . 
也 可 说 v flv X: B 是 相伴 的 .写成 坐标 形式 (其 中 
X, Y, Z=0, Bh, o=, VSTi) WA 


hb, Thb,- Egb, = Zorby 
对 于 联络 VA V BS i 3 N T RAR DB 3 T TH 
T， 有 如 下 美 系 : 
B(R(U, Z)X, Y)+ B(X, R(U, ZY) = 
= UllU, Z) UAZ) + Zo UN B(X, Y), 
BIZ. AT(X, Y) — B(AT(Z. Y)X) = 
= B(ÁT(Z. X), Y), AT = T-T. 
写成 坐标 形式 则 为 
Rn bn + Rb = —2(o,- ,0r)b,, 
有 一 Tb 一 ab = 0 


参考 立 卖 
[1] Hopa, A IL, TIpocrpascrsa abdbungoñ camaahocra , 2 


Ba, M., 1976 M. H. Bošámnexosgcxuñ E 
ONEI EA A E fE BS E SE 8k 2 35 SR EK Si (conjugate 
connections} . 

在 伴音 联络 的 概念 中 有 时 不 系 及 1 ER o. FH 
地 说 , “伴随 联络 "这 个 名 称 应 该 称 为 "关于 吾 和 巴 的 伴 
ERKA”. 沈 一 兵 译 


性 随 微 分 方程 [adjoint differential equation ; conpasx en- 
Boe 中 中 中 epeuiaufiaoe ypaBHetHe ] 


对 于 线性 常 微分 方程 Ky)=0, 这 里 


IE aly toy, (D 
y” = EÈ, yec, ac C" *(, 


agit) Æ 0, tel; 
C"(DR < ll =a B) E É) m KERT ph 35 fB PS k 2 
间 , 其 伴随 微分 方程 是 线性 常 微分 方程 iE)=0, 这 里 
OE + + (2) 
+... jai £= CD 
(B L 058 S n OE HE3Sa). 对 任意 的 纯 量 1, 显然 
全 十 = +L, QY = ir. 


方程 了 (=0 的 伴随 方程 是 10]=0. 对 上 一 切 上 次 过 续 
TRAS yO EW, FFL Lagrange 恒等式 (Lagrange 
identity) 成 站 : 


Ho-r Ey = 
d 上 k--l 
= A P Ya ty 中 
dt |, 


由 此 得 到 Green 公式 (Green formula): 


JED- Eyd = 


= N n k 


k=; =0 


W yF ¿(t a A TO)=0 和 = 人 0 的 任意 解 , 则 


r= 


È Boya 三 常数 ,ref 
WEC HA ENEO 的 m (所 由 个 线性 无 关 的 解 , 则 可 
使 方程 p= 降低 mm 阶 ( 见 [1] 一 [3]). 
对 于 微分 地 程 组 
L(x) = 0, L(x) = xtA, tel, 
其 中 4(0 昆 连续 复 值 mx 站 齿 阵 ,其 作 随 微分 方程 组 


(adjoint system of differential equations} 为 
L'Y = -+A = 0, rel 


ada e r es 


CLIJ 40. 共 中 (站 是 AUKI Hermite [E Pa tE RE, 
Lagrange Iá 3 tH Green ZEHA PAER: 


LD -LD = ig. xh 


ETG = 
hi... E ER OIRR RR PL > g). 
a WOA yN E h BE L (v) =Ü 和 L'iy)=0 的 任意 
解 , 则 


fG Loo) 


MADERA, rel 

伴随 微分 方程 的 概念 同伴 随 算 子 (adjoint opera- 
tor) 的 一 般 概 念 密切 相关 ， 例 如 ,如果 1! 足 按 式 (1) 给 
出 的 由 空间 区 "到 空间 它 人 的 线性 微分 算 f. WJ 65 
ERDA Tr ECU B ERE S CE ga C) 
的 伴随 空间 CU. 8 U os | COD 1 09 IB 98 x 
人 2) 给 出 ( 见 [5}). 

对 于 线性 偏 微 妆 方程 也 可 定义 其 伴 胜 方程 ( 见 [6]， 
[5) . 

Hame t] 了 而 U, Rj] C"(A) L 0928 ak k e 
RTEZ. 这 时 , 线性 边 值 问题 

l) = O, red, Uly)=0, 6) 


k=l.....m, m<2n 
的 伴随 边 值 问 题 (adjoint boundary value problem) 


=0 V = 0 j=l... ,nm (4) 
这 里 U” EE aj CHA E H Jü >Ë FF BB iU F 26 PF (adjoint 


boundary conditions) 的 线性 泛 函 ， 也 就 是 说 ， 它们 是 这 
样 定义 的 : 对 满足 条 件 U 0Ga)=0(k=1.: m) 和 UE) = 
(j=l n-m) 的 任何 函数 对 y, ¿ 8 C'(A). 使 得 等 式 
(N Green 公式 (Green formulas)) 

ii 

jy- Ed = 0 

ta 
成 立 , 

wE 


UW) = Pi Mo) +B, y? "Ul 
EER 
PET Go). pr VY), p=l,....n 
的 线性 形式 , 则 UC) 是 变量 


如 oh £ DG) p=1,.,... a 


的 线性 形式 
鲍 . 对 于 边 值 问题 
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ED = 0, 0=<1. 
y(Ü)+ay(1)+Ay(1) = 0. 

P(O) + yxy(1-+8y(D = 0. 
AP alha pyp 6 SEE KAS. Hi EHA A F 
列 形 式 : 

+a = 0, 0=</£=1, 

at(0) +yË0)+ (1) = 0. 

PEO}+ EEO + EI) = 0. 

如 果 边 值 癌 题 3) 只 有 天 个 线性 无 关 的 解 ( 这 时 ， 
边 值 问题 的 秩 r=n 一 税 , 则 伴随 边 值 问题 (4} 其 有 
m-n—k TERE EARI (EB kr =2n— m k). `i 
m=n it, HE OARA [R] + Š BJ Ek TE J; E B! 
WE. 所 以 ， 当 w=n 时, AWR G) I A OP A. OE 
EAI E b P: FE B8 3 IB y HA T ILA. Fredholm 
抉择 定理 (Fredholm alternative); 半 齐 次 边 值 问题 
10) = fü), U) = 0, k=l,...,n 

RAR, MRAR AOAIE A 4) JJ — tj E F 
凡 解 cir) AE, 即 


EDOL =0 
{ 见 [1 一 [3] , 71). 
对 于 本 征 值 问题 
l) =4y, UO) = 0, k=l.....n, (5) 


伴随 本 征 值 问题 (adjoint eigen value problem) 定义 


TÈ = VHO, /=l....n. (6) 
如 果 1 是 (5) 的 -个 本 征 值 , 则 u= E G) — T 4 üE 
值 .分 别 对 应 于 (5), (6) BJ 3 (F48 1, u I üF SR 95 y (t), 
(OE EZ HI, W Aa (W [1] —[31): 
fr a = 0 
对 于 线性 边 值 问 题 
L(xA) S x+AG)x =0 Ux)=0. rea (7) 
其 中 U E: n 3Ej& Pk hg 8 (8 In] B: PR # =s [E] C (A) 上 
Hm EHER SR. < 2n, RES: IB [PI E X 3 
L= 0, V = 0, reà (8) 
CUD. 其 中 U` O OE XN (2n —m) 8k [6 BL T A, 使 得 
等 式 
(WD, E20) = 0 
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对 于 任何 满足 条 件 Ux)=0, U'(0)=0 的 隙 数 对 e), 
YECLA RER o. 问题 (7), (8) 具 有 土 面 列举 的 类 
EMER { 见 [1]). 

伴 短 按 俏 问题 的 概念 与 伴随 算 子 的 概念 密切 相关 
([5]) ,对 于 偏 微分 方程 的 钱 性 边 值 问题 ,也 可 定 尽 伴随 
边 值 问 题 CA [6], [7])， 
参考 文献 

[1] Kamke, E., Differentialgleichungen : Losungsmethoden 
und Lösungen, 1, Chelsea, reprint, 1971 { 中 译本 : E. 
Fw. KOK ARFA E R.1980). 

[2] Hañwapx, M. 点 . ,JeiiHpR mhepetIDIarmDHER orepa - 
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E. J Tokos # 张 鸿 林 译 AER 以 


Linear operators , 


EMEF [adjoint functor ; conpxxke unel 中 YakTop ] 
-个 概念 ， 它 表达 了 许多 重要 的 数学 结构 ， 诸 如 
自由 汉代 数 , 各 种 完全 性 , 正身 与 反 向 极限 等 等 的 泛 性 
与 自然 性 . 
W F: 6 是 从 一 个 范畴 中 到 一 个 范畴 & 的 一 
个 变量 的 共 变 甬 子 . 下 诱导 出 一 个 画 子 


HAOX, Y) = H£ (FOX, M:N XE — š, 


E n RS 9 相对 偶 的 范畴 ,名 是 集合 的 范畴 ， 而 
H,(X, Y: R* x 6 — 6 3 K 6 RTB 8 f. KF 
H" 对 第 -个 变量 是 反 变 的 ， 对 第 二 个 变量 是 共 变 的 . 
向 样 地 ， 任 一 个 共 变 孙子 好:E 一 多 诱导 出 一 个 孙子 
HelX, Y) = Hal X, G(Yy): XE — G, 
它 也 对 第 一 个 变量 是 反 变 的 ， 对 第 二 个 变量 是 共 变 
的 . 函 于 下 与 是 伴随 的 (adtjoint) ， 或 者 形成 一 个 伴 
Bi tf (adjoint pair)， 如 果 H” 55 Hs 是 同 构 的 ， 即 如 果 
A-A B # 346 0: H — H, BË 3 Pr 8 wf @ X = 
Ob #5 Y e Ob ë ESHE S H FX) Y )5 H,(X, 
GOY) ) 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 . 变换 EA F XT G 
的 添加 (adiunction of F with G), 下 称 为 G 的 左 伴 中 (left 
adjoint) EF, 而 GOS P S Wp 8 reh adoi jE 
(这 写成 9: FG, 或 老 简 单 地 写成 下 {G) ). 变换 8- 
~ H" 称 为 余 添 加 (coadjunction). 


设 8: FG. AWARA X S Ob 5 Y=Ob6 ， 设 
ex = Hlrx), ny = 0° Hlor) 


WE ls a 与 {#7y) 定义 了 自然 变换 £: Id, — GF 5 y: 
FG — lú, , $K AIRM 0 的 单位 (unit) 与 上 单位 (oo -unit } . 
它们 满足 和 下列 的 等 式 : 

Cy Ecri = 
一 般 地 ， 一 对 直 然 变换 Y :Id 一 GF 5 k: FG — Id 
引导 出 一 个 伴 大 对 (或 浴 加 )， 如 打下 列 等 式 对 所 有 对 
象牙 与 了 都 成 立 : 

Ghy We = lure vrn FEO = lax. 


larp nrowy Fer) = Tory 


-THREE p: ld, — (GF 是 某 个 添加 的 单位 , 当 且 仅 
Yaa REREH a: X- GY) ES PAE HAA 
m" F(X)— Y f#8 a= Gi ep 这 个 性 质 表 达 了 这 样 
ATER, FOE X F3: F 8 f. G fE F P| E 3 
意义 下 的 一 个 自由 对 象 . -Ak Ye Ob6 连同 一 个 
Ep eX G(Y) 基 在 一 个 对 象 革 EDOb 外 土 自由 的 ， 
如 果 每 一 个 坊 射 *<: 久 一 GCF 都 可 对 某 个 坊 射 “一 
了 ' 唯 一 地 写成 形式 =G e. — 8 f G:6 -R 
有 一 个 左 伴 随 沙 于 ， 当 且 仅 当 对 每 个 著 eEOb 中 有 一 
个 对 象 了, 它 关 于 在 在 发 上 是 自由 的 ， 

BEL Fm. 1) 车 G:@ — 6 , REGER 
ARR, UJ G FFA f. "H ME E EJ 3: 7 
的 . -PFERDE G=H*=H, (A, YATA 
随 函 子 ， 当 且 仅 当 在 区 中 所 有 上 积 册 , .4 都 存在 ， 
Ep Xe Obš ， 且 对 所 有 的 x EXER A = A. 

2) 在 集合 的 范畴 B 中 ， 对 于 任何 集合 4, 基本 函 
TH (Y)=H(A, Y) ER X x APJ FEBS. 

3) 在 Abel 群 范畴 中 ， 函 子 Hom(A, YANAR 
张 量 积 的 函 子 X 4 的 右 伴随 孙子 ,而 挠 群 的 完全 子 
范畴 的 媒人 范 子 是 这 样 一 个 函 地 的 堪 伴随 画 千 ， 这 个 
函 子 是 取 任 何 Abel 群 的 挠 部 分 . 

HRPA ~ 名 是 从 省 代 数 的 任意 的 栖 到 集合 的 
范畴 S APIMI T. 函 子 P 有 一 个 左 伴随 F: 名 + 
它 对 每 一 个 集合 萎 措 定 条 中 以 天 为 自由 生成 集合 的 
自由 代数 与 之 对 应 ， 

$5) 设 由 为 一 个 范畴 ,多 为 由 的 一 个 任意 的 自 反 子 
AE ABF Id, ,: 6 — t E 6 反 演 的 右 伴随 函 子 . 
特别 地 ，Abel 群 范畴 到 群 范畴 的 能 人 上 阵子 有 一 个 左 伴 
随 范 子 ， 使 每 个 群 G 对 应 子 它 对 其 换 位 子 群 的 商 群 ， 

伴随 函 子 的 性 质 ， 一 个 给 定 的 函 子 的 左 伴 夭 函 子 
是 在 函 子 的 同 构 的 意义 下 唯一 确定 的 , EATS 
上 极限 (例如 上 积 } 可 交换 , 并 且 分 别 将 零 对 象 与 零 态 身 
对 应 到 零 对 象 与 零 态 射 ， 

设 史 与 区 是 范畴 ， 它 们 都 是 在 左边 完全 与 局 部 小 


的 . — FET G: — ñ 有 一 -个 左 伴随 次 子 :一 
A, SEASTAR: a) 与 极限 可 交换 ; b) 
对 每 一 个 于 EOb 人 RR , WER H(K.G(V)), Y E 
Ob RR 中 至 少 有 一 个 不 基 空 的 ，c) 对 每 一 个 大 < 
Ob ,有 一 个 集合 $cOQb 外 Ha -Aaa 


G(Y ) 都 可 表示 成 形式 w=G{a' p, RR e: X ~ GB), 


BRES, «'; B— Y. 

HAARE, RTE- T AEST 与 
-A BERT” PJM 2 e AE 这 就 帮助 
RKA AIER R T HER E A tE. 

伴随 函 子 的 概念 直接 联系 着 - -个 范畴 中 的 三 元 组 
(tripe) (或 单子 ) 的 概念 . 
参考 文献 

[1] Haro, M. D., HHlymreñdbep, E. P... Oona reopen 

kareropHuë, M. , 1974. 

[2] MacLane,S., Categories for the working mathemati- 

cian, Springer, 1971, M. HI. Hamo 所 
【 补 注 】 


docally small on the let), WE EA hE hom 和 集合， 
上 面 所 说 的 “一 个 函 子 有 -tA RAF, H (Z 


和 


(Freyd adjoint functor theorem ). ABHA W 
ME [adjoint group ; mpacocDaemHaw TPyma | , ##£ G 
线性 群 Ad G, 是 Lie 群 或 代数 群 6 在 伴随 表示 下 
的 象 , 见 Lie RAHMET (adjoint representation of 
a Lie group). 伴随 群 Ad G B 6 £ G 的 Lie 代数 ! 的 
自 同 构 群 Aut q 中 , 而 它 的 Lie 代数 和 9 的 伴随 代数 als 
重合 ， 连通 的 半 单 群 是 伴 施 型 的 群 (group of adjoint 
type) ( 即 同 构 于 伴随 群 ), 当 且 充当 它 的 根 生 成 极 大 
环 面 的 有 理 特征 标的 格 ; 这 种 群 的 中 心 是 平凡 的 ， 若 基 
域 为 特征 零 且 G 是 连通 的 , 则 Ad G 88 Lie 代数 0 唯一 地 
决定 ,从 而 称 为 9 的 伴随 群 或 4 的 内 自 同 构 群 (group 
of inner automorphisms). #313, 4# G Jë 8 gp, BJ 
AdG 同 Autg 的 单位 元 的 连通 分 支 重合 ， 
参考 交 献 
[1] Tjorurpugrug, JI. C., Hem pepbisupee rpymm, 3 RA., 
M. ,1973 (中 译本 : JI. C 邦 德 列 雅 金 ,连续 群 ( 上 ， 
下 )， 科 学 出 版 社 , 1978 ). 
[2] Serre, J. P. , Lie algebras and Lie groups, Benjamin, 
1965. 
[31 Humphreys, J. Ë. , Linear algebraic groups, Springer, 
1975 A. JL Omu EE 
[H] 


参考 文献 
[Al] Bourbaki, N. , Elements of mathematics, Lie groupe 
and Lie algebras, Addison - Wesley, 1975, Chapt, 2, 
3 (HURK). 石生 明 译 许 以 想 校 
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伴随 线性 变换 | adjoint linear transformation ; coupen- 
moe Ai906 upeo0payosasme ]， 线 性 变换 A 的 

在 Euclid 空间 (或 再 空间 (unitary space) L. F 89 
线性 变换 A, 使 得 对 所 有 的 x. 了 EL, 内 积 间 的 等 式 


(Ax, y) = A'Y) 


成 立 . 这 是 伴随 线性 喘 射 概念 的 一 个 特殊 情形 .变换 十 
由 上 4 唯 一 地 确定 . 如 果 工 是 有 限 维 的 ,那么 每 个 4 有 伴 
随 才 , 它 存 - -个 基 e,…,e, 中 的 短 阵 岁 与 4 在 同一 基 
中 的 矩阵 v 之 同 存 在 如 下 关系 : 

# = G AG 
其 中 e` ERT e AER, m G de e, o 
Gram $ff (Gram matrix). 

在 Euclid 空间 中 ，A4 与 二 有 相同 的 特征 多 项 式 、 
行列 式 . 迹 及 特征 值 .在 尼 空 间 中 ,它们 的 特征 多 项 式 、 
行列 式 、 迹 及 特征 值 有 复 共 元 的 关系 ， 

T. C. Tixromoa # 
[ 补 注 】 更 一 般 地 ,术语 “伴随 变换 "或 “伴随 线性 映 
射 "也 用 来 表示 一 个 线性 映射 p: L—M 的 对 侦 线 性 映 
Hp M'L P L M M ER) REE RE 
E, p (mD =m (Ce 人 EA L — L, M — M`, 
1 一 《，, 【) 联系 这 两 个 概念 .让 见 尾随 算 子 (adjoint 
operator). 


参考 文献 
[A1] Reed, M. and Simon, B., Functional analyss, 1, 
Acad. Press, 1972, Sect. 2. 


, ë, 的 


ERCH 王 声 望 校 


伴随 矩阵 [adjoint matrix -conpwkeraa MATpHNAJ, 
Hermite 伴随 矩阵 (Hermitian adjoint matrix), X 
P bk C b 0 Bp E 3E I (或 方 阵 )4 的 

一 个 矩阵 A. EHTE a, PERANTE a, 的 复 
aR, 即 ai = 十 ， 因 此 , ERES ke Ek 32 T M 3036 W 
EA =T) 其 中 一 n£ tS, AnA. 

EEEE EE 

(A+B) = A'+B', QAY = 1A". 
(ABY = B'A’, (AY) SA'Y, (AY = A. 
TERIER xj Ez T E == A T IE EE f R E E 


H, 
关于 参考 文献 , 见 矩阵 (matrix)- 
T C. aomen Ë 张 鸿 林 译 


伴随 模 [adjoint module ; copaxemei Monyms] , i# zF 
1 (oontragradient module) ;对 侦 模 (dual module). 
WAEREA A jS H Aa. 确切 地 


46 ADJOINT OPERATOR 


说 , 设 M 是 环 及 的 一 个 左 模 . 从 M i RARA RA 
Abei 群 Hom, (M. R). 是 一 个 左 民 模 .， 今 


XO = xph. xe M. wetomatM, R). AER. 


TEERAA- TARE M. ATAR M TEN M 
的 伴随 ， 对 于 x e M, TEXTE XEM M FE: x(e)y= 
xip. AH cM. kue S T MIMA -个 问 
E. HEE RW C WI UI M `S, C 一 Hom, (M 
C) 由 下 式 给 出 : 


x((@@ c) = Crp)e, reM. PEM’, ce C. 


它 也 是 同 起 , 53 M 是 有 限 生 成 射影 模 时 ,上面 的 两 个 间 
态 都 是 同 构 ([2]). 由 明子 Hom ËJ Pk 8 # (2 M.) ` = 
HM aE 为 直 和 , 有 为 直 积 ). 旦 存在 从 MRM 
的 一 个 同 态 .合成 映射 时 "一 M” — 时 是 恒 等 映 
射 ,但 M” 不 一 定 与 M' 同 构 . Bass 意义 下 的 无 相模 (tor- 
sion -free modules in the sense of Bass) Fr ap # (4 
上 面 的 同 态 M 一 M“ 战 为 单 同 坊 的 模 ， 这 个 性 质 等 价 
于 能 将 好 和 能 入 若干 个 基 环 的 直 积 . ER EHk E Næ- 
ther 环 , 则 映射 M 一 MELTA B ERT R t sí B: 
生成 右 只 模 两 个 范畴 之 同 的 对 侦 , SERE- 
拟 Frobenius 环 (quasi - Frobenius ring). 
参考 立 献 
[1] Bourbaki, W., Elements of mathematity . 
Modules, Rmgs. Forms , 2. 
Chat. 4; 5; 6 (PEH EX Y. 
[2] MacLane, S.. Homology, Springer, 1963. 
[3] Mma, A. Tl. , Cyopusxon. JI. A. 
Ibi H MOTyrH, M. , 1969 (Wif $: Mishina. A P. 
and Skornyakov, L. A., Abelan gouw and modu- 
ks, Amer. Math. Soc. , 1976). 
JL A. Ckopaskos 搜 


Alpebra : 
Addison - Wesley, 1975, 


光纤 于 VE 


伴随 算 子 [adjoint operator ; conpameunbii oneparop ] 

一 个 线性 算 子 全: 六 一 于 (这 里 性 " 5 Y "分别 是 局 
部 凹 空间 区 与 的 强 对 偶 ), 它 由 线性 算 子 4:X— Y 
依 是 下 面 方式 构造 而 成 . 设 4 的 定 兴 域 忆 在 关中 是 处 
处 稠密 的 . 如 捍 对 所 有 的 x ED .有 


<Ax,g> = <x. g" >, (°) 


其 中 4xey geY gEX ,那么 Ag=g' 是 -: 个 由 满足 
ET g 的 集合 De 到 闫 " 中 唯一 定义 的 算 子 . 如 果 D. = 
XH 4 是 连续 的 , 则 本 也 是 连续 的 .此 姑 , IME X 5 Y E 
髓 范 线性 空间 ,那么 A'1=| 44. 如果 4 是 全 连续 的 ， 
那么 4 也 是 全 连续 的 .下 与 了 是 Hilbert 空间 的 情形 
的 伴随 算 子 具有 特别 的 兴趣 . 
part 

H] Yosida, K.. Functional! analysis, Springer, 1980 {中 译 


， 点 FenIeBEI TIPYD -~ 


本 :点 田 耕 作 , 活 画 分 析 , 和 图 教 育 出 版 社 ，1980). 
[2] Riesz, F. and Szëkefaivi- Nagy, B., Leçons d'analyse 
fonctionelle. Acad. Sd. Hongrie, 1953 (H K: F. g 
H. B. 塞 克 佛 尔 维 #7, TEB ri UL. EH 
社 ,第 一 卷 1963， 第 一 着 1980). B H Co5ones E 
GE 在 西方 文献 中 , 如 上 所 定义 的 伴 蝴 算 子 通常 
称 为 对 偶 算 子 (dual operator ) 或 Jt š W-f (conjugate 
operator). 术语 伴随 算 了 于 对 于 Hilbert 3 间 来 说 仍 保 
留 , 这 时 它 定 交 为 


(Ax, g)=(x, 4 9)， 
)# Hilbert 空间 的 内 积 ， 


EF (o 
Stt 
[Al] Taylor, å E. and Lay, D. C., Introduction 1o fune- 
tional analysis. Wiley, 1980. FALE EHH F 
ERMET [adjoint representation ; npuooenmuesioe npe- 
cranense] ,Lie 群 或 代数 群 口 的 
P GEZI T (G) A GRE GH Lie 代数 3 内 } 
的 线性 表示 Ad , 它 把 每 个 ae G Bh iQ Pa B F| PS Inta: 
x — axa! WJ WO Ada=d(Inta,. Wm GS GL(V) 
ESAKA- RAE. MJ 


(Ada)X = aXa l, XeT.(G) = a C End(V). 


H Ker Ad Ë1⁄& G Kob, 3 G J E Ë BJ E. 3£ gh BE 01 35 
征 为 零 时 , Ker Ad 与 中 心 重合 .6 B PEBS EF fE e 处 的 
微分 与 的 伴随 表示 ad 一 致 . 

— Lie 代数 9 的 伴随 表示 (adjoint representation 


of a Lie algebra) ECH g 到 通过 以 下 公式 作用 的 模 4 
ARIRE RER ad: 


(ad x)y 一 [x, y|, x. FEM 


其 中 ,] 是 代数 4 中 的 方 插 导 运算 . ÉE Ker ad E Lie 
代数 & 的 中 心算 子 adx ka 的 导 子 并 且 称 为 内 导 子 
fnnef derivations). # ada 称 为 伴 随 线性 Lie 代数 
(adjoint linear Lie algebra), ZE 切 导 子 所 组 
成 的 Le 代数 Derg 的 -- 个 理想 ,而 且 Derg iad 是 由 
伴随 表示 所 定义 的 g 的 一 维 上 同调 空 个 H'a, g) 特别 
地 , 如 果 # 是 特征 为 零 的 域 上 一 个 半 单 Lie 代数 . MI 
ada =Dera. 


参考 文献 
[1] Jacobson, N., Lie algebras, nterscienoe , 1962 ( 中 译本 : 
N. 贤 柯 勃 进 , 李 代 效 ,上海 科 学 技术 出 版 杜 , 1964 ). 
[2] Tonrparun, JI. C., Henpepeeme rpymm, 3 ws M. 
1973 (中 译本 : N. C. RENES, 连续 群 ， 科 学 出 版 


#L, 1957, 1958). 
[3] Serre, J.- P., Lie algebras and Lie groups, Benjamin, 
1955. 


——— —— a a R 
Tort, tn o X | 


[4] Humphreys, J. E.. Linear algebrac groups, Sprmger, 

1975. A. JL Owun # 
LHE] 
参考 文献 

[A1] Bourbaki, N., Elements of mathermaties, Lie groupe 

and Lie algebra, Addison - Wesley, 1975 ( £ Ë É 

文 小 NAS W 


伴随 空间 [adjoint space ; compuxwennoe npocrpancrao], 
iati E 

H E E. 09 £ #k R Er pā Br E A BJ b Nk =s BJ E”. An 
# E Ë A 80 5 2 B]. 3 2 E 88 f e E` JE ERA 
{Hahn - Banach 1E Æ {Hahn - Banach theorem ) ), 313 E 
R 26 [3.882 E* 是 关于 范 数 


= up LL 
= 


的 Banach 空 向 .在 E" 上 有 鸯 种 常用 的 (通常 是 不 同 的 ) 
自然 拓扑 ; 由 这 个 范 数 定 必 的 强 托 扑 和 弱 * # fF. 
参考 文献 
[1] Paño, A. A. , BexropasE mpocrpagcrao. M.. 1962 
($ W K. Raikov, D. A., Vector spaces, Noordhoff, 
1965), B. H. Nowonocop #É 
【 补 注 ] 代替 术 语 伴随 空间 ,人 和 们 更 经 常 使 用 术语 对 
TE E] (dua] space) ， 五 上 的 弱 * 拓扑 (weak- * -topology ) 
是 F` 上 的 使 所 有 的 赋值 映射 (evalvation mapping ) f 
= fE (SEE, x = F) 连续 的 最 弱 的 拓扑 ， 
参考 文献 
[AT Schaefer, H. H., Topological vector spaces , Mami- 
lan, 1966. tah 译 


”伴随 曲面 [adjeint surface : 
HOCTh | 

与 给 定 湖面 X H Peterson 对 应 (Peterson correspo- 
ndenee) 的 曲面 Y, 3£ H 4 了 Y 上 的 滩 近 网 对 应 于 天 上 
具有 等 不 变量 的 共 秒 网 c， 反 之 亦 然 . 件 随 曲面 了 昆 
AKRE (rotation indicatrix), 反之 亦 然 . oi 
下 的 形变 的 一 个 主 基 ， 则 了 是 Bianchi 曲面 {Bianchi sur- 
face). 


HDHCOCJIHHeHHAy oaepX- 


H X Cmo Ë 沈 一 兵 译 


调节 法 [adjustment method ; yeTaHonvietm meron] 
一 种 求解 定常 阿 题 


Au = f (1) 


的 方法 .在 这 种 方法 中 , 解 u 被 着 作 吓 一 个 包含 同 A 
于 人 4 的 非 定常 发 展 方程 的 Cauchy 444 IB] Bë Æ r — o 
时 的 稳 态 极限 解 ( 见 Cauchy 问题 (Cauchy problem). 
这 一 发 展 方程 可 以 具有 如 下 形式 : 
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人 cd = f- Ault), (2) 
r=|1 
d'u = Huk, k=0, ,m—_1 


其 中 C, EH A r. `Ë uE “8 8 BB" 
im, a uu 的 存在 . 

调节 法 使 能 够 用 (2) 的 近似 求解 方法 来 构造 求解 方 
ADHAR BH (iteration aigorithm) ,对 非 定常 方 
程 人 2) 可 以 利用 一 个 稳定 且 收 襄 的 ， 对 + 进行 离散 化 
(差分 ) 的 方法 以 得 到 近似 解 ， 例 如 , S m =1 时 ,有 如 
下 形式 的 时 式 方 法 ; 

Ci ul +1) ulin) = f- Ault), 


T, 


"n 


其 中 ,=z, ,1 一 4, > 从 ， 这 种 方法 可 看 作 是 求解 方程 (1) 
的 一 种 选 代 算法 
C (nt — u") = Tif- Au"), 


A=0,i,..., 8 = um, 


其 中 C, 和 z, ea 8 fE E X #h OGE A ARE. 
ERAF C 的 形式 并 考虑 在 方程 (2) 中 关于 t 的 
不 同 的 离散 化 方法 ( 显 式 格式 、 隐 式 格 式 . 分 型 格式 
等 为 可 以 得 到 志 种 不 同业 型 的 求解 方程 (1) 的 选 代 算 
法 . 对 这 些 方法 ,方程 但 ) 成 为 算法 的 闭 包 (closure of 
a computational algorithm }. 
调节 法 的 推广 是 连续 方法 (对 参数 化 族 的 } (con- 
tinuation method (to a parameterized family )). 
参考 文献 
H] Baxpanoe, H.C., Turime MeroIE，2 a31., M., 1975 
(AHE: Bakhvalov, N. S., Numerical methods: ana- 
bsi, algebra, ordinary differential equations, Mir, 1977). 
[2] T'onyuop, C. K., PaGeapimii, B. C. , PAIHOCTHEE cxewter 2 
nn., M., 1977 (Hif £: Godunov, S. K. and Rya- 
ben'kii, V. S., The theory of difference schemes, North- 
Holland. 1964). 
[3] Mapayk , F. M., Jebena, B. H., Uacneunbg Menom B 
Topa penoa Heñrpougop, M., 1971. 
B. H. Jeera P 
【 补 往 】 WY Ok hi l tE (time -stepping me- 
thod ), 当 把 一 个 椭 贺 型 边 值 问题 看 作 是 一 个 ( 耗 散 的 ) 扫 
物 型 问题 的 定常 状态 时 ,这 种 时 则 步 进 法 (m =) W. 48 
非常 自然 [ 见 [A2]》， 由 于 周 有 的 { 数 慎 的 } 刚 性 ， 应 提 候 
使 用 隐 式 方法 ,如 BDF. 
通过 构造 一 个 稳定 的 力学 系统 使 其 平衡 状态 就 是 
所 要 达到 的 最 优 状态 ,还 可 以 将 类 似 的 思想 用 于 最 优化 
理论 .这 又 导出 [A3] 中 所 有 类 型 的 选 代 算法 
#* At 
[A1] Babuska, I. and Sobolev, S. L. , The optimization of 
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numerical processes, Appi. Mai. ,10 (1965}, 96—130. 
[AJ] Kubiek, M. and Hlavacek , V., Numencal solution of 
nonlinear boundary value problems with applications , 
Prientice - Hall, 1983. 
1A3] Razumikhin , B. S., Physical models and equilibrium 
methods in programming and economicas, Reidel, 1984. 
[54] Rheinboldt, W. C., Numerkal analysis of parametri- 
zed nonlinear equations, Wiley, 1986. irt W 


RAHE [adsorption ; aacopõnms ] 

Tki RIR Hk A AAE SS WS h IR B E. eA 
WiN, DE Bš fE AA E: ME Et rF HEE UR H E R S š H AA 35 
面 ， 吸附 作用 是 吸着 作用 的 一 种 特殊 情况 . 

PE EIERE R| 38 W B) wt B| 38 2y f dH T £ m H 0) E 
用 要 滞留 一 段 时 间 , PAE ES FF E] Eu zi: + IR Ei mÍ 198 W t 
WAEA E 了 和 压力 P， 然 后 被 吸附 物 分 子 离 开 
表面 ( 退 吸 ) .在 热力 学 平衡 和 分 子平 衡 条 性 下 , 吸附 率 
与 退 吸 率 相等 .吸附 剂 的 相对 压力 o= p ip, BAHE 
上 度 8=c ic,( 这 里 下 标 s 表 示 常 温 下 的 极限 巷 ) 之 同 的 关 

单 分 子 吸附 作用 的 Langmuir 方程 (Langmuir 
equation) 的 形式 是 ` 


@ 


_ 0 
 K(1-0O)' 
式 中 大 是 平衡 常数 , 它 近 似 描述 吸附 剂 和 被 吸 附 物 之 间 
的 相互 作 用 . . 
Brunauer 方程 ([1j) 8 8 Z HI + £ 2 TEHER 
附 剂 具有 均匀 表面 的 情况 ， 
Tomoa 经 验 公 式 ([2]) 广 泛 应 用 二 毛细 柱 : 
了 = AMmọ+), 
式 中 4 2 HB BE R HAAA ERA. 
参考 文献 
[1] Brunauer, $., Adsorption of gases and vapors, Prinoe- 
ton Univ. Press, 1943. 
[2] Tomon, B. A. , <W. tem. bua $. 1953, 23, 865. 


[3 Moem, B. B., Iipapoma amcop60aonmaux canm, M. - 


JI., 1952. 
[4 Boer, J. H. dœ , The dynamical charader of adsorption , 
Clarendon Press, 1968. A. B. Jibros E 
【 补 注 】 了 Brunauer - Emmett - Teller 方程 ,或 者 BET 
方程 ([A1]) 推 广 了 Langmuir 方程 .该 方程 假定 : 多 分 
子 吸 附 作用 中 每 一 层 均 服从 Langmuir 方程 ,该 方程 有 
若干 种 修正 形式 , 见 [A2]. 
Prr 
[AH] Brnmaver, $., Emmett, P, H., Teler, E., J. Amer. 
Chem . Şoc., 60 (1938), 309. 
[A2] Brunauer, S: , Copeland, L. E., Surface tenson, 
adsorption, in E. U. Condon, H. Odishaw teds.), 


Handbook of phys, Yol 2, McGraw - Hill, 1967. 
Chapt. 7. ZELE FERFE 


空气 动力 学 中 的 数学 问题 [aerodynamics , mathematical 
problems of; asDOHSHHSMHKH MTEMSTRYECMRE JAIAN | 

解 空气 动力 学 基本 方程 所 涉及 的 问题 ,这 些 方程 精 
确 地 描述 气态 介质 的 运动 规律 和 此 种 介质 同 在 其 中 运 
动 的 物体 之 问 的 相互 作用 方 -潮流 是 这 一 法 则 的 例外 ， 
因为 馈 今 为 止 ,尚未 建立 满意 的 庙 流 数学 模型 . 原则 上 
讲 , 可 以 用 有 关 方 程 的 数学 解 充分 完整 地 研究 没有 湾流 
或 测 流 可 以 忽略 的 过 程 , 解 这 些 方程 的 实际 可 能 性 同 理 
论 可 能 性 是 两 回 事 . 央 此 , 对 于 不 同类 型 的 空气 动力 学 
过 程 , 要 对 这 些 广 和 酸 的 各 项 进行 量 级 情 计 , 并 在 此 基础 
上 建立 简化 的 数学 模型 ,在 此 模型 中 已 忽略 完 整 的 空气 
动力 学 方程 组 中 的 一 个 或 一 个 以 上 的 “小 "项 .甚至 对 于 
这 样 的 简化 模型 也 只 能 在 最 简单 的 情况 下 求 得 解析 
解 , 因 而 在 空气 动力 学 的 实际 工作 中 广泛 采用 数值 方法 . 
由 于 采用 电子 计算 机 ,这些 方 法 已 经 很 流行 . 

根据 空气 动力 学 问题 所 涉及 的 方程 的 性 质 ,这 些 问 
题 林 分 为 由 大 类 : 

1) 理想 (元 粘性 和 无 热 侍 导 ) 流 体 空气 动力 学问 
题 “ 流 体 "一 词 在 本 文中 用 以 表示 液体 和 气体 ; 

2) 粘性 流体 空气 动力 学 问题 ， 

3) 辐射 气体 空气 动力 学 问题 ， 

4) 稀薄 气体 空气 动力 学 问题 . 

使 Reynolds $ (38 z ft PE JJ E 8 FE JJ 2 tt. ËJ E 
级 ?无 限 增加 ,可 以 从 一 般 方程 得 到 理想 流体 方程 ， 

在 飞机 . 火箭 应 用 空气 动力 学 和 船舱 流 恢 动力 学 的 
大 多 数 问 题 中 , Reynolds 数 非常 之 太 (0° — 10"), 
以 致 在 这 种 条 件 下 理想 流体 模型 可 以 精确 惠 描 述 物 体 
周 辣 的 流动 过 程 ,但 是 边界 层 区 域 除外 .理想 流体 空气 
动力 学 方程 是 : 


dY Z y 
Py TPE Vp 
(运动 方程 ); 
SP yp div V = 0 
(连续 性 方程 ); 
djy =- -div Vy 
Pala +U | = alg V)—div(p V) 


MERTEN E) .此 处 Y 是 速度 向 量 , p 是 密度 , p EE 
J.e REDMER, U 是 内 能 .对 于 所 求 的 沙 数 , 这 是 
一 个 一 阶 方程 组 . 这 一 点 对 于 发 生化 学 反应 的 气体 泥 
合 物 也 是 对 的 ,此 时 混合 物 各 组 分 的 传递 方程 加 入 前 面 
的 方程 组 中 , 而 化 党 反应 生成 的 热量 则 加 到 能 其 方程 
中 去 ， 
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从 理想 流体 模型 可 以 导出 许多 简化 模型 ,其 中 最 重 
要 的 是 没有 重量 的 流体 模型 和 不 可 压缩 流体 模型 ,前 者 
是 Froude 数 无 限 增 大 时 一 般 模 型 的 极限 情况 ; Froude 
Wr R IREE J s 12 HU BL 3 . 当 此 模型 应 用 于 飞机 
# K W BJ = “Ç 3 JJ S I) EN PP (Froude 数 的 量 级 为 
102 一 10°), 它 是 很 精确 的 ， 然 而 , 在 船舶 流体 动力 学 
问题 中 重力 变 得 重要 ,在 气象 学 应 用 中 更 是 如 此 (Froude 
数 的 量 级 <l). 

设 p 二 常数 ,可 以 从 --- 般 方程 组 得 到 不 可 压缩 流体 
方程 . 当 Mach 数 (流体 介质 中 的 特征 速度 与 特征 声速 
之 比 ) 赵 近 于 零 时 ,可 以 得 到 这 种 形式 的 运动 方程 .在 一 
般 情 况 下 这 是 不 真实 的 ,只 有 当 Froude 数 关 1 (BH Ma 
< Fr.) ,以 及 拟定 常 过 程 的 Strouhal 数 ( 液 体 或 气体 的 
不 定常 运动 的 相似 准则 ) 的 量 维 所 1 时 ,不 可 压缩 流体 
HETRE. 

不 可 压缩 流体 模型 是 最 简单 的 模型 , EER E h 
个 方程 组 可 以 简化 为 一 个 速度 执 (vap =V) Laplace 
方程 ,然而 ,只 有 在 没有 重量 的 流体 的 平面 平行 运动 和 
绕 旋 转 体 的 轴 对 称 运 动情 况 中 ,空气 动力 学 问题 的 求解 
才能 转化 为 经 典 势 流 理 论 问 题 ， 

给 定 物体 形状 的 绕 流 问题 可 用 球 典 的 共 形 变换 
AERE. Prha TARER H Laplace 方程 的 外 
部 Neumann 问题 的 经 典 解 确定 ,由 于 这 些 癌 感 ( 丑 齐 
面 和 机 身 的 特性 的 确定 ) 具 有 重要 的 实际 意义 , 己 经 研 
究 出 许多 解法 ,它们 异 助 比较 简单 的 计算 可 以 获得 满意 
的 精确 度 , 当 热 ,如 果 采 用 电子 计算 机 ,就 没有 必要 应 用 
这 些 方 法 , 因为 解 这 些 问题 的 精确 数 导 方法 是 汁 算数 学 
中 最 简单 的 问题 . 

在 空间 情况 下 速度 势 的 Neumann 问题 的 形式 
解 ,只 在 很 特殊 的 情况 下 才 对 应 于 流动 物理 图景 .在 粘 
性 流 栖 中 物体 后 面 有 一 个 褒 旋 尾 迹 相 随 . 当 Reynolds 
数 增 大 时 , 这 一 尾 迹 变 薄 ( 对 于 元 分 离线 流 }, 并 且 在 极 
限 情 况 下 它 变 成 一 个 无 限 薄 的 涡 面 , 其 祸 层 强度 只 有 在 特 
吻 情 况 下 { 恒 如 平面 平行 运动 情况 } 才 为 零 . 因 此 ,流动 
区 具 帝 不 连续 速度 势 的 问题 表示 不 可 压缩 流体 的 真实 
室 间 问题 .这 种 不 连续 面 的 位 置 并 不 知道 ,因此 , 当 流 动 
中 存在 速度 势 的 不 连续 面 时 , 空间 物体 的 精确 绕 流 问题 
是 很 复杂 的 非 线 性 问题 .只 有 在 线性 近似 中 , 即 当 假 定 
有 绕 流 的 物体 对 基本 主流 形成 小 拢 动 时 (ab T ñ g 
R) ,这 一 问题 才能 求解 .在 这 种 情况 王 况 而 可 视 为 水 平 
面 ,并 且 可 以 假定 : 速度 势 沿 流 动 方向 有 一 常数 间断 - 速 
度 势 的 法 向 导 表 在 物 址 的 失 影 咖 上 给 出 . 杠 据 这 些 假设 
已 经 求 得 一 些 解析 解 { 对 于 图 形 机 姻 和 辆 加 形 机 到 ) .对 
于 其 他 形状 机 可 有 一 些 数值 方法 用 以 解 此 问题 , 并 月 使 
求解 上 作 大 为 简化 ( 见 机 观 理 论 (wing theory)) . 

水 反 重 流体 问题 的 主要 困难 是 , P PH Il PË BF Ska 
界 条 件 是 非 线性 的 .仅仅 对 泪 浪 理论 的 平面 问题 已 经 求 


得 精确 解 .关上 有 限 让 幅 的 空间 波浪 问题 设 有 什么 进 
展 . 另 一 方面 .大 量 线性 化 (小 波幅 ?问题 已 经 解决 .船舶 
运动 的 被 组 实际 上 是 基于 线性 理论 计算 的 ， 

制造 近 声 速 和 趟 声速 发 机 的 可 能 性, 对 于 可 上 压缩 
流体 空气 动力 学 问题 的 研究 起 过 促进 作用 . 亚 声速 . 跨 
声速 和 超声 速 所 涉及 的 问题 是 以 本 质 上 不 同 的 方法 进 
行 处 理 的 .在 亚 声 速 范围 内 空气 动力 学 方程 为 椭圆 型 ， 
其 解 同 不 可 庄 缩 流动 所 求 得 的 解 定性 地 相似 

在 可 压 党 流体 空气 动力 学 研究 的 第 一 防 段 , 主要 研 
究 可 压缩 性 对 有 绕 流 的 物体 的 空气 动力 特性 的 影响 , 所 
有 这 些 方 法 都 对 于 未 扰动 流动 的 速度 作 了 某 种 线性 
化 . Xpan 方法 基 一 个 例外 , 它 可 以 求 得 亚 声 速 


”空气 动力 学 方程 的 精确 解 ,尽管 求解 是 对 预先 不 知道 形 


状 的 物体 进行 的 . 

实际 上 , 亚 衣 速 空气 动力 学 问题 所 过 到 的 困难 同 研 
究 不 可 压缩 流体 时 所 如 到 的 困难 基 相 同 的 .对 于 平面 平 
行 流动 和 轴 对 称 流动 问题 ,可 用 数值 方法 很 易 求解 ( 见 积 
分 关系 式 法 (integral - relation method: 调节 法 (ad- 
justment method) ) , 在 有 不 连续 速度 势 的 空间 流动 情 
训 下 ,只 能 对 线性 化 方程 求解 .通过 初等 变换 这 些 方程 
可 以 化 为 不 可 压缩 流体 方程 ,其 中 边界 条 件 和 不 连续 面 
工 的 条 件 同 不 可 压缩 流体 的 一 样 . 

从 数学 ,包括 计算 数学 的 观点 来 看 , 跨 声 速 空气 动 
力学 镭 城 是 最 难 研究 的 .上 找平 总 是 以 激 泪 而 告终 的 局 部 
超声 速 (抛物 型 ) 区 的 存在 , 排除 任何 解析 近似 的 可 能 
性 ,此 外 ,这 些 问 题 显 示 出 椭圆 型 方程 的 主要 上 峡 
点 任何 特定 拢 动 的 效应 都 在 整个 空间 传播 . 解 跨 
店 速 空气 动力 党 问题 最 合适 的 方法 是 调节 法 ,这 种 方法 
求解 的 是 木 定常 空气 动力 学 问题 (从 任意 初始 状态 出 
发 ,而 当时 间 赵 于 无 穷 太 时 ,不 定常 问题 的 极限 解 就 是 
物 体 的 跨 声 速 综 流 的 定常 问题 的 解 ,这 个 方法 工作 量 很 
大 ,但 是 ,如 果 彩 用 电子 计算 机 , 它 是 很 适用 的 . 

研究 趟 声速 空气 动力 学 的 数学 方法 可 以 分 为 三 
类 : 

1) 纯 想 声 速 流 ; 

2) 形成 局 部 亚 声 速 区 的 混合 流 ; 

3) 气体 中 发 生化 学 反应 的 高 温 高 超声 速 流 . 

在 更 高 的 速度 , 因而 更 高 的 温度 下 ,气体 发 生 离 
解 ,并 且 辐 射 过 程 变 得 重要 .可 以 说 ,高 超声 速 空气 动力 
学 的 这 一 部 分 形成 一 个 单独 的 领域 ,因为 所 涉及 的 数学 
问题 同 “透明 " 气 体 情况 下 的 问题 很 不 相同 . 

纯 超 声速 流 问 题 已 经 研究 得 最 彻 麻 ,提出 的 数值 方 
法 有 特征 线 方法 .有 限 差分 方法 和 半 特 征 线 方法 .利用 
这 些 方 法 ,不 仪 对 平面 平行 流 或 轴 对 称 流 ,而 刁 对 空间 
流 , 可 以 求 得 比较 简单 的 解 .超声 速 流 的 线性 理论 也 已 
经 研究 得 很 透彻 ,对 于 许多 实际 问题 可 以 得 到 解析 解 . 
由 于 出 现 弱 激流 ,这 些 问 题 可 能 稍为 复杂 一 点 .但 基 这 
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些 困难 是 计算 方面 的 ,不 是 原理 性 的 . 

实际 地 讲 , 这 些 问 题 限 于 尖 头 物体 绕 流 和 内 部 空气 
动力 学 问题 (发 动机 喷 管 计算 ) .然而 ,如 果 超 声速 速度 
很 高 , 尖 头 物体 不 能 采用 ( 尖 头 会 烧 蚀 ), 局 部 亚 声 速 流 
总 是 会 在 钝 头 附近 出 现 . 算 好 这 一 区 域 之 后 ,其 余 流 动 
《 纯 超 声速 流动 ) 用 超声 速 空 气动 力学 方法 计算 . 

同 跨 声速 流 的 空气 动力 学 问题 比较 , 有 局 部 亚 声 速 
区 (甚至 此 区 是 混合 型 的 ) 的 超声 速 空气 动力 学 问题 的 
忧 点 在 于 :此 区 通常 是 钝 头 附近 的 有 界 的 狭 窑 范 围 .这 
就 是 为 什么 计算 局 部 亚 声 速 区 时 有 可 能 发 展 有 效 的 数 
值 方法 (积分 关系 式 法 、 反 问题 片 法 、 调 理 法 ) , 然而 , 应 
该 指出 , 直到 写 稿 时 (1977) 为止 ,对 这 些 问题 从 来 没有 
进行 过 严格 的 数学 上 的 研究 .也 没有 证 明 它们 的 解 是 存 
在 与 唯 的 ,因此 ,数值 计算 方法 是 在 以 下 假设 基础 上 
发 展 起 来 的 : 当 从 亚 声速 区 过 小 到 超声 速 区 时 .速度 和 如 
速度 的 连续 条 件 保 证 有 物理 土 现实 的 解 存在 .这 一 假设 
AEE MEHA ARER. 

到 此 为 止 , 站 中 所 说 的 是 先 计 算 局 部 亚 声速 区 (tu 
155 IE PY PJIP YE B82F), GAMERE AAE 
计算 流动 . 

还 有 男 一 类 有 基线 薄 物 体 的 高 超声 速 流 问题 ( 并 
始 发 生化 学 反应 以 前 ) , 注 物 体 的 高 超声 速 绕 流 ( 印 形 区 
除外 ) 的 特征 是 ; 没 主 流 的 速度 分 量变 化 小 .根据 这 -- 事 
实 , 可 以 简化 方程 , 以 致 形状 已 定 的 莫 物 体 的 线 流 问 题 
(在 平面 流动 和 轴 对 称 流动 情况 中 } 变 成 同一 维 定常 流 
动 问题 一 样 .用 此 方法 已 经 得 到 商 超声 速 流 的 许多 重要 
的 定性 特性 ,并 且 建 立 了 近 筷 的 相似 律 .这 些 结果 在 分 
析 数 值 计 算 晤 果 时 得 到 了 广汉 的 应 用 ,以 致 在 很 广 的 
Mach 数 和 物体 几何 参数 范围 内 ,这 些 数 值 计算 结果 化 
为 很 易 竣 的 美 系 式 ， 

美 于 发 生化 学 反应 的 气体 的 空气 动力 学 问题 ,要 联 
立 解 运动 方程 和 化 学 动 访 学 方程 .虽然 所 得 到 的 方程 组 
更 加 复杂 ,但 是 求解 所 用 的 数值 方法 却 同 理想 气体 空气 
动力 学 中 的 方法 基本 相同 ,所 不 同 的 是 ,让 算 芋 要 多 得 
多 .在 实际 工作 中 这 样 的 计算 做 得 很 多 ,而 且 由 于 在 此 
温度 范围 内 风 泣 不 能 模拟 自然 条 件 , 高 超声 速 TR 
空气 动力 特性 主要 摹 数 值 方 法 求 得 . 

粘性 流体 理论 的 主要 方向 有 两 个 : 帖 性 流体 的 完整 
方程 (Naver -Stokes 方程 (Navier - Stokes equa- 
tions)) 理 论 和 边界 展 理 论 (boundary - layer theory). 
边界 层 方程 是 Navier - Stokes 方程 在 物体 边界 附近 
的 渐 近 展开 式 的 主 项 ,流体 质点 完全 地 或 部 分 地 粘着 于 
物体 边界 , 正 是 这 一 事实 严重 十 扰 了 有 绕 流 的 物体 表面 
附近 的 理想 流体 的 解 .边界 层 方 程 的 误差 的 量 级 是 
1 Re . 这 表明 ,边界 层 埋 论 仪 仅 对 大 Reynolds 数 成 
芯 , 同 时 只 在 平滑 的 无 分 离 绕 流 区 域 中 成 立 ,尽管 边界 层 
方程 包括 粘性 应 力 的 所 有 主 项 ， 但 是 它们 的 数学 结构 


简单 得 多 .虽然 完整 方程 是 椭圆 型 ,边界 层 方程 都 是 抛 
物 线 型 ,其 特征 线 沿 物体 表面 的 法 线 方 向 .所 以 ,可 以 
“这 层 " 计 算 , 即 从 这 界 层 的 一 公 削 而 到 另 一 前 面 进行 计 
算 , 不 管 两 剖面 之 间 的 区 域 以 外 的 条 件 如 何 . 

因为 边界 层 理论 具有 重要 的 实际 意义 (计算 阻力 . 
表面 光度 .在 高 超声 速 飞行 条 件 下 物体 表面 的 破坏 速 
率 ) ,结果 研究 出 许 包 近似 方法 来 进行 这 样 一 些 计算 【Po- 
hihausen 法 ,Keown - JIoirixH mi 2 # 82 等). 然 
而 ,如果 采用 电子 计算 机 ,所 有 这 些 近 似 方 法 都 成 为 凶 
余 的 了 ,因为 求 边界 层 方 程 的 精确 数值 解 没 有 困难 , 其 
至 在 发 生化 学 反应 的 高 温 气 体 这 种 困难 情况 下 , 也 是 如 
此 .数值 计算 程序 可 以 这 样 安排 :每 一 步 这 个 方程 组 都 
可 对 工 变 量 ( 沿 物体 表面 切 向 ) 分 裂 成 一 些 分 次 的 二 阶 
微分 专程 .从 计算 观战 来 看 ,这 是 大 有 好 处 的 . 

上 面 所 讲 的 方法 适用 于 平面 平行 流 和 轴 对 称 流 . 三 
维 边 尝 层 结 村 更 加 复杂 .三 维 边界 层 方程 本 身 随 有 绕 流 
的 物体 几何 形状 发 生 显著 变化 .三 维 边界 层 的 计算 方法 
的 发 展 差 得 多 ,部 分 原因 是 实际 工作 中 经 常 采用 平面 截 
面 计 算 ,虽然 这 样 做 缺 簿 理论 根据 ,但 是 通常 都 能 得 到 
是 侣 精确 的 结果 . 解 精确 的 三 维 边界 层 方 程 原则 上 没有 
什么 困难 . 

除了 少数 能 得 到 解析 解 的 特殊 情况 外 , 由 于 采用 电 
子 计算 机 , 发 展 了 一 些 解 粘 性 流体 完整 方程 组 的 方法 . 
解 这 样 的 方程 的 主要 困难 是 : 方程 是 高 阶 的 ,而 且 影 响 
区 无 界 .在 最 简单 的 其 有 常 粘性 系数 的 粘性 不 可 压 弟 流 
体 的 定常 运动 情况 中 ,有 人 得 到 关子 流 函 数 业 和 速度 族 
度 忆 的 两 个 二 阶 方程 的 方程 组 . 它 科 可 以 写成 如 下 无 量 
网 形式 : 

dy Qo dy dw 
Aa = laee aae 
Àu = o, 

BEUR EEAS ARAHAN y= 常数 ， 
BfBn =0. 只 有 通过 某 种 选 代 过 程 才能 解 这 个 四 阶 非 
线性 方程 组 . 选 代 过 程 是 这 样 安排 的 :每 一 迭代 步 可 以 
得 到 分 离 的 速度 旋 度 方程 和 流 画 数 方程 .不 仅 方程 是 分 
离 的 ,而 且 边 界 条 件 也 发 生 这 样 的 分 离 .天 昆 , 选 定理 想 
流体 方程 的 解 作为 一 次 近似 ,可 以 得 到 如 下 的 -组 秋 
ft: 

Aw, +1 —2 


dx Bx ax 


QO + 1 = dP, da, de, Bay, 
3 ax ax gy 


Antl = rals 


物体 边界 上 的 边界 条 性 是 


Ýn 二 常数 n+ = a ie 
da 


式 中 9 一 多-). 这 表明 ,得 到 了 分 离 的 旋 度 和 流 函 数 方 


ar aaa 


程 组 的 证 士 ]) 次 近似 ,也 可 用 调整 法 以 类 似 的 方式 求 
解 .不 过 ,在 这 种 情况 下 不 需要 取 真 实 的 不 定常 方程 
组 ,而 可 考虑 如 下 抛物 型 启程 组 : 


do _ AQ GLi dw _ Əg do 
H dy Ox dx Ə | 
C 
=< = ÀV o, 
当做 数值 计算 时 , 这 个 方程 组 用 起 来 更 加 方便 . 
关于 物体 的 烙 性 绕 流 问题 ,不 仅 是 发 展 计 算 方 法 
HAWAA - 些 基本 问题 的 研究 .例如 ,在 天 Reynolds 
数 十 (如 圆柱 绕 流 情 说 ) 吕 否 存 在 定常 解 还 不 清楚 . 数 
值 方 法 可 以 和 给 出 及 eynaolds 数 在 儿 百 以 下 的 请 意 的 解 ， 
HÆ, 5 Reynolds 超过 这 些 值 时 , 数值 计算 不 再 收 北 ， 
辑 射 气 体 和 稀薄 气 昼 的 空气 动力 掌 问题 ,位 促 在 一 
些 最 简单 的 情况 下 得 到 了 解决 . 然 向 ,由 于 这 些 问题 (在 
这 两 个 领域 内 ) 且 有 重要 的 实际 意 尽 ,已 经 提出 了 有 关 
现象 的 数学 模型 .这 样 一 些 模型 ( 辑 射 气 体 理 论 中 的 其 
色 辐 射 模 型 ,弥散 辐射 模型 , 稀薄 气体 理论 中 的 Crook 
模型 ) 通 常 不 是 完整 方程 的 极 眼 情况 , 仅仅 是 完整 方程 
所 描述 的 关系 的 定性 反映, 解 这 些 问 题 的 计算 工作 最 非 
常 之 大 ,这 些 问题 的 解决 取决 于 电子 计算 机 效能 的 所 
商 . 
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fh M CS 38 [affine algebraic set ; a 中 oe ammefiparae- 
CKOE MHONECTEO], 仿 射 代数 上 JE (affiçe algebraic k - set) 
给 定 的 代数 方 释 组 的 解 集 ， 设 上 是 一 个 域 , 天 是 
它 的 代数 闭 包 .，Descartes K” fJ FE X Pk tti BHN 
Ë k 3 (affine algebraic k -set)， 如 果 它 的 点 是 多 项 
式 环 (ring of Polynomjals) 大 [了 ] = 大 [五 ，…， T.] 的 某 
TIES 002 kR s. kIT ,TT] 中 在 下 上 等 于 0 的 
所 有 多 项 式 的 集 %x 构 成 一 个 理想 , 称 为 仿 射 代数 天 集 
的 理想 (ideal of affine algebraic K - set). 理想 Art 
hi SERERE 1(5) 的 根基， 即 对 某 个 自然 数 m 有 
JEI RKE ERIT, …， 了 的 集合 等 同 
(Hilbert 零点 定理 (Hilbert Nullstellensatz); 见 Hilbert 
定理 (Hilbert “theorem) 3). 两 个 仿 射 代数 集 X 和 
了 相等 当 且 仅 当 入 x =A, AIAR X T h A 的 


生成 元 系 定 兴 ， 特 别 地 ,任何 仿 射 代数 集 可 由 有 限 个 多 
项 式 (fa o fO Ek[T] 定义 . PRAS = A=0 
称 为 仿 射 代数 集 X H y (equations of the affine al- 
Bebraic set). K" 的 仿 射 代数 集 关 于 交 与 并 的 运算 构成 
一 个 格 . 交 瑟 作 Y 的 理想 等 于 它们 的 理想 之 和 a. 十 名;， 
HA XY 的 理想 是 它们 的 理想 的 交 半 x 门 半 y. RAR 
EERE. TARK 上 仿 射 空间 (affine space over 


* " * " a 


the field), in 39 A'; 它 对 应 蔷 零 理想 ， 扣 的 空 于 集 也 是 
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具有 单位 理想 的 仿 射 代数 集 ， W 3Fk[X| = k[T] W, 称 
为 下 的 坐标 环 (ooordinate ring). Ë S F X E k iE WI 
HR, 即 有 下 述 性 质 的 kK 了 :于 一 天 的 环 : 存 
在 多 项 式 Fek[T], 使 得 对 所 有 xEX, f(x)=F(x). 仿 射 
代数 集 称 为 不 可 约 的 (irreducible) , 如 果 它 不 是 两 个 仿 
射 代数 真子 集 的 并 ,其 等 价 定义 就 是 Y, JAAM. T 
可 的 仿 射 代数 集 与 射影 代数 集 是 古典 代数 几何 学 的 研 
究 对 象 ， EMAR BADR PE Aa BR k L N fy AY AS RAR (aine 


. . . 4. 


riety) {2È k $). y R FOE ATHE NEAN. tb 
射 代数 子 集 是 这 个 拓扑 (Zariski 拓扑 (Zariski topo- 
Jogy)) 的 团子 集 ， 仿 射 代数 集 是 不 可 约 的 当 且 入 当 
它 作 为 拓扑 空间 不 可 约 ， 仿 射 代 数 集 概念 的 进一步 发 
展 就 引出 了 仿 射 入 (affine variety) 和 仿 射 概 形 (affine 
scheme) ARA. 

$x 

[1] Zariski. O. and Samuel, P. 
Springer, 1975. 

[2] Wapapemmy, H. P, , Ocuoppi anreGpansecroi reOMETpHH, 
M.. 1972 (W4: Shafarevich, 1. R , Basic algebraic 
geometry, Springer, 1977}. 

[3] Hartshorne, R., Algebraic peometry, Springer, 1977. 

H.B JHomaswsmg, B. A. Fonn PE 
[ 补 注 】 一 个 拓扑 空间 称 为 不 可 约 的 , 如 果 它 不 是 两 
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仿 射 联结 [affine connection ; adbdannan csuanoer ] 
光滑 流 形 村 上 的 一 种 微分 - 几何 结构 diferen- 
tial - geometric structure), WEE TF M 的 光滑 纤维 外 五 
以 n 维 仿 射 空间 ,m=dim M ) 为 其 典型 纤维 时 ， 流 
形 上 的 一 类 特殊 联络 ( 见 流 形 上 的 联结 (connections on 
a manifold)). 这 种 五 的 结构 使 得 在 每 点 x € M 指定 
一 个 仿 射 空间 (4.),.， 它 与 中 心 仿 射 切 字 间 T. M) Të 
同 ， 在 仿 射 联络 下 ， 超 点 为 如 的 每 条 光滑 曲线 工 EM 
和 和 其 上 每 点 x, Sh ih — 4" fh SER 8 (A), — (A.), EM E 
如 下 所 述 的 条 件 . 设 M 由 坐标 邻 域 覆盖 , 使 每 个 坐标 
邻 域 都 有 一 个 (4 内 的 光滑 仿 射 标 昧 场 . 这些 标 架 的 
原点 与 x 重 合 ( 即 给 定 了 nm 个 光滑 向 是 场 ， 它 们 在 区 域 
的 每 点 x 是 线性 独立 的 ) ， 我 们 的 要 求 是 ， 当 上 0, 
x, L SIB x, BF, B&A (4). 一 (A ATRAE E 
上 映射， 并且 它 与 恒 同 映射 的 偏差 的 主要 部 分 关于 某 个 


标 轩 可 由 下 列 线 性 微分 形式 组 来 定义 ; 
e = [l dx*, det |T% 0, 
t = Tia. ü) 


AE, AFAMA), — (A)... # x, 00 b 3E 88 R tH 
(A.),, tF ë 89 4 3k 38 elo QOt +e (D| H š fü n 4 Ë R 


e [ór ron Atat MHR, ech X É: L # x, 的 切 向 
量 ， 且 
an) . S) 


lim — = 0, im —— = 0 
=u f rO f 


具有 仿 射 联络 的 流 形 M 称 为 仿 射 联络 空间 (space 
with an affine connection). 当 标 架 场 在 任 -- 点 xe M 
的 标 架 按 公 式 e =4/e，e= 肖 人 变换 时 , 即 在 原点 为 
的 切 空间 (A). q. 3R RECEP E FE ET EE DA P 的 任意 
ARH. ERRETA PEHI ERARE: 


e 人 A; uy, 
w! = AL dAk + AKA! ok, (2 
而 2 形式 
Q = dw tw, Ao, 
o = do, + wh At, G) 
作 如 下 变换 : 


Q = Ag, Q 


其 中 总 Rio; E (222 (309 r PEP. 方程 (3) 称 为 
M 上 仿 射 联络 的 鱼 构 方程 {structure equations)， 这 
里 ， 方 程 的 左边 (所 谓 的 挠 率 形式 D' 和 曲率 形式 0 ) 
是 半 基 ( 见 挤 率 形式 (torion form); 曲率 形式 {curva- 
ture form))， 凤 它们 是 at A oo 的 线性 组 合 : 


1 
Y = 5h Ao, 


= AL Al g, 


l L. 1 (4) 
Q = g Rue Aw. 
XE P L HNW E p 8 G) (其 左边 有 (4) 的 形状 }) 的 1 
形式 种 和 mm, 全 体 确 定 了 M 上 的 某 个 仿 射 联络 ， 对 于 
一 曲线 LEM, Bh 3 (Ay. 一 《du 可 姑 下 得 出 .在昌 
线 工 的 起 点 各 的 坐标 邻 域内 选取 一 光滑 标 胃 场 ， 并 且 
标 架 在 点 x, HIREA FADER x), aty 


du = (o'k a (x())u, 
. (5) 
du, = (W ha An 
它 满足 初始 条 件 4 人 0)=0, u (0e, 其 中 x= e j BI 
线 工 的 定义 方程 . 在 (4 内， 以 x 为 原点 的 位 置 向 
M x 的 端点 的 轨迹 就 是 周知 的 上 的 展开 (develop- 
ment). TIE BEA RARR HIERIE o= dx'; 于 是 
=Thdx*， 在 坐标 仔 域 的 相交 部 分 ，dx" = (xx) 
o, BA = Bx laxi, B 


dxi dx axt Phx o 


k Bx’ gxt dxt f axax Ax! 
Si = Ti ry, 四 
ar ar, | 
5 = 3 +I; I TI. 


Aira ° wi ban 


XES 彻 Rh 分 别 是 M 上 仿 射 联络 的 挠 率 张 剖 
{torsion tensor) Mih EWE curvature tensor). M 上 
来 定义， 合 二 全 人 
来 定义 ， 人 EIRA 


affine connection). 把 
w = dx’, a, = P, dx* 


代入 (5)， 藉 助 它 便 得 映射 (4,)、. 
车 在 点 的 基 个 邻 域内 给 定 一 向 量 场 X=—¿'e,, Bl 


当 (djz, 一 (4 时， 向 量 X, W B A 8 F (xe (O) 
(EF (eH EFEM (S) E). 它 在 (4 中 0 时 
的 微分 : 


(dë + Ewe, = ier, sare 
称 为 向 量 场 六 关于 给 定 仿 射 联络 的 共 变 微分 {covariant 
differential) .这 里 

ve = tT, 
构成 一 张 量 场 ， 称 为 场 夺 =ee 的 共 变 导数 (covariant 


derivative) ， 若 给 定 第 二 个 向 量 场 了 =we,, WJ X W Y 
方向 的 共 变 导 数 定 多 为 


Vy YX = T V te, 
它 关 于 全 标 架 场 也 可 由 下 式 定义 ; 
(yA) = Ye'(X) Hwi YX). 


M 上 的 “个 仿 射 联络 也 可 用 双 线 性 算 了 六 来 定义 ， 


T*S T i XAY, 指定 一 个 向 量 场 叹 半 并 且 ， 


具有 性 质 : 
V (AY TEA Via X — fv yx, 


其 中 ff 是 好 上 的 光滑 函数 . 这 些 定义 之 间 的 关系 可 由 
公式 We Tre 来 体现 ,其 中 {e,} 是 标 架 场 . baku 
场 和 曲率 张 量 场 
SIX. Y) = Supne T WX, Pe. 
ROYZ = (Rigy ie, = RUX, Yj (Z)e, 
HATFÈAREN: 
S(X. Y) = V eY: VX —[X. Y]. 
RIX, Y) = YV’ Z-V; VZ- V K 
Ai X 30 BB SR LE PIT (parallel), 
V. = 0 关于 上 恒 成 立 ， MELE 
dt tEw = Ü, 
Ffr a EN i E E b, 张 量 ) 在 仿 身 
联络 下 的 平行 位 物 (parallel displacement), ERR 


” 线 ， 则 称 工 为 测 地 线 (geodesic line); 
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H BE (Arde, 一 (和 4), 定义 的 切 向 景 空间 的 线性 映射 
T.(M) 一 工 ,UM)， 在 这 个 意义 下 ， 任 一 信 射 联结 生成 
MER -个 线性 联络 (linear connection). 

在 给 定 的 仿 射 联络 下 ， 若 一 条 曲线 鞋 WE JF E É 
换言之 ， 经 过 
适当 的 参数 化 , LBR xG L AAE FET 
的 ， 在 局 部 坐标 系 下 ， 测 地 线 由 下 列 方程 组 确定 : 

di x' dx! dx" _ 
di? + KO dr 
过 每 点 漆 每 个 方向 都 有 一 条 测 地 线 ， 

M CAIRR SACEM PRENERA 
HH i 3] bn 38 + #F 8: D, EREA Z E E S - - =H Bz 
关系 ， 起 点 和 终点 均 为 x 的 闭 曲 线 对 应 仿 射 变换 CA). 
~ (A), ,它们 构成 已 给 优 射 联络 的 非 齐 次 和 乐 群 
{holonomy group). 对 应 的 线性 自 同 构 工 M4) 一 TAM) 
构成 齐 次 和 乐 群 ， 根 括 和 乐 定理 (holonomy theo- 
rem)， 这 些 群 的 Lie 代数 由 拨 率 2 形式 Q' 和 曲率 2 JÉ 
A Q JEN. EA M E Bianchi 恒 等 式 (Bianchi 
identities) 


dY = YA m AS. 
d = QAQ ol ARE 


特别 当 吕 =0 时 ， 芭 对 于 无 挠 的 仿 射 联结， 这 些 恒 等 
式 就 化 为 ; 


Riu t+ Rk, +R; 一 0, 
Va Ru: + V Ria + V R; = 0. 


优 射 联络 的 概念 在 1917 年 出 现 于 Riemann 几何 
中 【以 Levi Civita 联络 {Levi - Civita connection ] 的 形 
式 ); 在 1918 — 1924 年 期 间 ， 由 于 H. Wey ([1]) A 
E. Cartan ([2]) J T£, TEA T yh 0 S w . 
参考 文献 
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[ 补 注 】 代替 文献 [3Aj, [3B], HE4 A1]. 常用 的 较 
新 英文 参考 文献 是 [A2] 和 [A3]. 
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E a xt 
[A1] Lichnerowicz, A. , Théorie globale des connexions et des 
groups d: holonomie, Cremonese, 1955. 


[A2] Kobayashi, S. and Nomizu, K., Foundations d diferen- 


tal geometry, 1, Wiley (interscience), 1963 
[A3] Stemberg, S , Lectures on diferential geomety, Pren- 
tice - Hall, 1964. 就 一 兵 译 peH t 


仿 射 标 架 [ affine coordinate frame ; adebuuursni penep] 
n 维 仿 射 空间 加 的 nn 个 线性 无 关 癌 量 &(i=1,…n} 
和 一 点 口 的 集合 ， 这 个 点 0 称 为 原点 ， 问 量 e 称 为 标 
Bm. ERHET., EHM En TRE 
X — Rx, CURTHA 51 8 OM X: T + B IP! 8 
的 分 解 式 : OM =x ORAHE). 两 个 具体 的 仿 射 标 
架 可 确定 空间 A, 中 的 唯一 的 一 个 把 第 一 个 标 架 变换 成 
第 二 个 标 架 的 仿 射 变 换 ( 亦 见 仿 射 坐标 系 (affine 
coordinate system)})). A TL upoo 所 
HEI 一 个 等 价 的 且 更 为 有 用 的 定义 如 下 .n 维 仿 射 
空间 的 一 -个 仿 射 标 架 是 +1 个 点 P, P 的 集合 ， 这 
些 点 在 仿 射 意义 下 是 线性 无 闫 的 ， 即 向 量 P. P (i=1;:-', 
在 对 应 的 向 量 空间 中 是 线性 无 关 的 ， 定 义 中 向 量 @ 
的 独立 性 应 理解 为 在 对 应 向 量 空间 中 的 独立 性 ， 
参考 文献 


[A1] Snapper, E. and Troyer, R. J., Metric affine geometry, 
Academic Press, 1971. 杨 B. E h. RRR 译 


t se ka Sk [affine coordinate system ; a 中 中 ean cucre- 
Ma KOOpAMHAT | 
仿 射 空间 (affine space} 中 的 一 个 直线 坐标 系 . 

平面 上 的 一 个 仿 射 坐标 系 由 一 对 不 共 线 的 有 序 向 量 e, 
es( 一 个 仿 射 基 (affine basis)) 和 一 点 OERE 
(coordinate origin)) 来 定义 . 通过 原点 O 旦 平行 于 基 
向 量 的 直线 称 为 坐标 轴 (coordinate axes). 向 量 e,, e, 
规定 了 坐标 轴 的 正 向 ， 平行 于 向 量 & 的 轴 称 为 模 轴 
(abscissa axis), ü Yr T FPL HL e, 的 轴 称 为 纵 轴 
{ordinate axis). 
nate) 由 一 对 有 序数 (xy) P iB, 它们 是 向 量 OM 关于 
基 向 量 分 解 的 系数 : 


OM = xë tye 


8 — TS 38 x SK 3 M I) 388 sP bx abscissa), 
称 为 M 的 纵 坐标 (ordinate) . 
三 维 空间 的 -一 一 个 仿 射 坐标 系 由 一 个 线性 独立 的 有 
序 三 元 向 量 组 ,es e, 和 一 点 口 来 定义 ,和 平面 的 情 
形 一 样 , 可 以 定义 坐标 轴 { 机 轴 ， 纵 轴 和 坚 轴 (applicate 
axBS)) 以 及 一 点 的 坐标 . 通过 一 对 坐标 轴 的 平面 称 为 
坐标 平面 (coordinate plane), A. C. TIapxoMegxo $ 
本 k. ket. RER PE 


第 二 个 数 ? 


一 个 点 好 的 仿 射 坐标 aine coordi - 


WAE [ affine curvature ; addbaunas kpaensha ] 

一 般 仿 射 群 (affine group) REFR B) JL faj p Y 
面 曲线 的 微分 不 变量 ， 仿 射 曲 率 通常 理解 为 么 模仿 射 
(或 等 仿 射 ) 群 的 几何 学 中 曲线 的 微分 不 变量 . 在 这 
种 仿 射 (或 更 确切 地 说 , 等 仿 射 ] 几何 学 中 ， 一 条 平面 
曲线 yy 的 曲率 可 用 下 列 公 式 计 算 : 


1 
k= zly ) 1], 
而 曲线 的 仿 射 (或 更 确切 地 ， 等 伪 射 ] 弧 长 是 
s 二 JEYO dx 


曲线 在 点 M, 的 仿 射 曲率 的 几何 解释 是 : M JE ji zo 
上 邻近 他 的 点 ，s 3931 M.M BJ 45 SFDLK:, c 为 与 曲线 
BAF M, 和 M 的 抛物 线 的 仿 射 弧 长 ， 那么， 曲线 在 
M, 的 仿 射 曲 率 是 


在 空间 曲线 和 曲面 的 仿 射 理论 中 ， 也 有 仿 射 曲率 的 概 
念 ， 它 们 分 别 类 似 于 Euclid 微分 几何 学 的 相应 概念 ， 参 
考 仿 射 微分 几何 学 (affine differential geometry) . 

A DL. [powos Ë 沈 一 兵 译 


仿 射 微分 几何 学 [affine differential geometry ; a 中 ean 
JAuqbbepeunmansuax reomeTpus ] 

几何 党 的 一 个 分 支 ， 讨论 曲线 和 曲面 在 仿 射 群 
(affine group) 或 其 子 群 的 变换 下 不 变 的 微分 - 几何 
EE. 等 做 射 空 间 的 微分 几何 学 研究 得 最 为 透彻 . 

等 仿 射 平面 (equi- affine plane) Efe a, b 
AARE (a, b) 一 一 由 a 和 四 档 成 的 平行 四 边 形 
的 曲面 面积 ， 借 助 这 个 概念 ， 对 于 非 直线 的 曲线 r 一 rt 
TE AS 3 3 SX ， . 

了 = f! ET) | O di, 
即 所 谓 等 芒 射 弧 长 (equi- affine arc length). %4 


不 变量 
ds?’ ds; 

称 为 平面 曲线 的 等 仿 射 曲率 (equi - affine curvature). 
常 等 仿 射 曲率 是 二 阶 曲 线 的 特征 . 除 差 一 等 仿 射 变 
fF, 自然 方程 =fis) 确定 一 条 曲线. 向 量 m=d?r /ds* 
给 出 了 下 面 曲线 的 仿 射 法 线 方向 : 在 天 天 由 的 点 M. H 
仿 射 法 线 是 曲线 与 点 虹 训 线 平行 的 汞 的 中 点 轨迹 的 切 
钱 、 巨 重合 于 与 曲线 在 点 M 有 三 阶 切 触 的 抛物 线 的 直 
4. 
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BHAMAR E. 它们 可 用 上 面 引进 的 不 


变量 s 和 友 来 表示 : 


dÁ 
t= Jk as. KT ! 


ke? ds 


(在 等 仿 射 几何 学 中 , 为 简单 计 ，s 和 天 本 身 也 简称 为 
仿 射 呈 长 和 仿 射 晶 率 .平面 曲 线 的 中 心 仿 射 弧 长 .中心 
仿 射 曲率 ， 等 中 心 仿 射 弧 长 及 车 中心 仿 射 向 率 可 
用 类 似 的 方式 构造 ， 


个 向 量 &,b.¢ 可 指定 不 变量 {a,b, c), 它 是 由 这 些 向 
量 构 成 的 定向 平行 六 面体 的 体积 条 曲线 rr) 
(trEcC") 的 自 热 参数 (等 仿 射 瑰 长 } 由 下 列 公 式 定义 : 


= ferdi 
to 


被 分 不 变量 x=(Y r”, r”), t= —(r”, r”, r y y 
别称 为 空 Fñ 635 45 8 率 (equi- affine curva- 
ture} 和 等 仿 射 找 率 (equi - affine torsion) ， 其 中 搬 
-表示 关于 自然 参数 的 微分 ， 曲线 的 研究 归结 为 选择 
莫 个 活动 标 架 ， 其 中 定义 在 所 研究 曲线 四 阶 微 分 分 域 
内 的 向 量 
1... r 
r. | 
组 成 的 标 六 特 别 重 要 . 空间 曲线 的 中 心 仿 射 理论 已 有 
详细 讨论 ([5]) ， 
对 于 等 仿 射 空间 中 的 非 可 展 曲 面 T=r (at u’), 
可 以 作 下 列 张 量 : 


d 


J, = — a: 
° ja 
其 中 G, = {r Fa f, a) . a= det (a, ), r =ë, r, r= 6, r. 向 量 
l a 
N = 5” Vaf 


确定 了 曲面 的 仿 射 法 线 方向 ， 其 中 v, 是 关于 度量 张 量 
多 的 共 变 导 教 ， 仿 射 法 线 通 过 密切 Lie 二 次 曲面 的 中 
Ls, 求 导 方 程 


l` 
Š dr = Per +g, N 


定义 了 曲面 的 第 一 类 内 昔 联 络 N. MMEA 38 — 8 8 
ARET ， 它 由 下 列 求 号 方 各 定义 


0, = Ev, +A W. 


其 中 * 是 决定 曲面 的 切 乎 面 的 一 个 共 变 向 量 ， 它 满足 
规范 化 条 件 N*=1. ÆA TL Hopen (BPE XF., E 
络 


ETER g ERAN, MER 
1 IA zk 
T; = + [>= T, 


Oo wera — m i en a a 
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可 构造 下 列 三 阶 对 称 共 变 张 量 : 
Ta — ñ Ti 


前 者 在 射影 微分 几何 学 (projective differential geome- 
ty) 中 也 起 着 重要 作用 ， 还 可 以 构造 曲面 的 两 个 基本 形 
式 : TM (quadratic form) 


P = g, du' du! 
和 Fubini - Pick 二 次 型 (Fubini - Pick cubic form) 
$ = TLadu du’ du”. 
它们 由 从 配 棚 条件 (apolarity condition) 


* " * á “ 


grT, = O 


联系 起 来 . 满足 附加 可 微 性 条 件 的 这 两 个 形式 ， 除 差 
一 等 仿 射 变 搞 外 ， 唯 一 地 确定 曲面 ， 所 有 这 些 叙 述 
在 高 维 情 形 有 类 似 的 推广 . 

在 仿 射 和 等 仿 射 空间 中 , 可 区 分 出 许多 特 跌 的 曲 
HÆ: 仿 射 球面 (其 仿 射 法 线 构 成 一 生 )， 旋 转 仿 射 曲 
面 (其 仿 射 法 线 与 一 常 义 或 广义 直线 相交 )， 仿 射 极 小 
曲面 等 . 

等 仿 射 空间 中 除 曲 线 和 曲 向 让， 还 研究 其 他 的 
几何 对 象 ， 如 直线 汇 和 线 从 ，, 向量 场 等 . 

在 三 维和 高 维 空间 中 , 与 等 仿 射 微分 几何 学 平行 
发 展 的 还 有 一 般 仿 射 群 及 其 子 群 的 微分 几何 学 (中 心 
仿 射 、 等 中 心 仿 射 、 辛 仿 射 ， 双 仿 射 等 ) , 
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仿 射 距 商 [affine distance ; a 中 hunoe paccroxume ] 
在 等 仿 射 平 面 (equi - affine plane) 上 由 两 个 线 元 
素 决 定 的 -个 不 变量 .个 点 好 和 通过 它 的 一 条 直线 


m -- 起 称 为 一 个 线 元 率 (M,m)， 对 于 两 个 线 元 素 (M， 


mAN, n) AANEREN", 其 中 是 三 角形 
MNP 的 面积 而 PEA m 与 # 的 交点 ， 对 于 切 于 抛 
物 线 的 两 个 元 素 ， 其 仿 射 距离 等 于 让 抛物线 的 仿 射 弧 
E (WL. th rp A (affine parameter)). 在 王 维 等 仿 射 空 
间 中 ， 仿 射 距离 也 可 用 两 两 关联 的 点 、 真 线 和 平面 构 
成 的 元 素来 定义 . A TL Unporos #ë 

É B. ERT., RRA 译 


仿 射 几 何 学 [affine geometry; a 中 中 mmasw reomertpas ] 

几何 学 的 分 支 ， 其 中 研究 图 形 在 仿 射 变 搞 (affine 
transformation) FFFA FE DR. 例如， 三 点 在 一 直线 
上 这 一 简单 关系 ， 或 直线 (平面 ) 的 平行 性 ， 各 .下 . 
Mobius 在 19 世纪 上 半 叶 首先 研究 了 这 样 的 几何 映 象 
的 性 质 ， 这 些 映 象 彼此 是 优 射 变换 的 结果 . BE., i 
射 几 何 学 ”这 一 概念 则 是 随 着 1872 年 埃 尔 兰 根 网 领 
{Erlangen progam) WAHRER. 依照 这 个 网 领 ， 
督 一 个 变换 群 有 它 自己 的 几何 学 ， 它 们 所 研究 的 是 图 
形 在 该 群 的 变换 下 不 变 的 性 质 . (h 345 RE EL S $ Sh 
各 样 的 子 群 . 因此 , 除去 一 般 的 仿 射 几何 学 以 外 ， 产 生 
了 相应 于 这 些 子 群 的 从 属于 仿 射 几何 的 几何 学 -一 等 
仿 射 几何 学 (equi- affine geometry), hith B JL iaf 
学 (centro - affine geometry), 336, 仿 射 几何 也 研究 
.对 应 于 特殊 变换 子 群 的 袜 分 几何 的 问题 { 见 仿 射 微分 
几何 学 (affine differential geometry). 


参考 文献 
[1] Anexcaupoa, TL C., Jlexmt mó aHajDrMqecro 放 reoMET- 
pun... M., 1968. 
[2] Edm , H. B, Buamas reometpha, 4 us. M., 1961. 
: E. B. Irom PE 
KEJ [A1], [A2] RATELE X RE. 
参考 文献 


[Al] Borsuk, K., Multidimensional analytic geometry, PWN, 
1969. ; 
[A2] Meserve, B. E., Fundamental concepts of geometry, 
Addison - Wesley, 1955. 
Ëp W. KRF, RREZ 


仿 射 群 [affine eroup ; achbuunaq rpynna } 
HSA (affine space) 的 基本 变换 群 ， 它 是 射影 
群 的 一 个 子 群 ， 且 可 用 这 样 的 射影 变换 来 表示 ， 这 些 


变换 把 射影 空间 的 个 固定 超 平面 映射 到 其 自身 ( 见 射 
EEH (projective transformation))， 

A. D. Inporos IE 

忆 Pk. KRt, RER 译 


仿 射 包 [affine hul; ahama oGonowal, AE zH q 
集合 是 的 
包含 M 的 所 有 仿 射 线性 于 空间 的 交集 . 
B. A. 3anrawmep Æ 陈 公 宁 PE 


仿 射 极 小 曲面 [atioe minimal surface: addbunnasq mm- 
HHMAEbHAN NOBEDXHOCTE ] 

仿 射 平均 曲率 次 零 的 曲面 ,与 普通 极 小 曲面 只 包 
会 鞍点 不 同 ， 仿 射 极 小 曲面 也 可 包含 椭圆 点 ， 藤 如 ， 
椭 立 抛物 面 仪 由 椭圆 点 组 成 ， 并 且 是 仿 射 极 小 曲面 . 

E B Hinan # 
【译注 】 在 等 仿 射 几何 中 ， 仿 射 极 小 曲面 是 仿 射 不 
变 面 积 变 分 问题 的 概 人 曲面 . Calabi 兽 计 算 仿 射 不 变 
面积 的 第 二 变 分 ([B1)， 发 现在 很 多 重要 情形 下 ， 它 
是 负 的 . 国 此 , 他 建议 改称 为 仿 射 极 大 曲面 , 有 关 仿 射 
极 值 曲面 的 研究 还 很 不 成 熟 . 不 少 重 要 问题 , 如 Plateau 
问题 和 仿 射 Bernstein 问题 ， 都 尚未 彻底 解决 ， 见 [BI] 
和 [B21]. 
参考 文献 
[B1] Catabi, E. , Hypersurfaces with maximal affinely invari- 
ant area, Amer. J. Math. , 104(1982), 91 — 126. 
[B2] Chern, S. S. , Affine minimal hepersurfaces, Proc. Jap.- 
U.S. Semm. , Tokyo, 1977, 17— 30. 沈 一 兵 译 


仿 射 访 射 [affine morphism ; anuaea MopdusM ] 
HEHEA f AX — 5, 使 得 5 中 每 个 开 仿 射 子 概 
形 的 原 象 也 是 一 个 仿 射 概 形 (affine scheme). JE X 
称 为 仿 射 S 概 形 (affine $ - scheme). 
设 5S 是 一 个 概 形 , 4 是 2 V AAJ R FL. U, 是 
S 内 开 仿 射 子 概 形 ， 它 们 构成 5 的 一 个 禾 释 . 那么 把 
仿 射 概 形 Spec TID,, 力 帖 合 起 来 就 确定 一 个 仿 射 S 概 
形 , 记 为 Spec A. 反之 ,可 用 仿 射 态 射 f X — S EKE 
PHA SA EmA TOEA SERE AE Spec f. zy. 
SAE f: Z— S SJ is 3 S WJ Spec 4 tF SAN HE 
会 与 7 , 350] A 一 六 ix 成 一 一 对 应 . 
概 形 的 闭 黎 人 或 仿 射 概 形 的 任意 态 射 都 是 仿 射 态 
射 ; 仿 射 态 射 的 其 他 例子 是 整 态 射 以 及 有 限 坊 射 . 因而 
概 形 正 规 化 的 态 射 是 仿 射 态 射 ， 仿 射 态 射 在 复合 及 基 
变换 下 仍 保持 是 仿 射 态 射 . 
参考 文献 
[1] Grothendieck, A. , The cohomology theory of abstract 
algebraic varieties, in Proc. mtemat. Math. Congres 
Edinburgh, 1958, Cambridge Univ Press. 1960, 


[N = 


I. 


-+= 
£ Ge 


tt 


103-118. 
[2] Dieudonnė, J , Grothendieck, A., Elements de géometne 
algébrique, Pub. Math. IHES, 4 (1960). 
B. H. Hananom. H. B. Honrasea E 
[ 补 往 了 Z: Xx +S 称 为 有 限 志 射 (Bnite morphism), 
如 果 存 在 8 的 开 仿 射 子 概 形 的 覆 得 13.), 使 得 对 所 有 的 
,了 “$1 是 仿 射 的 ,并 且 f !(SOB B, ES S. BJ 
环 4, 上 的 模 是 有 限 生 成 的 . 态 射 是 整 的 ， 如 果 B, € 
A, LERH, Bl i x e B. 都 在 4. 上 足 整 的 ,这 意 指 它 
是 系数 在 4, 中 的 首 一 多 项 式 的 根 , 或 等 价 地 , 对 每 个 
x€ B. RAD] E 6 BE 4, 模 . 
参考 文责 
[A1] Hartshorne, R., Algebraic geometry, Sprmger, 1977 


AER [affine nomal ; abduumaq uopxssazus | 

在 仿 射 空间 中 , (Ë BJ T #ë EB II PU — Br 6 Sy Sie. 在 
BB PR [8] 5 8 A LI fir $P AS 38 ANER 最 本 质 
Ë E BUH IG] B) p KAIER. 在 平面 曲线 上 一 点 则 
处 的 仿 射 法 线 重合 于 与 师 线 在 点 M 有 三 阶 切 触 的 抛物 
线 的 直径 ， 若 利用 相 切 的 超 二 次 曲面 ， 则 对 于 超 曲 面 
的 仿 射 法 鲁 可 作出 类 似 的 解释 ， 特 别 地 ， -个 超 二 次 
曲面 的 仿 射 法 线 与 它 的 直径 重 台 . 


A H Illapoxos Æ -R H 


仿 射 参数 [ affine parameter ; 
HMK (affine arc length) 

` ` RREA (affine group) 变换 下 保持 不 变 的 参 
数 ， 为 了 确定 它 ,必须 知道 曲线 位 置 向 量 的 最 低 阶 的 导 
数 . 最 典 知 的 仿 射 奉 数 是 关于 等 仿 射 变换 不 变 的 , 即 
关于 仿 射 么 模 群 (affine unimodular group) 不 变 的 参 


数 ， 对 于 平面 曲线 T=rfh 这 个 仿 庄 参数 可 用 下 式 计 
算 : 


adormi TapaweTp]. t 


s= {ID gd 


Ahit, 了 ) 是 向 量 了 和 Ff 的 斜 积 , 特别 地 , 对 于 抛物 线 上 
-ME MM 的 仿 射 长 度 ， 其 仿 射 参数 是 s=2f 了 ,其 
HERR MM 和 抛物 线 在 点 M 与 Mi 的 切线 所 槐 
成 的 三 前 形 的 面积 .在 一 般 仿 射 群 或 其 任 一 子 群 的 几 
何 学 中 ， 用 类 似 方 法 可 引进 空间 曲线 的 仿 射 参数 
A IL wporoe 摆 
【 补 注 了 】 上 述 公 式 给 出 的 狐 长 有 时 也 称 作 特殊 仿 射 弧 
长 (special affine arc length), ° 
测 地 线 理论 中 也 用 到 " 仿 射 参数 * 的 概念 . 在 仿 射 
联络 下 一 条 测 地 线 (geodesic) ( 自 平 行 曲 线 ) 的 仿 射 套数 
(affine paraimneter) 是 调 地 线 的 一 种 参数 化 表示 x (0), 
使 得 相应 的 共 挛 导数 于 ， 有 方程 
Viin x (t)=0 
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(WL[A3] . 
#$ x Rtt 
[AI] Spivak, M., Diflerential geometry, 2. Publish or Pe- 
rish, 1970. 


[A2 jp t. RAILA, BRE, 1982 ( XE Ë 
Æ: Buchin. S... Affine differential geometry, Scenee 
press and Gordon & Breach Publishing Co 1983). 

[A3] Q: Neil, B., Semi - Riemannian geometry. Academic 
Press, 1983. E -EH 陈 维 机 校 


th 84 T8 SË W. [ atfine pseudo - distance ; 3 中 中 mmoe nce- 
BJOpPACCTONHHE | 

# o= (MN, t), z 3 + | 5 MM 与 t 的 向 量 积 的 
B, HHM "是 等 仿 射 平面 {equi - afine plane) F +£ 
一 点 ， 身 是 平面 曲线 T=rfs) 上 一 点 ，5 是 曙 线 的 仿 射 
$H, r= del ds 是 曲线 在 点 M 的 切 向 量 ， 这 个 数 p 称 
为 以 M` PJ M BJ ib M DDEER. 车 固定 对 "不 动 , 而 M Nt 
曲线 运动 ， 则 M 到 M 的 仿 射 伪 距 离 取 到 临界 值 ， 当 
ERS M'i FPR MAE E Ei 
射 空间 中 , 对 于 给 定 超 曲 面 , 仿 射 伪 距 离 可 用 类 似 方 式 
EN. A IL impona É £ — F. i 


仿 射 概 形 [affine sheme; adbdjamuams cxema ] 

HÆ (afine variety} 概 念 的 推广 , 在 概 形 论 中 
起 着 局 部 对 象 的 作用 . 设 4 是 有 单位 元 的 交换 环 ， - 
个 仿 射 概 形 由 拓扑 空间 Spec AM Spec A 上 的 一 个 环 层 
"I 组 成 . 这 里 的 Spec A Ë A K AFA K EB tE (FR 9 ti 31 
概 形 的 点 (points of the affine scheme p hRS. # 
MF Zariski Hth ( Zariski topology ) {或 类 似 地 , 赋予 
WAE RAF T EE h TE D(f {p E Spec A: 
JEn HR Eh f RRAZ. DREH RANE 
#TOQ), A4 定义 ,这 里 A, E SR À 3: T S Ik K 
{ 产 ao 的 局 部 化 ， 见 变换 代数 的 局 部 化 【localization 
in a ommutative algæbra). 

仿 射 概 形 首先 由 A. Grothendieck 引进 (01 ,他 
创立 了 概 形 论 E (scheme) 就 是 局 部 同 构 于 仿 射 概 
形 的 环 化 空间 . 

HF A È Noether 的 (或 相应 地 , 整 的 , 无 项 零 元 
的 , 整 闭 的 ,正则 的 ), 则 仿 射 概 形 SpecA 称 为 Noether 
的 【Noetherian) (或 相应 地 , 整 的 【integral , 约 化 的 
(reduced) ,正规 的 (normal) ,正则 的 (regular)). 仿 射 概 
形 称 为 连通 的 (connected) {或 相应 地 ,不 可 约 的 (irredu- 
cible). 离散 的 (discrete), m X 的 《quasi - compact}, 
如 果 丘 扑 空间 Spec 有 4 也 具有 相应 的 性 质 ， 仿 射 概 形 的 
空间 Spec 4 总 是 紧 的 (通常 不 是 Hausdorff 的 ). 

如 果 把 仿 射 概 形 的 杰 射 作为 局 部 环 化 空间 的 态 射 ， 
那么 仿 射 概 形 成 为 一 个 范 咕 . GARRE o: A — B dj 
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WU F 3 E X HEENA: (Spec B, B) ~ 
(Spec A, À), ERER RAT °p: Spec B —Spec Afp )= 
pp) 对 ESpecB) 以 及 环 层 的 同 态 pA -p BHR, 
后 者 把 层 À feo E D ( f) E BJ 38 Bl a / f ERA E [Bl p (ay! 
PU). MERRIE, z) PERA (Spec A, DARA 
射 ( 它 也 称 为 Spec4 BJ XA (X - valued point)) 与 环 
[8 Á — r (X, #)—— at B H: 29 A - = (Spec A, 
3) E AT PREN RR TERED] [j $l Es JE TE BE |H 8⁄6 
—FE3EM T, ESE Y W BE 6 BS DU E ft tE. Sy BI 
地 , EJ PHA EREB, FERREA sr dt, E 
TIR T sr 8 fi Sis L llu ty .与 环 的 满 同 态 对 应 
GU fh al BEJE AO 5 B Pr th R SRP BJ H| tk A (ciosed im - 
bedding of alfine schemes). 

1 PERU S 30 P| T E i MAE. 其 他 例子 是 
DURA (group scheme). 

ZUTE 44 的 构造 ,对 于 AR M tb B] HE Spec 4 
+É 485 M 


T(D(fy M) = M, = M@/,A,. 


REER AMER. 4 模 的 范畴 等 价 于 Spec AEA 


模 的 拟 凝 聚 层 的 范畴 ; 射影 模 对 应 于 局 部 自由 层 ， IP) 
概 形 上 拟 凝 桶 忆 的 上 同调 空间 由 Serre 定理 (Serre theo- 
rem) 描述 : 


HSpec A M) = 0 ， 如 果 q>0. 


这 个 定理 的 递 《 仿 射 性 的 Serre 准则 ) 断 言 ,如 果 (x, 
co 是 紧 可 分 概 形 且 对 任何 拟 酸 讼 z. SEL FA H'(X, 
F)=0, 则 大 是 仿 射 概 形 .也 存在 坊 射 性 的 其 他 准则 
(Dl). [4]). 
Erw 
[1 Grothendieck A. amd Dieudonné, J. Eléments de géom- 
are algébrique, Publ. Math. IHES, 401960). 
[2] Dieudonné, J. , Algebraic geometry, Adv. in Math.,1 
(1969), 233—321. 
[3] Manum, IO. H. , JIemmr no arrepangswecxoñ TEOMETIMH, 
4. t, M., 1970. 
[4] Goodman, F. and Hartshorne, R. , Schemes with 
finitedimensional cohomology groupe, Amer. J. Math., 
91 (1969), 258 ~ 266. 
B. H. lamno, H. B. Jona ËR 
[ 补 注 】 当然， 参考 文 献 [A1] 是 标准 的 . 它 取 代 了 [31]， 
T [A2] 由 可 取代 介 ] . 
参考 文献 
[AI] Hartshorne , R., Algebraic geometry, Springer, 1977. 
[A2] Grothendieck, A. and Dieudonné, J., Eléments de 
gtomèėtrie algébrique, 1, Springer, 1971. 陈 志 杰 W 


优 射 空间 [ affine space ; a 中 中 maaoe mpocrpancrso], 3, k 
上 网 


一 个 集合 4( 其 元 素 被 称 为 仿 射 空间 的 点 ), 它 对 应 
于 大 上 的 -个 向 量 空间 工 ( 称 为 4 的 相伴 空间 ) 和 一 个 
由 集合 4x4 到 空间 二 日 具有 下 述 性 质 的 映射 (元 素 (&， 
bjs4x4 的 象 由 吗 表 示 ， 称 为 具有 起 点 & AEA b i 
HE) 

a) 对 于 任意 固定 的 点 a, 上 晓 射 x = ax (xeA) 是 4 
到 工 上 的 一 个 双 射 

b) 对 任意 点 a, b, cEA, 关系 


ab+th + - Ü 


成 立 ， 其 中 全 表示 零 向 量 ， 念 射 空间 4 的 维 数 取 为 上 
的 维 数 . 点 ae4 和 向 量 felL 定义 了 田 一 个 点 ，、 记 为 
a 十 [， 即 空间 上 的 向 量 加 法 群 自由 和 可 诗 地 作用 于 对 应 
于 工 的 仿 射 空间 . 

例 1) 空间 工 的 向 量 集 是 一 仿 射 空间 AL), 它 的 
相伴 宝 间 就 是 工 . 特别 地 ， 纯 量 域 是 一 个 维 数 为 1 的 
仿 射 空间 ， 如 果 工 =k"， 则 Ak") 称 为 域 k Ei n 维 仿 
AEM C- dimensional affine space), BE a=(a,, 

-aM b= (hyo, b RERE abea, b,a). 

2) 3⁄2 K EELSE ss ja] tA . - 念 
射 空间 . 

3) 线性 (代数 或 微分 } 方 程 组 的 解 集 有 是 一 仿 射 空 
间 , 其 相伴 空间 是 对 应 齐 次 方程 组 的 解 空间 ， 

MEM 48 一 地 集 4' 称 为 4 的 一 一 舍身 这 和 
指向 量 ab (a, AA 工 的 半空 间 . 每 一 一 念 射 
子 空间 4 “4A 有 形式 a+L'={ati:1eL’, RE L 
是 工 的 某 个 子 空间 ， 而 a 是 4 的 任 一 元 素 . 

WSE P A A A, ZERA S: A, -e A, BF 35 tb 91 
的 (affine)， 指 存在 相伴 向 量 空间 的 一 个 线性 映射 oiL, 
* 工 z， 使 得 对 于 所 有 aCA, EL 有 je 二 让 四 十 9 作 
双 射 仿 射 映射 称 为 仿 射 同 构 (a fine isomorphism). BF 
有 相同 维 数 的 仿 射 空间 互相 同 构 ， 

仿 射 空间 4 到 其 自身 的 仿 射 间 构 形成 -… 个 群 ， 称 
为 仿 射 空间 4 的 仿 射 群 (fne group), iX Af (A). 
仿 射 空间 4 (R) 80 1 PRE i ATO), 每 -无 未 
fe AI 由 公式 


fa. ....a) = (hb,.... b,) 


给 出 ， 其 中 
b, = Daa, +e, 
f 


(a DETERE. ARATA BA TRETH, 称 为 
(平行 ) 移 动 "f Ë (subgroup of (parallel) translations), 
它 由 那样 的 映射 f: 4 一 4 所 组 成， 其 对 应 的 p :上 一 
LEEFER. 这 个 群 同 构 于 向 量 空间 L. By pn ae. ph 
射 了 一 外 定义 一 个 AGO 到 一 般 线性 群 GL 的 满 同 


D 以 平移 子 糙 为 其 核 ， 如 果 荆 足 一 Euclid 空间 ， 那 么 
正 交 群 的 前 象 砍 为 Euclid iz sb rE (subgroup of 
Eudidean motions)， 特 殊 线性 群 SGL 的 前 象 称 为 等 
tF $t fA (equi - affine suberoup)( 见 仿 射 么 模 群 
(affine unimodular group)). 对 于 给 定 的 ge4 和 作 
SIEL, Wi fla + 站 =a+ pi) 的 那些 映射 :4 一 4 
MRB TE G — Aff (4) 称 为 中 心 仿 射 子 群 (centro - 
affine subgroup); 它 同 构 于 空间 工 的 一 般 线性 群 GL. 
在 代数 几 条 中 ， 仿 射 代 数 集 (affine algebraic 
58t} 常 称 次 仿 射 空间 有限, 弘 的 仿 射 空间 能 配备 一 个 
带 有 Zariski 折 扑 的 仿 射 入 (affine variety) 结 构 ( 亦 见 
仿 射 概 形 (afine scheme)). 
与 非 交 换 域 k 上 的 向 量 空 介 相伴 的 仿 射 空间 由 类 
似 的 方式 构成 ， 
参考 文献 
[1] Bourbaki, N., Elements of mathematics. Algebra; Alge- 
braic structures. Linear algebra, 1, Addison - Wesley, 
1974, Chapt, 1; 2( 译 自 法 文 ) 
H. B. Homaws A IL IIapoea $ 
仿 射 同 构 也 称 为 仿 射 直射 变换 (affine 


a #*# a * * * 


等 仿 射 群 也 称 为 Eudid # (Euclidean 


【 补 注 】 
collineation ) ， 
group), 
$#=*x 
[A1] Berger, M., Geometry, 1, Springer, 1987, Cham. 2 
{中 译本 : M. MAA., JL, 1, PHH AH, 1987). 
杨 W. KERTH, RREH 


仿 射 球面 [affine sphere ; a 中 HHag chepa] 

仿 射 法 乒 (afine normal) 相交 于 一 点 的 曲面. 若 此 
交点 在 无 穷 远 处 {或 者 说 是 伪 的 )， 则 该 仿 射 球面 称 为 
伪 的 (improper)， 和 否则 称 为 真 的 (proper) .特别 地 ， 
任何 二 阶 曲 面 都 是 仿 射 球面 .以 的 西 仿 射 球面 是 燃 贺 
抛物 面 . 

E B Mmm # 
[译注 】 仿 仿 射 球面 也 称 为 抛物 型 仿 射 球面 ， 它 的 法 
名 也 可 说 成 是 素 行 的 ， 椭 圈 型 和 汉 曲 型 仿 射 球面 都 是 
真 仿 射 球面 , 整体 仿 射 微分 几何 学 的 重要 课题 之 一 是 完 
全 仿 射 球面 的 分 类 ，E. Calabi, ERA., 38 uç, 
A B Iiorperos, T. Sasaki 等 人 对 此 做 出 了 重要 贡献 
(BIJ. EREB] 的 基础 上 ， 最 贫 彻 底 解 决 了 关 
于 完全 仿 射 球 的 Calabi 猜想 ([B3]) . 
参考 文献 
[B1] 李 安 民 、 起 国松 ， 仿 射 微分 儿 何 ， 四 川 教育 出 版 社 ， 
1990. 
[B2] Cheng, 5. Y. and Yau, 5.T. , Complete affine bypersur- 
faces, Part L, Comm. Pure Appl. Math , 39 (1986), 

839 — 866. 

[B3] Li, À. M., Calabi conjecture on hyperbolic affine hy- 
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perspheres, Math. Z. , 203 (1990), 483—491. 
#— E 译 


仿 射 张 量 [affine tensor ; a 中 中 Bri Tetmop ] 

p 3 n 维 向 量 空间 E. 与 4 重 对 偶 问 量 空间 五 , 的 张 
量 积 (tensor product) 的 元 素 ， 这 种 张 量 称 为 (p, 9) 型 
的 . 数 吕 +4 为 张 量 的 价 或 诬 , — E uE E 的 基 le), 借 
Bh F arte 个 分 量 了 ”就 可 以 定义 个 (p ,9 型 仿 射 张 
TRET. r MAE e = Ate, 的 变化 按 公 式 
rm 4 sano 


' A 


站 1 ty 
进行 变换 , EHAA =I. 通常 说 张 基 的 分 量 关于 上 
标 实 行 反 变 变换 ,关于 下 标 实 行 共 变 变换 . 
A.D. epokon 摆 
【 补 注 】 上 面 所 描述 的 仿 射 张 量 道 常 简称 为 张 量 
{tensor}. ` 
*-+-> t 
[A1] Dubrovin, B. A. , Fomenko, A. T. and Novikov, 5. 
T., Modern geometry - methods and applications, 
Springer. 1984 GE HR). 
[A2] Greub, W. H., Multilinear algebra , Springer, t967. 
[A3] Dodon, C. T. J. and Poston, T., Tensor geometry, 
Pitman, 1977. RHM 译 


WAH [ affine torsion ; adrbmunoe kpyuemke ] 
等 仿 射 空间 中 曲线 的 微分 不 变量 之 一 : 


HFR O ATAT Bh ER u E 8 hj r 9 kiy h. 
对 于 具有 其 他 基本 群 [( 如 中 心 仿 射 群 } 的 空间 中 的 曲 
线 ， 引 和 了 类 亿 的 概念 . 
【 补 注 】 
参考 文献 
[1] 苏 步 宕 ， 仿 射 微分 几何 ， 科 学 出 版 社 ，1982 (4 
本 :Buchin, Š. , Affine differential geometry, Science Press 
and Gordon & Breach Publishing Co. , 1983}. 
A IL Mpoo Æ wE R 


仿 射 变换 [ affine transformation : 
pame ], Euclid 空间 的 

平面 或 空间 到 它 自 身 的 一 一 点 映射 ， 使 得 一 直线 
上 的 三 点 所 对 应 的 三 点 也 在 一 直线 上 . 因此 ， 通 过 仿 
射 变 措 ， 直 线 变 换 成 直线 .和 平面 的 仿 射 变换 把 相交 线 
变换 成 相交 线 . 平行 线 变 换 成 于 行 线 ， 空 间 的 伪 射 变 
换 导 致 把 每 一 个 平面 映 到 某 个 平面 的 仿 射 映射 ， 它 把 
相安 平面 映射 成 相交 平面 , 凌 行 平面 映射 成 平行 平面 ， 
此 外 ， 两 条 直线 的 相互 定位 也 被 保持 : 相交 直线 被 腕 
射 成 相交 直线 ， 平 行 直 线 被 号 射 成 平行 直线 ， 偏 糙 线 


8 中 uauoe npeo6paso- 


oD AFFINE UNIMODULAR GROUP 


i ER. 

在 仿 射 变换 下 ， 位 于 同一 直线 或 平行 直线 上 的 有 
向 线段 的 比 等 于 它们 映 象 的 出 . (在 Euclid 平面 内 ] 两 
个 可 油 图 形 的 面积 比 以 及 (在 Euclid 空间 中 ) ES 
个 可 测 体 的 体积 比 也 被 保持 . 在 仿 射 变换 下 ， 平 面 ( 空 
间 } 的 -一 组 向 量 被 一 一 映射 成 平面 (空间) 的 一 -组 向 量 ， 
并 且 这 个 上 映射 是 线性 的 . 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 , 仿 射 变 


换 由 非 退 化 (EFR) 线性 变换 (linear transforma- 


tioo) 定 必 ， 因 此 ， 在 平面 的 情形 ， 一 个 仿 射 变换 由 以 
下 公式 解析 地 表示 : 

x = CuxX+cay+tcia: 

y = cuax+cny ten, 


且 有 附加 条 件 

Cyr E 
ča Ca = 9 
空间 的 仿 射 变换 用 类 似 的 方式 定义 ， 

在 仿 射 变换 下 ， 代 数 曲线 变 成 代数 曲线 ， 且 保持 
该 曲线 的 阶 ， 特别 地 ， 二 阶 曲线 变 成 二 阶 曲 线 ， 此 
外 ， 籽 圆 变 成 桶 加 ， 双 曲线 变 成 双 曲 线 ， 抛 物 线 变 咸 
抛物 线 ， 等 等 . 

仿 射 变换 的 例子 ; 等 距 变 换 ， 相 亿 变 换 ， 平 面 对 
-直线 的 均匀 收缩. 平面 中 每 一 仿 射 变换 是 一 个 等 臣 变 
换 和 两 个 对 两 条 豆 相 垂直 的 直线 的 均匀 收缩 的 乘积 . 
空间 中 每 一 仿 射 变换 是 一 个 等 距 变 换 和 三 个 对 于 两 两 
垂直 的 三 张 平面 的 均匀 收缩 的 乘积 . 

仿 射 变换 形成 一 个 群 ; 相似 变换 构成 这 个 群 的 一 
个 子 群 ; 等 距 变 柳 的 售 是 相似 变换 群 的 一 个 子 群 . 

仿 射 变换 是 保持 直线 的 碍 一 般 的 平面 ( 室 洒 ) 到 其 
自身 的 -RH . 
参考 文献 
[1] Arcgcagnpomg, IL C. ei uo agamTmecroit reosge- 

Tani M., 1968. 

[2] ocmw , M M., Ananmmuecckaq reoserpaa , M., 

1973, A C Iaprommo 所 


[ 补 注 】 如 同上 面 采 用 坐标 ， 则 相似 变换 有 形式 


X =CiIX+c,y+c,, y= —eCix+ecay tc. 


W TTE x'=c,x+c,, y Ecate. R 
R Y AHER- TARTE. 
参 老 文献 
[AH] Coxeter, H.S. M., Introduction to geometry, Wiley, 
1961. 
[A2] Meserve, B. E., Fundamental concepts of geometry. 
Addion - Wesley, 1955. 
Ë E. KET., RRR FE 


fi. ME [ affine unimodular group ; a 中 由 emma ym- 


IRPH AJia E (equi - affine 


monympaag rPymaa |, 
group) 

一 般 仿 射 群 (affine group) ÉS TR, hn 维 仿 射 空 
间 中 满足 det (4)=1 的 仿 射 变换 


xex = AÀAx+üa (+) 


HR. 若 把 向 量 x 和 让 看 成 n 维 Fuclid 空间 五 "中 点 的 
直角 坐标 , 则 变换 (和 ) 保 持 E" PH n 维 区 域 的 体积 不 
T. 由 此 能 在 具有 基本 仿 射 么 模 群 的 均 勾 仿 射 空间 中 
引 大 体积 的 概念 . FEO Pe a=0, 则 得 到 中 心 仿 射 
LETRE, 它 司 构 于 全 体 行列 式 为 1 B5 n By BE b 
群 . ERER A n Br ARRE unimodular group) 
3 n Ë S$ Sk 8 tE R (special linear group), M SL@) 


* w * + ” 


表示 ， 点 开机 mbexos Æ DEWE 许 以 起 校 


th 34 36 [affine variety; #bibimanc MBoroopasne ] ， f + 
AK 3t (affine algebraic variety) 

HBB (afine algebraic set WERE, ih 
8 $S P: K k J.L f F m 60 3 hE (afine 
scheme) X, BB X=Spec A, 其 中 思 是 没有 天 党 元 的 有 
BEKR k CB. W KIT, `, T.] 为 上 上 多 项 式 环 , 仿 
WR X=Speck[T, o TRA k EREN afine 
space), EA AL. 仿 射 概 形 是 仿 射 驴 当 旦 仅 当 它 同 构 
于 入射 空间 的 一 个 约 化 闭 子 概 形 ,外 代数 A 的 每 个 生 
RIER x... x, BENEA pT) 定义 一 个 满 同 
Sek T] — 4. 设 太 是 上 的 代数 闭 包 .由 理想 
ker wm 的 所 有 专项 式 的 公共 和 零点 组 成 的 集合 天 的 子 集 
E k FISH Ok. 这 种 仿 射 代数 集 的 坐标 环 同 构 于 环 A. 
反之 , 太 上 每 个 仿 射 民 数 集 定义 一 个 代数 散 Spec k [X]. 
这 里 夺 [ 寻 是 到 的 坐标 环 ， 仿 射 短 的 点 集 与 相应 的 仿 射 
代 教 集 揭 不 可 约 子 籍 一 一 对 应 ， 

对 于 每 个 仿 射 外 革 =Spec 4 可 以 建立 上 大 代数 范 畦 
上 的 一 个 函 子 . 它 由 下 述 对 应 定义 


B — X(B) = 


4 B= K (相应 地 ,加 =k) 时 ,集合 XE) (HEH, X(k) 
HERA X HILH A (geometric point) (相应 地 , 有 
Ha (rational point)) .集合 X(K) 与 环 4 É 8 K # 
想 集 Specm (A), 并 与 坐标 环 同 构 于 4 的 代数 集 下 的 点 
集成 一 一 对 应 , 空间 区 和 的 谱 拓 扑 在 它 的 钼 外 稠密 的 子 
集 Specm (4) 上 请 导 一 个 拓扑 , 它 对 应 于 六 上 的 Zariski 
fth. H. B. Jomas 所 
【 补 注 】 E " 这 个 名字 往往 指 代 数 闲 域 二 有限 形 的 约 
化 不 可 约 概 形 . 
参考 文献 
[A11Shafarevich, 1. R. , Basic algebraic geometry. Springer. 
1977 FBR). 陈 志 杰 W 


Hom; a (A. By. 


res saa —- "az 


仿 射 [atfinity ; a 中 中 maarer | 
EHF (afne Iransformation) M I FR. ETH 
JER e ERTER 


x' — Axta. 


A IL lxpoxoa IE 
K Jë. GJR. RRR PE 


仿 射 量 [affinor ; 加 中 mop ] 
(1,1) 型 仿 射 张 量 (affine tensor. AENEAS. 


i 


的 仿 射 量 相当 于 给 定 由 法 则 v' =f'v’ BB E B) #H 2 Ip] Et 
空间 的 -- 个 白 同 态 . 便 等 自 同 态 对 应 于 唯一 的 仿 射 
R. 每 个 仿 射 量 联 系 着 一 个 定 阵 ij 疡 | ,这 种 对 应 关系 
建立 了 仿 射 量 代数 与 和 矩阵 代数 之 问 的 同 构 关 系 ， 在 文 
献 中 有 时 把 仿 射 量 定 尽 为 一 般 { 仿 射 ) 张 量 . 

A. II. 而 frpoxoa 扎 
【 补 注 ] 这 里 所 考 虐 的 即 基 线性 代数 的 同 构 V & V 
= End (V). HM E 


复数 的 标记 [ax of a complex number ; a 中 中 sa: komn- 
RKCEONMO SHCA |) 
复数 :=a+ 站 在 其 几何 表示 中 的 标记 , 指 的 是 复 平 
面 上 与 这 个 复数 对 应 的 点 , 即 具 有 Descartes 坐标 (a, 
与 的 点 ,有 时 把 复数 的 标记 看 成 复数 本 身 . 
PS 译 


Airy 方程 [Airy equation ; 23š pm ypPaBREHRE] 
二 阶 线性 常 微分 方程 


y —xy = Ü. 
Puth Eu G.B. Airy 的 光学 研究 中 {[1])， 它 的 通 


解 可 以 用 土 1:3 阶 的 Bessel W% {Bessel Functions) 
来 表示 : 


p(x) = cl Vd BB :| 十 


+e VxJ_, 3 - 


因为 Airy FAREA A, 力学 问题 以 及 渐 近 分 析 中 
起 着 重要 作用 ,所 以 把 它 的 解 划 为 专门 的 一 类 特殊 函数 
(M. Air 函数 (Airy functions)). 

复 平 面 z 上 的 Airy 方程 


w zw = Ü 


的 解 具有 下 述 基 本 性 质 : 
1) 每 个 解 都 是 z 的 整 函 数 ,能 够 表示 为 署 级 数 


AIRY FUNCTIONS 6l 


1+ 
2 


_ zŠ 
wiz) = w(0) 了 全 366) 


， z$ z 
mokti gien’ o 
它 对 于 bl: kok. 

2} 如果 wtz) 关 0 是 Airy 方程 的 解 ， 则 w (az) 和 
02) 也 是 它 的 解 ,这 里 中 =es” ,其 中 任何 两 个 解 都 
基线 性 无 美的 ,下 列 恒等式 成 立 : 


w(z)-+-w(oz)+w(o2z) == 0. 


L K b 

[I] Ary. G. B.. On the intensity of hehl m the 
neiphbourhood of a ste, Trans. Cambridge Phdos. 
Soe., 06 (1838) 379— 402, 

[2] Ea6mu, B. M., Eyzuripeg. B. C., ACHMIITOTH9SECKHC WEFO- 
An a agauas TH 中 Pa knphoTz Roam, W., 1972. 

[3] Abramowitz, M and Stegun. L. A.(eds.). Handbook of 
mathematical functions, Appl. Math. Series. Vol 55, 
Nat Bureau of Standards, 1946. 

M. B. fenopbrog $Æ 张 鸿 林 详 


Airy 函数 | Airy functions ; 3ăpH 中 Yiu ] 
Airy 方程 (Airy equation) 的 特 解 . 
第 -- Airy 函数 (或 简称 Airy RRO EXA 
dt. 


. 1 | 
Ai(x) = y [0s ts 


对 于 复数 =， 


Az) = 3 fep 
Y 


3 
aila 


其 中 ?= 一 (oce h 0] U [0+] i e R. e 
Z Airy AÑ EXA 


Bi(z) = iw? Aifozz) 一 ieAitozj)， w = em 


对 于 实数 BA Ai O) 和 BOREK. 
B% Airy RAE B. A. dor 引信 的 ; 


Z 


viz) = —Ai(z), 


wil) = 2e fulor), 
wlz) = 2e Sula lz); 
在 这 种 情况 下 , e(z) ER 25 Airy- 中 ox 8 # (Airy - Fok 
function) (Airy - box H$ (Airy - Fock function)). 
下 列 恒 等 式 成 立 : 


wi(z2) = wal) 


0 (z) = > ,wilz) = wz)} (D 
函数 b(z), w,(z) Fü w,(z) 中 的 性 何 两 个 都 是 线性 无 关 
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BJ. 
最 重要 的 Airy 函数 是 p(c)( sk Ap. 它 沿 实 轴 的 
渐 近 性 质 由 二 式 给 出 : 


lx !⁄4 2 an -372 
= — 一 一 e 十 
v(x) = 本 Z a| 3 NOx N, 
X— + s, 
_ Jx lU t u | 二 yiL” 
v (x) `V. sin lal t3 


+O(| x a YX 一 一 的 ， 


因此 ， 当 x>0, x>>1 时 v(x) 迅速 减 小 ， 而 xeo, 
|x|>>21 Bf (x) 强烈 振动 , 当 x — +o 时， 频数 
w. (x) 和 w, (x) 按 指数 方式 增加 . 对 于 复数 z, Airy A 
RA TIERE: |z| 一 æ 时 ， 


vz) ~ = ‘op | x @) 
x 2 (— laz ,对 |argz | < ~ 
n=0 

2 ,372 | 


` — l =l; = 

w (z) z: op 

x Yaz m2 
n =Q 


,对 | argz 一 也 | 去 T 一 8 


其 中 
r ++ 9-， 
T n}! 
AR wxtz) 的 渐 近 展开 式 具 有 形式 (3) ,但 只 在 扇形 
T 
arg B = yË 


中 成 立 , 这 里 ,se to,z) 是 任意 数 , 分 枝 /= f 3; 在 
半 轴 (0,oc) 上 是 正 的 ,其 渐 近 展开 式 关于 argz 一 致 成 
立 , 并 且 能 饱 还 项 微分 任意 次 .在 其 余 的 扇形 |argf 一 zj| 
<e, 函数 5 人) 的 渐 近 展开 式 可 以 利用 (1) 通过 w. (2) 
和 wy(z) 的 渐 近 展开 式 来 表示 ; 因此 v(z) 的 渐 近 展开 式 
在 复 z 玫 面 的 不 同 扇 形 中 具有 不 同 的 形式 . 这 个 事实 是 
G. G. Stokes 首先 证 明 的 (四 )， 因 此 称 为 Stoks 现象 
(Stokes phenomenon). ` 

在 研究 下 列 形式 的 快速 振动 函数 的 积分 时 便 出 更 
Airy BA $r: 


h 
IQ.) = [eso fx, adx, 


对 于 4>0, 1-2 +o, 这里, f WS 是 光滑 函数 ,5 是 实 


的 ,4 是 实 参 数 .如 果 对 于 微小 的 a>0, 相 5 其 有 两 个 分 
近 的 非 退 化 平稳 点 x (3) 和 x,(a). E 5 a=0 时 二 者 重 
合 ,例如 ,如 果 

SGo) = 
则 对 于 微小 的 x>0. 当 4 一 十 中 时 .这 个 积分 在 点 x=0 
MARRANA, 9 以 通过 Airy 函数 o 及 其 导数 来 表 
示 ( 见 [6]) .在 研究 单 焦点 附近 的 知 波 场 时 往往 会 出 现 这 
种 积分 ( 见 [7] 和 [8%]); 因 而 在 研究 这 个 问题 时 会 产生 Airy 
KEND. 

考虑 二 阶 微分 方 各 


yy +A gx)y = 0, (3) 


ax—x + O(G3A , 当 x 一 0 时， 


其 中 qt) 是 区 间 大 区 ,身上 的 范 清 实 值 晒 数 .4>0 是 人 
ER. PR 38 q(x) 的 零点 称 为 方程 3) 的 转 向 点 (turning 
points) {或 转移 点 (transfer points)). #- 

a < x < b, q(xo) = 0, q(xo) £ 0 


(这 样 的 点 称 为 简单 的 (simple) ) , 则 
q(x)# 0, 34x8€1, x #x BF, gx) > 0 


设 

， 273 
&x) = 了 1V9GJd ， Sighnttx) = sign(x — xo), 
则 


Y (x) = (€ (x) TAA? 382), 
Y (x) = (£(x)y BiA a) 
方程 (3) 具 有 线性 无 关 的 解 y(x) 和 V(x), 8 B 53 ¿ + 
+ 时 ， 
1 
A 


y (x) = lio ， XX J50. 1, 


1 


yox) = Yax) | 1+ 吕 | 一 


too 1]. 
A 


À 
na = Yo) |i+o + ||+yeo9o |+ 
Xo = x = b. 
X: T x —3 Hy, 


这 个 结果 已 从 各 方面 推广 :关于 解 的 渐 近 级 数 口 经 
得 到 ;qg=9q(x,X) 的 情况 已 被 研究 (全 如 , 如 果 giaa 
以 展开 为 渐 近 级 数 g 一 和 "4,(x), 4 一 十 0 ); 存 多 


重 转 向 点 寿 近 解 的 渐 近 性 状 也 已 考察 . 5) — wj 9 
县 到 方程 
w+ giw = 0, (4) 


其 中 函数 q(2) IEE z FN MJ CR DD 中 是 解析 的 , 设 1 是 


等 高 线 ` 
Re f V&D) di =0 


的 从 转向 点 z, th $: H DRA FE tr SE b pa BU A A EE Sy 
-ZiR Bh, 1 称 为 Stokes 线 (Stokes line). WE q= —z 
(HI(4) E Airy r 2), WL Stokes Eet i ( — sc 0) M (0. 
een). SEALE, W z 是 (4) 的 简单 转向 点 , 则 存在 三 
# J, z, HRM Stokes $ 1.1, 和 上 ,在 z, ARRES 
间 的 夹 角 等 于 2r/13, 设 了 是 点 2 的 邻 域 ,从 中 除去 了 
Stokes 线 40=12.3) 的 邻 域 。 如 果 把 外 适当 编号 , 则 方 
程 (4) 具 有 三 个 解 市 (站 (=12.3), 使 得 当 ; = +o hl 


其 中 zE s. 
当 研 究 高 阶 常 微分 方程 和 方程 组 在 简单 转身 点 附 
近 的 汤 近 解 时 ,也 会 出 现 Airy A. 
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379 一 402 . 
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CHHT Airy Aka DIB TAS F 5538 — Bessel Ñ 
$ (Bessel! functions) 来 表示 : 


Aios y S Kan É a, 
函数 A 满足 微 分 方程 w) =zw (z), AIAN. 


参考 文献 
[AI] Olver, F. W. J., Asynmptotis amd special functions, 
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Acad. Press, 1974. 
[A2] Lebedev, N. N., Special functions and their 
applications, Dover, repant, 1972 (FARA). 
E PE AES f 


Aitken 格式 [Aitken scheme ; Dipesa cxewa] 
在 亚 次 庇 用 公式 


Lax) = Le. a (x) = ís) 
H |Le. -nlx Xg Tx 
= ak |L (x) yyh =1,2,... 
kT Xp P ky k 
的 基础 上 ,计算 关于 节点 xg, U, x, 9 ya 8 £ mü x 


LOJE a x #k2 80 K. rh L... ,mw 的 是 以 
XxX,，"… ,Xa 为 插值 节点 的 插值 多 项 式 ， 特 别 地 有 
L, (x)= f(x.) ( 见 播 值 公式 (interpolation formula)) .应 
用 (时 的 计 等 过程, 当 两 个 次 数 接 邻 的 插值 和 多项式 之 值 
在 所 要 求 的 小 数位 数 之 内 相 一 致 时 , 即 可 终止 .对 于 以 
表格 形式 给 出 的 函数 ， 经 重新 编排 插值 节点 的 序号 使 
得 |x 一 x,| B, Aitken 格式 是 便于 对 其 进行 插值 的 . 
参考 文献 
H] Bepemr, H. C., Wankos, H. IM., Meron spritcneunit, 
3 maa., T.1, M. ,19661 英 译本 : Berezin, 1. S. and Zhid- 
kov, N. P., Computing methods. 1, Pergamon Press, 
1973). 
[2] Baxmasosn, H. C. , HRCARbE METON, 2 aag., M., 1975 
( 32632: Bakhvalov, N. S., Numerical metbods: ana- 
lysis, algebra, ordinary differential equations, Mir, 
1977). M. K. Casmpan 1 
[ 补 注 】 Aitken 在 [Al] 中 发 表 了 他 的 方法 的 要 骨 . H 
必须 在 同一 范围 内 实行 若干 个 地 值 时 , Aitken 格式 是 不 
利 的 ,在 这 种 情形 中 , Lagrange 包 项 式 的 计算 可 用 在 
Newton 插值 公式 的 构造 中 使 用 均 荆 的 方法 来 替 忙 . 
参考 文献 
[AI] Aitken, A. C., On mterpolation by iteration of pro- 
portional pasts, without the we of differenoes, Proc. 
Edingburgh Math. Soc., 3 (1932), 2, 56-76. 
[A2] Hildebrand , F. B., Introduction to numerical analysis , 
MoGraw - Hil, 1974. FEH VE 


Albanese $E [ Albanese variety ; Amfanese Musu ooÜpaxse ] 

AIRETA X ñb Abel $ (Abelian vari- 
ety) Alb (如 , 它 是 以 下 万 有 问题 的 解 ， FEES o: X 
一 Alb (X), Æ XI Abel 88 4 内 的 任何 坊 射 :到 
一 各 都 可 分解 为 积 /= 广 o, B F: Alb (X — À (k: 
FAEERE G. Albancse). 若 半 是 复数 域 上 非 奇 异 完 . 
全 艇 , 则 Albanese KE tp F ik: 设 各 是 世上 处 处 正 
则 的 一 次 本 分 形式 的 空间 . Fha m 的 每 个 一 维 闭 
链 ?决定 QI 上 的 线性 冰 数 o — | o, RA H, (X, Z) 


& ALBEDO METHOD 


一 (Q') 的 依 成 为 (Q' 内 的 一 个 格 工 , 商 空间 (Q r 
i X ñj Albanese 搂 相 同 ， 从 世 数 观点 来 看 , Albanese 
繁 可 看 成 在 艺 的 0 次 零 维 闭 链 的 群 乙 的 某 个 商 群 上 定 
尽 代数 结构 的 一 个 方法 ， 若 下 昆 非 奇异 完全 代数 曲 
线 ， 则 它 的 Picard WA Albanese 徐 都 称 为 它 的 Jacobi 
f Qlacobi variety). 若 基 城 的 特征 等 于 零 , 则 有 以 下 等 
式 


dim Alb(X) = dimy H(X. a) = dim, H (X. a 1) 


variety), 若 域 具有 有 限 特征 , 则 以 下 不 等 式 成 立 : 


Ir(X) < dim H(X, 94), irr(X) < tim HHX, O ,), 


# 3 TA EIE, 则 可 能 有 
dim HUX, @ y) ¥ dim H° (X, Qp). 
Albanese $% rti T Picard $ (Picard variety). 
ytri 
[1] Baldassarri, M., Algebraic varieties, Springer, 1956. 
[2] Lang, S., Abelian varieties , Springer, 1983. 
A H Tipun Ë 陈 志 杰 译 


ERE {Albedo method ; Amõenmsk meron |, it 4 
论 中 的 
迁移 方程 边 慎 何 题 和 的 一 种 解法 .反照 率 YE Pk SE FE 
因子 分 解 方 法 (matrix factorization method) 的 一 个 变 
种 ,增加 怪 度 的 一 系列 层 的 反射 和 特 送 的 窍 阵 起 着 因 
子 分 解 系数 的 作用 .实际 上 , 反照 谭 法 公用 于 一 维 空 
间 问 题 , 凤 求 反射 和 传送 系数 , X sk # Jr h h Yt k h 38: 
的 解 . 
参考 文献 
[1] Sepeum, H. C., Kamos, H. I., Mery Btn0fcmetuiil，> 
` uw. T. 2, M..1962{ 英 译本 : Berezin, L. S. and Zhidkov, 
N. P., Computing methods, Pergamon Press, 1973). 
[2] Tepaorcgona, T. A. H mp., Anpieno Heñrponogs, Mi., 
1973, r. 2. T. A. Fepworeaoaa P HAE 译 


Anacape -Cech 同 调 与 上 同调 [Aleksandroy - Čech 
homology smd cohomology ; Anercasypoba - exa romo- 
logy and ohomology) - — 

MERA Steenrod- Filenberg 公理 (Steenrod - Fi- 
lenberg axiorms)( 正 合 性 公理 可 能 除外 ) 以 及 其 个 连续 
性 条 人 性 的 同调 论 与 上 同调 论 . Armeacatmpoa -Cech 同调 群 
( 模 ) (Aleksandrov «Čech homology groups (modules )} 
H.(X, A; G) ([1], BERAZA X BJ Pr i TF E x 
ERË lim. H' (x, a'; G); W B a PURE 
覆盖 ,也 代表 它 的 网 , o 是 x 的 子 复 形 , 它 荐 x 限制 在 闭 


EALAR (ANA A A (nerve of a family of 
sets)) 在 同 伦 的 意 祥 下 ,由 有 到 cx 的 包含 映射 所 定 习 的 
AWRA A, B) (oa 人 的 存在 性 ,确保 可 以 过 流 到 
极限 .Anekcanmpos - Cech 上 同调 群 (Aleksandrov-Cech 
cohomology groups) H” (X, A; 0) 定义 为 正 向 极限 
lim. H'a, a" G). 同调 群 满足 除 正 合 公理 外 的 所 有 
Steenrod - Eñenberg 公理 .上 同调 群 满足 所 有 的 公理 ,部 
分 地 由 于 这 个 原因 ,上 同调 群 常常 更 有 用 .如 果 避 是 坚 
群 或 城 , 则 正 合 公理 对 紧 统 范畴 上 的 同调 群 也 成 立 . 另 
外 ,Anewcatzpos- Cech 同调 群 和 上 同调 群 有 连续 性 : 当 
X=lim_ X, 时 ,其 同调 (上 同调 ) 群 等 于 紧 统 X, 的 同调 (上 
同调 } 群 的 相应 极限 . Anexcannposa - Cech 理论 是 满足 
Stcenrod - Filenberg 会 理 ( 除 上 面 提 到 的 那个 外 ) 和 这 种 
连续 性 条 件 的 唯一 理论 , 在 仿 紧 空间 范畴 上 , 常用 到 
Eilenberg- Maclave 空间 的 映射 训 夯 上 同调 ;尽管 该 上 
同调 等 价 于 屋 论 (sheaf 中 eory) 中 定义 的 上 同调 .上 同调 也 
可 以 用 某 上 链 复 形 的 上 同调 来 定 包 ,这 司 得 有 可 能 用 上 链 
的 层 进行 运算 .应 用 于 同调 的 类 似 的 思想 ,包含 在 N. 
Steenrod, A. Borel 及 其 他 人 首创 的 同调 论 中 , 它 满足 
和 包括 正 合 性 会 理 在 内 的 所 有 公理 (但 连续 性 除外 ). 
Aneacarfmpos - Čech 间 调 及 上 同调 ,包括 经 上 述 修改 的 ,被 
应 用 于 连续 映射 理论 中 的 网 调 问 题 ,变换 群 理论 (与 商 
空间 的 联系 ) ,广义 流 形 理论 {特别 是 各 种 对 悍 关 系 )， 
解析 空间 论 (和 钢 如 ,定义 同调 的 基本 类 ) 及 同调 维 数理 论 
等 等 ， 

参考 文献 

[I] Aleksandrolf, P. S. [P . S. Aleksandrov], Untersuchunpgen 
über Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen beke- 
biger Dimension, Ann. of Math. (2), 30 (192%, 
101— 187. 
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[3] Steenrod, N. E. and Eiknberg, S. , Foundations of al- 
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[ 补 注 】 也 常 把 Arexcaunnpos - Cech 上 同调 称 为 Cech 
上 上 同调 (Cech cohomology), 高 红 铸 YRZ 


Anexcannpos. g£ ík [Aleksandrov compactification ; Anex- 
CRHUDOBBE EDMTaKTHOE paruwsqpesme ], AJEKCAHIPOB 紧 扩 
sk ( Aleksandroff compact extension) 

ERRE E., Hawdon #0 X t% pM -A 
友人 而 得 到 的 唯一 Hausdorff $ f. (compactification} 
aX. AO 的 任意 邻 域 具有 形式 OJR rh F 


-为 蕊 中 某 紧 统 . Anegcasapoe ë te aX # X HEA KE 


的 集合 B(X) 中 的 最 小 元 . 集合 BOX) 中 的 最 小 元 仅 对 


— = 


= e CR. (N 二 


T 


e 


局 部 紧 空 间 和 存在, 且 必定 和 wxY 一 致 . 

Arkaos 紧 化 是 TL C. Asmexcangspon 定义 的 
([1]) ,在 拓扑 学 中 起 着 重要 作用 . 例如 ,41 维 Euq 记 空间 
的 AnekcagnpoB kit aR” 3 T n 维 球面 ; 自然 数 集 的 
Aregcannpos 紧 化 aN 同 及 于 连同 收 限 点 的 收 但 序列 空 
间 ;“ 开 ”Mobius 带 的 Amercagzapoe KARHE FA 
RP° —#k. 2 F Anescanapoa 紧 化 有 病态 的 情形 , RB 
存在 完满 正规 . 局 部 紧 且 可 数 紧 空间 X, E4 Awra- 
po 紧 化 具有 维 数 dim 2 X <dim X E IndaX< Id X. 
参考 文献 

[1] Aleksandroff. P. S., Ueber die Metrisation der im 

Kleinen kompakten topologischen Räumen. Afath. Ann., 

92 (1924) 294 — 301. B. B. Penopuyk 所 
[ANE] Anexcanxpop 紧 化 也 称 为 单 点 紧 化 (one point 


compacttication) . 


参考 文献 
ILAI Dugundji, J., Topology, Alyn and Bacon. 1966, Theo- 
rem 8.4. 方 嘉 琳 译 


AFE. Raleph ,这 ; sepu, X ] 

希 怕 芋 交 字 每 表 中 第 一 个 字母 .作为 数学 符 导 , 阿 
列 去 是 由 各- Cantor 引进 的 , 用 来 表示 无 穷 良 序 集 的 
基数 (cardinal number). 每 个 基数 是 某 一 阿 列 夫 ( 选 
择 公理 (axiom of choice) 的 推论 ) .但 是 ,关于 阿 列 夫 的 
许多 定理 并 没有 利用 选择 公理 也 已 被 证 明 . 对 于 每 个 序 
Ea. MR, =w ) 表示 小 于 o, 的 所 有 序数 的 集合 
的 基数 .特别 地 ,器 ,是 所 有 自然 数 的 集合 的 基数 , N, 是 
所 有 可 数 序数 的 集合 的 基教 ,等 等 . HE a< g. W| 8 < 
W (BEneralized continuum hypothesis) MEK: 对 于 
任何 序数 &, 有 2 = 只 如果 x=0, 则 上 述 等 式 取 形 
式 =R, ARRERA (continuum hypothe- 
Sis) 的 内 容 . 所 有 小 于 六 ,的 阿 列 夫 的 集合 按照 大 小 是 
全 序 的 , 并且 它 的 序 型 (order type g. MA AH 
和 、 积 与 亚 的 定义 是 显然 的 .这 里 有 


R aR = R... t K... n 
下 列 公式 是 经 常 遇 到 的 .Hausdorf 递归 公式 (Hausd- 
orff recursive formula }: 
RER R... 


当 m=0 时 ， 它 的 特别 情况 是 Bernstein 公式 {Bern- 
stein formula); 
Ri=2" R. 


Tarski 递归 公式 (Tarski recursive formula): 如 
果 立 是 一 极限 序数 且 p< cf(ay, Mi 
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RY = Ne. 


这 里 cf (ww) 表示 序数 的 共 尾 特征 ,正如 基数 的 情况 那 
样 , 训 以 把 阿 列 夫 区 分 为 奇异 向 列 夫 (singular 


* w < w + 
"w * w +n al 


等 等 ,例如 , 当 x 是 一 个 极限 序数 且 cf ()< a hf. g, 
就 是 一 个 奇异 阿 列 夫 . 在 所 有 阿 列 夫 中 ,不 存在 最 大 的 
HAE. Cantor 已 经 指出 ,所 有 阿 列 夫 的 集 台 是 没有 意 
穴 的 , 即 不 存在 这 样 的 集合 . 亦 见 全 良 序 集 (totally well- 
ordered sel); 连续 统 假设 (continuum hypothesis); 
合 论 (set theory); Æ $ (ordinal number); 基数 (car- 
dinal number). 
#* 
[1} Arexcannpog, II. C., Beene B ouye Teopstto MRD- 
aee ú yak, M... H. , 1948 (中 译本 : II. C. F IE 
山 太 罗 夫 ,党 与 函数 的 证 论 初 阶 ,高 等 教育 出 版 桩 ,1955). 
[2] Hawdorff, F., Set theory, Chelsea, reprint, 1978 《中 
Wk: 下 ， 豪 斯 道夫 , 集 论 ,科学 出 版 社 , 1960)， 
[3] Coben, P. J., Set theory and the continuum hypothe- 
si, Benjamin, 1966. 
[4] Kuratowski, K. and Mostowski, A. , Set theory, North- 
Holland, 1968. B. A. Ejbauaos {R 
HHE] 关于 阿 列 夫 乾 的 一 个 较 新 定理 是 由 J. Silver 
在 1974 年 证 明 的 , 见 [A2] .一 个 特别 稍 疯 是 说 ,如 果 对 
THA Eco, A 


2% — K... ,对 一 切 和 co 
则 a 


2" = KR... 
XF-R, — AK 3 463239 0 hE [A1]. 
sx 

[A1] Levy, A. , Basic set theory, Springer, 1979. 

[A2] Silver, J., On the singular cardinals problem, in Proc. 


Intemat. Congress Mathematicians Vaneoau/ser, 1974, 
Vol. 1, 1975 , 265 —268. six W 


MARP [ aleph - zero ; aeg. nya. ] 
一 切 可 数 无 限 集 的 基数 (cardinal number), it% 
Ni. 
YL C. AJggxrannpos W EAH FE 


Alexander XHNi [Alexander duality ; ATekcaarepa uno. 
ñ cT emnocTb ] 

拓扑 空间 的 互补 子 集 的 同调 性 质 之 间 的 联系 , 由 于 
这 种 联系 ,一 个 集合 的 同调 性 质 能 用 它 的 补 集 的 某 些 性 
质 定 义 , 这 方面 的 第 一 个 定理 是 用 集合 论语 言 语 不 是 民 
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数 拓扑 语言 十 述 的 .在 1892 年 , C. Jordan 证 明了 一 条 
简单 闭 曲 线 将 平面 分 成 商 个 区 域 并 构成 两 部 分 的 公共 
边界 (Jordan 定理 (Jordan theorem)). 这 个 定理 于 
1911 X% H. Lebesgue ML. E. J. Brouwer (各 自 狐 
立地 ) 推 广 到 (n+1) 维 球面 {或 Eudid}) 字 和 间 中 的 n 维 流 
形 的 情形 ; 这 个 事实 与 r 维 流 形 (在 nn 维 空间 中 )} 被 一 个 
{tt 一 r 一 锥 流 形 所 环绕 的 性 质 之 间 也 建立 了 一 种 联 
系 (Lebesgue). Brouwer 在 1913 年 证 明了 平面 被 一 个 
闭 子 集 所 划分 的 区 域 个 数 仅 依赖 于 这 个 集合 的 拓扑 性 
质 . 这 种 对 侦 性 最 先是 由 J W. Alexander 在 1922 年 
用 纯粹 同调 语言 表述 的 (1). Alexander 定理 
(Alexander theorem) ([2], [3], [4]) 指 出 , n 维 球面 空 
间 中 的 (有限 } 多 面体 二 的 r 锥 模 2 Betti 数 等 于 其 补 集 
的 (a-r 一 1) H 2 Betti 数 . TI. C. Ancscaunpoa 在 
1927 年 把 这 个 定理 推广 至 任意 闭 集 忠 . 这 个 定理 所 表 
达 的 对 悟性 称 为 Alexander 对 懒 性 (Alexander duality). 

这 种 对 偶 性 发 展 的 下 一 个 重要 阶段 是 Tlogrparun 

定理 (Pontryagin theorem) ([2}, [3], [4]) (1934), È 
指出 * 维 球面 流 形 M" rh iH 38 4 的 以 紧 群 万 为 系数 的 
维 同调 群 (homology group) H (A , X), 5 Jt +E B= 
M" A 4 的 以 (离散 ) 群 了 为 系数 的 (n 一 r 一 1) E 
对 司 的 ,这 里 了 是 在 特征 论 的 意义 下 与 羡 是 对 侦 的 ,它们 的 
纯 量 积 定义 了 源 于 纯 量 倍数 的 同调 类 的 性 何 闭 链 的 环绕 
系数 .这 个 定理 称 为 Alexander -TogTparm 定理 (Alex- 
ander - Pontryagin theorem); 其 中 阐述 的 对 慢性 称 为 
Alexander - TIorrparmH 对 侦 性 (Alexander-Pontryagin 
duality) 或 IIomrp 对 偶 性 (Pontryagin duality). 
其 后 的 一 系列 文献 导致 了 Arexcannpos 定理 (15), [71)， 
这 个 定理 与 IIotrpar 定理 的 不 同 之 处 在 于 4 可 以 是 
M' 的 任意 子 集 ,和 群 苹 可 以 是 紧 的 或 离散 的 , H (A, 
XR H (8B,Y) 指 的 是 Arneecarmnpoa -Cech 同调 群 
( 见 Anmeeaarpoa - Čech 同调 和 上 同调 (Aleksandrov - 
Cech homology and əohomolegy)), 其 中 一 个 有 紧 支 
集 , 而 另 一 个 是 谱 型 的 .对 任意 集合 , Alexander t PE 
的 形式 是 通过 把 后 曾 的 一 种 群 换 上 成 对 偶 系 数 群 上 同 锥 
数 的 对 侦 上 同调 寿 而 得 到 的 ， 

在 以 后 的 推广 中 ,球面 流 形 被 更 一 般 的 流 形 (在 某 
Eeg EEH AE (homology manifold) tÈ 
3, Anercanapor - Cech #¥ 被 Cuwruugon - Steenrod RË 
【投影 型 群 )} 和 其 他 群 代 替 ; 系数 群 被 模 、 层 代 普 ,等 等 . 
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Alexander 不 变量 | Alexander invariants; Arekcannepa 
mamnapuanr ] 

与 流 形 是 的 一 维 同调 的 模 结 构 相 关 的 不 变 重 , 其 
中 太 上 丰 一 个 秩 汶 a 并 以 t,,，'…，!, 为 园 定 生成 元 系 
的 自由 Abel # J" J A HE H. 

流 形 M PRA (orbit) 空间 好 的 投影 为 对 应 于 同 
# y: G — J" W K, Ë SN covering), HF = (M)= G 
为 流 形 M 的 基本 群 (fundamental group). HA K= 
m (M), 群 B,=K,/K, 同 构 于 一 维 同调 群 H (M. 
Z) ,其 中 KK, 为 核 K, Rir FEA (commutator sub- 
moup). hp E 1 — K,— G —J° —1 生成 的 扩张 (*) :1 
> B, > G/K;—> J" 一 1 决定 了 B, 的 群 站 的 整数 群 环 
Z(Je) 上 的 一 个 模 结构 (多 寿 代数 (group algebra)) . H J“ 
在 肯 上 的 作用 亦 请 导出 B。 上 相同 移 结 构 ,J" 的 生成 
元 t 的 固定 选取 司 得 以 4 为 变量 的 Laurent £M A P= 
L=L p `, L)= Z[t, t, ooe L. t; ] % F] TF 
Z(J:) . 纯 代数 化 的 方法 可 由 扩张 (区 定义 一 个 模 扩 张 
(e): 0 一 五 一 4 一 工 一 0， 反 之 亦 然 ([5]) .其 中 
L EF]: L~ Z (21) 5 8.8 4。 称 为 柳生 M 
一 M 的 Alexander 模 (Alexander module of the cov- 
ering). ÆJ. W. Alexander ([1]) ËJ J LE'R, 当 M 
=M(k) AZERE S rh p E 5 kbi AB, 
NR xE T PE1EEF6S e E] 25 y: G) > J", 4A, 为 
连接 k 的 Alexander 模 (Alexander module of the 
link), 与 下 文 相关 的 G= Gik 的 主要 性 质 有 : G / G'A 
自由 Abel HE. P 如 的 气量 为 1. G 具有 表现 {x,， 
， Tn} 局 得 (x) = (1 Sis= u); y,(x) 


Xamis Pls TU 


=] (¿> =) (W PER ŠK n E£ SS BI (knot and link dia- 
grams)). 在 连接 的 情形 , 生成 元 1 E Ju sya k C k 
KERER ,并 由 这 些 分 支 的 和 球面 的 定向 闫 定 . 

一 般 地 , M Sh u (n 一 2) 维 球面 构成 的 的 
补 空间 ME) iT AE yn 外 ,也 考虑 同 态 y,:GCk) 一 J 
其 中 y{x) 等 于 代表 xh ARR (loop) 关于 所 有 大 的 连 
接 系 数 的 和 . 

RA, WRK EERE M, iW Alexander W # JE M 
(Alexander covering matrix)， 在 链 环 的 情形 , 称 为 
Alexander EER ( Alexander link matrix) , 它 也 可 
以 由 下 面 矩阵 得 到 ; 

ðr, aP 
回 


其 中 lx ir) AE G 的 一 个 表现 .车 p=1, 2 is M, 中 
的 零 列 可 得 模 吾 , 的 横 关 系 矩 阵 9. ,矩阵 m, AN 
在 相差 某 个 由 模 的 不 同 表 现 诱导 的 转移 变换 下 由 机 A, 
A B, SEX .TEIIEF3EH N -SREE . Alexander 理 
想 (Alexander ideals) 为 模 4, 的 理想 , 即 环 工 , 的 理想 
FIE (A) OS E,S S E SE, S ch r E, 
H MARN (m —i) x (m 一 站 的 子 式 生 成 ,而 对 mm 一 i<1 
有 E= L,- 亦 可 使 用 反 向 排序 的 序列 ， HALBA 
Gauss 环 又 为 Noether 环 , 于 是 每 个 理想 E 均 包 会 在 
某 个 极 小 主 理想 {A) 内 ;其 生成 元 A 在 相差 单位 除 子 tt 
的 意义 下 是 唯一 的 . Laurent 多 项 式 A (t, U, f 由 简称 
3 k (RME M — M) 的 Alexander 多项式 (Alëxander 
polynomial). Æ A,0, WEP rhii A. (0, ` 

0)#0 B 关 扣 .对 同 态 六 相应 地 有 模 直 理想 E 5 # 3 
= A. SRH k (sk N E M. — M) B Alexander Hie 
模 (Alexander reduced module), Alexander 约 化 理想 
(Alexander reduced ideals ) 及 Alexander 约 化 多 项 式 
(Alexanderreduœd polynomials). # p=1, WA =4. 
KR, PIRR EA t RA). 2 u> >2, WĀ, 
TA G- 1)“ ° RR. EAE v (t) = >A OO/ 1 即 所 


a 


HRE [á], [8], [10] 中 研究 过 ， #hitie tiep; a am Ez 
FM. 3 u=1, Ë H (M ; R) tE it g in Z3EfË A(0) n[ 
道 的 环 丸 上 ,特别 地 在 有 理 数 域 上 ,是 有 限 生 成 的 ([7] )， 
XE A+, MEZETARA AAEH r: 
H (M; R)—H AM; OBREDE. ARNAF 
H (M ; RYB Ka, A (t)= 1, S R42:4 H,(M ; Z)=0. 
当 m=3 时 ,过 接 理 想 具 有 下 述 对 称 性 质 := = 五 ,这 里 
摸 线 表示 五 ,在 自 同 构 下 的 象 ,其 中 的 自 同 构 由 将 所 有 
LERLE 的 变换 生成 , 由 此 对 某 些 整 数 N, FAG., 

=n EAS AG... E). X— SEE Hh 
纽 结 和 连接 群 的 Fox - Trotter 对 但 得 到 . 它 也 可 由 流 形 
M Hi Poincaré 29 fj 4t (Poincare duality) ,同时 考虑 pa 


ALEXANDER INVARIANTS 67 


的 自由 作用 而 得 到 {[3]) . 若 At ，… ，t) 关 0, 则 和 链 复 
JÉ C,0M) 在 环 工 ,的 分 式 域 P, 上 是 零 调 的 (n=3), 并且 
TR hi W lk A L. — P. ËB) Reidemeister #E3E (Reide- 
meister torsion) z€ P/T, 这 里 II 上 ,的 可 遂 元 素 群 . 
车 4=2, 则 z=Ah1, 若 p=1, 则 f=Al1(1 一 1) (相差 L, 
的 可 道 元 ) ,对 m=3, 和 的 对 称 性 可 由 的 对 称 性 得 到 . 
ži j=1 时 ,由 A,( 由 的 对 称 性 及 性 质 A&,(1)= 士 1, 可知 
A (ry PJ br 39 8138. v (z) 89 Erti 30 838 ([4]). 纽 结 多 项 式 
A (HÉ TEE RAFA: A (D= 士 1; AOA (r 5; 
A. EBE A, 对 大 于 某 NN 的 所 有 i 有 ,=1, 即 对 任意 满 
是 这 些 性 质 的 态 ,(f), 均 有 纽 结 上 使 它们 怡 为 Alexander 
多 项 式 . 细 川 多 项 式 {[ 必 ) 对 任何 u2>2 B Fk W yar 
Y(t") 刻画 ; 二 维 纽 结 的 多 项 式 A 由 A,{1)= 土 1 刻画 . 

Alexander 不 变量 ,首先 对 Alexander 多 项 式 ,是 区 
别 纽 结 和 连接 的 强 有 力 工具 ,在 二 重点 少 于 9 的 纽 结 
EPRA 3 对 不 能 用 ARA AAE (knot table)). 
亦 见 组 结 理 论 (knot theory); 突 锚 纽 续 和 连接 (alterna- 
ting knots and links). 
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【译注 】 对 8; 中 的 纽 结 或 连接 K, J. H. Conway B| 
WT Conway 多 项 式 v, (z), E 5 Alexander 约 化 多 项 
式 的 美 系 是 A.()=v,(r? —t `T). Conway 多 项 式 的 
意义 在 于 它 可 利用 递归 方法 直接 从 连接 图 来 计算 而 不 
必 考 虑 矩阵 或 行列 式 {[B1i]). 

近年 来 ,在 纽 结 和 连接 理论 中 有 许多 重大 进展 ,其 
中 最 重要 的 是 V.F. R. Jones 于 1985 年 通过 构造 经 典 
EE von Neumann 代数 中 的 表示 而 发 现 的 Jones 
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FRR URE. Witten 关于 拓扑 量 -车 场 论 与 Jones 多 
项 式 关系 的 工作 . Æ [B2]-_[B6]. 
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Amba 语言 [Al fa ; Amba | 

A a T 8 EHAE ALA Pt PHE A EE R ELE T OF tA 
的 一 种 算法 语 育 (algorithmic language). 它 在 某 种 
程度 上 是 Aget 语言 (Algnl) 大 版 性 质 的 推广 . 对 出 更 
在 Algol 语言 中 的 量 ,增加 了 复数 和 有 内 部 维 数 的 组 成 
分 量 { 向 量 ,. 托 阵 等 )， 还 补充 了 用 来 引信 复合 和 多 维 量 
表示 的 说 明 , 引 人 了 一 类 特定 范 数 常规 程序 , 其 主体 用 
表达 式 定 六 ， 它 能 够 通过 小 数 点 显示 自然 数 的 计算 , 使 
用 累加 和 和 坊 积 符 导 以 及 不 等 式 链 .有 一 种 辅助 循环 , 其 
中 在 不 引信 核 华 敌 数 的 情况 下 能 执行 所 期 望 次 数 的 重 
复 ， 主 要 程序 设计 系统 包括 Ampat S (用 于 M-20 
型 机 ), Algibr 语言 {用 于 M -220/ BESM - 5 复合 机 } 和 
mm 中 a:5 语 言 (用 于 BESM -6 机 ) . 
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Amam 语言 [Apam ; Amame] 
主要 为 在 中 等 功能 的 电子 计算 机 上 使 用 而 开发 的 
一 种 算法 局 译 ( algorithmic language }， 是 于 1963 一 


1966 年 由 社会 十 义 国 家 科学 院 爹 面 合作 委员 会 任命 的 
中 型 计算 机 自动 程序 设计 小 组 开发 的 ,被 建议 作为 社会 
主 立 国家 间 算 法 交流 的 标准 请 言 . 它 是 在 Algo - 60 
语言 ( 见 Agd 语言 (Alpoi)) 的 基础 上 , 为 便于 转换 
(translation) 过 程 , 加 上 了 一 些 限 制 . 最 重要 的 限制 包 
插 禁 止 过 秋 的 递归 使 用 ,要求 过 程 形式 泛 数 的 必要 说 
BJ, 在 使 用 标识 符 ( 标 记 除 外 ) 前 对 它们 的 说 明 , 简 化 命名 
表达 式 的 结构 ,在 稀 为 Algol- 60 子 集 的 规范 统 -语言 
中 ,所 述 的 这 些 限 制 是 与 施 于 Algo - 60 语言 上 的 那些 
限制 一 致 的 . 同时 ,在 Amram 语言 中 也 引入 了 一 些 新 
特点 ,包括 Algol - 60 语言 上 不 存在 的 外 部 标识 符 和 部 
分 标识 符 ， 外 部 标识 符 (external identifiers) 是 存放 在 
机 器 外 存 鱼 器 中 数组 的 名 称 . 外 部 数组 的 读 与 写 由 一 
个 标准 交换 过 程 来 实现 .数组 之 前 的 部 分 标识 符 (part 
identifiers) 与 存放 在 外 存储 器 中 的 程序 相 分 离 ， 这 个 程 
序 把 它 再 次 调用 到 工作 存储 器 中 进 人 相应 的 数组 ， 当 
机 器 的 工作 存储 器 的 容 最 比较 小 时 ,用 这 种 方法 , 可 增 
强 语言 的 合用 效率 .此 外 ,Amawc 语言 包 揪 输 人 和 输 
出 过 程 的 详细 描述 ， 在 用 其 他 语言 描述 它 俯 时 还 包括 
过 程 体 的 更 确切 的 定义 . 
#*x W 
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1 (1976), 87- 38). 
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tek [ algebra ; aare6pa) 

让 数学 的 一 个 分 支 { 见 代数 党 algebraj. 这 个 词 
可 以 用 来 构成 侣 成 词 , 例如 同调 代数 (horaological alge- 
bra). 交换 代数 (commutative algebra), É tE +e @ 
(linear algebra), 多重 十 性 代数 (multilinear alge- 
bra) 和 括 扑 代数 (topological algebra}. 

2) EFIR (operator ring) 的 特殊 情况 : 域 上 的 . 体 
上 的 或 交换 环 上 的 代数 (有 时 为 线性 代数 或 向 量 代 
ZO. EARE (从 前 称 为 “ 趋 复 系 " (hypercomplex sys- 
tems) 和 非 结合 代数 都 是 这 种 章 义 下 的 代数 . 

3) 活 代数 (aniversal algebra} 的 同义词 , 包 插 诸如 
Bode 代数 (Boolean alpebra) .一 元 代数 (unary alge- 
bra) 等 这 样 一 些 代 数 . 张 裤 林 译 


{RE [ algebra ; anre6pa] 
研究 代数 运算 (algebraic operation) 的 一 个 数学 分 
x. 
AERE. 最 简单 的 代数 运算 一 一 正 整数 和 正 有 
理 数 的 算术 运算 一 一 在 最 古老 的 笋 学 教科 书 中 也 会 见 


到 ,表明 这 些 运算 的 主要 性 质 甚至 在 古代 就 已 知道 了 . 
特别 地 ，Diophantus HKA R> (Arithmetic, 公元 3 世 
纪 ) 对 代数 思想 和 符 寻 的 建立 有 重要 的 影响 .“ 代数 ”这 
个 词 起 源 于 Mohammed al- Khwarizmi 的 著作 八代 
数学 》{Al jabr al- muqabala, 公元 9 世纪 )， 这 本 
书 描述 求解 某 些 问题 的 一 般 方 法 ,这 些 问 题 可 化 简 为 一 
次 或 二 次 代数 方程 . 15 世纪 结束 时 , 开始 使 用 现代 符号 
“+" 和 “一 "来 代替 过 去 流行 的 用 繁琐 的 语言 描述 数学 
运算 . REZAT ERREKERI. 并 且 出 现 了 括号 . 
16 世 纪 末 ,FF. Viete 首先 用 拉丁 字母 表示 问题 中 的 常数 
和 变数 .大 多 数 当代 的 代数 符号 时 在 17 世纪 中 叶 就 已 
知道 了 , 它 标 志 着 代数 学 的 * 史 前 时 期 "的 结束 . 代数 学 
的 真正 发 展 发 生 在 后 3 个 世纪 ,这 期 疝 , 对 本 学 科 的 主 
要 内 容 的 看 法 有 了 根本 的 改变 ， 

17 一 18 世纪 中 , "代数 学 "被 理解 为 在 代数 符号 
上 进行 计算 的 科学 { 由 字母 组 成 的 公式 的 “ 恒 等 " 变 
换 ， 解 代 玫 方程 (alpgebaic equatiomy， 等 等 )， 与 算术 
(arithmetic) 不同 , 算术 外 理 是 对 明显 的 数字 进行 的 计 
算 . 然而 , 假定 符号 代表 实际 的 数 : 整数 或 分 数 . 那个 
时 期 的 最 好 的 教科 书 之 一 ,人 L，Euler 的 《代数 学 引 论 》 
(Introduction to aleebra) 的 内 容 简 家中 包括 整数 .分 
数 和 小 数 . 根 , 对 数 , 一 次 到 四 次 代数 方程 . 级 数 ， 加 
E., Newton 的 二 项 式 及 Diophantus 方程 等 ， 因 而 到 
18 世纪 中 叶 , 代数 学 或 多 或 少 地 相当 于 今日 的 “初等 
代数 "， 

18 积 19 世 纪 的 代数 学 站 理 的 主要 内 容 是 多 项 
A. 历史 上 ,首要 的 问题 是 求解 一 个 未 知 数 的 代数 方 
程 ， 即 求解 下 述 类 型 的 方程 : 


dox" tax" 二 + = 0. 
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成 的 公式 来 表示 方程 的 根 {“ 用 根 式 求解 ")， 即 使 在 最 
早 的 时 代 , 数 学 家 们 也 能 解 一 次 和 二 次 方程 . 16 Ht 
纪 , 意大利 数学 家 叉 作 出 实质 性 的 进展 : 发 现 了 解 三 次 
方程 ( 见 Cardano 公式 (Cardano formula)) 及 四 次 方 
# (M. Ferrari 法 (Ferrari method) 1) 的 公式 . 在 以 后 的 
3 个 世纪 中 ,为 求解 商 次 方程 而 寻找 类 似 的 公式 , 结果 
徒劳 无 功 ; 与 此 有 关 , 对 于 和 任意 复 系 数 代数 方程 的 复 根 
的 存在 性 ,至 少 要 找 出 一 个 “无 公式 "的 证 明成 为 主要 兴 
R. 这 个 定理 在 17 世纪 首先 由 A Girad MA. mA 
到 18 世纪 末 才 由 C. F. Gauss 粗略 地 证 明 ( 见 代 数学 基 
本 定理 (aigebra，fundamental theorem of). ÆA., 
1824 年 N. H. Abel 证 明了 高 于 四 次 的 方程 一 般 不 能 
用 根 式 求解 ,而 1830 F E. Galois 对 代数 方程 使 用 根 
式 的 可 解 性 给 出 了 一 个 一 般 性 的 判别 法 ， 见 Galais 理 
Yë (Galois theory)， 那 个 时 期 其 忽视 其 他 问题 的 , 正 
RI J. Serret 在 他 的 商 等 代数 教程 (1849) 中 指出 的 , 代 
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数 党 被 理解 为 “方程 分 析 ”. 

一 个 未 知 数 的 代数 方程 的 研究 伴随 著 多 个 未 知 数 
的 代数 方程 ,特别 是 线性 方程 组 的 研究 .线性 方程 组 的 
#F3e SE3k T SEDE (matrix) 和 行列 式 (determinant ) 概 
THRA. 矩阵 本 质 上 是 独立 的 理论 , E ERARE 85 
应 用 范围 远 这 超出 了 求解 线性 方程 组 . 

内 19 世 纪 中 叶 以 后 ,代数 学 量 终 好 从 方程 论 转向 
代数 运算 的 研究 ， 代数 运 算 公 理 研 究 的 第 一 次 党 试 可 
AWE Euclid 的 “关系 论 ", 但 是 在 这 方向 上 毫 无 进展 ， 
因为 即使 最 简单 的 算术 运算 一 -长 度 的 址 或 面积 的 
E 一 一 也 不 可 能 有 儿 何 解释 . 由 于 过 (number) 的 概 
您 的 亚 渐 推广 和 这 人 研究 以 及 在 完全 不 是 数 的 对 象 上 
进行 算术 运算 的 出 现 才 使 进一步 的 进展 感 为 可 能 . 最 
先 的 例子 是 Gaus 的 “二 元 二 次 型 的 合成 "及 了 , Rufini 
HA. L. Cauchy HERRE. 民 数 运算 移 抽 象 概 念 出 
现在 19 世纪 中 叶 对 复数 (complex number) 研究 
的 环境 中 ， 那 时 出 现 了 G. Boole 0393849099 (algebra 
of logic), H. Grassmann 的 外 代数 【exterior algebra}, 
W. Hamilton RAMES (quatemion) 以 及 A. Cayley 的 
矩阵 计算 ， 同 时 C Jordan 发 表 了 关于 置换 (permuta- 
tion) 群 的 重要 论文 . 

这 些 研究 为 代数 学 在 19 世纪 末 向 近代 发 展 有 阶段 转 
移 开 辟 了 道路 ,这 个 近 民 发 展 阶 眉 且 以 对 从 前 各 孤立 的 
代数 学 概念 在 共同 的 公理 基础 进行 提炼 以 及 代数 学 应 
用 范围 显著 扩大 为 标志 的 , 民 数 学 及 代数 运算 的 一 般 理 
论 的 近 民 观点 于 加 世纪 初 在 DD. Hilbert, E. Stemitz, E. 
Artin 和 E. Nocther 的 影响 下 得 以 期 确 ,而 在 1930 年 由 
FB. L. van der Waerden 的 《近世 代数 》(Maodem alge- 
bra) 一 书 的 出 现 才 完全 确立 ， 

代数 学 的 主要 内 容 , 它 的 主要 分 支 及 与 其 他 教学 分 
支 的 联系 . 近世 代数 学 的 主要 内 容 是 集合 及 这 些 焦 合 
{ 凤 代 数 及 汉代 数 , 见 代数 (algebra) ; Pr BR (universal 
algebra) 中 的 术语 ) 上 的 代数 运算 ， 且 在 同 构 Gsom- 
orphism) 干 进行 考察 ， 这 意味 着 从 代数 学 观点 看 ， 
亿 合 本 身 和 作为 代数 运算 的 载 酚 的 烛台 是 不 加 区 别 
的 , 而 在 这 个 意义 下 ,真正 的 研究 内 容 是 代数 运算 本 
身 . 

长 期 以 来 ,实际 上 进行 的 研究 仅 涉 及 到 少数 基本 类 
PRAHARA, 它们 是 在 数学 发 展 和 应 用 中 自然 地 出 现 
的 . 

最 看 要 的 且 被 研究 得 最 制 底 的 代数 类 型 之 一 是 群 
(group) ,这 种 代数 具有 满足 结合 律 的 二 元 运算 , 售 有 单 
位 元 , 且 对 每 个 元 束 有 北 元 素 . 历史 上 , 群 的 概念 是 汉代 
数 的 第 一 个 例子 ,实际 上 到 19 世纪 末 它 在 很 针 方 面 成 
为 代数 结构 的 , 且 一 般 地 成 为 数学 结构 的 范 情 ， 群 的 
Er mE (semi - group), fLNE (quasi - group) f: Z. 
所 焰 (loop) 的 独立 研究 ,在 很 晚 以 后 才 开 始 . 
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型 , 环 和 域 中 的 运算 通常 称 为 加 法 和 乘法 . 环 的 加 法 由 
'Abel 群 (Abelian group) 公理 规定 ,而 习 法 对 于 加 法 还 
袖 分 配 律 所 规定 , 见 环 和 代数 (rings and algebras). 
最 初 羽 研 究 具 有 结合 律 染 法 的 环 ,并 且 结 合 律 的 要 求 有 
时 述 威 了 环 的 定义 的 -- 部 分 ， 见 结合 环 与 结合 代数 
(associative rings and algebras)， 非 结合 环 的 研究 
( 见 非 结合 环 与 非 结合 代数 (non - associative rings 
and algebIas))， 当 今 完 全 被 认为 是 独立 的 学 科 ， 除 
环 (skew - field) 是 一 个 铺 合 环 , 它 的 全 部 非 零 元 的 集 
合 是 乘法 群 . 域 (field) 是 一 个 除 环 , 它 的 梁 法 是 交换 
的 ， 数 域 , 即 在 加 法 .减法 .乘法 .被 非 堆 数 的 除法 下 封 
闭 药 煞 集 ， 列 含 在 代数 方程 的 早期 的 研究 中 . 结合 
的 交换 环 和 域 是 次 撞 代数 (commutative algebra) 及 
紧密 柑 关 的 领域 代数 几何 学 (algebraic geometry ) 的 主 
要 研究 对 象 ， 

具有 两 个 二 元 运算 的 另 一 个 重要 的 代数 类 型 是 格 
(lattice}， 格 的 典型 信子 有 : 一 个 给 定 集合 的 f # M) £ 
统 , 它 具有 集合 论 的 并 和 交 的 运算 ; 还 有 正 整 数 的 集合 ， 
它 的 运算 是 取 最 小 公 倍 效 和 最 大 公约 数 . 

域 上 的 线性 (或 启 量 ) 空 合 也 可 以 作为 泛 北 数 来 处 
理 , 它 上 共有 一 个 二 元 运算 (加 法 ) 和 一 个 一 元 运算 (用 基 
域 的 数量 作 飞 法), 除 环 上 的 线性 空间 也 已 被 研究 .如 果 
用 环 来 代替 数量 的 集合 ,就 可 得 到 更 一 般 的 概念 : 模 、 
代数 学 的 一 个 重要 部 分 即 线 性 代数 (linear algebra), 用 
于 研究 线性 空间 . 模 和 其 中 的 线性 变换 ， 以 及 与 它们 有 
XHAM. 它 的 一 部 分 , 线性 方程 论 和 和 矩阵 论 早 在 19 
纪 就 已 形成 了 ， 一 个 紧密 相关 的 学 科 是 和 多重 线性 代 歼 
{multilinear algebra}. : 

任意 汉代 数 的 一 般 理 论 (有 时 称 之 为 * 泛 代数 "的 
最 初 的 研究 要 追 泣 到 20 世纪 30 FA, E. iH G. Birkhoff 
进行 的 ， 同 时期， 入, H. Mamen 和 A. Tarski WE 
了 模型 (model) ( 即 其 中 有 闭 显 著 关 系 的 集合 ) 理论 
的 基础 . 后 来 , 汉化 数理 论 和 模型 论 紧密 联系 在 一 起 ， 
以 致 产生 了 一 门 新 的 学 科 ， 称 为 代数 系统 (algebraic 
system) 理论, 它 介 于 代数 学 和 教理 逻辑 之 间 , 它 的 题材 
是 集合 ,集合 上 定义 了 代数 运算 及 一 些 关系 . 

由 于 在 证 代数 中 引进 子 与 代数 运算 相配 配 的 附加 
结构 ,从 而 创造 了 代数 学 和 其 他 数学 领域 之 问 的 许多 中 
间 学 科 ， 这 些 学 科 包 括 岳 扑 代 数 (topological alpebra) 
(包括 拓扑 群 (topological group) 和 Lie 群 (Lie group) 
理论 ), REF (normed ring) 理论 ， 微 分 代数 ， 和 种 
有 序 的 代数 结构 理论 ， 起 源 于 代数 学 和 拓扑 学 的 同 
调 代 数 {homological algebra) 产生 于 20 世纪 350 年 
六 ,人 洗 本 身 的 资 烙 而 成 为 一 门 学 科 . 

代数 学 在 近代 数学 中 的 作用 极端 重要 , 而且 数 学 进 
一 步 “ 代 数 化 "是 一 种 趋势 . 研究 许多 数学 对 象 的 一 个 典 


型 方法 是 构造 适 于 表达 这 些 对 锣 行 为 的 代数 系统 , m fh 
有 时 这 些 对 象 远 元 代数 学 . 例如 :Lie 群 的 研究 在 很 大 程 
度 上 可 以 化 为 它们 的 对 应 物 : Lieti (Lie algebra) 的 
研究 , 类 似 的 方法 还 应 用 于 拓扑 学 : 用 某 种 标准 的 方法 ， 
对 每 个 拓扑 空间 指派 同调 群 (homological group) 的 
无 穷 序 列 ,作为 它 的 代数 映 象 的 这 些 序列 能 够 很 正确 地 
评 昼 空间 本 身 的 性 质 ， 拓 扑 学 中 近代 的 重要 发 现 都 是 
用 代数 作为 工具 而 得 到 的 ， 见 代数 拓扑 学 (algebraic 
topology}. 

不 看 起 来 ,把 问题 先 帮 译 成 代数 语言 , 热 后 用 代数 
诺言 解决 它们 ,再 将 忆 数 语言 帮 译 回去 , 这 只 是 繁复 的 
手续 ,但 实际 上 这 种 方法 是 高 度 方 恒 的 且 有 时 是 唯一 可 
行 的 ,因为 藉 助 于 代数 化 ,不 仅 可 用 纯 语 言 的 考虑 , 而 且 
还 可 使 再 形式 的 代数 计算 这 个 有 力 工 具 去 解决 向 题 , 所 
以 有 时 可 以 克服 高 度 复杂 的 国难 . 代数 学 在 数学 中 的 
作用 可 与 近代 计算 机 在 解决 实际 问题 中 的 作用 相 出 报 ， 

代数 学 的 概念 和 方法 广泛 应 用 于 数论 ( 兄 代 数 数 论 
(algebraic nurnber theory)), T£ dB y (functional analy- 
SS) 、 微 分 方程 理论 ,几何 学 { 见 不 变 量 理论 (invariants， 
theory of )、 射 影 几 何 学 (Projective geometry) . WER 
数 (tensor algebra)) 及 其 他 数学 学 科 中 . 

除了 在 数学 中 的 基本 作用 外 ,从 应 用 的 观点 看 , 代 
数学 也 是 很 重要 的 ; 例如 在 物理 学 (有限 群 表示 论 在 莱 
子 力 学 中 ; 离散 群 在 结 册 学 中 )， 控制 论 ( 见 自动 机 理 
it (automata, theory of) A A Aar RSTS 
A (linear inequality)) 中 的 应 用 . 
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代数 学 基本 定理 [algebra, fundamental theorem of ; 
8JIre6psi ocuomussu Te0DeMA] 
下 还 定理 :任何 复 系数 包 项 式 在 复数 域 中 都 有 一 个 
根 . 这 个 定理 首先 是 由 A. Girad F 1629 年 和 及， 
Descartes 于 1637 年 提出 的 ,其 表述 方式 与 现在 所 取 的 
方式 不 同 .C, Maclaurin 和 L. Euler 使 得 定理 的 表述 
更 为 精确 ,并 且 给 出 与 现代 表述 等 价 的 一 种 形式 :任何 
实 系数 多 项 式 都 能 分 解 为 实 系 数 的 一 次 和 二 次 因 式 之 
E. J. d'Alembert 于 1746 年 首先 给 出 代数 常 甘 本 定 
理 的 一 个 证 明 . Æ 18 世纪 后 半期 , L. Euler, P. 
Laplace, J. L. Lagrange 和 其 他 人 又 相继 给 出 一 些 证 
BH. 所 有 这 些 证 明 都 预先 要 设 多 项 式 的 一 些 " 理 想 的 ” 
根 确 实 存在 ,然后 去 证 明 在 这 些 要 中 至 少 有 一 个 是 复 
3k. C. F. Gaus 最 先 在 不 候 设 多 项 式 的 根 实际 存在 
的 情况 下 ,证 明了 代数 学 基本 定理 ， 他 的 证 明 实 质 上 在 
于 构造 移 项 式 的 分 列 域 . 这 个 定理 的 所 有 证 明 都 要 涉 
及 到 实数 和 复数 的 某 种 形式 的 拓扑 性 质 ， 而 拓扑 的 作 
用 最 终 导 致 到 单一 的 假设 : 奇 次 的 实 系 数 多 项 式 上 有 一 
个 实 根 . 
x. Rt 
{1] Kyponr A. T. . Kypc Boerumei ameipa, nar. 9, M., 
1968, 147—155, 345—349 【中 译本 : A. T EMA 86 3 
.代数 教程 , 人 民 教 育 出 版 社 ，1962 ) ， 
[2] Lang, S., Algebra, Addison - Wesley, 1974. 
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函数 代数 [ agebra of functions ; amTregpa Qynkusñ ] 
作为 极 太 理想 空间 驱 上 的 连续 函数 代数 来 实现 的 
半 单 变换 Banach 代数 (commutative Banach algebra) A. 
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如 果 a e 4, 而 f 是 定义 在 元 素 a 的 谱 (spectrum ) (I iË 
数 &=a 的 值 集 ) 上 的 某 个 函数 ,那么 f(Q) 是 NLHE 
HA. uR, ER- - 定 满足 了 (4) e 4. 热 而, 如 果 了 是 整 函 
数 ,那么 f(a}eA 对 于 任何 as 有 4 成 立 . 利 用 Cauchy 
积分 公式 可 在 本 项 上 加 强 这 个 结果 : WREEK EE 
K a 的 谱 的 某 个 邻 域内 解析 ,那么 f(a)e 4, 且 映射 了 
一 了 (0) 是 在 a € 4 的 庶 的 某 个 邻 域内 解析 的 函数 所 构 
成 的 代数 到 A 的 同 态 .这 个 命题 对 于 非 半 单 交换 Banach 
代数 也 成 立 . 而 且 ,一 般 来 说 ,这 个 在 给 定 元 素 的 谱 的 令 
域内 解析 的 函数 类 不 能 再 扩充 ,例如 ,如 果 A= L (Z), 
且 对 于 所 有 谐 在 区 间 {0,1] 中 的 ae 4 有 f(a) s4, 那 


` 么 了 在 该 区 条 的 某 邻 域内 解析 . 


在 个 别 情形 中 , f(ayth PT L zF T £ Ië 88 fr PS 3k. f * 
定义 ,但 是 这 样 的 定义 会 过 到 内 在 的 困难 . 例如 , 设 4 是 
EME |34 委 1 中 的 连续 范 数 代数 , 旦 要 求 其 中 的 函数 都 
在 圈 盘 121<1 中 解析 各 满足 条 件 了 '(0) =0. 84218 A 
米 恒 同 于 4 的 极 大 理想 空间 .在 极 大 理想 空间 上 连续 的 
函数 f(z)=z 不 属于 4. 但 它 是 二 次 方程 


fi -z= 0 
的 解 ,这 车 ze A. 
如 果 4 是 具有 松 太 理想 空间 广 的 半 单 代数 ， 了 GE 
C(xXx H 


PR Ef taf + +a, = Ü. a EA, 


其 中 呈 满 足 呈 ( 门 Est4d), 后 者 是 AKERRA 
而 了 乱 产 的 音 根 ) 那么 Je4. 类 似 地 有 : NOM fe 
C (X), exp(f) EE A, 那么 fe A. 
convergent algebra ) (或 一 致 代数 (uniform algebra ) ), 如 
果 这 个 代数 中 的 范 数 所 定 史 的 收 歼 概念 等 价 于 画 数 天 
在 极 大 乙 想 空间 上 的 一 致 收 鲜 性 .如 果 对 于 所 有 ae A, 
等 式 = a 成立, 那么 4 是 - -至 代数 .一 致 代数 的 
一 般 例子 是 在 某 个 拓扑 空间 上 的 有 界 广 续 函数 忆 数 对 于 
自然 的 sup 范 数 来 说 的 闭 子 代数 . 

如果 几 是 一 致 代数 , 且 它 的 极 大 理想 空间 是 可 荆 的 ， 
那么 在 所 有 环形 边界 (不 你 是 闭 边 界 ) 中 ,存在 概 小 边界 
To, 其 闲 包 是 Waos 边界 ,集合 To 由 “ 峰 点 "给 成 : xn 
称 为 巍 点 (peak point), 如 时 存在 函数 f e A 使 得 | f(x)! 
<Ia | 对 于 所 有 xx 关 xw 成 立 . 在 所 讨论 的 情形 中 ,对 
于 极 大 理想 空间 中 的 任何 点 存在 集中 于 工 , 上 的 表示 测 
H, 

一 个 函数 代数 称 为 解析 的 analytic), 如 果 该 代数 中 
所 有 在 极 大 坚 想 空间 的 韭 空 开 于 集 工 为 零 的 函数 乌 为 
稚 . 类 似 地 可 定义 甘于 边界 解析 的 代数 ,任何 解析 代数 
EX F Tanos 边界 解析 的 ; 反之 通常 不 真 . 

一 个 函数 代数 4 称 为 正则 的 (regular), 如 果 对 于 代 
数 4 的 极 大 理想 空间 革 中 的 尾 何 闲 子 集 下 和 任何 不 包 


OC 
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会 在 下 中 的 点 罗 , 有 可 能 求 得 图 数 fe 4, 使 得 对 于 所 

# x€ F,#8 f (x) =1,ñ] f (xo) =0. 所 有 正则 代数 是 正规 
的 , 即 对 于 任何 两 个 不 相交 的 闭 集 F. F, X, # ñ u R f 
€ A, 848 六 xz=1 对 于 所 有 x € F 8 vr, W f(x)= 0 对 

于 所 有 x € RRL PRE EERE 对 于 空间 X 
的 性 何 有 限 开 覆 盖 {U.}(l 拟 im) 存 在 属于 4 的 单位 

£. RASH 方 ,…… 大, W E 


和 和 +t phx 1 
(x) = 0 如 果 x € U. 


-PAR g 称 为 局 部 属于 函数 代数 4, 如 果 对 于 任 
何 点 xoE 才 ,存在 它 的 某 个 邻 域 ,使 得 在 这 个 邻 瑾 中 该 
函数 重合 于 代数 中 的 某 函 数 . 局 部 属于 一 个 正则 代数 
的 尾 何 函数 自身 是 该 代数 的 元 素 . 

函数 代数 的 一 个 元 素 称 为 实 的 (real) , 如 果 对 于 所 
x EX, f(x) 是 实 的 .如 果 4 是 具有 实生 成 元 大 的 代 
数 , 且 对 于 所 有 了 ,有 


Jajal- < x, 


那么 4 是 正则 的 ， 

Banach 代数 中 的 一 个 理想 (ideal) 称 为 准 素 的 
(primary), 如 果 它 只 被 包含 在 一 个 极 大 理想 中 .如 果 4 
是 正 列 秒 数 民 数 ,那么 每 个 极 大 理想 台中 有 一 个 最 小 
闭 准 泰 至 想 J(xo), 它 包含 在 辑 中 的 任何 闭 准 察 理想 之 
中 .理想 J 了 (xo) 是 由 在 xç E 久 的 某 个 (依赖 于 了 的 ) 邻 域 
中 为 办 的 函数 广 E4 全 体 所 形成 的 理想 的 闭 包 . 

在 带 伴随 单位 元 的 绝对 收 化 Fourier 级 数 的 代数 中 ， 
任何 极 大 理想 重合 于 对 应 的 准 素 理想 . 

设 4 是 代数 C{ 了 0 的 闭 子 代数 ,其 中 基 是 某 个 紧 统 
( 它 不 一 定 重合 于 4 的 极 大 理想 空间 ), ARR X 
的 点 , 即 对 于 任何 两 个 不 同 的 点 xj, x, S X. ERR 4 
中 的 函数 六 使 得 Oc) 关 f(x2) ,代数 4 称 为 对 称 的 
Gymmet) WRAN 三 与 函数 (0) 间 属 于 此 代数 ， 
根据 Stone -Weierstrass 定理 ,如果 4 是 对 称 的 ,那么 A= 
COD). 代数 4 称 为 反对 称 的 (anti- symmetric ), 如 果 由 条 
Hf f =e 4 可 得 出 了 征 常 数 函 数 . 特 别 是 ,解析 函数 代数 
县 反对 称 的 .一 个 子 业 S EX RA GTE 4 的 ) 反 对 
称 性 集 (set of anti- symmetry), 如果 性 何在 S 上 取 实 值 
HER SEA 在 该 集合 上 为 常数 ,按照 这 个 定义 ,代数 是 
反对 称 的 ,是 指 整 个 区 是 反对 称 性 集 . 在 一 般 情形 下 , 空 
间 评 可 圳 示 为 一 些 不 相 变 的 闭 的 极 大 反对 称 性 集 的 并 ， 
每 个 极 大 反对 称 性 集 是 一 些 峰 集 的 交 { 集 合 PRAE 
(peak set), 如 果 存 在 函数 fe 4, 使 得 /ly= 1, B 4 x é P 
时 ,1f(x)l< 们 .由 此 得 到 ,代数 4 在 极 大 反对 称 性 集 Y 
上 的 限制 4|; 是 代数 CCY) 的 闭 ( 反 对 称 ) 子 代数 .如 果 邢 


是 代数 4 的 极 大 再 想 空 间 , 那 么 极 大 反对 称 性 集 是 连通 
的 .如 果 -个 连续 函数 在 每 个 极 太 反 对称 性 集 上 重合 于 
代数 4 中 的 某 个 函数 ,那么 这 个 函数 本 身 也 属于 A. 
Stone -Weierstrass 定理 的 这 一 推广 使 得 原则 上 有 可 能 把 
对 任意 的 一 致 代数 的 研究 归结 为 对 反对 称 代 数 4 的 研 
究 . 然而 ,对 性 意 的 代数 的 研究 不 可 能 归结 为 对 解析 民 
数 的 研究 ; TERRE CHHAT 03 ) 型 的 我 
数 的 例子 , 它 不 与 CLX) 重 合 , 且 是 反对 称 的 和 正则 的 . 
设 Re(4) 是 形式 为 Re (f) (f EAA LARE E; 
WA R (DERRER RAE C(IX) 中 是 闭 的 ,那么 
A=C (X). = B] X BJ 1 8 EU E 4 的 极 大 理想 空间 的 
-AA AT, EXEDRA ERKE S= fa] ËJ 
Hth, w E tE ajbi 8 E X #J A ËJ 34 8 2 8] 85 18 A. 
所 引进 的 度量 . 在 这 个 度量 意义 下 的 距离 将 表示 为 pi 
AFEA n EXTIR p (xi, x) S 2 H F; 关系 
式 p, (x,, x,) < 2 是 一 个 等 价 关系 ,其 等 价 类 称 为 Gleason 
部 分 (Gleason parts ) ,如果 大 是 国 盘 |z | < 1.4 是 CX) 中 
的 由 在 |z1<1 中 解析 的 沙 数 所 组 成 的 闭 子 代 数 ,那么 距 ` 
离 p AE E Euclki 的 ,如 圆周 上 的 和 圈 盘 内 部 的 单 点 集 
可 以 看 作 Gieason 部 分 . Gleason 部 分 不 一 定 具 有 解 桥 
结构 ; 任何 s 紧 的 完全 正则 空间 同 豚 于 其 个 代数 的 极 
大 理想 空间 的 Gleason 部 分 ,使 得 这 个 代数 在 该 部 分 的 
服 制 包 会 所 有 有 界 连 续 函 数 . 两 点 属于 同一 个 Gleason 
部 分 这 一 事实 可 以 用 Mos 边界 上 的 表示 测度 来 刻画 : 
两 个 这 样 的 点 具有 两 个 互 为 绝对 连续 的 、 具有 有 界 导 数 
的 表示 测度 . Ret417) 在 CT) 中 稠密 的 代数 称 为 
Dirichlet 代数 (Dirichlet algebra); WR P EAST- 
的 Dirichlet 代数 的 极 大 理想 空间 中 的 Gleason 部 分 , 那 
么 存在 图 盘 |: |< 1 到 卫 的 一 一 连续 映射 由 ,使 得 对 于 性 
ARREA 函数 Ww(z)) 在 |21<1 中 解析 ., 这 样 ,了 
具有 使 函数 了 6 4 都 解析 的 结构 ; 当 P 赋 以 极 大 理想 空 
间 的 通常 拓扑 时 ,映射 区 一 般 不 是 同 凸 ,但 是 当 P W: K 
以 距离 p, Pf. y RRE. 
参考 文献 见 Banach 代数 ( Banach algebra). 
E. A. Topu # 
【 神 注 】 
参考 文献 
[Ai Gamelin,T .W..Uniform algebras,Prentice-Hall,1969. 
[A2] Stout,E,L.,The theory of uniform algebras, Bogden 
and Quigley, 1971. 史 树 中 i 


运 辑 代数 [ algebra of logic ; a;me6pa moruku] 
数理 逻辑 的 一 个 分 支 ， 研 究 具 有 逻辑 会 义 ( 真 , 恨 ) 
的 命题 及 其 馆 辑 运算 . 
逻辑 代数 创始 于 19 世 纪 中 叶 避 . Boole 的 工作 ({1]， 
[2 ]), IJ Xa C.S. Peire, Ii. C. Tlopenxuü, B. Russel, 
D. Hilbert 等 大 所 发 展 ， 逻 辑 代数 的 发 展 是 用 代数 方法 


Wahi tm JER she l. MA 9 世纪 70 年 代 集 
合 论 的 诞生 , 命题 及 其 还 辑 运 算 上 成 为 还 辑 代数 的 主要 对 
象 ,命题 (proposition ) 是 指 可 以 问 它 是 真 或 假 的 陈述 . 
和 例如 ,命题 “ 辣 鱼 是 一 种 动物 "是 真 的 ， 而 陈述 “所 有 
的 角 都 昆 直角 "是 假 的 ,逻辑 中 常用 的 联接 词 HE”, 
“RET, WRA t, SAT, AR BE 
等 等 ， 可 以 用 来 从 已 知 的 命题 构造 新 的 更 “复兴 "的 命 
E. Am, AERA y 和 “x 委 3"， 可 用 联接 词 
“并 且 " 得 到 命 鹏 “x >2 fH x= 3; 用 联接 词 “ 或 者 "， 
可 以 得 到 “x >2 或 者 x 所 3"，, 等 等 . 

上 述 方法 得 到 的 复合 命题 的 真 假 值 ， 与 初始 命题 
的 真 假 值 有 关 ， 也 与 作为 命 厦 运算 的 联接 词 的 算法 有 
关 , 通常 用 数字 “1" 表示 真 ， 用 “0” 表示 假 ， 联 接 词 
.并且 ”，* 或 者 " ，* 如 果 … 那 么 … "和 “等 价 于 "分别 
MAS & Crit (conjunction ) ), V (HR (disjunction ) )， 
— (i k Gmplication ) ) 和 一 (等 价 (equivalence ) ) 表 示 ， 
否定 (negation) 用 符号 上 面 加 一 杠 一 表示. 除了 个 体 
fE (individual propositions )， 例 如 上 述 例子 中 给 出 的 
WA. SARET A (variable propositions), BII L 
取 任 何事 先 给 定 的 个 体 命题 为 值 的 变 元 , 蛮 称 命题 变 元 
(proposition variable ) ,然后 可 以 归纳 地 给 出 公式 的 概 
D, 这 是 复 台 命题 概 您 的 形式 化 . MEY ABC o, 
表示 个 体 命题 ， 用 x, y. z. … ， 表 示 命 感 变 元 ， 这 些 字 
母 中 的 每 一 个 都 被 看 成 是 一 个 公式 (formula). JB * 号 
表示 上 面 列 出 的 任何 -- 个 联接 符号 ， 如 果 % 和 见 是 公 
式 , 则 (%* 5 ) q N ERZA eE 
式 ). 联接 号 和 香 定 号 被 看 成 是 代表 真 假 值 的 数字 0 和 
1 的 运算 , 而 运算 的 结果 仍 是 数字 0 和 1 合 取 x&y=1, 
SEHER x,y 都 等 于 卫 析 取 xv y=0 SR x.y 
FFO Ñ WW x —y=0, EN x= E y=0; í ff 
< 一 = 上 当 且 不 当 x 和 ?等 值 ; WE X=1, 当 且 仅 当 
x=). 如果 一 个 公式 中 命题 符 导 的 值 已 经 取 定 ， 册 这 个 
公式 的 值 是 0 或 1 也 就 可 以 确定 . 这 说 明 任 何 一 个 公 
式 才 可 以 看 成 是 说 明 或 表示 逻辑 代数 的 一 个 函数 
(funetion ) 的 方法 ， 这 种 函数 的 定义 域 有 是 心 , 1, RAEE 
0.1. 如 果 两 个 公式 站， 男 表示 的 函数 是 相同 的 ， 则 称 
这 两 个 公式 相等 (= 名)， 人 逻辑 已 数 的 主要 内 和 容 就 
是 丸 理 逐 辑 代 数 的 函数 以 及 函数 间 的 运算 . 假设 函数 
的 自 变量 和 冰 数 本 身 都 取 值 于 一 个 有 限 集 玉 , 则 你 辑 代 
数 的 函数 类 就 得 以 扩充 ,函数 间 的 运算 的 个 数 也 得 以 
扩充 . 逻辑 代数 有 时 就 被 看 成 是 这 后 “种 概念 .然而 ， 
从 实际 应 用 来 性， 最 重要 的 情况 还 是 集合 瑟 只 有 两 个 
允 素 ， 所 以 这 种 情况 将 用 晤 志 的 篇 幅 来 加 以 讨论 - 这 
里 列 出 的 结果 也 痢 与 研究 命题 的 另 一 途径 — Ek fs 
EAN (propositional calculus ) 密切 相关 . 

常用 一 些 表 来 说 明 膛 辑 代 数 的 函数 ， 这 种 表 含 有 
变 元 前 值 的 所 有 组 合 ， 以 及 对 于 这 些 组 合 的 痛 数 慎 ， 
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现在 给 出 函数 互 x& y. XV y, x— y, A x — y J — W 
表 如 下 . 


抽 辑 代数 的 任何 一 个 函数 表 都 可 以 类 似 地 构造 ,这 称 
为 逻辑 代数 函数 的 列表 说 明 法 (tabular way of specify- 


ing) ， 这 种 表 有 时 称 为 真 假 值 表 (truth table). 下 列 请 
等 式 在 公式 的 等 价 变换 中 起 着 重要 作用 : 


x&y = y&x, xVy 二 了 YX (p 
(交换 律 (Jaw of commutativity ) ); 
(x&yk&z = x&(y&z), (xVy)Vz = xV(yV2) (2) 
{结合 律 [jaw of associativity ) ); 


x&(xV y) = x, xV(xdáy) = x (3) 
(吸收 律 (law of absorption ) ); 
x&(y Vz) = (x&y)V (x&2), (4) 


x V(y&z) = (x Vyik(x Vz} 
《分配 律 (law of distributivity ) ); 


xáx = O (5) 
(矛盾 律 (law of contradiction ) ); 
xVx = ] (6) 
(HE FH (law of the excluded middle ) ); 
x—y = X Vy, (7) 


x—y = (x&y)V (XRF) 

RE 2 H a AR, BDA AR IH K LB 3, ta Pi 49 ml 
新 的 等 式 . 这 些 新 等 式 是 由 所 谓 恒 等 变 换 {indentity trans- 
Drmations ) 得 到 的 .一 般 地 说 ， 恒 等 变换 改变 表达 式 ， 
而 不 改变 由 表达 式 玫 示 的 函数 . 秽 如 ， 出 吸收 律 林 以 
导出 覃 等 律 (law of idempotency )x V x= x. 上 面 的 这 些 
等 式 使 我 们 可 以 省 覆 一 些 括号 从 而 化 简 公 式 的 记 法 . 
例如 ， 根 据 关系 式 (]1} 和 (2), YARAR (M. & 
Mk -- )& W.)fel(( 0 (9 i V BV = )N G, ) 

写成 更 简单 的 记 法 X AA, AoA 和 和 V m, 
Ve VB. 前 一 式 称 为 因子 M. c, M, HAA on- 
junction of the Doctors), 后 者 称 为 项 D, e, B, 8 
析 取 (disjunction of the terms), 如 果 把 常数 0 和 1, i 
涵 式 和 等 价 式 都 当 作 消 数 ， 那 么 ， 由 等 式 ($)}，{6) 和 
{7) 可 以 看 出 ， 它 们 也 可 以 由 合 取 . 析 取 和 香 定 来 表示 . 
这 样 逻 辑 忆 数 的 任何 一 个 庙 数 都 可 以 用 只 含 符号 良 ， 
V 和 一 的 公式 表示 . 
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全 有 俞 题 变 元 ， 有 ,YY ，“， 一 ，- 中 的 一 些 符 
号 以 及 常量 0 和 工 的 所 有 公式 的 集合 称 为 这 些 符号 和 
常量 上 的 一 个 语言 (language). FA TRR, &, 


YV, ~， 一 ，-, 0 和 1 上 的 语音 中 的 任何 一 个 公式 都 
TURA & Y ， 一 .0 和 1 上 的 语言 中 的 一 个 与 之 等 
HEZA: 例如 


(x—y)—z = ((XVy)ykz)V Vy Ez). 


在 后 一 语言 中 有 一 类 公式 起 特 萄 必用， 该 类 公式 可 以 
HR N NOUN 所 , ,0 或 1 的 形式 ， 其 中 s 宕 1; 每 个 
站 ;或 是 一 个 命题 变 元 , 或 是 命题 变 元 的 可 定 , REE 
们 的 人 台 取 :; EAA 中 都 不 包含 相等 的 因子 ， 也 不 同时 
会 有 形 如 x 和 下 的 因子 ;并 且 所 有 的 X 两 两 不 等 ， 这 
DAB ANAEN A 因为 总 假设 合 取 运算 比 析 取 “ 更 
R, 即 对 给 定 的 变 死 的 值 计算 公式 的 值 时 ， 先 计算 
&W,，…，,% ,的 值 ， 这 样 的 表达 式 称 为 析 取 范式 
tdisiunctive normal rm). &, V ， 一 
ERAR HR tr —1E 0 8805 2 u, 
都 可 以 借助 于 等 式 (1) 一 (7) 变 换 为 等 价 的 析 取 范式 ， 
其 中 含有 芷 的 所 有 变 元 以 下 任意 用 个 另外 的 变 元 ， 并 
且 这 一 析 取 范式 中 每 个 A, 含有 的 变 元 都 相同 . 这 样 的 
析 取 范式 称 为 公式 3 的 完满 析 取 范 式 (períbct disjunctive 
normal form); 0 的 完满 析 取 范式 是 0 本 身 . 化 为 完满 
析 取 范式 的 可 能 性 构 咸 了 判断 两 个 给 定 公式 是 否 相 等 
的 一 种 算法 的 基础 . 这 种 算法 的 过 程 如 下 : 先 把 给 定 
HAR u, fü u, EREA u 和 专 中 全 部 变 元 的 完满 析 
取 范 式 ， 再 比较 这 两 个 范式 ， 如 果 两 式 相 同 ， 则 加 = 专 ， 
否则 场 关 场 .在 逻辑 代数 及 其 应 用 中 起 重要 作用 的 是 
缩 约 析 取 范 式 (contacted disjunctive normal form), BP 
满足 下 列 条件 的 析 取 范式 : 1) 不 含有 两 个 半 ,， 半 使 
x 的 每 个 因子 痢 会 于 总 中 ,2) 对 任意 两 个 元 素 名 
MA, 如 果 其 中 之 一 含有 某 个 变 元 作 因 子 ， 而 另 一 个 
会 有 这 个 恋 元 的 否定 {并 设 这 一 对 元 素 中 再 没有 满足 这 
种 性 质 的 另 一 个 变 元 ), 则 (在 同一 析 取 范式 中 ) 存 在 一 
TEEL FATA. A 中 其 他 因子 的 合 取 . 任何 一 
个 析 取 范式 通过 等 式 (1) 一 (7) 都 可 以 化 为 相等 的 缩 约 
析 取 范式 . Wm, Alx — (y — z)) > (x&z)) 
M 8 M rR OK 8 x&y V z V ady AA uM 
世相 等 ， 当 且 仅 当 它 们 的 缩 约 析 取 范式 相同 .除了 
析 取 范式 之 外 ， 还 用 到 合 取 荡 式 (conjunctive nor- 
mal fm)， 即 析 取 范式 中 用 符号 V 代 换 &, & š 
换 Y，0 尼 换 1 得 到 的 表达 式 . 例如 ， 由 析 取 范式 
x&y V x&z8%) S k k k (< V y)&(x V z).— + 
BERARO f SF 29 28 W. ViR (dual ue W. , th 3 gg 
S£ f bu KB 8 = ht H 8E3E 出 的 真 假 值 表 中 用 1 从 搞 0.0 
代 换 1 得 到 的 (函数 值 也 代 换 )， 这 样 ， 合 取 和 析 取 是 
互 为 对 侦 的 运算 ， 和 否定 与 它 本 身 对偶 ， 常 数 0 和 1 也 


~a - 0.1 


TAHR, SE. 公式 的 一 种 变换 称 为 对 侦 变 换 (dual 
transformation) ， 如 果 这 种 变换 是 将 所 有 的 运算 符号 用 
它们 的 对 偶 符 号 代替 ， 并 且 几 14660.0406 1. 如 果 
等 式 入 = 见 是 真 的 ， 并 有 旦 盘 ” E 3 É5 >) 8 = nm m' 
EHNE, HU =p 也 是 真 的 ， 这 -等 式 称 
为 前 面 - -个 等 式 的 对 偶 (dual ) 等 式 ; 这 就 是 所 谓 对 侦 
原理 (dual principle). 定律 (1)，(2) 和 (3) 中 每 一 对 等 
式 都 是 对 侦 等 式 的 例子 ; FROTAR: 每 
个 合 取 范式 对 个 于 菜 个 析 取 范式 .完满 合 取 范 式 (pero 
junctive normal form ) 分 别 定 议 为 其 对 侦 式 是 完满 析 取 
范式 和 编 约 析 取 苑 式 的 合 取 范式 . 完满 和 缩 约 析 取 和 
合 取 范式 被 用 来 审定 一 个 纵 定 公式 的 所 有 假设 和 所 有 
推论 ， 一 个 公式 站 的 假设 (hypothesis of a formula ) BB 
解 为 一 个 公式 各 ， 使 得 (加 一 外 ) = 一 个 公式 所 的 
推论 (consequenee of a pormula) E— DAAB. tE (A 
一 见 )=1. 一 个 公式 所 的 假设 称 为 简单 的 (simple), 

如 果 它 是 几 个 变 元 或 变 元 的 否定 的 台 取 ， 并 且 只 要 去 
掉 其 中 任意 一 个 因子 就 不 青 是 公式 的 假设 . 同样 ， 
A 的 一 个 推论 称 为 简单 的 {simple), 如 果 它 是 变 元 和 
变 元 的 理 定 的 析 取 式 ， 并 且 只 要 去 掉 其 中 一 个 元 素 就 
不 再 是 旬 的 推论 . 条 件 和 结论 的 审定 基于 指出 一 种 算 
法 ， 把 给 定 的 公式 变换 成 它 的 所 有 简单 假设 和 推论 ， 

再 用 定律 (2) — (7?) 变 成 其 余 所 有 的 假设 和 推论 ， 这 -~ 
算法 基于 和 如 下 事实 . hH M = n. MA 和 多 有 同样 


-的 假设 和 同样 的 推论 ， 析 取 范式 中 的 一 个 元 素 就 是 这 


个 析 取 范式 的 一 个 假设 ， 而 合 取 范式 的 一 个 因子 是 这 
个 合 取 范式 的 推论 ， 如 果 间 是 命题 各 的 一 个 假设 ， 别 
M & & bj 加 的 般 设 ; SIE w S 利 的 一 个 推论 ， 删 
M YE 也 是 多 的 推论 . MORE X f G F QER S HE 
设 , 则 % V G 也 是 由 的 假设 . 如 果 % 和 G 都 是 D bp 
i., WAE 也 是 加 的 推论 .一 个 完满 析 取 范式 只 
有 它 自 己 的 一 些 元 素 的 析 取 或 与 之 等 价 的 析 取 范式 是 
其 假设 {不 含 原 析 取 范式 中 不 出 现 的 字母 ). — j SW 
合 取 藻 式 只 有 它 自己 的 一 些 因 子 的 合 取 或 与 之 等 价 的 
命题 的 合 取 是 其 推论 , 一 个 缩 约 析 取 范式 是 它 的 所 有 
简单 假设 的 析 取 ; 一 个 缩 约 全 了 范式 是 它 的 所 有 简单 
推论 的 合 取 ， 编 约 析 取 范式 有 章 要 的 应 用 ,值得 注音 
MA DRE ERRER BA. 这 是 控制 { 开 
(minimization of fimctions of the algebra oflogic) 是 对 给 
定 的 兆 辑 代数 省 数 构造 一 个 表示 这 个 函数 的 析 取 范式 ， 
使 其 所 有 元 素 中 国 子 数 的 和 最 小 ， 即 其 复杂 性 最 小 . 
这 种 析 取 范式 称 为 极 小 的 (minimal ). 给 定 的 非常 数 浊 
辑 代 数 函 数 的 每 个 极 小 析 取 范式 都 可 以 从 这 个 函数 的 
缩 约 析 取 范式 中 去 掉 一 些 元 素 而 得 到 ， 对 某 些 画 数 ， 
其 缩 约 析 取 范式 就 是 极 小 析 取 范式 . 这 种 情况 出 现 于 ， 


例如 ， 单调 函数 (imonotone functions )， 
上 的 语言 所 能 表示 的 函数 ， 


Rih &. Vi, 0,1 


E&W. 一 ， ~, 0,1, + EB rh, SHE 

+ 解释 为 模 2 的 加 法 时 ， 下 列 关 系 是 恒 真 的 : 
xVy = (xR) + iy (8) 
X—y = x&y, x—y — (x Tr): 1. (9) 


x+y = (x&y)V(x&V) 1 — x vx (0 
这 些 等 式 使得 及 , VY ， 一 ， 一 ，0, 1 上 的 语言 中 的 公 
式 可 以 熏 译 成 &, +, 1 上 语言 中 的 公式 ,并且 反 之 普 
真 - 后 一 种 诸 寺 里 的 恒 等 变 换 是 通过 有 关 合 取 的 等 式 
以 及 下 面 一 些 等 式 实现 的 : 


x+y = y+x, (11) 
(x +y)+z = x+(y +z), (12) 
x&(y tz) = x&y T x&z, (]3) 


x&y = x, x+(y+y) = x x&] = x. (14) 


同 前 面 - - 样 ， 这 里 把 人 台 取 看 成 是 比 + 并 更 强 的 联接 号 . 
WA R, V. 一，~ 一, 十 , 1 上 语言 的 情形 ， 这 些 
等 式 ， 肌 上 恒 等 变 形 足 以 鱼 出 点 , +, 1 上 语言 中 的 本 
BESA. 这 个 语言 中 的 - -个 命题 称 为 约 化 多 项 式 
(reduced polynomial). WEEE, + … 十 区 ,其 
中 并 ,等 于 1 或 是 一 个 变 元 ,或 是 几 个 非 否定 变 元 的 合 
W. wi, A, AX, s21, 否则 等 于 1+1. 例如 ， 
表示 式 x&ykz:+x &y+1 E -trm pHi 
数 的 任意 一 个 名 项 式 都 可 以 通过 恒 等 蛮 形 变 成 一 个 约 履 
EMAR., 等 式 W = YER., s B % 5) 2) (£ fi 
AG 9 PJ 432 i Cn). BR TAEDE s 2 F 
还 有 与 它们 等 价 的 其 他 语言 ， 两 种 语言 称 为 等 价 的 
(equivalent), ， 如 果 通 过 一 些 变换 法 则 可 以 把 一 种 语言 
中 的 任 -公式 变 成 第 二 种 语言 中 一 个 与 之 等 价 的 公式 ， 
而 且 上 反之 亦 真 . 只 要 在 任何 一 种 由 运算 (和 常量 ) 组 成 
的 系统 上 建立 这 样 一 种 语言 就 网 了 ， 这 种 语言 要 能 用 
系统 中 的 运算 { 和 常量 ) 表 示 逮 辑 代数 的 任意 一 个 郴 数 ， 
这 样 的 系统 称 为 函数 完全 的 (functionally complete). 完 
全 系统 的 情 子 有 上 W yp}, {x Vy, x}, {xt+y,1,x&y}, 
等 等 . 存在 一 种 算法 可 以 用 来 确定 逻辑 代数 郴 数 的 一 
个 有 限 系 统 的 完全 性 或 不 完全 性 ,这 种 算法 是 基于 如 
下 事实 . EMAK TAAR REREN, 当 且 仅 当 
ERBAA fix, y ee MEy eae), WE (0， 
n 0)=1 HB f£(1, 1, 1) =0, MEEA BR f,, Á 
和 所 ,使 户 关 ,所 不 是 单调 隔 数 , 并 且 忆 的 约 化 多 项 
工会 有 一 个 多 于 一 个 因 闻 的 元 宗 半 .另外 也 有 建立 在 
不 是 函数 完全 的 运算 系统 上 的 语言 ， 这 种 肖 言 有 无 思 
多 种 ， 其 中 有 无 限 多 个 两 两 不 可 比 的 语言 ( 指 万 法 用 恒 
等 变换 把 一 种 语言 般 译 成 另 一 种 语言 1. 灼 而 ， 对 建立 
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在 逻辑 代数 的 一 些 运 算 上 的 任何 -种 语言 ， 都 存在 这 
个 语言 中 有 限 多 个 等 式 组 咸 的 系统 ， 司 任何 -个 等 式 
可 以 由 系统 中 等 式 经 过 恒 等 变换 推出 来 ， 这 种 系统 称 
为 语言 中 一 个 演绎 完全 的 等 式 系统 {deductively complete 
system of equalites ). PIW, FAU- (OEHR &. 
V.T. 0.1 上 语言 的 一 个 完全 的 等 式 系 统 ， 

当 结 合 著 完 全 的 等 式 系 统考 虑 上 上述 的 各 种 语言 时 ， 
语言 的 基本 运算 的 真 假 信 表 也 好 , fri EEE NE A h 
规定 也 好 ， 有 时 都 排除 一 边 ， 取 而 已 之 的 是 考虑 语言 
的 各 种 解释 ， 每 种 解释 上 包括 一 个 由 (用 作 变 元 的 值 的 ) 
对 象 组 成 的 全 合 , 以 及 这 个 集合 的 对 象 之 间 的 基 些 运算 ， 
这 些 运算 要 满足 本 语言 中 一 个 完全 的 等 式 系统 里 的 所 
有 等 式 ， 这 样 一 来 , &,V . ,0,1 上 的 语言 变 成 了 
Bonke 代数 (Boolean alsebra ) 的 语言 &. +, 1 上 的 语言 
变 成 了 (有 单位 元 的 Boole 3È (Boolean ring) 的 语言 ; &, 
V, - 上 的 语言 变 成 了 分 配 格 (dstributive latti ) 的 

， 等 等 . 

历史 上 ， 膛 辑 代 数 的 发 展 主 要 受 应 用 它 的 问题 的 
推动 . 它 的 一 个 重要 应 用 就 是 电路 理论 . 在 基 些 情况 
下 ， 电 路 不 能 用 通常 的 二 值 逻 辑 代 数 来 描述 ， 而 必须 
* REREH (many - valued logic}, 
rik 
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简化 析 到 范式 {abridged disjunctive normal form), 见 
Booe WA HA ( Boolean functions, normal fortns of ). 
沈 复 兴 译 FERR 


测度 代数 [algebra of measures ; airefipa mep ] 
局 部 紧 Abel FÈ G LEIER A TÆ M EM Borel W 
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度 全 体 所 构成 的 代数 MG) 它 有 通常 的 线性 运算 ， 

EKEN A*u AERE. 见 抽象 调和 分 析 (harmonie 
analysis. abstract) .测度 2, u € MG) 的 卷 积 完 全 由 以 
下 的 条 件 所 确定 : 对 于 上 上 有 具有 紧 志 上 集 的 证 意 连 锋 函 


[faarw = Í f f(x +y)dA(x) dy), 
G G G 


假如 将 测度 的 全 变 差 定义 为 它 的 范 数 , M (G) 就 成 为 复 
数 域 上 的 交 杭 Banach 代数 【Hanach algebra}. 测度 代 
数 M(G) 有 一 个 单位 元 ,就 是 集中 在 群 的 零 元 的 5 测 
E M(G) 内 的 所 有 离散 测度 构成 -个 闭 的 子 代数 . 

对 于 群 代数 {group algebra) LIGO PE TRR r, 
可 以 通过 等 式 


KAE) = ffdx 


产生 一 个 相应 的 测度 z, EMG F Haar 调度 的 积 
分 ), 这 是 一 个 等 距 同 构 符 入 L (G) -- M (G). 在 此 
底 人 下 的 象 是 MG) 中 的 一 个 闭 理想 . 

WE uE M (G) ËJ Fourier -Stieltjes 变换 (Fourier - 
Stieltjes transtorm of a measure) 是 几 下 式 定 兴 的 在 
其 对 侦 群 G 上 的 函数 六 

100 = 友信 
办 此, 各 六 二 R: 并 生 当 页 二 0 时 ,1 u =0. 特别 
地 ， 了 CtG) 是 没有 根 式 的 代数 ， 

当 群 G 为 非 离散 时 ,测度 代数 MG 的 结构 非常 复 
杂 : 它 不 对 称 , 它 的 极 大 理想 组 成 的 室 间 有 许多 病态 性 
质 ， 山 如 ， 这 个 空间 具有 -一 些 无 限 维 解析 集 , H R: rh 
HARRAN G 甚至 在 它 的 Inos 边界 里 也 不 是 秽 密 
的 . 然而 ,得 等 测度 , 即 满足 A*A= 上 的 测度 是 已 知 的 . 
任意 一 个 畴 等 测度 一 定 是 一 个 有 限 整数 组 合 nyp+ 

tnd, EP u= w, w ARTERE Haar W 
BF. y ARIE. E GEZAR, IK N 2 H 0M 组 成 
的 数列 (c ) E AA EENE H Fourier - Stieltjes % 
H, 当 且 仅 当 (ce ) 除 了 至 多 有 限 项 以 外 , 它 是 一 个 周期 
的 数列 . 

在 一 般 情形 下 ， 有 尖 短 等 测度 的 定理 可 以 自然 地 
用 极 大 理想 空间 的 零 维 上 同调 空间 来 解释 ， 关 于 测度 
代数 极 大 理想 空间 的 其 他 上 同调 群 的 满意 描述 现在 也 
已 经 知道 . 特别 地 ,由 此 可 以 检验 对 MG) 中 可 道 油 度 
是 否 可 以 取 其 对 数 (一 维 积分 上 同调 ) . 
$r 
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[Ai] Graham, C. C. and MoGehee. O. C., Essays in com - 
mulative harmonic analysis, Springer, 1979. 
[A2] Taylor. J. L., Measure algebras, Amer. Math. Soc., 
1972. 干 斯 雷 译 EEIT ÉZ 


入 代数 [aigebra of sets ; amre5pa MhoxecTB | 

其 集合 只 的 若干 子 集 组 成 的 一 个 非 空 集 类 , 关于 
集合 论 的 有 限 次 运算 (并 . 交 . 取 补 ) 是 封 闲 的 .要 使 一 
集合 只 的 某 些 子 集 所 成 的 集 类 成 为 集 伐 数 , 它 必须 (而 且 
也 只 须 ) 关于 有 限 并 以 及 取 补 的 运算 是 封闭 的 . 关于 可 数 
并 封 闵 的 集 代 数 称 为 集合 的 0 代数 (o -algebra of 
sets). 每 个 集合 的 5 代数 关 于 集合 论 的 可 数 次 运算 都 是 
封闭 的 . 

例子 . DERES 的 有 限 子 集 以 及 它们 的 补 
集 组 成 的 类 是 一 个 集 代 数 ; 9 的 至 多 为 可 数 个 子 集 及 其 
补 集 组 成 的 类 是 一 个 集合 的 sg 代数 ， 

2) 有 限 个 形 如 


{xeR: dasx<h), —%wsasb= + oo 


的 区 向 之 并 的 全 体 构成 一 个 集 代 数 ， 

3) 设 为 拓扑 空间 ;由 人 的 开 子 集 所 生成 的 集合 
的 og 代数 B (换言之 , 含 自 的 所 有 开 闻 集 的 最 小 的 集 
合 的 = 代数 ) 称 为 GQ 的 子 集 的 Borel z 代数 {Borel s -al- 
中 bra)， 而 昌 中 的 集合 称 为 Borel 38 (Borel sets), 

4) 0=R71, 其 中 丁 为 任意 集合 ( 即 只 为 了 上 实 
函数 的 全 体 ); 形 如 


{een: {ex11), . ot DEE} 


的 集合 的 全 体 4 构成 一 个 集 代 数 ,其 中 五 为 及 的 Borel 
集 ;在 随机 过 程 理论 中 ， 概 率 测度 (probability measu - 
re) 通 常 是 最 初 公 对 这 种 集 代数 有 定义 , 然后 再 延 拓 到 
更 广 的 集 类 { 由 4 生成 的 ec 代数 1 上 去 . 

5) Ri 中 所 有 的 Lebesgue 可 测 集 构成 集合 的 ott 
数 . 

村 数 { 相 应 地 ,5 代 数 ) 是 有 限 加 性 (相应 地 , o 加 性 ) 
测度 的 自然 定义 域 , 根据 测度 延 拓 定理 ,定义 在 一 个 
代数 .A4 上 的 任意 À AWH 加 性 调度 ,都 可 以 唯一 地 
延 拓 成 为 由 4 生成 的 5 代数 上 的 5 加 性 测度 . 
参考 文献 

[1] Dunford, N. and Schwartz, J. T., Linear operators, 

General theory, L, intemdenæ , 1958. 

[2] Hamos, P. R., Measure theory, v. Næmamd , 1950 

{中 译本 : R. EREN, ME. HHR. 1958). 

[3] Neveu, J., Bases mathématiques du calcul des probabi- 
lités, Mason, 1970. B. B. Casogos $ 
王 斯 雷 译 


Nesh fe [ algebra with associative powers 或 power- 
assocjative algebra : atre6p8 c AceOWHRIHEHEIMEH crened- 
RMR] 

域 下 上 的 一 个 线性 代数 , 它 的 每 个 元 素 生 成 一 个 结 
合子 代数 . mE F 已 上 的 所 有 和 宪 结 全 代数 的 集合 形成 
一 个 代数 笋 ， 如 果 域 下 的 特征 为 8. 那么 这 个 代数 知 
由 恒等式 系 


(x. x, x) = (x° x,xy = Ü 


确定 ， 这 里 {x ,y, 2)=(xy)z—x(yz). mE F EREA 
素数 p 的 无 限 域 ， 郑 么 这 个 知 结 合 代 数 艇 不 能 由 性 何 
有 限 个 恒等式 确定 ， 但 已 经 知道 一 个 确定 它 的 独立 的 
无 限 恒等式 系 (BI. 如 果 一 个 特征 不 为 2 的 释 结 合 交 
换代 数 44 有 一 个 羞 等 元 ex*0， 那 么 由 Peire 分 解 
{Peiroe decomposition), PH A 分 解 为 向 量子 空间 的 


KA: 


A = A PBA), ae)BA (ey, (*) 


这 里 和 出 全 ={ac4d:ea=ia A=), 1/2, 1). AWA AE) 
EFRR AEA E0, A,.G()A,, EE A, (e) +A, (e), 
A An ETAn (e) +A,_, te) (450,1). ERAAN 
的 结构 理论 中 ， 分 解 (要 起 着 基本 的 作用 
参考 文献 

[1] Albert, A. A., Power-associative rings. Trans. Amer 

Math. Soc, 64 (1948), 552 一 593. 
[2] Tainos, A T. < Yor MATEM Hayk), 12 (1957), 3 


(75), 14] 一 146. 
j3] Tamos, A. T., & Amea n norma 3 , 9 (1970), l, 
9-33. A T Tašgos 所 
【 补 注 了  -- 个 非 零 特征 的 域 上 的 寅 结合 代数 的 集合 形 
成 ~ 个 由 (x .x,x)=(x' x, QENE. 这 .事实 是 在 
[A 避 中 证 明 的 ， 
参考 文献 


[A11 Albert, A. A, On the power associativity of rings, 
Summa Brasikensis Math., 2 (1948), 21 — 33. 
WRA £ 


代数 的 代数 1 algebraic algebra, atre6paameoau anreipa] 
域 二 上 和 苦 铺 合 代数 4( 特 别 地 ， 结 合 代 获 )， 其 所 
有 匹 素 都 是 代数 的 (元吉 a EA 称 为 代数 的 (algebraic)， 
如 果 由 a 生成 的 子 代数 F[a] 是 有 限 维 的 ， 或 等 价 地 ， 
AX a 有 系数 在 基 域 了 中 的 畦 化 多 项 式 }， 代数 4 称 为 


有 界 次 代数 的 代 歼 (algebraic algebra of bounded de- 


w =< # akar a 


gee), WEERA HETE HRE E E JÑ Z B 
次 数 的 集合 是 有 界 的 ， 有 办 次 尺 数 的 代数 的 于 代数 与 
` 问 态 象 仍 是 有 界 次 代数 的 代数 . 

钢 : 局 部 有 限 代数 {特别 地 ,有 限 维 代数 }、 讲 等 代 
数 及 不 可 数 域 上 有 可 数 生成 元 集 的 结合 除 环 . 
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F HB E PRP 8 9 4U383 AAA. AA 
的 Jacobson H (Jacobson radical) ERTE. 本 原 代 
数 的 代数 4 辣 构 于 除 环 上 向 量 空间 的 线性 变换 的 稠密 
代数 ;如果 4 还 是 有 界 次 的 , MA PH FERI ERNIE PE 
坏 . 有 限 域 上 没有 非 零 狂 零 元 的 代数 的 代数 (特别 地 ， 
除 环 ) 是 交换 的 ， 因 此 ， 有 限 除 环 是 变换 的 . 有 界 次 代 
数 的 代数 满足 一 全 多 项 式 恒等式 ， 见 PI 代数 (PLI- alg 
ebra). 代数 的 PI 代数 是 局 部 有 限 的 . 如 果 基 域 是 不 可 
数 的 , 则 由 代数 的 代数 通过 基 域 的 扩张 所 得 到 的 代数 ， 
及 代数 的 代数 的 张 量 积 ,都 是 代数 的 代数 . 
参考 文献 
[1] Jacobson, N., Structure of rings, Amer. Math. Soc., 
1956. 
[2] Herstein, I, 
Amer., 1968. 


Noncommutative rings, Math. Assoc. 
B H Janeen B EEF 


代数 分 支点 [algebraic branch point ; aumre5panrseaaR To - 
UA ETRIE |, 代数 奇 点 (algebraic singular point). 

RIEA f{z) 的 有 限 阶 孤立 分 支点 a, 具有 下 述 性 
质 ; 对 于 了 在 以 a 为 其 一 个 边界 点 的 区 域内 开拓 的 任何 
正则 元 素 ,极限 lim, ,。 了 f(z) 存在. 更 确切 地 说 ,对 于 完 
2H AM (analytic function) f(z) 在 复 z 平面 内 的 一 
个 奇 点 a, 在 这 个 函数 的 甘 个 以 z, 为 中 心 的 正则 元 壹 e, 
党 通 过 a 的 路 径 的 开拓 中 ,车 满 足下 列 条 忻 ; 则 称 e 为 
代数 分 支点 (algebraic branch point): 1) 存 在 正 数 p 
Eds G K e, MEIA D = (z: 0 <|z—a|< p} AiE -iE 
曲线 开拓 ，2) 存在 正 整 数 k > 1 E z 是 DA 
点 . 则 元 素 e, E DRRR AAT EAA f(z) 85 k 
个 以 z 为 中 心 的 不 同 的 元 素 ; A e EA zi 为 中 心 的 皇 
-一 匹 素 , 则 所 有 其 余下 一 1 个 以 z, 为 中 心 的 元 素 可 由 W 
环绕 点 4 的 闭路 径 的 解析 开拓 得 到 ; 3) 由 ev # D 内 开拓 
所 得 的 所 有 元 素 在 睛 内 的 点 z 的 值 ， 当 z 在 D 内 趋 于 a 
时 , 趋 于 一 个 确定 的 有 限 或 无 穷 极限 ， 

数 一 1 称 为 代数 分 支点 的 阶 (order). HER e, 
在 环 域 D 内 解析 开本 得 到 的 函数 f(z} 的 全 部 分 支 可 在 a 

一 个 去 必 邻 域内 用 广义 Laurent 级 数 {Puiseux 级 数 
(Puiseux series)) 表 示 : ` 
fGy = $ c (z — ay "t m>0 

如 时 点 b=0 是 函数 gw)=f(11w) 的 - :个 代数 分 支点 ， 
则 称 无 穷 还 点 a = oo EAA f(z) 的 一 个 代数 分 支 
”一 个 完全 解析 函数 可 能 存在 几 个 ( 甚至 无 穷 多 个 ) 
不 同 的 具有 给 定 附 标 a 的 代数 分 支点 和 正则 点 . 


参考 文献 
[1] Mapxym=epau , A HL. Teopas anarnmruasecwax 中 ypuacit ，> 
msn. T. 2, M.,1968 (PHE A H. 马 库 雪 维 奇 , 解析 
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图 数 论 , 商 等 教育 出 版 性 ，1957?). 

[2] Hurwitz, A. and Courant, R., Yorlesungen ¿ber allge - 
meine Funktionentheore und elhptische Funklionen, 4, 
Springer, 1968. 

E A Conowmnues 所 REER E WAM t 


代数 闭 包 [gebraic closure ; aarre6panssecxoe MMILIKI ] ， 
Mk k $) 

BE k MaR P 3K (SL ER B5 H SÉ (extension of a 
field), 使 之 成 为 - -个 代数 闭 域 (algebraically dosed 
field}. 每 个 域 都 存在 这 样 的 扩张 旦 在 同 构 意 x< F E: E 
一 的 .实数 域 的 代数 闭 包 旦 复数 域 ( 见 代 数学 基本 定理 
(algebra, fundamental Ihcorem of )}. 

B. H. Pewgcyeunnkon E D hip 译 


代数 曲线 [algebraic curve ; aumre6pamqecKag kpuBas ] 

-- 维 代数 入 (algebraic variety) .代数 曲线 是 代数 
几何 学 中 研究 得 最 专 的 对 象 , 在 下 文中 ,代数 曲线 是 指 代 
数 闭 域 上 的 不 可 约 代 数 曲线 . 

最 简单 也 是 最 清楚 的 是 平面 仿 射 代数 曲线 ， 它 是 
入 射 平 画 41 内 满足 方程 f(x ,=0 BD K E. X E f(x, 
力 是 系数 在 代数 闭 域 上 里 的 味 项 式 . 六 上 不 可 的 代 数 曲 
线 的 有 有 理 隐 数 域 是 形 如 上 k(x, y) 的 单 变量 慌 数 函数 域 ， 
这 明和 y 由 方程 fx,y)=0 联系 均 , 其 中 f(x yy k 
上 的 针 项 式 .这 意味 着 每 一 条 代数 曲线 都 双 有 理 同 构 于 
一 条 平面 仿 射 曲线 ， 

很 入 以 来 人 人 们 就 知道 ,即使 是 研究 仿 射 曲线 ,也 只 
有 在 考 虞 无 穷 远 点 并 且 对 奇 点 作 细 致 研究 后 才能 揭示 
其 基本 关系 ， 为 了 研究 仿 射 曲线 的 所 有 的 点 ， 将 其 嵌 
人 射影 空间 P* 内 ,然后 在 Zariski 拓扑 (Zariski topo- 
logy) 下 取 闭 包 . LERES- 3:35 Bi št X. 原来 的 仿 
射 曲线 了 可 从 站 去 掉 有 限 个 点 而 得 到 ., -着 了 不 可 约 ， 
则 无 和 是 双 有 理 同 构 的 . 完全 代数 曲线 都 是 射影 
的 ， 如果 X F 36889 R. 3 2 bb k(X) 85 BT 8 B. ë 
环 都 由 局 部 环 (local ring) 2, (x eX) °% i , MENAN 
滑 射影 曲线 双 有 理 等 价 ,那么 它们 是 同 构 的 ， 正 规 忆 数 
曲线 是 光滑 的 .特别 地 ,所 有 不 可 约 民 数 曲线 都 双 有 理 
等 价 于 一 条 光 沁 射影 曲线 .由 正规 化 过 程 得 到 的 代数 
曲线 的 射影 模型 落 在 某 个 空间 P" 内 .任何 光滑 射影 曲线 
都 与 位 于 PRAKARA. 任 一 平面 代数 曲线 都 可 用 
Cremona 变换 (Cremona transformation] 转 化 为 具有 
正常 奇 点 的 曲线 ， 

光滑 代数 曲线 上 的 栈 子 (divisor) 可 表示 为 点 的 整 
系数 线性 组 合 : 


D = a,x, n. E Z. 
eF 
其 中 对 几乎 所 有 的 x, n. =0. AIAH n, 20,WBET D 
称 为 正 的 (positive ) 或 有 效 的 (effective) . 记 为 D>0. 


除 子 万 的 次 数 (degree of the divisor) E% 
deg D = Fa.. 


ERTH X ABTH Div X 8) T POX). 商 
群 Div OOP (X) 称 为 除 子 类 群 (group of divisor clas- 
ses)， 记 为 CICD， 群 CIO IN T X E — # jJ J A 
(H $Ç f f) Ë U, (vector bundle, atipebraic)) 的 类 群 
Pic (X), 光 记 射影 曲线 上 主 除 子 的 次 数 等 于 0, 因此 同 
一 类 中 所 有 除 子 次 数 相同 .特别 地 ,我 们 可 以 论 肥 除 子 
类 的 次 数 以 及 零 次 除 子 类 的 子 群 CIX). FEF zÜ pš: 


3F: 
CX) CHY) = Z. 


对 直线 P，CHPO=Z，Cis(P)=0, 即 所 有 零 次 除 子 都 
是 主 除 子 .这 个 性 质 是 有 理光 滑 射影 曲线 的 特征 . 

对 完全 代数 曲线 X, W a=dim H'(X, ZO 就 是 代 
braic curve) "当头 光 清 时 , 赤 等 于 性 上 所 有 正则 微分 
形式 的 空间 HIX, QV) 的 维 数 ; 这 个 维 数 就 是 六 的 亏 
格 (genus) .由 定义 ,代数 曲线 的 亏 格 等 于 它 的 非 奇 异 模 
型 的 亏 格 ， 对 任 一 非 角 整数 9 ,总 存在 亏 阁 g 的 代数 
曲线 . 有 理 晶 线 由 等 式 9 一 0 Am. mE XE m 次 射影 
平面 曲线 , 则 

z = mom D 
而 它 的 亏 格 册 不 面 公式 给 出 : 
g= — Ta a, 


其 中 4 是 非 负 整数 , 它 是 总 的 光滑 性 的 度量 ， 如果 x 
私有 寻常 二 重点 ;那么 4d 就 是 奇 点 个 数 ， 

特别 地 , 平面 光滑 射影 曲线 的 亏 格 为 
(mlm —2 
- 2 ` 
这 意味 着 并 菲 每 一 条 光滑 射影 复线 都 是 平面 的 , re 
闻 曲 线 X, ATR: 


g= 


25 对 偶数 n 


(D 


g$ = 


DOMI 对 奇数 


这 里 m k X 的 次 数 ， 对 于 每 一 个 4 的 值 , 存在 具有 最 
K 5386 n 次 曲线 且 位 于 二 次 曲面 上 (局 . Halphen , 
1870). 

3638 346 ih XORT (canonical dass) K, 的 
WW Ë BJ Z; deg K, =2g—2 与 曲线 的 亏 格 相 联 系 . 
如 果 光 请 射影 曲线 碟 位 于 光 富 代数 曲 是 下 上 ,就 有 附 
加 公式 (adjunction formula) K,=X (X+K,). 特别 


FU N m 


H x= 
zi 


Í =! iz... 2 


地 , deg K, =(XY +(X - Ke) #J F X LIEEBE T D, 
考虑 由 零 及 使 (+ 号 基 自 的 图 数 子 所 构成 的 成 天 (到 的 
TE. 这 是 上 上 有 限 维 (CD] 的 线性 空间 . KET D Ñ 
定 的 完全 线性 系 (linear system) 的 维 数 是 FOOD)-1. 计 
算 D) 是 代数 曲线 论 中 的 重要 课题 .与 此 有 关 的 最 强 
结果 是 Rieman -Roh 定理 (Riemann -Roch theo- 
rem). 对 光滑 射影 曲线 ， 这 个 定理 是 等 式 


HAD)— K-D) = degD)- 9+1, 


这 里 g 是 曲线 X 003548. WME K-D) >0 (sz I(K— D) 
=0) M P D Æ f h (special) (gQ iF * 5k W 
(non - special) }). 对 于 非特 殊 除 子 D， Riemann - Roch 
THERA I(D)=deg(D)-g + 1. KRAT 2g 一 2 的 每 个 
除 子 都 是 非特 殊 的 ， 

在 光滑 射 影 曲线 无 上 与 除 子 厂 线 性 等 价 的 除 子 
类 可 确定 X BJ Jacobi $Ë (Jaoobi variety) J (X) L B — 
个 点 . 这 个 得 等 同 于 和 5) Albanese $£ (Albanese var- 
iety) 和 Picard $Ë (Picard variety). 与 特殊 除 子 类 对 
应 的 点 是 J (Xy 上 Poincaré W F (Poincaré divisor} 
HAH. HUK H G 表示 .JD 的 与 dsg D=n, 10D)=r 
的 除 子 类 相对 应 的 点 的 子 集 , 则 G' 成 六 J(X) 的 子 概 
形 ,而 且 


dim G; > r(n—r+])—(- 19 


{Riemann - Brill - Noether 定 理 ( Riemann - Brill - 
Noether theorem)) .这 个 定理 有 很 多 应 用 ,下 面 介绍 其 
中 一 个 应 用 ,HD) 之 ] BJ B f DE X J Hi xa 
空间 po 内 的 一 个 有 理 上 映射 p... Bh 3 o, 依赖 于 D 
的 类 , & deg(D) 2 2g+1, W| p, E XA Pr 内 的 一 
HEA. E wy) 不 包含 在 空间 P'(m = D-1) 
KERA ZAN. MARAEA A, 对 应 
于 天 的 典范 类 的 倍数 a 兵 的 映射 gp 最 为 重要 . 当 g >1 
时 ,类 3 天 定义 了 光滑 射影 曲线 到 P “内 的 一 个 同 构 
仙人 .两 条 曲线 下 和 站 又 有 埋 等 价 当 且 仅 当 它 们 的 象 
g, Í (X) o, (Y) n ñ pt PY t BU BL aE R. HI BJ. 
对 映射 px 的 研究 可 得 到 亏 格 ¿> 1 的 曲线 的 更 精确 的 
特征 ， 对 于 这 些 曲 线 , gp : X — Psl EL [E| gi À 5 R. 
ATEN Hik (hyper -elliptic curve). 5p, 
为 同 构 时 , 曲线 p. (X) 称 为 典范 的 (canonical); 它 被 确 
定 到 相差 Pe? 内 的 射影 变 撞 ， 代 数 曲线 理论 的 — 4 
要 任务 就 是 在 六 有 理 同 构 下 的 分 类 ， 在 这 一 领域 里 已 
经 得 到 了 不 少 重要 结果 ,但 直到 目前 (1977 年 ?这 个 问 
题 还 没有 很 完满 的 解决 ， 

光滑 射影 曲线 被 分 成 四 类 : 

1) 亏 格 0 的 曲线 , 双 有 理 等 价 于 P'; 

2) 于 格 1 的 昌 线 (椭圆 曲线 ), 双 有 理 等 价 于 PP 里 
的 光滑 三 次 曲线 ; 
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3) EHe Bh 2k; 

4) 亏 格 g >1 HEERA HE RAE r P P 
里 的 典范 曲线 {基本 型 代数 曲线 (algebraic curves of 
basie type). — ` 

RR = Rs Jt + BË Se 2 3 Ei (Ú # fll Zë O XZ 8 BE 35 
ik. KAR P| 5F ETER, i k R MOO C 
时 ,椭圆 曲线 的 相互 同 构 类 可 用 商 空间 H GAAR 
述 , 这 里 五 屋 上 半 平 面 . G E. H ir 9] X S T +Y BJ # 
数 有 理 线性 变换 组 成 的 模 群 ， 空 间 鼠 /G 具 有 与 习 亲 构 
的 解析 流 形 的 结构 !( 见 椭圆 曲线 (elliptic curve)) . + É& 
g>1 的 双 有 理 等 价 曲线 类 可 前 属 于 39 一 3 维 的 某 代数 能 
-jy 的 点 来 描述 ，“, 称 为 亏 格 9 ANSAR, E. 
不 可 约 的 ， 有 一 个 猜测 说 .#, 是 单 有 理 的 ; 不 过 仅 对 
g <11 给 出 了 证 明 (F. Severi). 

对 于 光滑 射影 曲线 六 的 自 同 构 群 Aut (X) # A F 
结果 : 1) # X Ë Pl. HN Aut (X) E: 8 EB šE TR 
PGL(I, k). 2) # X ÆW E iR, M Ant( 匡 是 一 个 代 
数 群 .其 单位 连通 分 支 与 XARRA. 3) # X R = 
# 2 >1 的 曲线 , 则 Aut{ 了 名 总 是 有 限 群 . 它 的 阶 有 上 界 
R4(g—lV([6]). 在 后 -- 种 情形 下 .二 上 的 Weierstrass 点 
(Weierstrass point} 企 研究 群 Aut (和 0 时 起 重要 作用 ， 

研究 Aut{ 了 的 另 一 方法 是 基于 所 有 光滑 射影 曲线 
都 是 射影 直线 的 有 限 (分 歧 ) 现 三 这 一 事实 . 

设 针 是 定 义 在 域 僻 上 的 光滑 射影 曲线 .曲线 的 点 
# X(C) 其 有 一 维 紧 解析 流 形 的 自然 千 构 , Z tB EK 2 S 
Riemann 曲面 {Ricmann surface). OE TE, HHEH E 
Riemann Hien Mat 3688 S E Pk iq B). 通常 性 
用 同一 个 符号 苞 表 示 光 滑 射影 曲线 及 其 相应 的 一 维 复 
WE. EEAS HE X s| & Q 8 X/G, E X 
是 单 连通 复 流 形 ,G 足 世 的 一 个 自问 构 群 , CARE S 
由 地 作用 在 起 上 . 值得 注意 的 是 在 闻 构 意义 下 仅 有 三 个 
单 连 道 一 维 连 通 解 析 流 形 .它们 是 射影 直线 CP 
(Riemann 球面 ), 仿 射 直线 已 (有 限 平 面 } 以 及 间 倍 贺 
盘 的 内 部 DD=15: |z] <1 1 (JIo6adepcmai 平面 ) .依据 属 

于 万 有 殉 委 空间 三 种 类 型 的 韦 一 种 ,可 把 所 有 的 光滑 射 
影 曲线 分 成 三 类 . 

对 于 给 定 类 型 的 光滑 射影 曲线 的 分 类 阿 题 可 以 归 
结 为 对 万 有 覆 和 空间 变换 的 离散 群 的 研究 , 它 信 自由 地 
作用 且 具 有 相对 紧 基 本 区 域 . 在 射影 直线 情形 下 , G 是 
单位 元 圳 群 ; 存 仿 射 直线 的 情形 下 ,G AITAN C 

TTO, 只 是 切 内 的 一 个 二 维 格 ; 在 单位 圆 盘 内 
部 的 情形 下 .G 是 JIo6adeBcm 否 平面 内 的 运动 子 群 , 它 
可 用 某 个 非 Eucid 有 界 多 边 形 来 定义 ， 因 而 上 述 第 -- 
类 包含 唯一 的 曲线 P' 35 二 类 由 复 环 面 忆 /0 组 成 ,它们 
都 具有 一 维 Abel $ Gë E H 28) 4 Bg. SET L x É5 JR: 
= X T HF BI ER 15 BE 28 W. PH F G 398 A J fh #Ë ë 能 如 
此 得 到 . MAR X = Cç F AER C (X) A 
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HITEL Oy 29 J8] 88 E£ RA 52 93 RA W Sk (88 E) ) 8 AR. aR 
f(x, y)=0 E Bh 2 X 5 b BJ 88 3! by 3 E, 则 存在 利用 
EHEER Sr k tx =p (2), y= (zy AKABE). 
第 三 类 由 亏 格 g> 1 HIA YG ST Eh ek X PH IK. E 
种 情形 域 CO YI DESTE G A 1 R JF S AH 
域 .这 样 的 函数 称 为 自 守 的 (automorphic). 每 一 条 亏 格 
g >1 的 代数 曲线 可 用 自 守 函数 单 值 化 (uniformiza- 
tion) .#8 Ph ERRI 2 28 PUES tb F aT E D G 的 研究 ,但 
它 与 刚才 所 讨论 的 情形 有 本 质 上 的 区 别 ， 首先 ， 群 G 
在 中 内 有 不 动 点 ; RK. ME D /G 8 F — + # Ë 
JIO6aueBckr 才 平面 ., 却 是 非 紧 的 ， 对 这 种 群 的 一 般 情形 
及 其 商 的 研究 在 现代 算术 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 
如 果 代 数 曲 线 闵 定义 在 非 闭 域 拓 上 ,那么 一 个 很 重 
要 的 问题 就 是 HARAR 半 玉 ) 的 存在 性 及 其 位 置 ， 
在 有 限 域 上 上 光 澳 射影 曲线 的 情形 下 ,已 经 证 明了 不 等 
YCIN-q-1|<2g./q , KE N Ë: X ñE k 5 Y W L 
上 的 有 理 点 数 , q 5 L BJ R. ç E X BJ 238. 这 
个 不 等 式 等 价 于 关于 X AREA Riemann R 
H.E; 函数 的 所 有 零点 都 在 坚 直 线 rc=1!2 上 ( 见 民 数 
几 何 学 中 的 “函数 (zeta -function)) , 
现在 设 发 是 定义 在 有 理 数 域 已 上 的 一 条 代数 晶 
线 , 对 于 亏 格 为 0 的 曲线 ，X(Q) 的 点 比较 容易 找 
到 , 对 于 椭圆 曲线 , 其 有 理 点 成 一 个 有 限 生 成 群 ( 当 AQ 
非 空 时 ), Md xj G $W e 22 的 曲线 , 有 Miordell 猜想 
(Mordell] conjecture) A p X Q) FR, 
WS k EREHE Hi B 1) 8 FE 8 39 h& 
k (B), 那么 六 上 的 光滑 射影 曲线 苇 同 构 于 杰 射 7 站: V 
- B Ëk EW- REVE- KAHER 
数 曲 面 ， 若 假设 态 射 的 纤维 不 是 只 售 亏 格 为 1 的 曲 
线 , 则 这 个 态 射 是 唯一 确定 的 ， 有 理 点 集 X(k)ts f BJ $R 
H VBE — — ET, 3 B. zF S 3 g > 2 6) B 2. X(K) 
EARE. k (BER F 0 sk 1 的 看 线 在 代数 曲面 
论 中 研究 ( 抑 椭 辆 曲面 (elliptic surface}; Mat (ruled 
surface)). 
参考 文献 
[1] Magapeew, H. P., Ocnognr asreGpagvuecxoñ TEOMETDHH , 
M ,1972( 3 PE Æ. Shafarevich. I. R., Basic alge brait 
geometry, Springer, 1977). 
[2] Walker, R. J. , Algebraic curves, Springer, 1978. 
[B] Mumford, D., Lectures on curve on an algebraic sur- 
face, Princeton Univ. Press, 1966. 
[4] Chevalley, C. ， Introduction to the theory of algebraik 
functions of one variable, Amer. Math. Soc., 1951. 


[5] Serre, J.-P., Groupes algébrique et core des classes, 
Hermann, 1959. 


[6] eGorapes, H. T., Teopns ameðpangeckHx 中 YE ， 
M.- Ji., 1948. 


[7] Springer. G. , Introduction to Riemann surfaces, Addi- 


ee r re 


son - Wesley, 1957, 

{8] Hroma Hayku w THON . Amefpa, ToroTar TOMETPHA 

T.12, M . 1974, 77—170 B. E. Bockpewncmi $ 
【 补 注 1] EIA) 属于 G. Casteinuovo[ At]. 
也 可 在 [A2]. [A3], [A4] 中 找到 证 明 ， š XO WA [A2] 
也 包含 了 关于 Riemann ~ Noether - Brill 定理 的 新 结 
果 , 例 如 对 于 矢 模 意义 下 的 一 般 曲 线 ， 定 理 的 等 号 成 
立 ; 这 一 文献 也 给 出 了 代数 曲线 论 当 前 发 展 的 综述 . 

# o R 8 3 B g225(J. E. Harris WD. Mum- 
ford) X g Æ B $t A 22: 40 (Harris), 曲线 的 参 模 空间 
e, ERER, ATIR ERAM ([A51). 

Mordell 猜测 , 即 孝 域 上 亏 格 至 少 是 2 的 任何 曲线 
只 有 有 限 客 个 有 理 点 已 被 G. Faltings EH ([A6]). 
参考 文献 

[A1] Castelnuovo, G. , Studies on the geometry of algebraic 
curves, A, R. Acad. Sci. Torin, 24 (1589), 
196—223. 

[A2] Arbello, E. , Cornalba, M., Griffiths, P. A. and Harris, 
J E., Geometry of algebraic curves. 1, Springer, 
1985. 

[AJ Griffihs, P. A. and Hars, J. E. , Principles of alge- 
braic geometry, Wiley, 1978. 

1 上 4] Hartsborne, R. , Algebraic geometry, Springer, 1977. 

[A5] Mumford, D. and Harris, J., On the Kodaira dimen- 
sion of the moduli space of curves, vent. Math.. 
67 (1982), 33-88. 

[A6] Faltings, G. , Endlichkeitssatze fur abelsche Yarietaten 
uber Zahlkorpern, nrent, Mat. , 73 (1983), 349- 
366. 

[译注 】 目前 已 证 明 到 当 g 之 23 时 .x, 是 一 般 型 的 ,并 
旦 猜测.x, 是 单 直 纹 的 当 且 仅 当 g<23. 这 方面 的 综述 
交 章 可 见 [B1]. 

参 老 文献 

[Bl] Fisenbud, D.and Harris,J. , Progress in the theory of 
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代数 闭 链 [algebric cyde ; aztre6paurieckni nana], 45, $ 
KH 

H 6 sE Te AE PHN R u 25 + 8 fE 359 B rh ER 
nA 5 09 ËI h Abel 8 (free Abelian group) Ri —+ > 
#. E X EOS SEO RE IP 5 C (X), C (X) F iH # 3 
wk p B TE taka pti CH. BE C QD PJ LL KOR 
成 直 和 

CO) = BOX 

+ COOS X E Weil RF (divisor) 的 群 相同 . 

TAF ARRERA k 上 下 维 非 奇异 射影 代数 
E. 着 上 是 复数 域 己 , 则 每 个 信 数 闭 链 ZeCr'(Y) 2 
本 一 个 (2n —2p) $R Æ [Z] EHn (X, Z), BRR 
Poincaré HAE. 确定 一 个 上 同调 类 y(Z)<e H(X, Z). 


[Z] (或 ?(Z) 型 的 同调 (或 上 同调) 类 称 为 代数 同调 (或 


FAW) 类 talgæbraic homology (cohomology } olasses). 


每 个 解析 闭 链 都 同调 于 一 个 代数 闭 链 , 人 们 相信 (Hodge 
WE (Hodpge conjecture)) X ER — 8 (2n 一 2p) 维 闭 
# rl F-J. SAUNA (2p 一 gq, 4) 
(天 六 型 闭 微分 形式 在 工 上 的 积分 等 于 0. 这 个 狂想 
内 是 对 p=1( 对 n==2( 和 的 ]}, 对 所 有 n([7)), f pan! 
以 及 对 艇 的 一 些 孤 立 类 ([4) 得 到 证 戎 . 

mE W=} n, W 是 两 个 艇 的 积 沪 x TT 上 的 一 个 
代数 闭 链 ， 刻 多 上 形 如 


>", W, (Xx) 
的 闭 链 的 集合 称 为 X LUER 了 参量 化 的 代数 闭 链 族 


(family of alpebraic cycles). 这 种 关系 通常 要 求 每 个 于 
E 到 了 上 的 射影 是 平坦 态 射 ， 当 W- W. 由 不 可 约 
子玉 定义 时 ,于 上 相应 的 代数 闭 链 族 称 为 代数 子 往 族 
(family of algebraic subvarieties) 、 特 别 地 ,对 代数 入 
的 任 条 平坦 态 射 f: X — Y, EHAE X, 枸 成 一 个 以 
基 乾 了 瑚 量化 的 的 代数 子 簇 族 ， 这 个 和 概念 的 第 二 个 
特例 是 线性 系 (linear system). UEA SRi 
H HER X BRATE (RAE, E A E) 族 的 所 
有 成 员 都 有 相同 的 Hilbert #9 (Hilbert polynomial} 
(相应 地 , EART (arithmetic genus)). 

复式 上 的 两 个 代数 闭 链 Z 和 Z 称 为 代数 等 价 的 
{algebraically equivalent) (iË 3 Z —,,Z'), WREN 
Thun 3 aE E SR this — tik. 直观 地 ,代数 赋 
链 的 等 价 性 意味 着 乙 可 以 代数 好 形变 到 Z'. 如 朵 这 个 
定义 包含 了 是 有 理 基 入 的 条 件 , 那 么 代数 闭 链 之 和 Z 
称 为 有 理 等 价 的 (rationally equivalent) ({ 记 为 Z ~ 


— 4 Z). # Z, ZEC (时 ,有 理 等 价 性 的 概念 就 
简化 为 除 子 的 线性 等 价 性 的 概念 . 有 理 { 或 相应 地 , 代 
3236 tf T $ bj IÉ 39k HSE MJ yt in A C. O (g 
地 ,CC,,(X) .这 两 个 群 都 是 它 的 分 量 的 直 和 : 
Ca (A) = Cal O MN CY. 
Cit) = Cyst A) Y) E). 
商 群 CX) / Ca (X) EA Bi ER AR X BJ 
Neron - Severi Æ (Neron - Severi group). 当 p>1 
对 , Wg Et C”(X) / CA OX) 是 否 有 限 生 成 的 问题 ,至今 
(1977) 仍 未 解决 ， 商 群 CU OK C, (X) 具有 Abel Wii 
结构 ( 见 Picard 概 形 (Picard scheme})， 用 闭 链 的 相 
交 运 算 可 以 在 商 群 CO) Cu OO AEN TRE, E 
它 变 成 一 个 交换 环 , AHR 区 的 周 GE R)I Chow 
ring) HAREE (intersection theory)). 
对 任何 Weil 上 同调 论 吾 "C)， 存 在 唯一 确定 的 和 群 
局 访 
Y: CPX) — HPX 
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WR y(Z)=y(Z'), MRE V 355 ZA z 8] A 
等 价 的 {homologcally equivalent) { 记 为 2 — Z"). 
问 油 等 价 二 0 的 代数 闭 链 的 子 群 记 为 C. OO. # 
ERA C QD) Cum (X). B C (XV C S L (X) E ñ B E 
成 的 ， 而 且 是 环 H'X) 0 f. 0 8 400, 称 作 代数 


的 Weil 上 同调 论 . 

如 果 存 在 mm 21 Ë m Z — m Z, BE PRES TE AU HI 
链 Z 和 2Z' 是 + 等 价 的 (rt - equivalent) ( 记 为 Z ~, Z”). 
T 等 价 于 避 的 代数 闭 链 的 半 群 记 为 C.A. C'(X) B) BI 
个 代数 闭 链 Z 和 2 ' 称 为 数值 等 价 的 [numerically equi- 
valent) ( 记 为 Z ~ am Z’), 如 果 对 任何 WEC), 
只 要 等 式 两 边 都 有 定义 ,就 有 WZ=WZ '. 数值 等 价 于 0 
的 代数 闭 链 的 子 群 记 为 喜人 8 m F ik A. : 


COG C C homt X) s C, X). 


对 于 除 子 , 群 COOCH, C. (X)(YC'(X) 和 
Ca ONC (和 0) 是 相同 的 ([61). 不 过 根据 [5] 中 的 反 
便 ， 对 于 k=CC， 


CX) = Ciom( X), 


这 里 的 Cu (X) E E 38 TH EE 38 $k NAA L Tl DN Sr SE 
的 . 对 于 任意 特征 的 域 K É Weil 上 同调 的 ? 进 理论 ,可 
举 出 类 似 的 反例 ， 关 于 群 C OO 与 Cu 人 tt) 的 相等 问 
题 已 经 解决 ([91). 

设计 被 眉 太 一 个 射影 空间 ，L 上 LL; 是 超 平面 截面 的 上 
局 亩 类 .代数 上 疗 调 类 


x € AP(X) = AOON HX) 


称 为 本 原 的 {primitive), 如 果 x La =0, 在 这 种 情形 
下 ;如果 久 是 复数 域 亡 , 则 到 线性 型 


(a,b)— (— ly Ly P ab 


ELPO FRIA 0 y E f L R E0J. 对 于 任意 上 、 
类 似 命 题 仅 对 n <2 FAEN, ERRE ¿PS O E W 
Weil 狂想 密切 相关 . 
HE ELEI AAA kEi, k Anaig 

闭 包 的 Galois 群 G (k /h) ÆRME Weil 上 同调 (X) 
上 ,这 里 =x Ork 4 (O60943 3 X F G / k) 
Éy 8 563 Fit Ra. AHE ER 6; 
Tate 猜想 (Tate conjecture on algebraic cydes)) 如 
困 上 在 它 的 窗 于 域 上 有 限 生 成 , 则 其 道 命 题 也 正确 . (Š 
AE 函数 上 的 许多 狂想 都 以 这 个 假设 为 基础 ([2]). 
prim 

[H] Baldassarri, M., Algebraic varieties, Springer, 1956. 

[2] Tate, J., Algebraic cohomology dasses, in Summer sch- 
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ool of algebraic geometry Woods Hole. 1964. 
[3] Hroma BaykH n TexHHRH Anmefpa. Tononorms., Teoverpus, 
1.12, M. , 1974, 77—170. 
[4] Kleiman, S. L. , Algebraic cycles and the Weil oonjee- 
ture, in Dx expegës sur la cohomologie des schémas, 
North - Holland, 1968, 359 —386. 
[5] Griffiths, P. A., On the periods of certam rational m- 
tegrals I, Am. of Math. (2), 90 (1969). 3, 496—541. 
[$] Lefschetz, S. , L'analysis situs et la géometrie algébrique, 
Pari, 1924. 
[7] Hodge, W. V. D. , The theory and applications of har- 
mmic integrals, Cambridge Univ. Press, 1952. 
[8] Groupes de monodromie en geometrie algébrique, in 
M. Rapaud, D. $. Rim and A. Grothendieck (eds.), 
Sem. Geom . Alg.. Vol. 7, Sprmger, 1972—1973. 
[9] Delige, P., La œnjedwe de Weil T, Pubi. Math. 
IHES , 43 (1974, 273 —308. H. B. Jlonasem 3#E 
[RNE] 1983 年 H. Clemens 证 明了 C'O Ci (X) 
不 是 有 限 生 成 的 {[AI). 他 也 证 明了 C, I ANCOR 
是 有 限 生成 的 , 甚至 与 有 理 数 域 作 张 量 积 后 仍然 如 此 
([A1]). 

关于 Hodge 猜想 的 当前 进展 情况 的 综述 见 [A2], 
亦 见 [A3]. 

代数 闭 链 理论 的 许多 新 进展 与 代数 KELAK, 
见 [A4]， 
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代数 维 数 [ algebraie dimension ; autrefpammecra parme- 
paocrh] ,拓扑 空间 的 
已 知 空间 上 与 维 数 概念 有 关 的 连续 函数 环 的 不 同 
数值 不 变量 之 一 ， 
IL C. ArewaHnpos 所 PERY 译 


代数 方程 [ alpebraic equation ; anre6pauueckoe 
ypasneune] 


形式 为 有 =0 BB h, R PLE 个 或 多 个 变量 的 


n KETA polynomial) (n20). -PEERI F 
BEER H 

agx" tax" 1+ +a, = 0 (1) 
的 方程 . 这 里 是 一 个 非 负 整 数 ,ao,…,a E tn 38. 称 


为 方程 的 系数 (onefficient ,而 x* 是 待 求 的 未 知 数 
(unknown). SERRREDEDNAETEEF 
equation), 0000 

满足 方程 (1) 的 未 知 数 x 的 值 , BR fÚ 3 x 后 将 使 这 
个 方程 化 为 恒等式 的 那些 值 , 称 为 方程 11) 的 要 (roots of 
the equation), 或 多 项 式 ` o 


h&a) = au x"+a x“ I+... +a, 


的 根 (roots of the polynomial. 多 项 式 的 根 与 其 系数 
之 间 存 在 一 定 的 关系 即 Viète 公式 Viète Æ (Viète 
thecrem))， 所 谓 解 方程 就 是 求 方程 的 处 于 所 考虑 的 末 
知 数 的 值 域内 的 一 切 根 . 

对 于 应 用 来 说 ,方程 的 系数 各 根 为 某 一 类 数 (例如 
有 理 数 ,实数 或 复数 ) 的 情况 最 重要 ,但 基 , 也 汀 考虑 系 
数 和 根 为 任意 域 (fieid}) 的 元 紊 的 情 阅 . 

如 果 已 知 数 { 或 域 的 元 素 je 是 多 项 式 了 (9 的 一 个 
根 , 则 根据 Bezout 定理 (Bezout theorem), £ (x) 可 被 
x 一 C 除 尽 ， 这 里 的 除法 可 按 Horner 格式 来 进行 . 

# (或 域 的 元 素 )c 称 为 多 项 式 7o 的 k B (root of 
multiplicity k) (这 里 天 是 非 负 整 数 ), 如果 foo 可 被 
(x 一 0O* 除 号 ,而 不 可 被 (x 一 c)**'! 除 尽 ，1 重 根 称 为 多 
项 式 的 单 根 (simple roots), 其 他 的 根 称 为 雪 重 根 
(multiple roots), ` 

每 个 其 系数 取 自 域 P 的 ntn>0) 次 多 项 式 f(x), 在 
域 忆 中 最 包 具 有 nn 个 根 ,每 个 根 计算 的 次 数 等 于 其 重 数 
{ 国 此 ,不 同 的 根 不 能 包 于 n T). 

ERMA (algebraically dosed field) rB, F nx 
次 多 项 式 恰好 具有 n TERENA). 
是 ,这 个 命题 对 于 复数 域 也 成 立 . 

系数 取 自 域 P 的 n 次 方程 (1) 称 为 在 P 了 上 是 不 可 约 
的 (irreducible), WR E ER (2) 在 这 个 域 上 是 不 可 约 
的 , 也 就 是 说 ,不 能 表示 为 P Ë 32 — ERIT n ÉS 
多 项 式 之 积 . 否则 , 多 项 式 及 其 相应 的 方程 都 称 为 nÍ ëJ 
的 (reducible). PREARA P k ST AER E u] tg 
的 , 也 不 是 不 可 约 的 .一 个 给 定 的 多 项 式 在 域 P 上 是 可 
约 的 还 是 不 可 约 的 ,与 所 考虑 的 域 了 有 关 ， 例如 ，x: 一 2 
在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 ,因为 它 没有 有 理 根 ,但 是 在 实 
数 域 上 风 是 可 约 的 : x 一 2=(x 十 VY3 }(x 一 Y2 ), 类 似 
地 , 多项式 x? +1 在 实数 域 上 是 不 可 的 的 ,但 县 在 复数 
域 上 则 是 可 约 的 , 只 有 一 次 多项式 在 复数 域 上 是 不 可 
约 的 , 且 任 和 何 多 项 式 都 能 分 解 为 线性 因 式 之 积 . 只 有 一 
次 多 项 式 和 没有 实 根 的 二 次 多 项 式 在 实数 域 上 昨 不 可 
约 的 (因此 ,任何 多 项 式 都 能 分 解 为 一 次 多 项 式 和 不 可 
约 二 次 名 项 式 之 积 ) .在 有 理 数 域 上 存在 任何 次 不 可 约 
FRR EM x" 2 的 过 项 式 就 是 一 - 些 例子 . 一 个 过 项 
式 在 有 理 邹 域 上 的 不 可 欧 性 , 常 带 可 由 下 PË Eisenstein 


准则 (Eisenstein criterion) 来 判断 : 对 P ERN n (n >O) 
KERRO) DERFEN SK p. 使 得 首 项 系数 a, 不 
可 被 p 整除 . 其 余 一 切 系数 都 可 被 pp 整除 ,常数 项 a 
不 可 被 卢 整 除 , 则 这 个 多项式 在 有 理 数 域 上 蚌 不 可 约 
的 . , 

设 P 是 任意 一 个 域 . 对 于 任 仔 在 域 P F A. BJ 2 B 
pn 人 > 人 次 多 项 式 产 xz 都 存在 -- 个 中 的 扩张 , 它 至 少 岂 
售 Fex) 的 一 个 根 ( 抑 域 的 扩张 (extension of a feid) y; 而 
B. FEER JOMAR (splitting field). BiR P 
的 极 小 扩张 ,使 得 这 个 多项式 在 其 中 可 以 分 解 为 线性 因 
式 之 积 ， 任 何 域 都 具有 代数 闭 扩张 . 

根 式 可 解 性 (solvability by radicals). {E i E 
过 四 次 的 代数 方程 都 可 用 根 式 求解 . 可 化 为 : 些 特殊 
形式 的 二 次 和 三 次 方程 的 问题 的 解法 ,十 居 巴 比 伦 大 已 


经 知道 [公元 及 2000 年 ){ 见 二 次 方程 (quadratic equa- 


tion); 三 次 方程 (oubic equation))， 解 .二 次 方 积 的 理论 
最 早 在 Diophantus 的 《算术 [Arithemeticay -- # rh P: 
有 详细 论述 (公元 前 3 世纪 }. 在 16 世纪 ,意大利 数学 
家 得 到 了 系数 为 字母 的 三 次 和 四 次 方程 的 根 式 解法 ( 见 
Cardano 公式 (Cardano formula); Ferran 法 (Ferrari 
Inethod))， 在 以 后 的 300 EE E 人 设法 寸 求 五 次 
和 更 高 次 学 母系 数 方程 的 祖 式 解法 ,但 均 未 成 功 ， 最 
后 ,N.H.Abel F 1826 年 证 明 这 种 解法 是 不 存在 的 ， 

Abel ÆA (Abel theorem) (现代 形式 的 在 述 }: 设 
DERAH q, o a nins p Ww rf; K B. IE. ` 
TRPE a ,…, a, 93 SH H R 六 的 有 理 函 数 域 ; 这 
Bl. b (1) (处 于 PP 的 菜 一 扩张 中 } 的 根 不 能 由 这 个 为 
0 S OB H IK. W. E 除 ( 安 信 在 PP 中 是 有 意 
名 的 )} 和 开 方 (在 PP 的 扩张 中 是 有 意义 的 } 运 算 来 表示 . 
挽 句 话说 , 一般 的 n(x>>4) 次 方程 是 不 能 用 要 式 求解 的 
( [3]). 

BE, Abe 定理 问 下 还 事实 并 不 矛盾 : 某 些 彼 有 赦 
了 系数 (或 取 自 一 个 始 定 域 的 系数 ?的 代数 方程 可 用 根 
式 求解 . 某 些 特 帕 形式 的 上 次 方程 (例如 二 项 方程 
(two - term equation)) 可 用 根 式 求解 ， AEEA 
疯 下 代数 方程 可 用 根 式 求解 . E. Galois K i£ 1830 年 
对 这 个 问题 给 出 子 全 面 的 解答 . 

在 Galois 理论 (Galois thecory) 中 ,关于 代数 方程 根 
式 可 解 性 的 基本 定理 可 以 叙述 如 下 . 设 flx) kt £ WH 
自 域 关 日 在 兵 上 为 不 可 约 的 多 项 式 ,， 这 时 ,中 如 时 方程 fo) 
=0 至 少 有 一 个 根 能 由 这 个 方程 的 系数 通过 根 式 来 表 
R, 而 且 根 式 的 指数 不 能 被 域 慌 的 特征 整除 , 则 这 个 方 
程 的 Galois PE KEETE DAZ., WRA f f(x) 
=0 的 Galois FETEI K LEPRI. ñi 8⁄8 KRE 395 pk: 
大 于 这 个 群 的 合成 因子 的 切 阶 数 , 则 这 个 方程 的 A 
根 都 能 由 它 的 系数 通过 根 式 来 表示 ,而 有 旦 所 过 到 的 根 式 
ya 的 一 切 指数 都 是 素数 , 与 这 些 根 式 对 应 的 -项 方 
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程 x" 一 &= 人 在 需要 褒 训 这 些 根 式 的 域 上 上 是 不 可 欧 的 ， 

Galos 对 于 下 是 有 理 数 域 的 情况 证 明了 这 个 定 
JE, 在 这 种 情况 下 ,在 上 是 定 理 的 侣 述 中 有 关 域 关 的 特 
征 的 一 切 条 忻 都 成 为 不 必要 的 了 . 

设 忆 是 系数 取 自 在 意 域 关 的 方程 的 系数 的 有 理 天 
数 域 ,系数 (为 字 基 } 取 自 域 P 的 n 次 方程 的 Galois 群 
是 对 称 群 S,, 当 n>4 时 5 是 不 可 解 的 ,所 以 Abel ¿g š 
E Galois EMH- TER. ATEA nmp TER 
有 有 理 系 数 (其 至 整 系 数 ) 的 不 能 用 根 式 求解 的 n 次 方 
程 . 例如 , 方程 x; 一 严 x 一 p=0 就 是 n=5$ 时 的 .个 这 样 
的 方程 .在 Galois 理论 中 , 一 个 代数 方程 是 通过 把 它 
化 成 … 趾 比较 简单 的 方程 案 求解 的 ,这 些 比 较 简 单 的 方 
FRAAS EHME (resolvent). 

AERA A tE PLi E A 2 Bg fE BJ TERR, 特别 
RO [d n 3 2 FB) -EEEE P 3 Y = 
(cyclotomic polynomiak); M4R (primitive root})， 

含 一 个 未 知 数 的 数字 系数 的 代数 方程 .为 了 闫 系 
数 取 自 实数 域 或 复数 域 的 高 于 二 次 的 代数 方程 的 根 , 道 
常 采 用 近似 计算 方法 (例如 抛物 线 法 (parabola 
methed}), 这 时 , 首先 除去 重要 是 方便 的 . 数 < 是 多 项 
起 Fo 的 K 重 根 , 其 友人 分 必要 条 件 为 : 5 x=c Pi. £A 
E fx) 及 其 直到 一 1 阶 导数 帮 等 F 零 ,而 产 人 四 关 0， 如 
FH S NUX f(x) 与 其 导数 的 最 大 公 因 式 来 除 让 x), 则 所 
得 密 项 式 的 根 与 Aiaz) 的 根 相同 ,但 其 重 数 均 为 1， 甚 至 
可 以 构造 这 样 一 些 多 项 式 , 使得 多 项 式 f(x) 的 重 数 相同 
的 一 切 恨 都 是 这 些 凶 项 式 的 单 根 、， 当 且 仪 当 -个 名 项 
式 的 判别 式 tdiscriminant} 等 于 零 时 ,这 个 凶 项 式 具有 
重 根 . 

确定 六 程 的 根 的 个 数 和 概 的 上 ,下 界 , 是 经 常 遇 到 
的 一 些 问 题 ， 可 以 取 数 
max | a, | 

| £ 
| ao | 
作为 具有 任意 复 系 数 的 代数 方程 (1} 的 等 个 根 { 实 根 和 
复 根 ) 的 模 的 上 界 . 当 系数 为 实数 时 ， 用 Newtom 法 
(Newton Imethod) 通 常 可 以 得 到 更 精确 的 于 界 ， 确 定 
正 根 的 下 界 以 及 确定 负 根 的 上 界 和 下 界 . 可 以 归结 为 确 
定 正 根 的 上 界 . 

确定 实 根 个 数 的 最 简单 的 方法 是 利 出 Discartes 
定理 (Discartes thcoremi). 如 果品 经 知道 给 定 儿 项 式 
的 根 都 是 实 的 {例如 , 对 于 实 对 称 拨 阵 的 特征 多 项 式 }， 
那么 利用 Discartes 定理 可 以 得 到 根 的 准确 个 数 . 考虑 
ZER d, 利用 同一 定理 可 以 求 得 fO) 的 负 根 的 个 
数 ， 如 果 一 个 实 系数 多 项 式 没 有 重 根 ,那么 利用 Stum 
定理 (Sturm theorem] 可 以 求 得 这 个 多 项 式 的 处 于 给 
定 区 闻 中 的 实 根 的 准确 个 数 ( 特 别 是 , 一 切实 根 的 个 
M). Descartes 定理 是 Budan - Fourier 定理 (Budan- 
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Fourier theorem) K RHR M. AA JG — s M ëj 1 ia 
BJ # $k 8 Th z Rk T 3 — Fl SE X E R 486 a 
合计 . 

有 时 希望 求 出 特殊 形式 的 根 . 例如 , Hurwitz 准则 
是 ( 复 系 数 ) 方 程 的 ~- 切 极 都 具有 负 实 部 的 必要 和 充分 


Ë IFOR Routh - Hurwitz 准则 CRouth- Hurwitz crite - 


rion)). 

存在 计算 有 理 系 数 多 项 式 的 一 妇 有 理 根 的 一 种 方 
E. 设 f(x} 是 一 个 有 理 系 数 多 项 式 , gtx) 是 将 f(x) R 
以 它 多 一 切 系数 的 分 母 的 公 售 数 而 得 到 的 整 系数 多 项 
起 ,这 时 f(x) 与 g(x) 具 有 相同 的 概 . 整 系数 名 项 式 gG) 
=b,"+bx"' + +b (b #0) 的 有 理 根 只 能 是 pig 这 
种 形式 的 不 可 约 分 数 ,其 中 pp 是 数 呈 的 一 个 因 于 q 是 数 
如 的 一 个 因子 (而 且 只 能 是 其 中 这 样 一 些 分 数 : 对 于 任 
HER m, S g(m) 都 能 被 p 一 mg YRR). mE b =l, m 
9(X} 的 一 切 有 理 根 都 是 整数 (为 常数 项 的 因数 ), 县 能 用 
尝试 法 求 得 ， 

代数 方程 组 {systecms of algebraic equations) ， 关 
于 一 次 代数 方程 组 , 见 线性 方程 (lineaf equation). 

由 含有 两 个 未 知 数 x 和 yy 的 两 个 任何 次 的 已 数 方 
程 构 成 的 方程 组 ,可 以 写成 下 列 形式 


Fr = aglaj talay +a(x) = 0. 
g(x,y) = balxi +b (x): ! +: +b(xy = 0. (3) 
其 中 ao, b,x) 是 一 个 未 知 数 x 的 多 项 式 ， 如 果 为 
x 选 定 某 个 数值 , 则 得 到 两 个 会 -个 未 知 数 y 的 具有 常 
系数 @ ,bb 的 代数 方程 的 方程 组 ， 这 个 方程 组 的 判别 
起 (resultant} 是 下 烈 行列 式 : 


R.D) = 

(G m a 0 0 >> Ü| 
Ü do tr too oda 

... Ü Ü 

Ü 0 Ü ag dn 

"|b bi b 0 0 0 
Ü ba .os b, 

Ü ü e’ r 0 b. naran b. 


TEMARI 数 xp 是 判别 式 R 9) 的 一 个 根 , 当 且 仅 
当 多 项 式 f(x... 胃 和 g(xos) 具 有 公共 要 为. 或 者 两 个 首 
项 系数 a (xo) 和 b,(x,) 都 等 于 零 ， 

因此 ,为 了 和解 方 程 组 (3), 必 须 求 出 判别 式 RC 由 的 
一 切 根 ,把 其 中 每 一 个 根 忆 入 方程 组 (3) ,并 求 出 这 两 个 
仅 合 一 个 米 知 数 y 的 方程 的 公共 根 .还 必须 求 出 两 个 名 
项 式 gl 和 bx) 的 公共 根 , 把 它们 代入 (3), 验 证 所 得 


到 的 两 个 仅 含 一 个 术 知 数 y 的 方程 是 否 具 有 公共 根 . 
换 句 话说 , 解 含 两 个 未 知 数 的 两 个 方程 的 方程 组 的 问 
题 ,可 以 归结 为 解 仅 含 一 个 未 知 数 的 一 个 方程 和 求 两 个 
佼 会 一 个 未 知 数 的 方程 的 公共 根 . (B T ki £ y S 
一 个 未 知 数 的 多 项 式 的 公共 棚 , 是 这 些 多 项 式 的 最 大 公 
RARR.) 

含有 任何 个 末 知 数 的 任何 个 代数 方程 的 方程 组 , 可 
按 类 似 的 方式 来 求解 . 但 是 , 这 个 问题 涉及 复杂 的 计 
算 . 它 同 所 谓 消 元 理论 (elimination theory) 相 联系 . 
prr 

0] Kypou, A. T., Kype Brrireñš amep, 10 Han. , M.. 
1971 【中 译本 : 入 , 工 库 洛 什 ,高 等 代数 教程 , 人 记 教 育 
出 版 社 ，1962)， 

[2] Cyunmesga, A, K., Ouo wcu anrefpua.. 4 Hn... 
M.- JL , 1941. 

[3 Waerden, B. L. van der, Algebra. 1—2, Springer, 
1967—1971 { 中 译本 :B. L. ÆW RE, iH., 2. 
科学 出 版 性 , 1976), 

[4] Manen, F). H., Ẹ 3 HUIMKUIONIGUIHR JEMEHTApHOÑ MaTeMa- 
THH, xH. 4, M. , 1963, 205—227. 

[5] Aomopan, A. T., M Dumpe aeserrrapsoñ 
MATEMATHEH, EH. 2, M., 1951, 3113-4411. 

H. B_ [ipocxypskos 所 
[4HE] EÈ Abel EE (— E BU n (n >4) tK h F A BË 
HARAR) Abel- Ruffini 定理 {Abel - Ruffini 
theorem). 
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代数 函数 [algebraic function ; amregpasrsecrax 由 yu | 
A EEH, X. U, x, 的 满足 方程 


Fy, Xis... Xg) = Ü (1) 


的 函数 y= f(x. UU x.) 其 中 下 是 了 x,,…. x, 的 不 
可 约 多 项 式 , 其 系数 属于 其 个 域 K . 称 为 常数 域 (field 
of constanf)， 此 时 代数 函数 定义 于 该 域 上 ,而 且 称 
为 域 六 上 的 代数 函数 .多项式 FO, x. U x.) AE 


Px oy Pais y+ 1 
+Pa(X i... . x,) = Ü 

其 中 P.(x,, "U, x.) e, Pa (CX, U, x.) HA X, "U X, 

的 多项式 ， 且 P (x, xE 0. 数 上 是 FF 关于 y 的 


次 数 , 称 为 已 数 沙 数 的 次 数 . 车 上 =1， 那 么 居 数 函数 
TERASAH A 


Po 
y = —— . 
= P (x, . c 5 2 x r) 


此 时 称 为 xi ，…，x, BS 3MPU8S. 5 k=2. 3, 4 时 ， 
一 个 代数 函数 总 可 表示 成 x. U. x. 的 有 埋 函 数 的 平方 
RAZAR Hk >4 时 ,一 般 不 能 这 样 表 水 . 

历史 上 ,曾经 以 三 种 不 间 的 观点 研究 代数 函数 论 . 
N. H. Abel, K. Weierstrass LÆ B. Riemann M R% 
论 的 观点 ; R. Dedekind, H. Weber 以 及 K. Hensel WJ 
也 算术 - 代数 的 观点 ;而 最 初 由 A. Clebsch, M. Noe- 
ther 和 其 他 人 采用 的 是 代数 -几何 的 观点 ( 见 代 数 几 何 
学 talgebraic geometry)), 单 变 基 代 数 函 数 沦 的 第 一 个 
研究 瞩 何 ,与 复数 域 上 的 羽 数 函数 的 研究 有 关 . 后 者 类 
视 为 Riemann 曲面 和 复 流 形 上 的 亚 纯 涌 数 ; 所 用 的 最 
重要 的 方法 ,是 解析 函数 论 中 的 几何 与 折 扯 的 方法 . W 
术 - 代数 处 理 办 法 涉及 到 代数 盟 数 在 任意 域 上 的 研 
究 , 所 用 的 方法 是 纯 代 数 的 .赋值 论 以 及 域 的 扩张 显得 
特别 重要 .在 代数 几 梓 观点 下 ,代数 函数 被 视 为 代数 艇 
t 的 有 理 晴 数 ,因此 用 代数 几何 的 方法 去 研究 它 { 见 有 
FAM (rational function)), 以 土 这 三 种 观点 ,最 初 
不 妈 表 现在 它们 所 采用 的 上 万 法 和 表达 方式 的 不 同 , 而 且 
它们 所 使 用 的 术语 也 不 相同 ， 这 些 差别 ,如 今 已 变 得 无 
关 紧 要 了 ,因为 函数 论 的 研究 中 包含 着 代数 方法 的 发 
展 ,而 许多 首先 用 函 数论 和 拓 盾 方法 得 到 的 结果 , 如果 
利用 这 些 方 法 的 代数 类 相 物 , 则 往往 可 以 成 切 地 应 用 
到 更 一 般 的 域 情形 ， 

一 元 代数 函数 . 在 复数 域 C 上 的 一 个 - -元 代数 函 
数 y= 了 (x) (或 简 记 为 y(x 是 一 个 大 值 的 解析 函数 ,车 
D (x) Ë $ Th 


Fix, y) = Pixy“ + `... +P (x) + Pax) 
Plx) sË G, 


的 判别 式 ( 即 使 F{x ,了 {x=0 HEARKE) ,后 
者 可 从 方程 组 


(2) 


消去 ?而 得 到 方程 
P,xyD(x) = 0, 

上 是 上 述 方程 的 根 xp Ul, x, 称 为 了 = 了 Cc) 的 临界 值 
(critical values)， 它 的 余华 各 =C lx ， t Xn } 称 为 
非 临界 梨 (non - critical set). 对 每 点 xuEG， 方 程 
(2) 有 六 个 互 不 相同 的 根 yo, y8，…， ya, AREA F 
条 件 : 

Fixo. yi} 

dy 


hA AAF GE MB, 在 点 x 的 一 个 分 域内 , 有 天 个 单 


0, j=4,... k 


ALGEBRAIC FUNCTION $5 
HR AR 站 6 下 (Gy， 它 们 满足 条 件 
所 fn) = Fh Fix. f(x) = 0, 
面 且 还 可 以 用 — i 25 $E K R: 
falx) = ad —x u) ad(x xu + (3) 


这 样 , 对 每 个 点 2 8 G, RETE BJ k T 88 H pR # 
X. 它们 称 为 中 心 是 点 xo 的 因数 元 (function elemen- 
ts). HERR G x , x, EG， 中 心 分 别 是 x 和 x, 的 任意 
两 元 fi(x)3H fix), 都 可 以 通过 沿 已 中 革 条 曲线 解析 
开拓 市 相互 得 到 ; 特别 地 ,具有 相同 中 心 的 任意 两 个 元 
也 是 通过 这 种 方式 联系 着 的 , 假如 xn 是 一 个 代数 晒 数 
的 临界 点 ,那么 有 两 种 可 能 的 情形 : 1) x, 为 判别 趟 的 
WR. ED D(x.)=0. IH P, (x.)#0; 2) P, (x,) =0. 

情形 1. Ú K rB C x 的 小 圆 , 它 不 含 其 他 的 
临界 点 ,又 设 f OO... J (x) A rE k x’ EK, x 2 x, 
的 正规 元 系 , 33 x — x, Bd, X E Pq S E fi PL BJ. 此 外 ， 
W D Abi x, BB bt x" PJ BQ j; 它 全 部 位 于 K, 内 
部 ， 某 个 给 定 元 ， 例 如 f (x), Er D (W Mü Y 9004 r r 
向 ) 的 解 忻 开 折 ,得 到 了 中 心 是 x 的 也 属于 该 系 的 -个 元 
frt) .这 个 系 含 有 天 个 元 , 经 过 最 少 的 ql 所 上 次 解析 
开拓 , 甩 产 生 了 最 二 的 元 所 人 这样, 我 们 得 到 了 中 心 
是 x 的 子 系 f OO... f. Oo; 它 们 之 中 的 每 个 元 都 
可 雇 通 过 其 他 元 沿 着 线 x, 的 曲线 解析 开拓 儿 力 以 后 得 
到 ;这 样 的 - 个子 系 称 为 一 个 循环 (cycle), B — j £ 
Jf (x), U, AOO 都 可 以 分 解 为 nm 个 互 不 相交 的 循 坏 


{fx), ...， fa CON 
EA -1{x) ar Fara (x)) re’ 
{f+ ts (XY rasa, fa, + ta (X)1. 


ate Ta=k. 车 四 >1， 则 元 素 f (x)} 在 后 内 不 种 x 
的 单 值 函数 ， 而 在 r=0 的 一 个 邻 域 内 ， 是 贿 数 z= 
(x 一 xo) 中 的 单 秆 解析 明 数 ,在 这 个 点 的 某 邻 域内 ， 

EMIRE 疡 (x),…, (x) 可 以 表达 为 收敛 级 数 


f(x) = Sai = Sala ”, (4) 
r ñ 


= ü 


所 的 = Sarr = Šara- “; 
10 1=0 


其 他 循环 中 的 元 也 有 类 似 的 展开 式 ,元 的 这 种 以 x 一 Xx， 
的 分 数 宪 形式 展开 的 级 数 称 为 Puiseux 级 数 (Puiseux 
senes), EP x, 为 临界 点 ,变换 一 rme, BS 
Tis x 转 一 图. 把 .个 特 环 中 的 元 的 Puiseux H e, 
循环 次 序 互相 转换 , 也 就 是 说 ,在 级 数 以 及 对 应 的 元 中 ， 
存在 著 一 个 循环 兽 换 , 绕 虱 界 点 转 图 ,对 应 于 中 心 为 证 
点 的 元 之 间 的 必 换 ; X 86 WE PA HIBA AF a, a, U. a, 
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组成 , Pa =k. MRHAR E A R Aa A 
单 值 群 (monodromy group) .如 举 在 少 有 :个 a >l. 


那么 临界 点 x 称 为 代数 旺 数 的 一 个 代数 分 点 (algeb- 


. a . 


raic branch point); # a (£ nf a —1) PEAASI 
的 分 去 指数 (branch indices}, =$ 2 € BU Er (branch 
Orders). ` 
1862. EmA yi P. (x)y, 就 回 到 情形 1; 此 时 
的 展开 式 类 似 于 (4}， 人 得 可 能 含有 有 痕 项 带 右 负 指标 : 
Dx — (5) 


ka 
xy = Zar = 
[ n n 


Hy >0, 点 加 是 代数 函数 的 p 阶 极点 (pole of order 
， 人 代数 函数 通常 必 在 Riemann SKI S LÆ ISH, 后 
REI EAE <- 2 后 的 复数 平面 . E t=1ix 
的 引入 将 这 种 情形 转化 为 前 面 的 情形 ; TE r= D(x =c) 
的 邻 域 内 ,有 展开 式 

j= Sars Dart {i 

) ,人 一， 

若 r>0， 则 点 x=o0 称 为 上 阶 极点 ， 

级 数 (3)， (4). 全 及 66) 中 的 参数 、 称 为 代数 函数 的 
AR 5656 a. 则 可 取 r= x—x, H: 为 参数 : 男 
一 方面 ,车 x, 是 临界 点 , 则 根 (x—x)'" ta 为 正 整 数 )1 可 
取 作 铺 数 . 以 上 所 投 述 的 : -个 代数 函数 的 所 有 元 的 全 
体 ,构成 了 Weierstrass 意义 F 的 完全 代数 晴 数 ( compl- 
ete algebraic function ). 除 分 支点 和 极 以 外 ,并 数 函 数 
没有 其 他 的 奇 点 . 道 命 题 也 成 立 ; 一 个 在 Riemann 球 
LEER ARTRO, x. É x=<%% £ RE 2 # s 
值 的 解析 函数 ,并 且 这 些 傅 外 点 都 仅仅 是 极 或 代数 分 支 
点 .那么 它 一 定 蚌 上 阶 代数 函数 ,其 中 天 所 3. 

一 个 完全 代数 画 烙 的 Riemann 有 曲面 {Rieimann sur- 
face) VERN, 并且 还 是 Riemann 球面 的 大 SF 5. 
分 支点 可 以 是 临界 点 以 及 点 x = 名 ,具有 凤 Riemann 
NARR. PRR. 代数 函数 Riemann 曲 
the algebraic function), AUH Riema ` : Hurwitz 公 
式 (Riemann - Hurwitz formula ) 计算 . 存 理 函数 的 
Rh O. CB) Riemann 曲面 是 Riemann 球面 w 
A: — prak Id Et Jy 8 B Wa EU pá gk ñ Riemann 曲面 为 环 
面 ; 这 类 函数 的 亏 格 是 1. 

代数 函数 的 通用 蓝 盖 Riemann 曲面 是 - -个 单 连 遂 
的 二 维 流 形 ,就 是 说 , 它 有 一 个 平凡 的 基本 群 ,此 外 它 
还 共 形 等 价 于 Riemann 球面 , 复 平 面 ,或 者 单位 圆 内 
部 . 在 第 一 种 情形 ,代数 函数 是 有 理 阔 数 ; 在 第 二 种 情 
形 , 则 为 椭 贺 函数 ;而 在 第 下 种 情形 , 则 为 一 般 的 菠 数 ， 

代数 函数 的 单 信 化 (uniformization) 问题 与 它 的 
Riemann $E HA. P 3K y= 六 (x) 可 以 单 值 化 是 


T y lj x FJBE Aik A $: r 05 BB 18 88 br 8 38 


Y = yh < > axi), 


后 老司 满足 方程 (2), 利用 局 部 的 单 值 化 参数 , 单 值 化 
问题 加 以 得 到 局 上 部 解 ;但 是 有 闪 笃 的 却 居 "整体 范围 ” 
下 的 解 . F k=1. BH poo x ARAR EAT 
取 为 x 一 x t k=2, 则 利用 有 理 消 数 或 三 角 级 数 可 以 认 
到 单 值 化 的 目的 ， 钢 如 ,车 Y (x) 98 h j 8 


则 可 令 


或 
y = set x = tpt 
# k=3. 4, WSSOE SOS 48 3 1 的 情形 , 单 俯 化 可 
以 通过 椭圆 函数 来 完成 . 最 后 , 当 >4 以 及 代数 函数 
的 乞 格 大 于 1 时 ,利用 自 守 靖 数 { 见 自 守 函数 (automor- 
phic function) 可 以 实现 单 秆 化 . 
多 元 代数 函数 . 苦 f EEE x.x. o. x 的 代数 函 
数 ,那么 一 切 有 理 函 数 Ry, x. UU, x,) 组 成 一 个 域 
KK , 它 重合 于 tn 二 1) 维 堂 间 内 由 方程 Fiy, xno x,) 
= 必定 光 的 代数 超 曲 面 上 有 理 男 数 的 域 ， 和 假若 常数 域 天 
是 复数 域 C, 而 n=1， 那么 玉 重 合 于 代数 函数 的 
Riemann 临 击 上 亚 纯 熙 数 构成 的 域 . 域 K, 是 超越 阶 为 
1 的 常数 域 玉 的 有 限 型 扩张 ( 见 域 的 扩张 (extension of 
a field )). 特别 地 ,这 个 域 的 任意 n+i 个 元 寄 都 联系 着 
-个 代数 方程 ,使 得 它们 每 一 个 都 定义 了 其 余 元 素 的 一 个 
代数 函数 . MEMA n R k 的 有 限 型 的 任意 t 
ald) CERAIN (function field )). 每 -个 这 种 
域 都 合 有 域 六 的 一 个 二 超越 扩张 上 (x,，…, x RA n 
TARKKA (rational function field )]. 兵 中 每 个 元 
y 都 满足 某 个 代数 方程 加 [py ,x ，…，x, )=0, 内 此 可 
以 看 成 是 变量 x. 的 代数 函数 .nn 元 代数 函数 的 
每 一 个 域 KK 都 同 构 干菜 个 n 维 代数 粮 (algebraic 
variety) 上 有 有理 函数 的 域 ,后 者 称 为 发 的 模型 
(model). 车 常数 域 上 是 代数 闭 的 且 有 特征 雷 , PMJ -- 
个 代数 函数 域 有 一 个 非 奇异 的 射影 模型 ( 见 音 点 的 化 
解 (resolution of singularities)). i$ S 为 常数 域 革 非 
负 的 代数 晒 数 域 玉 的 一 切 非 平凡 冉 值 ( 见 威 值 (yaloa、 
tion) ) 组 成 的 集合 , 如果 配 备 以 自然 柄 扑 , 那么 它 称 为 起 
乓 的 抽象 Riemann Éh PQ (abstract Riemann surface. 
H. 在 一 元 代数 函数 的 情形 ,Riemann 曲面 重合 于 
非 奇 异 射 影 模 增 组 成 的 集合 ,后 者 在 此 情形 下 , 除 同 板 
外 是 唯一 确定 的 ， 域 K 模型 上 许多 有 关 代 数 刀 L 何 方面 
的 概念 和 结果 ,可 以 通过 域 的 赋值 论语 言 来 重 述 l. 
[6] 7. 一 个 特别 接近 的 类 似 结 困 对 于 一 元 代数 函数 也 成 
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立 ,写实 际 上 和 代数 曲线 的 理论 相 -一 致 . 

每 -个 一 元 代数 函数 域 都 是 一 个 Dedekind 环 的 
分 式 域 , 因此 代数 数 域 中 可 除 性 理论 的 许 名 概念 与 结果 
都 可 以 应 用 于 函数 域 ([12]). 代数 数论 中 许多 问题 与 
构造 都 给 代数 函数 域 中 相应 问题 与 构造 以 启发 ,并 且 反 
之 亦 然 . 例如 , 把 Puiseux 展开 应 用 于 代数 数论 ,就 能 导 
出 数论 中 Hensel 的 p 进 方 法 的 与 格 . 最 初 属于 代数 数 
领域 内 的 类 域 论 , 后 来 被 应 用 到 画 数 圭 去 ([2]). 在 代数 
数 域 与 常数 的 有 限 域 上 的 代数 函数 域 之 问 , 存 在 着 非常 
紧密 的 类 似 ， 例 如 ,对 于 后 者 可 以 定义 7 图 数 的 概念 ， 
类 似 的 Riemann 猜想 已 对 代数 函数 域 得 到 证 昌 ( 见 代 
数 几 和 何 中 的 ;函数 【zeta fonction )). 
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代数 几何 学 | algebraic geometry surefpaseckeaa reo- 
MeTpin j 

研究 与 交换 环 有 关 的 几 和 何 对 象 : 代数 区 (algebraic 
variety) 及 其 各 种 推广 ( 概 形 (scheme) ,代数 空间 (alge- 
braic spacc) 等 ) 的 数学 分 支 ， 
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代数 几何 学 可 被 “纯朴 地 ”定义 为 对 代数 方程 解 的 研 
究 ， 当 每 个 * 解 的 集合 "等 同 于 “坐标 空间 中 的 点 集 ” 
时 ,就 有 了 几何 直观 . 如 果 坐 标 是 实数 ,空间 是 二 维 或 三 
维 时 , 情形 看 得 很 清楚 ; 但 是 几何 学 的 语言 也 被 用 于 更 一 
般 的 情形 . 这 种 语言 董 含 闭 纯 代数 观点 很 难 提供 的 问 
题 ， 构 造 以 及 思考 . 反 过 来 ,代数 握 殿 了 灵活 而 又 强 有 
力 的 工具 , 它 特 别 适 合 于 把 尝试 性 的 论证 转化 为 证 明 ， 
并 且 把 这 个 证 明 表 述 成 最 自然 、， 最 一 般 的 形式 . 

在 复数 域 上 的 代数 几何 学 明 , 每 个 代数 谈 同 时 又 是 
通常 Hausdorff 拓扑 下 的 复 解 析 空 间 , 微分 空间 和 拓扑 空 
间 ,这 一 事实 使 得 有 可 能 引入 大 量 的 古典 结构 以 导出 伐 
数 钵 的 许多 不 变量 ,而 要 用 纯粹 代数 的 方法 得 到 这 些 则 
极为 困难 ,有 了 时 甚至 不 可 能 .代数 几何 学 的 -~… 些 概念 和 结 
RE EEA TA it (Diophantos 方程 及 三 角 和 的 计 
H) 微分 拓扑 (关于 奇 点 及 微分 结构 ). 群 论 { 代 数 群 及 
Lie 群 式 有 限 单 群 ). 微分 方程 理论 {护理 论 及 椭圆 算 子 
的 措 数 )、 复 空间 理论 、 范 畴 论 (topoi, Abel 范畴 ) 以 
及 泛 靖 分 析 ( 表 示 沦 } 中 .上 反之, 这 些 学 科 的 思想 和 方法 
也 被 应 用 于 代数 几何 学 . 

代数 几何 学 的 起 源 可 以 追溯 到 17 世纪 时 把 坐标 概 
念 引 入 儿 箱 学 ,不 过 直 室 19 世纪 中 叶 它 才 成 为 一 个 独立 的 
学 科 分 支 . 把 坐标 应 用 到 射影 几何 学 ,使 得 代数 方法 有 可 
能 与 综合 法 相 匹 敌 . 尽管 如 此 ,代数 几何 学 在 这 个 分 支 上 
的 成 就 仍然 属于 射影 几何 学 的 范围 内 ,并 且 最 终 把 对 射影 
代数 得 的 传统 研究 遗留 给 代数 几何 学 .现代 代数 几何 学 
起 源 于 代数 曲线 (algebraic curve) 的 理论 . rb L Q 
数 曲 线 理论 发 展 的 第 一 阶段 是 以 精 圆 曲线 为 例 盖 明 这 
个 理论 的 基本 概念 和 层 想 . 现在 称 为 椭圆 曲线 论 的 --- 
整套 概念 与 绪论 是 被 作为 数学 分 析 { 而 不 是 几何 学 ) 的 一 部 
分 一 椭圆 上 曲线 上 上 有理 函 数 的 积分 理论 而 发 展 起 来 
By. 在 开始 的 时 候 ,这 个 积分 被 冠 以 “本 加 "的 称呼 ， 直 
到 后 来 才 把 这 个 称呼 扩大 到 函数 与 曲线 ( 见 椭 加 积分 
{elliptic integral)) . 

# 17 HE, Jakobi 和 Johann Bernoulli 注意 到 
椭 回 积分 的 一 个 新 的 有 趣 性 质 . 他 们 对 表示 某 些 曲线 的 
弧 长 的 积分 作 了 研究 ,并 且 发 现 了 一 些 把 一 条 曲线 变换 
成 另 一 条 具有 相同 纪 长 的 晶 线 的 方法 ,而 相应 的 弧 却 不 
一 定 能 互相 重合 .从 解析 的 观点 看 ,这 相当 于 把 一 个 积 
分 变换 成 另 一 个 积分 , 有 时 就 是 把 一 个 积分 变换 到 它 自 
身 . 在 18 世 纪 上 半期 已. G. Fagnano 给 出 了 这 种 变换 
的 很 多 例子 . 

L. Euler WREKE HR e), HRT 
满足 方程 


dx a dy (D) 
Vf) Vip) 


的 x 种 y 间 有 什么 关系 的 问题 . 季 把 (1) 作 为 关于 x 和 y 
的 微分 方程 研究 . 所 求 的 关系 式 是 这 个 方程 的 常 义 积 
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S. (和 以 及 由 Fagiano 和 Bernoulli 发 现 的 它 的 各 种 
特殊 情况 的 积分 存在 的 理 击 是 在 椭圆 曲线 s = (e) 上 
有 一 个 群 运算 ,县 钼 钼 正则 的 微分 形式 5 d te e > S: 
的 平移 作用 下 保 持 不 变 ， 联 系 {1) 式 中 x 和 了 上 的 Euler 
关系 式 可 写成 


(x, VFB VAD = (y, VIEH, 


这 里 的 DATEN i ç F sahi E. 

Bm — s K tu S T WE d R (clliptic curve) 
上 的 群 律 也 包含 了 这 条 曲线 上 不 变 微 分 形式 的 存在 
性 . 

在 Euler 的 工作 之 后 ,主要 是 A. Legendre £ R T 

椭 圈 积分 理论 ， 他 从 1786 年 开始 的 研究 收集 在 三 卷 
文集 "Traité des fonctions elliptiques et integrales 
Euleriennes” (2 TEAR R Euer 积分 的 文集 ) 
rh. 

N. H. Abel 3HR F] A #& ie gt 47 ORE 1827 一 
1829 年 . 他 的 出 发 点 是 椭圆 积分 : 


_ í dx 
6 {Vy 
其 中 c 和 e 是 复数 . Abel 把 这 个 积分 看 成 上 极限 的 函 
数 并 且 引 进 了 反 函 数 1(0) F 8 5 


AD = VOOR 222. 
这 两 个 函数 在 复数 范围 内 有 两 个 周期 2w A20: 


lz: 
- dx 
w= 2f . 
Vü 一 czx2X1 一 ezx2 


lye dx 

I V(1—ce2x2X1 —e2x2) ` 
FELLEN =A), y= A (0) fl FI 8 IN Pš E A T IF] 
曲线 y =al e) (1 一 ezx9 的 一 个 单 值 化 . 

Ik. Abel 稍 脱 些 ，C. G. J. Jacobi 独立 地 研究 了 
椭圆 积分 的 反 画 教 ; 证 明了 它 有 两 个 独立 的 周期 ,并 得 
到 了 一 些 有 关 变 换 问题 的 结果 - Witte GS PR % Jë JT 
成 级 数 的 Abel 公式 变换 成 多 积 的 形式 ，Jaoobi 得 到 了 
8 函数 (theta fundion) 的 概念 并 且 发 现 了 它们 不 仅 在 
椭 图 西数 论 , 也 在 数论 及 力学 中 有 很 多 应 用 . 

在 研究 椭圆 函数 变换 的 同时 ，Abel 县 首先 对 一 纵 
Abel 入 (Abelian variety) 的 间 态 群 进行 探索 的 人 . 

Ji. fE C. F. Gauss 的 过 作 ， 特 别 是 他 的 日 记 发 
甫 后 ,可 以 清楚 地 看 出 ,在 Abel 和 Jacobi 的 工作 之 前 
RA, 
分 . 此外, 对 任意 代数 曲线 的 研究 仍然 在 解析 的 框 
架 内 进行 : Abel 提出 了 将 焕 圈 积分 的 基本 性 质 推 广 到 
性 意 代 数 硝 数 的 积分 的 方法 ， 这 些 积分 后 来 称 为 Abel 


o= 2 


他 已 经 在 一 定 程度 上 掌握 了 这 些 想法 的 一 部 


积分 (Abelian integral), 

Abel 在 1826 年 发 表 的 著作 普 成 了 代数 曲 组 一 般 
埋 论 的 起 点 . 它 包 插 代 数 曲 线 亏 格 和 除 子 等 价 性 的 概 
念 , 并 且 用 积分 表达 等 价 性 准则 . 这 导出 了 代数 曲线 的 
Jacobi 8 (Jacobi variety) 的 理论 . 

B. Riemann 在 1851 年 发 表 的 论文 中 采用 了 一 种 
全 新 的 原理 研究 复 变 画 数 . 他 假定 这 样 的 函数 并 不 定 
义 在 复 变 量 的 平面 上 ,而 是 定 尺 在 这 个 平 画 上 的 -- 个 
“多 叶 “ 币 面 上 ， 

Riemann 所 引进 的 曲面 ( 见 Riemann 曲面 (Rie- 
mann surface)) 接 近 现 代 一 维 解析 流 形 (analytic ma- 
nifold) 的 概念 : 其 上 定义 有 媚 析 陌 数 的 流 形 . Riemann 
提出 并 且 解 快 了 他 的 概念 与 代数 曲线 概念 间 的 关系 问 
题 ; 得 到 的 结论 现在 称 Z% Riemann FEER. EW 
究 了 曲 而 分 支点 的 可 能 位 置 后 ,他 证 明了 当 p >1 时 ,类 
的 集合 依 束 于 3p 一 3 个 独立 参数， 它们 被 称 为 模 ， 
见 模 问 题 (moduli problem). 

Riemann 的 工作 是 代数 曲线 的 拓扑 研究 的 起 点 ; 
这 一 研究 把 空间 G'[X] 的 维 数 请 的 拓扑 意 尺 解释 为 空 
间 着 (CO) 的 一 维 同调 群 的 维 数 之 半 . 解析 方法 导出 不 等 
式 I(D) 2 deg(D)—p+1. Riemann - Roch 等 式 由 
Riemann HÆ E. Roch 所 证 明 ( 见 Riemann - Roch 
EA (Riemann - Roch theorem)). 最 后 ,这 一 研究 工 
作 首 次 把 域 夺 (99 作 为 与 曲线 下 相 联系 的 让 要 对 象 .并 
出 现 了 双 有 理 同 构 的 概 盒 ,任意 代数 画 数 的 积分 的 反 
MAAE h Abel 提出 ，Riemann 对 Abel 
函数 的 研究 的 另 一 部 分 是 关于 日 函 数 与 一 般 的 反 演 问 
题 之 间 的 关系 ,特别 是 (了 个 变量 的 ) 级 数 


(0) = erin (2) 


Hop m=(m.,:' , m ARRA HI p E P| NL, 
vh (m, v= mv, ; 


p=(b U 


F(m)=>, m m Mys w, TE 
SOKA FAKES IUEN, S 33] A BJ b RR. 
函数 9 的 主要 性 质 是 关系 式 


O(p+xir)=0(r), Oota )=eFU)0(6), (3) 


这 里 > 是 一 个 整 向 量 ，%w EERE DAA, L (y — 
个 线性 函数 | 

Riemann EHT ATARAR a ，… ap bu 
bs 将 他 所 引进 的 曲 而 , ER e E a BH iñi , E 
这 个 曲面 上 处 处 有 限 的 积分 u p ER JAk u, 
美 于 & 的 积分 为 0, 当 j= 上 时 积分 为 xi; u RTh H- 
积分 构成 一 个 对 称 矩 阵 (o) o 这 个 第 阵 福 足 保 证 级 数 
(2) 收 敛 的 条 件 . 慢 考 庶 了 对 应 于 系数 on WAM p. n 


个 变量 的 任意 2n 周期 消 数 的 周期 ,满足 类 似 于 确定 8 
函数 的 级 数 收 雍 的 必要 条 忻 的 关系 式 ， 周 期 间 的 这 些 
KELE G. Frobenius 明显 地 给 出 .他 证 明了 它们 是 
满足 罗 数 方程 (3) 的 非 平 凡 函 数 存 在 性 的 充 要 条 上 性 ( 见 
. 日 函数 (theta Function), Abel 函数 (Abelian func- 
tion), 这些 关 系 式 是 使 得 且 有 给 定 周期 的 ， 不 能 通过 
线性 变换 减少 变量 个 数 的 亚 纯 函 数 存 在 性 的 充 要 末 
忻 . 这 个 定理 是 长. Weierstrass 提出 并 被 H. Poincaré 
证 明 的 ，1921 年 3. Lefschetz 证 明了 "3 Frobenius # 
件 满足 时 ， 8 函数 定义 了 更 CC"1G 到 射影 空间 内 的 一 个 尹 
人 人 ( 口 是 对 应 于 给 定 周期 矩阵 的 格 ; 见 复 环 面 (comp- 
lex torus)). 

现在 成 为 代数 曲线 论 基 础 的 概念 和 结论 是 在 代数 
函数 及 其 积分 理论 的 影响 下 ,在 这 一 理论 的 框架 内 建立 
起 来 的 .代数 曲线 的 纯 几何 理论 是 作为 一 个 独立 分 支 
而 发 展 的 ，1834 Æ J, Piucker 得 到 一 个 公式 ， 把 用 线 
的 类 与 它 的 阶 及 二 重点 个 数 相 联 系 ， 他 还 证 明了 三 阶 
平 曾 曲线 有 9 个 拐点 .不 过 这 些 研究 在 当时 仅 占 次 要 
地 位 . 

只 是 在 Riemann 的 斌 究 工 作 之 后 ,代数 曲线 的 几 
何 学 才 与 Abel 积分 以 及 Abel 函数 理论 一 起 ,成 为 数学 的 
一 个 重要 领 墟 . 这 一 变化 主 蓝 果 于 A. Clebsch 的 工 
作 . Riemann 以 函数 作为 他 工作 的 基础 ,而 Clebsch 以 
代数 曲线 作为 基础 .Clebsch 和 了 . Gordan ([10]) 推导 
出 线性 无 关 的 第 一 类 积分 的 个 数 p ( 即 同类 的 曲线 部 的 
亏 格 ) 的 公式 ,把 p 用 曲线 的 阶 雇 及 奇 点 个 数 来 表 
示 ,他们 也 证 明了 当 了 P=0 时 , 曲线 有 有 理 参 数 化 ， 当 
p=1 时 它 变 成 三 崔 平 面 曲线 _ 

Riemann 的 一 个 铺 误 却 对 代数 曲线 理论 的 代数 几 
何 学 方面 的 发 展 起 了 有 益 的 作用 . 在 证 明 他 的 存在 性 定理 
T, Riemann 认为 一 个 变 分 问题 一 “Dirichlet 原理 " 
是 必然 可 解 的 . 但 Weierstrass 不 久 就 证 明 这 并 非 
在 所 有 的 情形 下 都 正确 ， 从 而 在 ~- 段 时 间 里 Riemann 
的 结论 成 了 缺乏 依据 的 . 克服 这 一 困难 的 途径 之 一 是 用 
代数 方法 证 明 这 些 定理 ; 它们 的 表述 本 质 上 是 代数 的 . 
由 Clebsch 所 作 的 研究 工作 促使 人 们 更 进一步 理解 到 
Abel # Riemann 所 得 结论 的 代数 几何 本 质 ,而 在 此 之 前 
ERRAR HERAT. 

Clebsch 学 派 的 一 个 学 生 M. Noether WEJ ER 
T Clebsch 所 开创 的 研究 . 在 M. Noether 和 A. Brill 
共同 发 表 的 论文 中 清晰 地 阐明 了 Noether 的 思想 ， 他 
们 把 射影 平面 里 的 代数 曲线 的 几何 学 发 展 问题 看 成 关于 


一 一 ( 即 双 有理) 变换 ( 见 双 有 理 儿 何 学 (birational go- 


metry)) 保 持 不 变 的 结果 的 总 和 ， 

在 19 世纪 50 ERRAT ERA TF 1 的 代数 艇 ( 主 
要 是 曲面 ) 的 许多 特殊 性 质 ， 筒 如 ,对 三 次 曲面 作 了 详 
细 的 研究 ; 特别 在 1849 F G Salmon Ñ A. Cayley 证 
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明了 没有 奇 点 的 任何 三 次 曲面 包含 27 条 不 同 直 线 . 不 
过 在 很 长 时 间 里 这 些 结果 没有 与 任何 一 般 原 理 相 联 
夭 , 与 当时 正在 发 展 的 代数 曲线 理论 的 基本 思想 也 没有 
任何 联系 

意大利 学 派 ,特别 是 工 .Cremona,C. Segre 和 下 . 
Bertini , 对 代数 几何 学 的 发 展 有 很 大 的 影响 . 这 个 学 派 的 
主要 代表 是 G. Castemuovo, F. Enriques 和 F .Severi. 
意大利 学 派 的 主要 成 就 之 一 是 代数 曲面 (algebraic 
surface) 的 分 类 Bertini 在 1877 年 的 工作 被 认为 
是 这 一 方向 上 的 首 批 成 果 ; 他 给 出 了 平面 对 合 变换 的 分 
类 ， 用 现代 术语 讲 就 是 精确 到 相差 平面 的 双 有 理 自 同 
构 群 的 共 辐 的 条 件 下 对 这 个 群 的 所 有 二 阶 元 素 的 分 类 ， 
这 个 分 类 非常 简单 ,而 且 特 别 地 ,很 容易 推断 得 平面 
关于 一 全 二 阶 群 的 商 是 一 个 有 理 山 面 . 换 句 话说 , 如 果 曲 
Ë X 是 单 有 理 的 且 态 射 f: P' 一 三 是 二 次 的 , 那么 X 
EFH. Castelnuovo (1893) 对 代数 曲面 的 Lanrot 
问题 (Liiroth problem) 的 一 般 情 形 给 出 了 解答 (肯定 
地 ) .他 也 提出 并 解决 了 用 数值 不 变量 表示 有 理 曲 面 特 
征 的 问题 .曲面 的 分 类 由 Enriques 通过 一 系列 研究 完 
FR. Ë — HERR 20 世纪 的 第 一 个 十 年 - 

意大利 学 派 的 主要 工具 是 曲面 上 的 族 的 斌 究 ; 这 些 族 
是 线性 的 或 代数 的 (后 者 也 称 为 连续 的 "). 这 就 导出 了 线 
性 等 价 与 代数 等 价 的 概念 ，Castclhuevo 首先 研究 了 这 
些 概念 间 的 联系 ，S$cveri 对 这 个 问题 的 继 疆 发 展 作出 
了 重要 贡献 尽管 大 量 概念 用 解析 形式 定义 ,但 得 着 时 
间 的 推移 ,其 代数 意 祥 更 明显 了 . 不 过 至 少 从 现代 观点 
来 看 ,仍然 有 不 少 概念 与 结果 本 质 上 是 解析 的 . 

19 世 纪 80 FHH, F. Klein 和 H. Poincaré 用 自 
守 函 数 对 代 炒 曲线 的 音 值 化 (uniformization) FEE £ T 
研究 .他 们 的 目的 是 想 类 似 于 用 栏 轩 函 数 单 值 化 一 阶 
曲线 那样 , 用 现在 的 自 守 函数 单 值 化 所 有 上 曲线. Klein 
的 出 发 点 是 模 画 数理 论 ， 模 函数 城 同 构 于 有 理 函 数 
域 ,但 是 可 以 考虑 关于 模 群 的 各 种 子 焙 保持 不 变 的 函数 
以 得 到 氏 复 厅 的 域 .特别 地 ,Klein 研究 了 由 所 有 变换 
z — (az +b) / (cz+ dy šB 3 BJ PE NAFTAN, JK E a, 
b, c, dEW 3, ad-be=1, B 


ab 1] Ü 
c i = b ] 
地 证 明了 这 些 函 数 单 植 化 亏 格 三 项 线 xxi xx, + 
妇 3xo=0 ,可 以 把 这 个 群 的 基本 多 过 形 作 形变 以 得 到 新 
的 群 ,从 而 单 值 化 专 格 三 的 明 钱 . 类 俱 的 思想 方法 是 
Klein 和 Poincare 工作 的 基础 ,后 者 利用 更 在 冠 以 他 的 
和 名字 的 级 数 以 构造 自 守 函数 .他 和 们 两 大 都 正确 她 猜测 
到 人 尾 章 代数 向 线条 以 用 一个 相应 的 群 单 值 化 ， 而 且 在 - 


证 明 这 个 结论 的 方向 上 取得 了 重大 进展 ， 完 整 的 证 明 
只 在 1907 年 才 由 Poincare #l P. Koebe 分 别 独立 地 得 


(mod 7} 
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A. 当时 Poincar 对 基本 群 和 万 有 覆 妥 枝 念 的 研究 在 
这 个 证 明 中 起 着 重大 的 作用 . 

代数 曲线 的 拓扑 十 分 简单 ,而 且 Riemann 已 作 了 
充分 的 研究 . E. Picard HEAS: X — P!' 的 纤维 的 
研究 为 基础 的 方法 ,研究 代数 曲面 的 拓扑 .他 研究 了 点 
a EP' 变化 时 ,纤维 / (a) 的 拓扑 的 变化 ,特别 是 在 什 
么 条 件 下 这 个 纤维 包含 奇 点 .例如 ,用 这 样 的 方 污 证 明 
T 内 光 清 曲面 是 单 连 遂 的 {[11]). Poincare tatit at 
曲面 的 拓扑 有 重要 贡献 . 

1921 Æ S. Lefchetz 开始 应 用 新 的 学 科 一 一 拓扑 
学 一 对 复数 域 上 的 代数 先进 行 研 究 .他 的 首要 目标 是 
简化 Poincaré 和 Picard 的 结论 ,并 把 这 些 结论 推广 到 
高 维 情形 ., 不 过 他 的 研究 更 广 并 开创 了 代数 几何 学 的 新 
领域 .Lefchetz 将 代数 几何 学 进一步 应 用 于 代数 徐 的 
代数 闭 链 的 理论 . 他 证 明了 代数 曲面 上 二 维 闭 链 间 调 于 
由 慌 数 曲线 所 代表 的 闭 链 的 充 要 条 件 是 正则 二 电 积 分 
人 R(x, y, z)dxdy 在 这 个 闭 链 上 有 零 局 期 、Lefschetz 
的 生 究 打下 了 复 流 形 的 瑰 代理 论 的 基础 ， 这 种 流 形 悚 
用 更 有 力 的 工具 研究 , 如 调和 积分 论 (W. Hodge , G. 
de Rham) 以 及 层 的 理论 (二 Cartan, J. Leray) .运用 
这 些 技巧 可 以 证 明 非 背 异 代数 艇 组 成 复 流 形 的 一 种 重 
要 类 型 一 Kšhler ikë (Kihler manifold) . 

层 论 以 及 与 之 相关 的 龟 流 形 上 向 量 从 理论 ,使 得 代 
数 曲面 的 许多 古典 不 变量 (如 算术 亏 格 , 几何 亏 格 ,典范 
系 ) 有 了 新 的 解释 及 重要 的 推广 ,这 一 理论 的 最 重要 的 
成 果 之 一 就 是 陈 (省 身 ) 类 (Chem classj 吾 论 的 建立 以 
A F. Hirzebruch 对 古典 的 及 emann -Roch 定理 的 重 
到 推广 {[7]) . 

20 世纪 20 年 代 中 期 ,用 集合 论 以 及 公理 化 的 观点 
扩大 了 代数 元 何 学 的 研究 范 闭 .代数 儿 何 学 应 用 的 范 轩 
扩大 到 了 复 流 形 及 插 意 域 上 的 代数 秋 . 对 *“ 非 古典 * 域 上 
代数 几何 学 的 兴趣 起 源 于 辐 余 论 , 它 可 看 成 有 限 域 上 的 
方程 . Poincaré 在 1908 年 国际 数学 家 大 会 的 讲演 中 曾 断 
言 代数 曲线 论 的 方法 可 以 用 于 研究 两 个 未 知 量 的 方程 . 
2 世纪 的 前 十 年 域 论 和 环 论 的 发 展 ,打下 了 代数 放 何 学 
系统 构造 的 基础 

20 世纪 30 Fit, H. Hasse 和 他 的 学 派 试图 证 明 
关于 有 限 域 上 代数 曲线 的 Rieman 假设 (Riemann 
hypotheses), 这 发 展 了 任意 域 上 的 代数 曲线 理论 . 
Hasse 对 椭 图 曲线 的 情形 证 明了 扰 设 .在 任意 域 上 民 
数 几 何 学 结构 的 发 展 应 归功 于 B. L. van der Waerden 
在 1931 年 至 1939 年 之 间 的 研究 .特别 是 他 发 展 了 光 
滞 射 影 紫 上 的 相交 理论 ， 

1940 FA. Weil 成功 地 证 明了 有 限 域 上 性 意 代 数 
曲线 的 Riemann HR. ERAT 两 个 证 明 方 法 : —- 
THELR X h) at EM ie R m x x X E 
子 ) 为 基础 , 另 一 个 方法 以 他 对 Jacobi 4 ñ$ A >; 3£ 


础 .因此 在 这 两 种 片 法 里 都 用 到 高 维 拨 . 与 此 相关 联 ， 
Weil 的 著作 [5] 包含 了 任意 域 上 代数 几何 学 的 构造 : B 
子 理 论 ， 闭 链 理 论 和 相交 理论 ， 首先 通过 粘 合 仿 射 的 
小 片 定 议 了 “抽象 "不必 执 射 影 ) 艇 .20 世纪 50 年 代 
WJ. O. Zariski, P. Samuel, C. Chevalley #l J. 
P. Sere 把 交换 代数 ,特别 是 局 部 代数 这 个 有 力 的 方法 
引 估 了 代数 几何 学 . 

以 层 的 概念 为 基础 的 艇 的 定义 是 Serre 给 出 的 . 
shea) 理论 作为 模型 建立 了 雍 保 代数 屋 (coherent alge- 
braic sheaf) AJH e. 

20 世纪 50 年 代 末期 ,由 于 A. Grothendieck 以 概 
形 概 伪 为 基础 的 工作 ,使 代数 几何 学 经 历 了 更 为 彻底 的 
改造 .使 用 范 贱 论 的 语言 , Grothendieck 成 功 地 推广 和 
钼 明了 民 数 几何 学 的 许多 重要 的 古典 构造 ,它们 的 抽象 
定义 思 今 仅 留 下 很 少 的 几何 成 分 .他 也 创立 了 代数 几何 学 
的 很 多 重要 竟 新 分 支 ( 见 抽象 代数 儿 何 学 (abstract aige- 
braic geometry). 概 形 论 的 语言 目前 已 成 为 现代 代数 
几 柯 学 的 一 部 分 , 它 把 代数 几何 学 和 交换 代数 有 机 地 结 
合 起 来 ,并 使 代数 艇 算术 问题 的 研究 ( 见 代 数 太 的 算术 
(algebraic varieties, arithmetic of) 取得 重大 进展 . E 
形 论 的 直接 影响 表现 在 当今 代 艇 几何 学 的 最 重要 成 就 之 … 
— (rPH: ) 解 决 了 特征 霍 的 域 上 代数 得 的 非 奇 异 
双 有 理 模型 的 存在 性 问题 , NEARER (resolution of 


singularities} . 
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[ 补 注 】 关于 Hirzebruch 推广 古典 Riemann -Roch 
定理 的 另 一 本 好 的 参考 文献 县 [Al .代数 几何 学 的 较 新 
的 历史 概述 见 [A2]. 
参考 文献 
[A1] Futen, W. , intersection theory, Springer, 1984. 
[A2] Dieudonné, J. , History of algebraic geometry, Wads- 
worth, Monterey, 1985. 
[A3] Hartshorne , R., Algebraic geometry, Springer, 1977. 
[A4] Griffiths, Ph. and Harris, J., Principles of algebraic 
gometry, Wiley, 1978, . Bg PF 


代数 群 [algebmic group ; asre6pansecxa8 rpynna] 
RAPE (algebraic variety) 结构 的 群 G, 其 中 
FPE n: G x G + GD R SK MB 9 v: G — GREER 
RRE M|0h 91 ( 态 射 (morphism ))， 当 一 个 代数 群 的 
基础 代数 入 以 及 态 射 上 和 和， 都 定 义 在 上 上 时 ,这 个 代数 
PANELER k EÉN RXR, G 69 kA G EE 
一 个 (抽象 群 记 为 GH). 代 效 群 称 为 连通 的 (connee- 
ted)， 如 果 它 的 代数 拨 是 连通 的 . 代数 群 的 维 数 
(dimension of an algebraic group) 就 是 它 的 代数 策 
的 维 数 ， 以 下 只 考虑 连通 代数 群 . 代数 群 妇 的 子 群 扣 
称 为 代数 的 (algebraic), WE EERME GHATE. 
对 这 样 的 子 群 ,其 ( 辫 或 右 ) 陪 集 空间 可 利用 万 有 性 质 而 
自然 地 荆 子 代数 禄 的 结构 ( 见 代数 群 的 商 空间 (quotient 
,Space)) ， 如 果子 群 HEEK, 则 商 群 6/H X F x 
个 结构 是 一 个 代数 群 ,并 称 为 代数 商 群 (algebraic quo- 
tient group) ,代数 群 的 同 态 ¢: G 一 G HAREK 
(algebraic), 如 果 g 是 这 个 代数 稻 的 态 射 ;如 果 o EE 
k LWES k 8] 25 (k -homomorphism }. nf 3 (ph se 
XIRRI K 同 构 (k -isomorphism ). 
代数 群 的 例 : 一 般 线 性 群 GL(n, ky (系数 取 自转 
定 的 代数 闭 域 才 的 所 有 站 阶 可 道 矩阵 的 群 ); 三 角 上 矩阵 
HRS Wi (elliptic curve), 
代数 群 有 两 种 性 质 完全 不 同 的 主要 类 型 : Abel $Ë 
(Abetian variety) 和 线性 代数 帮 (linear algebraic 
group) ， 特 殊 群 的 类 型 完全 由 其 艇 的 性 质 确 定 . 如 果 
代数 得 是 完全 的 ,这 个 代数 群 就 称 为 Abel E. 代数 群 
称 为 线性 的 ， 如 果 它 同 构 于 一 般 线 性 群 的 代数 子 群 ， 
代数 群 是 线性 的 当 且 仅 当 它 的 代数 徐 是 仿 射 的 ， 这 两 
类 代数 群 有 平凡 交 : 如 果 一 个 代数 群 既 是 Abel $ X E 
线性 群 ， 则 它 是 单位 元 群 . 任意 代数 群 的 研究 很 大 各 
度 上 归结 为 Abel WAHRER HIA. E,- -个 任 
意 代数 群 包 含 上 唯一 的 正规 线性 代数 子 群 H, BES BE 
G/H ẸÆ Abel% ([A1]). 既 非 线 性 代数 群 又 非 Abel $ 
的 代数 群 的 许 名 例子 是 巾 带 奇 点 的 代数 曲线 的 广义 
Jaoobi $Ë (Jacobi variety) 理论 给 出 的 (BID. AA 
309 HRE RERE (group schermme) 的 概念 
B. E. Benro, B. T. IDmronog $% 
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【 补 注 】 
$+x W 
[A1] Chevalley, C. , Une démonstration d'un théorëéme sur 


les groupes algébrigues, J. Math. Pures Appi., 39 
(1960), 307—317. 陈 志 杰 译 


变换 的 代数 群 [algebraic group of transformations ; 
aredpanrrecran rpynma peoGpa3onanmii | 
一 个 代数 群 G, 它 正 则 地 作用 在 某 代数 胡 V L. WE 
确 地 说 , 它 是 三 元 组 (G, 玉 可 ， 其 中 的 上 :个 xF 一 
Frt9，x)=gr)， 是 代数 入 的 术 射 , 且 满 足 条 性 : ex = 
x, g(hx)=(gh)x, 对 所 有 xer 及 g,heG 成 立 ( 其 
中 的 e É G 的 单位 元 ) . 设 G VA EXER, 
k -transformations ). 例 如， (G : 如 ,+) 是 变换 的 代数 
群 , 其 中 + 是 伴 贿 作用 或 位 移 作 用 .车 G 是 GL(n) 的 
代数 子 群 且 上 是 在 仿 射 空间 V =k. 上 的 自然 作用 , 则 
{G, P,z) 是 变换 的 代数 群 . 对 每 个 点 xEF， 用 G(x)= 
(gx:g €G) 表示 x 的 轨道 , 用 G= (geG'igx=x) 
表示 x 的 稳定 化 子 ， 轨 道 C(xz) 在 下 中 不 一 定 闭 , 但 
闭 轨道 总 是 存在 的 , 例如 最 小 准 的 轨道 是 闭 的 . 变换 的 
此 数 群 有 时 理解 为 有 理 地 (但 不 一 定 正则 地 ) 作 用 在 某 
个 代数 能 了 上 的 群 GODR z G xV 一 了 是 有 理 
映射 , 且 T 的 以 上 性 质 对 于 寻常 点 成 立 ) A. Weil ([3]) 
证 明 , 总 存在 双 有 理 同 构 于 六 的 一 个 千 Fl. 6 dB h G 
在 上 上 的 有 理 作用 记 诱 导 的 G 在 了 :上 的 作用 是 正则 
的 . AERAR REET. TEAKS RE 
理论 (invariants, theory of)), 尽 及 构造 商 楷 等 问题 在 
变换 的 代数 群 理论 中 是 基本 的 , 且 有 许多 应 用 . 
参考 文责 
[1] Bom, A., Linear algebraic groups, Benjamin, 1969. 
[2A] Dieudonné, J. A. and Carrell, J. B. , Invariant theo- 
ry, old and new, Acad. Press, 1971. 
[2B] Mumford, D., Geometnc invariant theory, Springer, 
1965. 
[RC] Mumford, D. , Projectie invariants of projective 
structures and applkations, in Proc. Internat. Congress 
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Mathematicians Stockholm, 1962, Inst, Mittag - Leffler, 
1963, 526 一 530. 

ED) Seshadri, C. 5., Quotient spaces modulo reductive 
groupes and applications to moduli of vector bundles 
on algebrai: curves, in Agè du Congr Internat. 
Mathématiciens Nice, 1970, Vol.1, Gauthier -Villars, 
1971, 479 — 482. 

[3] Wei, A., On algæbrak groups and homopencous 

spaces, Amer J. Math., 77 (1955), 2,355 — 391. 
B. IT. Tirono #Ë 
【 补 注 】 以 上 叙述 的 概念 也 称 为 代数 变换 空间 
(algebraic transformation space). 
石生 明 详 许 以 超 校 


代数 无 关 性 [algebraic independen ; ameGpamaecyaa 
FEINBECEMOCTE ] 

域 的 扩张 (extension of a field ) 理论 中 的 一 个 概 
念 , 邻 攻 为 域 上 的 某 个 护 域 .元 素 b, ob 8 K 称 为 在 天 
上 代数 无 关 的 { algebraically independent ) , 如果 对 系 
数 在 中 是 不 但 为 0 的 每 个 多 项 式 fe x) ER 
Sbn b0. EW, R b... b. 称 为 代数 相关 
的 (algpbraically dependent). ELERS 9 ER 29 
代数 无 关 的 ,如 果 它 的 每 个 有 限 寺 售 都 是 代数 无 关 的 ; 
反之 则 称 为 代数 相关 的 ， 代 数 无 关 性 的 定义 可 以 拓 
rn K AÑ k É OF WQ. 

数 和 的 代数 无 关 性 . 复数 a... 丈 为 代数 无 关 的 
(algebraically independent) ， 如 果 它们 在 代数 数 域 土 是 
代数 无 关 的 ， 即 对 于 系数 是 不 全 为 和 的 代数 数 的 任何 过 


MA P(x, x), XAA Pla, a 0 成 立 . 反之 ， 
则 称 a ,，…, a, 为 代数 相关 的 (algpbraically depen- 
-dent) . BUEZ A E KIS AER E (m =1 的 


情形 ) 概念 的 推广 . 如 果 著 干 个 数 是 代数 无 美的 ,那么 

每 个 数 都 是 超越 数 . 槛 证 明 一 些 丝 定 的 数 是 代数 无 
关 的 ,通常 很 困难 . 对 于 某 些 种 类 的 解析 函数 的 值 , 可 用 
超越 数论 中 现 有 的 解析 方法 解决 这 个 问题 , 便 如 ,可 以 证 
B; 当 一 组 变数 z 篆 为 做 数 数 且 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 
时 ,相应 的 指数 旺 数 e” 的 诸 值 是 代数 无 关 的 ， 对 Bessel 
函数 得 到 过 类 似 的 结果 ( WJ. Siegel 法 (Siegel method )). 
对 于 满足 系数 属于 有 理 旺 数 域 的 线性 微分 方程 的 EE 
函数 ， 它 在 代数 点 上 所 取 值 的 代数 无 甘 性 问题 ， 也 得 
到 了 一 些 一 般 性 的 定理 ([2], [3]). E 85 aF BH T $k aP 与 
of 的 代数 无 关 性 , 其 中 性 [天 0, 1) 是 -一 个 代数 数 ,而 上 是 
一 个 三 次 无 理 数 . 对 于 数 的 代数 不 可 表示 性 (这 是 与 代 
数 无 关 性 密切 相关 的 一 个 概念 ) 也 证 明了 一 系列 定理 . 

如 果 考 虚 到 诸 数 的 代数 无 关 性 的 度量 (measure of 
algebraic imdependence), 谣 有 可 能 给 代数 无 其 性 这 个 
定性 的 概念 赋予 定量 的 内 涵 . 上 面 所 述 的 解析 方法 对 
天 某 些 种 类 的 数 的 代数 无 关 性 的 产量 得 到 了 下 估计 . 


HFE 阔 数 的 值 的 代数 无 关 性 的 度量 的 合计 ,也 已 建立 
了 一 般 性 的 定理 ([3]). 
参考 文献 
[t] Lang, $., Algebra, Addison - Wesley, 1974. 
[2] Teman, HL H., HluzymonczuR, A. B., & Yoe MATEM. 
HayK, 22 (1967) 3— Bi. 
[3] Wayio, A. B., < Tpym Warew uwH- Tm AH 
CCCP23. 132 (1973), 169 一 202 . 
点 E. Hamonki $ 


[ 补 注 】 上面 提 到 的 美 于 拓 的 值 的 代数 无 甘 性 的 定 
理 称 为 Lindemann - Weierstrass 定理 ( Lindemann- 


Weierstrass theorem). Schanuel me (Schanuel con- 
jeeture) “对 任何 曲线 性 无 关 的 xi x EC, 后 
{transcenden ce degree) (x,,"” Bs, -AFR , 
今 (1986) 仍 未 获得 证 明 , 最 近 ， 利 用 Tempoa "Sn. 
eider 型 方法 和 代数 群 乌 上 才 项 式 的 零点 估计 ,对 Weie- 
tstrass , 范 数 的 值 证 明了 一 个 与 Lindemann - Weiers- 
trass 定理 类 似 的 结果 [AI]，[A 习 ). 代数 无 关 性 中 另 一 
方法 是 Maher 法 , 它 用 于 满足 函数 方程 的 函数 值 
([A3]). 
参考 文献 
[A1] Wiktbolz, G., Ueber das abelsche Analogon des 
Lindemannsche Satzes i, mo Math. , 72 (1983), 
363 一 388. 
[A2] Philippen, P., Variétés abėlinns “t indėpendenœ 
algébrique H, Mmo Math. , 72 (1983), 389 — 405. 
[A3] Loxton, J. and Poorten, A. J. van der, Transcendenoe 
and algebraic independence by a method of Mahler, in 
A. Baker and D. Masser (eds.}: Transcendence theory, 
Acad. Press, 1977, Chapt. 15. 
KAR 译 ERE 校 


RAAK [algebric independence, measure of ; ame- 
GpamieckoÄ HEJABIKEMOCTH Mepa j 


Bea ，…， m, 的 代数 无 关 度 是 函数 
Da, erry 
其 中 极 小 值 遍历 所 有 次 数 不 大 于 n. 高度 不 超过 五 的 


非 零 有 理 整 系数 多 项 式 . 详 见 超越 度 (transcendeney， 
A. E. Illunnopceñ # GAT FE 


asin, H) = min | Piai, osam) |, 


measure of}. 


代数 无 理 数 | algebraic irrationality; anrebpanmueckan Hp- 
pangoun msocTs | 
无 理 的 代数 数 (algebraic number), 代数 无 理 数 是 
有 理 系 数 的 二 次 以 上 ( 售 二 次 ) 的 不 可 多 多 项 式 的 根 . 
A H. Tamm A KAR PE 


代数 K 理论 [agea K-theory ; amebpareaas K- 


Teopns ] 

代数 学 的 一 个 分 支 ， 主 要 研究 所 亩 天 孙子 
(K-fmctor) (Ka K, 等 等 ), 它 是 一 般 线性 代数 的 一 部 
分 , 它 研究 投射 模 的 结构 理论 以 及 它们 的 自 同 构 群 ， 
说 得 更 简单 一 点 ， 它 是 由 间 量 空间 的 基 的 存在 性 与 唯 
-性 (在 间 构 的 意义 下 ) 所 得 结果 的 推广 ， 也 是 其 他 关 
主 域 上 线性 群 的 群 论 事 实 韵 推广, 在 将 域 推移 到 任意 
的 环 R 时 ， 这 些 定理 往往 是 不 成 立 芍 ，Grothendieck 群 
K (R) Whitehead # K (REHAB XT., Ra E 
异 的 一 个 量度 .线性 代数 的 结 物 理论 的 类 似 推 广 出 再 
在 拓扑 学 中 , 一 个 向 量 宅 间 可 以 看 成 一 个 向 量 从 (vector 
bundle) 的 一 个 特殊 情况 . 这 些 对 象 可 以 异 助 汗 向 量 从 
的 后 伦理 论 与 拓扑 天 理论 (天 -itheory) 来 研 亮 ， 与 此 相 
x, 注意 下 列 事实 是 很 重要 的 ,投射 而 可 以 被 看 成 为 
向 量具 的 截 段 之 模 ， 这 就 说 明了 选择 投射 模 的 类 作为 
这 个 理论 的 对 象 的 原因 . 代数 外 理论 大 量 地 应 用 了 环 
ië, 同调 代数 ， 范 畴 论 与 线性 群 的 理论 . 

代数 天 理论 有 两 个 不 同 的 历史 起 滤 ， 都 是 在 几何 
学 的 领域 内 . 第 一 个 是 与 某 些 拓 补 学 上 的 困难 问题 相 
关 的 . 起 点 是 引进 Whitehead HÆ (Whitehead torion) 
的 概念 ， 它 与 有 限 复 形 的 同 伦 等 价 相 联 系 ， 并 且 是 
Whitehead 群 的 一 个 元 染 ， 这 个 群 是 群 所 (RR) 的 某 个 商 
群 ， 这 里 的 R=Z TI EEEE NEER. 其 次 一 步 
考虑 一 些 拓扑 空间 大 它们 都 是 由 一 个 有 限 复 形 与 它们 
的 广义 Ener 示 性 数 (Euler characieristic) z (A) Pr F6 9460, 
后 者 是 群 K (Zx) — AG. 计算 Whitehead #5 L 
群 (严格 地 说 , RE- 3 T PE PB 4 SK PUN) d k L 
是 代数 K 理论 的 首要 目标 之 一 ， 下 , UREA Br ü5 E 
子 都 有 同样 类 型 的 拓扑 应 用 { 钢 如 ， 将 一 个 急流 形 的 
一 个 伪 合 痕 变 形成 一 个 合 次 的 问题 ， 其 障碍 就 在 群 
K,( Zn) 的 某 个 商 群 内 )，Whitehead 群 的 代数 研究 始 
F WOHER. 有 关 的 领域 是 任意 环 上 的 线性 寿 的 
结构 的 研究 ， 特 别 是 ， 研 究 除 环 上 的 布 烈 式 的 理论 
coi}. 

代数 下 理论 的 第 二 个 起 源 是 Riemann-Roch 定理 
的 代数 证 明 {[]) LÆ A, Grothendieck 1957 年 所 作 的 推 
广 , ASHEN RIH K AT KX), CETE 
HARRE F 0 SON E Lay 4 EATE. 
进一步 说 , 过 去 很 熟悉 的 表示 环 , 二 次 型 类 的 Witt 环 
(Witt mng) ,等 等 , 都 具备 这 样 的 构造 . TEK 函 子 就 
HEA TRINE., 并 在 其 中 找到 了 大 量 的 应 用 , 并 且 由 于 它 
的 作用 ， 许 霓 过 去 未 解决 的 问题 也 能 加 以 研究 了 . 

而 且 ， 现 在 已 经 很 清楚 这些 构造 在 理解 老 的 解 
析 问 题 ( 顶 四 算 子 的 指数 问题 )， 拓 扑 问题 (非常 的 同调 
理论 )， 以 及 群 表示 论 土 显示 了 新 的 远景 . 可 是 ， 对 环 
的 代数 天 理论 的 发 展 ( 从 建立 起 有 限 生 成 的 投射 模 与 
向 量 共 之 间 的 对 应 (类 比 ) 开 始 ) 却 受到 了 阻碍 ， 因 为 在 


ALGEBRAIC KTHEORY 93 


代数 中 ， 缺 少 一 个 恰 当 的 类 似 于 大 扑 学 中 的 亲 纬 映 象 
那样 的 概念 ， 

2 世纪 50 年 代 与 的 年 代 开 始 了 有 限 群 上 投射 模 
的 系统 研究 ， 同 时 ， 代 效 所 理论 所 恢 事 的 重要 理论 之 
一 一 一 “稳定 性 * 的 思想 也 发 展 起 来 了 , 粗 酷 地 说 ， 这 
个 思想 的 实质 是 ， 当 过 渡 到 所 研究 的 对 象 (例如 线性 群 
或 投射 模 ) 的 维 数 的 极限 时 ， 一 般 关系 式 就 更 清楚 地 显 
RAKT. 代数 天 理论 与 代数 数论 以 及 代数 王 数 论 中 
HER (reciprocity laws ) 之 间 的 联系 已 被 注意 到 ， 与 
同宗 子 群 (congruence subgroup) 相 联系 的 一 些 问题 已 被 
研究 ， 而 且 ， 在 代数 中 ， 一 个 与 Bot 周期 定理 (Bott 
periodicity theorem ) 相 类 仆 的 结果 一 一 和 多项式 扩张 的 
理论 一 一 已 被 得 到 . 

对 于 一 个 有 单位 元 的 环 R, 其 Grothendieck B 
(Grothendieck group) K, (R): — 4 Abel 群 ， 它 是 由 有 
限 生成 的 投射 及 模 的 同 物 类 所 生成 的 , 其 定 凡 关系 为 ; 

[PJ+[P2] = [Pl BP], 


这 里 的 [Pj] 是 与 槛 P 同 构 的 模 所 组 成 的 类 . GLG, 
R) 是 以 上 的 一 般 线 性 群 ， 而 
A Ü 
a> fé tl 
38 GL(n, R)B| GLin+1, OREA. W GL(R)E183E 
GL (n. R) 的 正 向 极限 ,并 让 E(R)A GL(R F haa E 
Ee 所 生成 的 子 群 ， 这 里 的 el 是 一 个 答 阵 ， 其 (i, 7) 
REKTA A € R, 而 其 休 位 置 的 元 过 都 与 单位 乔 
阵 相同 . 于 是 E(R) 与 GL 从) 的 换 位 子 重合 ， 商 群 
GL(R)/E (R) 记 为 K,(R), 为 熟知 的 Whitehead 群 
(Whitehead group). 最 后 ， Stemberg ## (Stemberg group) 
Stim. R)3 n 23 PFE X SR tE u S xL Ae R, 1 
Si, j<n. i j, E F 3] 2 3: Pr 48 05 E 
x; xb = xt 
[va x5] = w, AN, 
Dx, xt) = 1,# k, Hl 
取 其 正 向 极限 ， 我 们 得 到 群 St(R) 以 及 一 个 自然 回 态 
Pp:SUR) — E(R), 
其 中 


@ (xà) = eh. 


# Ker 9 将 表 以 K, (R) (Milnor 群 (Milnor group) ), 


它 与 St(RR) 的 中 心 相 重合 、 2#. K,, K, 与 K 都 是 由 


环 的 范畴 到 Abel 群 的 范畴 的 函 子 . 8 — AF38 T K, K, 
都 可 刻画 为 从 有 限 生 成 的 投射 模 到 Abel #F 00 8, € 
满足 某 些 条 件 ， 并 对 这 些 条 件 具 有 泛 性 质 ， 这 样 一 个 
“ 泛 " 特 性 使 得 对 于 “充分 好 ”的 范畴 ， 可 能 定义 一 些 与 


94 ALGEBRAIC KTHEORY 


K, K, 相 类 似 的 函 于 ， 特 别 地 ， 对 于 Noether RAR H 
贿 ， 可 以 定义 十 分 近似 于 KRIA T G(R). 

群 兵 (只 ) 的 例子 . 设 灵 为 一 个 除 环 ， 并 设 只 为 其 
REE. TE K,(R) = 为 整数 的 群 ，K, (R) 
=R°/[R`, R°]; 而 K,(R) 是 阶 为 2 的 循环 群 .如果 及 是 
ARR, M K,(R)= 0. 

在 代数 站 理论 中 ， 一 个 重要 的 结果 是 对 Descartes 
正方 形 (Cartesian square ) 的 正 合 Mayer - Vietoris 序列 
(exact Mayer - Victori sequence}. 下列 的 图 代表 一 个 环 
RAR Descantes 正方 形 ， 其 中 斤 是 -一 个 满 同 态 : 

h 
R- R; 
hi} 1. 
R? R. 
FES—TESA 
K (R) + K (R )@ K (R;) — K,(R') 一 
— K (R) > K (R S KO(R;) 一 KaR} 


MEn E Ein. 那么 这 个 序列 还 可 以 补充 下 列 各 
项 . 


K, (R) —> KAR PPKR} > K,(R') —KI(R)—: :: 


HHE JE 尺 的 一 个 双边 理想 ， 那 么 ，Mayer - Vietora FF 
列 就 使 得 定义 相对 函 子 下 (R, 六 成 为 可 能 ([8]) ， 并 给 
出 下 列 正 合 序列 


KAR, D — KAR) 一 KAR /Do K (R. 站 一 K (R) — 


将 环 玉 过 渡 到 它 对 于 一 个 中 心 的 ， 葬 法 封闭 的 系 
统 所 作 的 扁 部 化 环 时 ， 其 此 函 子 的 性 状 已 经 相当 全 面 
地 研究 了 . 特别 地 ， 如 果 灵 满足 某 些 条 件 ， 那 么 ， 对 
TFET Go{R} 我 们 有 下 列 的 正 会 列 ; 


UGR rG) = GR) > GAS ` !R) — 0. 


如 果 只 是 交换 的 ， 若 用 模 的 张 量 积 作为 滋 法 运算 ， 风 
站 ,( 了 ) 变 成 一 个 有 单位 元 的 环 ， 有 从 K (RIAIS H (R) E 
有 一 个 可 净 的 满 同 态 ， 这 蜂 的 瑟 ( 玉 ) 是 在 只 的 谱 上 ( 见 
环 的 谱 (s pectrum of a ring) ) 的 整 值 连续 函数 (给 定 坏 工 
的 离散 拓扑 } 所 组 成 的 环 .这 个 满 同 态 的 核 将 表 以 KR. 
已 知 K (R) KUORET, WE R É Noether 环 ， 
并 且 如 果 其 最 大 的 谱 的 维 教 是 x, 则 K. (R) =0. 如 果 
这 个 维 数 最 多 是 1, WJ K, (R) 将 与 Picard 群 (Picard 
group) Pie (Ry FIH . 

车 只 是 算术 环 ， 对 于 聘 子 K(R)5S GRESA 
限 性 定理 . 事实 上 ， 若 4 是 整数 环 ， 识 者 是 一 个 有 限 
域 上 的 多 项 式 环 ， 而 及 是 一 个 只 序 、 并 且 同 时 R X 


是 环 4 的 分 式 域 上 一 个 于 单纯 有 限 维 代数 中 的 个 RR 
格 ， 那 么 , 群 让 (RR) 与 GR) 都 是 有 限 生 成 的 Q=0, 1). 

代数 天 理论 的 发 展 也 是 由 研究 同 余子 群 的 问题 所 
促进 的 : 在 一 个 算术 群 中 ， 是 否 所 有 具有 有 限 指数 的 
于 群 都 包含 某 个 同 余子 群 ? 此 问题 与 计算 群 Ki(R, I) 
的 问题 密切 相关 ， 这 里 I 是 下 的 理想 . 

闫 于 投射 模 的 稳定 结构 的 结果 ,我 们 可 以 提 到 下 
列 的 定理 : 如 果 中 是 交换 的 Noether 环 ， 其 最 大 的 谱 有 
维 数 d. 4 是 一 个 模 有 限 的 只 代数 ， 那 么 ， 对 任何 有 
限 生 成 的 投射 A P. EI RETEK m 都 有 


Pr SARN OQ, 


ML S| T AG N GX SEM. 是 模 对 在 由 的 局 部 
化 ) ,在 投 躺 模 的 结构 中 的 另 一 条 重要 的 定理 是 消去 定 
B. Ú R, A 与 模 忆 如 上 . 设 避 是 一 个 有 限 生 成 的 投射 
4 模 ， 并 设 MM 与 六 为 任意 的 4 模 . TE Q O PO 
M = Q DNE 

POM z= N. 


—4 FK R 880 88 5E 9 (stable rank) E: SEARA TEH 
的 问题 密切 联系 的 . AiE, W 3 R 是 一 个 交换 环 ， 其 
稳定 秩 小 于 d. W 


K (RY s= GL(d, R) / Eld, R). 
与 群 的 导出 家 示 论 相 联 系 , PAT K 已 被 研 


究 过 .这 些 研究 的 结果 之 一 是 : 如 果 避 是 一 个 n 阶 的 有 
RER, CE G 中 循环 子 群 的 集合 , IME K (RG) T, TE 


之 Im(K,(Rc)=>K (RG), 


的 指数 可 繁 n RE, OKB isO, 1, 2. 
关于 包 填 式 环 扩 张 ， 它 知 若 中 是 一 个 正则 环 ， 则 


Ko( RID = Ko(RIt t D) = Ko(R), 
K i(R[r)) = K (R). 
再 者 ， 对 任何 环 R. 序列 
0 K (R) 一 天 以 全 由 天 CRLE 小 一 
— K (RE, í ph — KaR) — 0 


是 正 合 的 ， 

HEEF K, (R) 的 一 个 结果 是 松本 定 惟 
(Matsumoto theorem): WE 了 是 一 个 域 ， mi K, (R)Ë& 
由 生成 元 1(4) 给 出 的 (IIS R PERR a 一 一 
mw), B4 a 1 时 ,有 关系 式 放 a)i(1 一 a}= 1. 

在 R WER, wPT i 2, h 8 T m T. K, 的 
RERE. 在 全 hiii, W3bns2, GW spnb k 8 
56, 3E260B 83008 F K, EERE, rA B 
下 群 移 有 效 方法 已 被 换 到 . Axt, HAKA 
论 {I9], 卷 3) 的 发 展 也 已 开始 ， 这 个 理论 对 于 在 其 上 定 


义 二 二 次 与 冯 线 性 型 的 模 研 究 了 类 似 的 同 题 . 
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特别 在 KK 理论 或 Kasparov 外- 理论}) 的 形式 中 , A 
如 见 IA2]. 
在 代数 几何 中 ， 它 与 周 群 ( 见 周 环 (Chow ring) )， 
有 很 重要 的 联系 
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(ed.), Algebraic K-=theory, number theory and 


analysis, Springer, 1984. pp. 55-79. HEB 译 


代数 格 [ algebraic lattice ; aymreópamweckaq permerwa] ， 
紧 生 成 格 (compactly -senerated lattice} 

一 个 格 , 它 的 每 个 元 素 都 是 某 个 紧 元 集 ( 见 紧 格 元 
{compad lattiœ ëelement)) B) 3 (Bl $ j. F R). — + 
格 , 当 且 仅 当 它 既是 完全 的 , 又 是 代数 的 时 , 才 同 构 于 由 
e 32 4 É& (universal aigebra) 的 所 有 子 代数 所 成 的 
格 ， 这 些 条 件 又 是 使 格 同 构 于 某 个 泛 代数 的 同 余 格 的 
必要 充分 条 件 (Gristzer -Schmidt 定理 (Grätzer - Sch- 
midt theorem)). EWH +H., #E4B SE 22 +Š Sk 2 W B) 
无 数 是 有 限 的 . 
参考 充 献 

[1] Birkhoff, G. . Lattiœ theory, Amer. Math. Soc. , 1987. 
FR] Gratzer , G. , Lmrice theory, Birkhawer, 1978. 
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GMEL 代 教 格 是 连续 格 (continucous lattioe) 的 一 种 重 

要 特例 ,后 者 见 [ 太 1]，Gritzer -Schmidt 定理 的 原始 文 
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献 是 [A2]. 
参考 文献 
[Al Gierz, G.. Hofmann, K. H., Keimel, K. , Law- 
son, J. D., Mislove, M. V. and Soott, D. S., 
A comraPEmaium of continuous lattiœs , Springer, 1981. 
[A2] Gratzer, G. and Schmidt, E. T. . Characteruzations 
of congruenee lattices of abstract algebras , Acta Sci. 
Math. {Szeged ), 24 (1963), 34 —59. iF 译 


代数 对 数 将 点 [agebraic logarithmic singular point ; 
RUIT6EODSRUeCKEH- TOrapu jagsqeckag oco6au Toa | 

EAR fz) 的 一 种 孤立 奇 点 2 在 该 点 的 邻 域内 
fz) 可 表示 为 形 如 


(2 ~—20) ‘Tin(z —zo)) g(z) 


的 有 限 项 之 和 ,其 中 s 是 复数 ,k EINER. AR giz) 
在 点 z, 正则 解析 且 8 (2o) 0. 


和 参考 文献 
[L] Bieberbach. L. , Analytische Fortsetzung, Springer, 1955. 
E. JI. Conovrumes B: HET 译 


代数 数 [ algebraic number ; atre6pawaecaoe "Hene ] 
一 个 复数 (有 时 是 实数 }, 它 是 以 不 全 为 零 的 有 理 数 
为 系数 的 多 项 式 


JOO = a,x"”+ aa u) 


的 根 . E a ERR. MAEL x ARA Pr A AR A 
多项式 中 ,存在 唯一 的 首 项 系数 为 1 HRERL 3 项 
A pix) EBE ETT R (irreducible) , 称 为 代数 
Ba 的 不 可 约 务 项 式 (irreducible polynomial) s4 
多 项 式 {minimal polynomial}. 极 小 多 项 式 p(x) 的 次 
教 h 称 为 代数 数 & 的 次 数 . 任意 次 数 呈 的 不 可 约 多 项 
式 的 存在 说 明 n KERRE- EFEK AAAA 
教 , 且 只 有 这 些 数 是 一 次 代数 教 . 数 上 是 二 次 代数 教 , 内 
为 它 是 多 项 式 x 十 1 的 根 . 当 n 为 任意 正 整 数 时 , 2 是 
n 次 本数 数 , 它 是 不 可 钓 多 项 式 x" 一 2 的 根 . 

不 可 约 名 项 式 的 根 oe. o. a, RA a 的 共 辆 数 
(conjugate numbers). 它们 也 都 是 n 次 代数 数 . 所 有 与 
z 共 四 的 数 是 互 不 相同 的 . 除了 次 教之 外 ,代数 数 的 另 
一 重要 特征 是 高 度 , 类 似 于 有 理 分 数 的 分 世 , 代数 数 尺 
的 高 度 是 以 x 为 根 的 整 系 教 不 可 约 率 原 多 项 式 (primi- 
tive polynomial) 的 系数 的 最 大 绝对 值 ， 两 个 代数 数 的 
和 . 差 . 积 及 高 (除数 不 为 零 } 仍 是 代数 数 , 这 说 蝴 所 有 的 
代数 数 构 成 一 个 域 (fisld), 以 代数 数 为 系数 的 多项式 
的 根 是 代数 数 . 

车 代数 数 的 极 小 名 项 式 的 系数 都 是 有 理 整 救 , 则 称 
为 代数 整数 (algebraic integer). Ww, i ml +. 者 
是 代数 整数 ,因为 它们 分 别 是 多项式 x*?+1 和 x’ 一 2x 一 1 
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代数 整数 概念 量 有 理 整 数 概念 的 推广 (有 埋 整 数 m 
是 代数 整数 , 因为 它 是 名 项 式 x 一 m 的 根 })， 代 数 整数 
具备 有 理 整 数 的 许多 性 舌 , 例 如 ,代数 整数 出 网 成 一 个 
W. 组 另 一 方面 ,代数 整数 在 民 中 处 处 稠密 , 而 有 旦 整 
数 却 是 离散 的 ，1872 FG. Cantor ER RRRS E 
可 数 的 , 从 而 证 明了 超越 煞 (transcendental number) 
的 存在 

任意 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 ( 趟 一定 是 不 可 
约 的 ) 的 根 都 是 代数 整数 ， 进 而 , 首 项 系数 为 上 的 以 代 
数 整数 为 系数 的 多 项 式 的 根 是 代数 整数 . 特别 地 ,代数 
整数 的 上 次 根 是 代数 整数 ， 对 任何 代数 数 ma， 总 存在 
正 整数 r. 使 ra 是 代数 整数 (与 有 理 数 类 似 )， 这 种 + 
中 的 最 小 者 就 是 以 «为 根 的 不 可 约 本 原 整 系数 多项式 
的 首 项 系数 的 绝对 恰 ， 疏 数 整 数 的 共 固 数 也 基 民 数 整 
sx. 

称 代数 整数 8 能 被 代数 整数 w(s 0) 整除 , m Er 
在 代数 整数 ? 司 8=yx，、 有 理 整 监 的 很 多 整除 性 质 对 
于 代数 整数 也 成 立 . 

一 个 入 数 整 数 如 果 是 1 的 因子 , 即 lla ERIE 
数 , 旭 称 为 代数 单位 (algebraic unit) (或 简称 为 单位 
(unit))， 单 位 是 任何 代数 数 的 因子 ,单位 的 道 是 单 
位 ,与 单位 共 轿 的 数 是 单位 ,单位 的 所 有 因 于 都 基 单 
位 ,有 限 个 单位 之 积 仍 是 单位 ， 一 个 代数 整数 是 单位 ， 
#3H0023 EBE 8 EA 32430 Al. ku BE br B: 
单位 , 它们 的 绝对 值 都 等 于 1， 存 在 无 限 移 个 绝对 值 
不 是 1 的 单位 .例如 ，2 一 Y3 和 2+V3 是 单位 , 它 
们 是 多 项 式 2 -4x+1 BS. 另外 ,单位 的 方 知 可 以 任 
意 大 或 任意 小 ,但 仍 都 是 单位 . 有 理 数 域 只 含 十 1 和 一 1 
这 两 个 单位 . 

两 个 代数 整数 若 只 相差 “个 单位 因子 , 则 称 为 相伴 
的 (associated)， 代 数 整数 环 与 有 理 整数 环 还 有 一 个 重 
要 的 区 别 . 前 者 不 能 引进 不 可 约 整 煞 (类 亿 于 素数 ) 的 
概念 ,这 从 代数 整数 的 方 根 仍 基 代数 整数 这 一 事实 可 以 
看 出 ， 在 由 所 有 代数 数组 成 的 域 的 某 些 子 域 , 即 所 谓 代 
数 数 域 (algebraic number fields) 中, 可 引进 不 可 约 数 
的 概念 { 相 伴 的 数 视 为 同一 ), 但 足 , 一 个 代数 整数 的 不 叮 
约 因 子 分 解 并 不 总 是 唯一 的 ， 

代数 数 不 能 被 有 埋 数 和 代数 数 任 意 台 浊 【Liouvilie 
E). 正 是 这 一 事实 导致 在 1844 年 证 明了 超越 数 的 
FE. 用 有 理 数 近 近代 数 数 是 数论 中 … 个 很 困难 的 问 
是 .为 解 次 这 一 问题 的 探索 产生 了 很 章 要 的 一 些 结 果 , 包 
括 Thue E BE, Thue - Siegel EH Thue -Siegl - Roth 
定理 ,但 它 的 最 后 解决 仍 无 … 线 希望 . 另 个 很 困难 的 阿 
BEARER RETR. 二 次 实 代 数 数 (K XE 
数 ) 可 以 用 无 限 特 环 连 分数 表 尔 , 至 今 420 世纪 70 年 
民 } 美 于 三 次 以 上 实 代 数 数 的 普通 过分 数 展开 尚 一 无 所 
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m. 

在 户 中 的 方程 (1) 的 根 、 类 似 地 定义 在 P 上 的 代数 数 的 
极 小 多 项 式 ， 在 PP 上 的 次 数 及 在 了 『 上 的 共 固 数 . 系数 
为 王 上 的 代数 数 的 多 项 式 的 根 是 吕 上 的 代数 数 . 

域 P 上 任意 次 数 9 的 代数 数 不 一 定 存在 ， 同 如 ,在 
复数 域 上 公有 -- 次 的 代数 数 , 即 域 自身 内 的 数 . 一 个 给 
定 的 代数 数 相对 不 同 的 域 可 以 有 不 同 的 次 数 ,例如 , 数 
[是 一 次 代数 数 ,但 是 相对 复数 域 就 是 一 次 的 . B P F 
所 有 代数 数 形成 一 个 数 域 ， 

C. F. Gauss 第 -个 系统 地 研究 了 代数 数 和 代数 
BR EAN a + bi f Gauss 数 {Gaussian number), H 
a, 户 为 有 理 整 数 ) Gauss $ T Gaws BRAR, F 28 
四 次 剩余 理论 的 基础 . C.G. J. Jacobi MF. G. Eisens- 
tein FRA KAARE H, Ba TJE A atbp hy grh 
算术 理 沦 ,其 中 p=( 一 ] + 一 3 )12 是 二 次 单位 根 , a.b 
为 有 埋 数 .EE. Kummer 想 证 明 Fermat 定理 (Fermat 
theorem) 前 尝试 导 敏 他 对 分 回 域 (cyclotomic fi- 
eld) 进行 了 深入 研究 , 并 提出 了 理想 的 概念 , 创建 了 代 
数 数理 论 的 基础 .PP Dirichlet , L. Kronecker 及 D. 
Hilbert 等 人 进一步 发 展 了 代数 数 厘 论 ， 苏 联 数 学 家 
一 下 .M3ouoTapee (理想 论 ), P. 中，Boponoii ( - 
次 无 理 数 , D MOJ B jr), A. A. Mapkos (三 次 
域 ) IO. B. Coxornguñ 【理想 论 ) 等 人 也 做 出 了 重要 
HAR. 

代数 数 的 概念 和 代数 数 域 的 有 关 概 念 是 数论 和 代 
数学 中 非常 重要 的 思 存 .已 数 数 作 为 有理 数 的 推广 , 在 实 
数 域 和 复数 域 中 形成 了 具有 特殊 代数 性 质 的 代数 数 子 
域 ， 代 数 数 理论 的 发 形 极 大 地 影响 了 一 般 坏 论 和 域 论 
的 创立 和 发 至 . 

代数 数 在 数论 各 代数 的 各 分 支 及 数学 的 其 他 分 去 
中 ， 例 如 在 型 的 理论 ，DPiophantine 方程 , Diophantine 
逼近 论 ,. 超 越 数论 , 数 的 几何 ,代数 几何 及 Galois 理论 
中 ,已 有 大 最 应 用 . 
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代数 数论 [algebraic number theory ; arepameckas Teo- 
pa wee | 

数论 的 一 个 分 支 , 它 的 基本 目的 是 研究 代数 数 域 K 
中 代数 整数 的 性 质 ,其 中 下 是 有 理 数 域 息 的 有 限 次 扩 
张 ( 见 代数 数 {alpebraic number)). DL K/ Q 25 K E 
Q FÉ n W P 5k ( NL Ek BJ j 39k (Extension of a 
field). 域 K; Q 中 的 代数 整数 集 Ox 可 以 从 整 基底 (ow， 

- ， o) 得 到 . 即 ， 每 个 代数 回 数 ( 即 O. PRR ya] 

为 形式 xQ + … +x o, rh x MOA A #p Ww 36 (Rl 
Z), 并 且 , 对 天 中 的 每 个 代数 整数 ,这 种 表达 式 是 唯一 
的 . 

然而 ,有 理 整 数 的 性 质 在 代数 整数 中 往往 不 存在 明 
KÆ. W 3. X FO, PHR g sú, BD 38 fz (unit) ËJ 
性 质 就 有 所 不 同 ， 在 有 理 数 域 中 上 共有 +1 和 一 1 E 
位 ,而 一 般 的 代数 数 域 可 以 包含 有 无 穷 多 个 单位 ， 例 
WHEL Kik Q (VD ), 其 中 D >1 是 无 非 平方 因 
子 的 有 理 整数 . AHED = 1(mod 4). HJ (1,./D ) 
是 域 的 整 基底 . Pel 方程 (Pell equation) x*-Dy =1 
有 无 穷 吕 组 解 (x, yjeZ x Z. 任何 -组 解 都 给 出 
QD ) 中 的 一 个 单位 x+ D. PEL 


(x +y VDAx —p VD) = 1, 


1 
T vb 
也 是 QQ D ) 中 的 代数 整数 . Q(YD ) 中 的 单位 构成 
TERRE R Pel 单位 群 (group of Pell units)). 这 
样 就 产生 了 - -个 问题 : 这 个 群 的 结构 是 性 么 样 的 ? 
代数 整数 与 有 理 整 数 不 明 显 娄 但 的 第 二 杀 性 质 是 
有 理 整 数 的 唯一 分 解 定理 ， 有 理 整数 n 可 唯一 分 解 为 素 
HFR: 


n = pt pt 


对 代数 整数 而 言 , 这 样 的 唯 -- 分 解 不 一 定 存在 ,考虑 域 
Q(/ 5 ), 数 6 在 其 中 有 丙种 本 质 上 不 同 的 分 解 ; 6= 
2. 3=(I+/—-5 ) (1 一 V5 ). 对 高 次 扩张 , 情况 将 
变 得 更 为 复杂 ， 癌 题 是 ; 唯一 分 解 定理 变 成 什么 样 ? 在 
代数 数 域 中 它 究竟 有 没有 意义 ? 

不 明显 类 似 的 第 三 条 性 质 是 有 关 兹 数 的 ， 通 常 的 
案 数 在 一 个 代数 数 域 中 不 一 定 仍 是 案 数 . 例如 在 Gauss 
SRT }) 中 ,素数 5 可 分 解 为 5=(2 十 v1). 
(2 一 -1), 但 素数 7 在 访 域 中 仍 为 素数 .问题 产 
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生 了 :在 高 次 代数 数 域 中 ,是 侣 存在 一 条 阐述 素数 性 质 

一 般 规 律 ” 摸 句 话说 ,是 否 可 以 找到 一 条 法 则 ,使 得 
下 述 问 题 有 确定 的 答案 : 给 定 一 个 素数 , 它 是 否 在 域 
K /Q 中 仍 为 素数 ,或 者 在 其 中 是 可 分 解 的 ! 如 果 可 分 
解 ,又 有 老少 因子 ? 

最 后 一 个 即 第 四 个 问题 时 关上 代数 数 域 的 - 般 结 
构 的 ， 域 总 是 特征 0 的 无 真子 域 的 最 小 域 - 性 何其 他 
的 代数 数 域 都 症 有 芋 域 的 , 例 好 ， 岛 是 任何 代数 数 域 的 
子 域 . 问题 是 : 有 多少 个 子 域 包含 在 任何 给 定 的 扩张 
天 /中 ?有限 个 还 是 无 穷 多 个 ?它们 的 结构 又 如 何 ? 

这 就 是 代数 数论 中 的 由 个 主要 问题 ,这 些 河 题 的 回 
管 构成 了 代数 数论 的 内 容 , RAR, 人们 从 第 四 个 问 
题 着 手 , 因为 它 的 答案 有 助 于 解决 其 他 三 个 问题 . 这 个 
HEH E. Galois 在 19 世纪 20 8240980805 ( W. Galois 
理论 (Galois theory)). Q LA n W 1p s K; Q T kiy 
目 蚌 有 限 的 ,这 和 是 从 兵 的 正规 义 包 ( 见 正规 扩张 (normal 
extcnsjom)] 中 的 所 有 子 域 与 它 的 Galois 群 的 子 群 的 一 
一 对 应 关系 得 到 的 {基本 Galois 对 应 (fundamental Ga- 
lois correspondance). 这 个 Galois 群 是 阶 {元 素数 
目 ) 至 多 为 n 1! 的 一 个 有 限 群 ， 

域 的 单位 群 的 结构 是 由 了 . Dirichlet AH. EH 
基本 思想 可 用 上 述 Pell 单位 群 为 例 进 行 说 明 . 一 个 单 
位 的 任何 正 或 负 的 乔 次 仍 是 单位 . 存在 一 个 基本 单位 
=x tyy D. ， 所 有 其 他 单位 氏 是 它 的 正 或 负 的 整 
kE. BE Pell 单位 由 《 一] 》 与 一 个 无 限 循环 群 
的 乘积 构成 ， 这 个 事实 是 一 般 代 数 数 域 的 Dirichlet 单 
位 定理 (Dirichlet unit theorem for algebraic number 
fields) 的 特殊 情形 . 证 域 K/Q 的 次 数 为 n=r +2r,, 
其 中 是 长 一 上 R 的 实 馈 人 个 数 ,5 是 民 一 CHERA 
WHR M KAA yi U E AAR C 
r= 十 一] 4 X.R 48 FEE 0 3 81: 


U = Cx <wm > > ` ° ` x <->. 


这 里 n.n, o n, 是 无 美的 基本 单位 , C 是 包含 在 下 
中 的 单位 根 群 , 域 中 任何 单位 的 范 数 , 即 它 与 它 的 共 二 
HRP FFl. 

关于 民 数 数 域 中 代数 整数 分 解 的 不 唯一 性 问题 县 
由 E. Kummer 解雇 的 ,他 的 工作 始 于 一 种 特殊 情 
形 , 他 试图 去 解决 Fermat 大 定理 , 即 对 任何 素数 品 >2， 
方程 x*?+y*=z?* 不 可 能 有 非 零 整数 解 . Kummer Hl p 
次 单位 根 将 方程 左边 展开 ,于 是 ,问题 化 为 代数 数 域 
QD 上 的 一 个 问题 ,其 中 是 p 次 本 原单 位 根 .如果 Q (2) 
中 有 了 唯一 分 解 定 理 , 则 只 需 证 明 并 非 左 方 的 所 有 案 因 子 
的 指数 都 是 P 的 倍数 就 足够 了 ， 这 是 Kummer 最 初 的 
想法 . 但 Dirichlet 向 他 指出 , 唯一 分 解 定理 不 一 定 
R. 为 了 克服 这 一 困难 , Kummer 引入 了 理想 数 
(ideal numbers), 这 就 改变 了 以 后 的 代数 数论 的 全 


` 
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部 结构 ， 理想 数 的 概念 新 于 下 述 事 实 : 如 果 域 寺中 不 
包含 那 种 使 每 个 天 中 代数 整数 都 能 分 解 碾 它们 彝 积 的 
素数 集合 , 则 存在 太 的 有 限 次 扩 域 K /k ,使 得 其 中 存在 
一 个 数 集 ,对 站 起 着 素数 的 作用. 这 样 的 数 被 Kummer 
称 为 理想 (因为 它们 不 在 原来 的 域 玫 中 ). 通过 引 人 理 
想 数 ,下 中 的 唯一 分 解 定 理 就 成 立 了 . 域 中 的 两 个 数 , 训 
果 只 相差 一 个 单位 { 称 为 相伴 数 (associated num- 
bers )), 则 它们 具有 同样 的 理想 因子 (注意 ， NE 
AIRTER R: AA AAR k, G GSE 
扩张 K'/k' (可 能 在 上 上 有 不 同 的 次 数 )， 使 k 的 所 有 
理想 数 都 包 售 在 其 中 . ) 

Kummer 还 引进 了 域 上 的 理想 类 数 (ideal class 
Te 的 概念 ， 两 个 理想 数 称 为 是 属于 问 一 类 的 ,如 

UPIN AT k. 这 样 得 到 的 类 的 个 数 称 为 天 的 理 
xw. 他 得 到 了 下 面 的 重要 结果 :的 类 数 上 是 有 根 
的 , 且 类 在 乘法 下 成 为 一 个 Abel 群 这样, 任何 理想 数 
都 可 被 试 为 是 原 域 kk PETEK hwi. 类 数 可 精 
确 地 用 域 的 其 他 常数 {调整 子 ， 判别 式 及 域 的 次 数 ) 表 
达 出 来 ， 

后 来 ,理想 数 的 概念 被 与 之 等 价 的 理想 (ideal) 的 概 
念 所 忆 兰 ,理想 能 够 用 域 让 本 身 来 描述 . 在 20 世纪 50 
年 代 , 理想 驾 念 已 被 推广 为 碗 广泛 和 的 财 子 (divisor) B5 38 
念 ， 于 是 , Kummer 理论 现在 可 用 除 子 的 语言 来 叙述 . 
但 是 ， 对 于 代数 数 域 ,路 子 概念 与 埋 想 概念 是 重合 的 ， 
这 种 域 只 是 在 后 来 才 攻 考虑 , 理想 的 概念 与 非 相 伴 数 相 
关 , 这 有 助 于 理解 Kummer Mitt Dirichlet 的 单位 理 
论 之 间 的 深刻 联系 ，Kummer 虽然 没有 成 功 地 解决 
Fermat 问题 , 但 他 的 思想 远 远 超 出 了 这 个 问题 本 身 , 现 
在 ,理想 已 成 为 很 多 数学 分 支 中 的 基本 概念. 

因为 素 理 想 数 的 定义 与 域 有 关 , 或 用 现代 的 术语 ， 
它们 是 域 中 的 素 理 起, 所 以 关于 通常 素数 在 代数 数 域 中 
分 解 的 第 三 个 问题 可 以 用 以 下 的 一 般 形 式 来 叙述 :假定 
给 出 一 个 瑾 及 它 的 代数 整数 环 中 的 一 个 理想 }#.， 何 
ME: 在 域 K=k (0) Ë p DEREN., eE RA K 
BRAES PREHR? 如 果 是 后 者 , 则 又 是 按 
照 什么 规则 分 解 的 ? 这 个 阿 题 导致 了 类 域 论 ,这 是 现代 
代数 数论 的 中 心 部 分 之 一 . 这 个 问题 的 第 一 个 解 是 
Kummer 给 出 的 ， 他 证 明了 ， 如 果 8 是 一 个 不 可 约 争 
项 式 OOW, B 1.0, o, 03 Æ OA} O, 的 整 基 
席 , 则 ?在 上 (的 中 的 分 解 方式 与 f(x) E (mod p ) 剩 余 
类 中 分 解 的 方式 相同 , 换言之 , + Æ k (0) 中 的 分 解 由 
以 下 同 余 式 决定 : 


SE fr' (z) : : ° fer) (mod p), 


对 应 的 分 解 被 称 为 Kummer 公式 {Kumroer formula) 
或 Kummer 分 解 (Kummert decompasition ): 


pR- B, (1) 


这 里 有 是 K=k (0) rh ñj 3 Pp iB. 

这 个 等 式 在 原则 上 解决 了 找 数 数论 的 第 二 个 问 
A. 但 在 必须 对 每 个 素 埋 想 分 别 去 检 驻 它 的 意义 上 来 
说 ,这 是 一 个 局 部 等 式 , 将 所 有 素 理 想 集 合 分 类 ,使 得 在 
任何 类 中 的 分 解 规则 相同 ,进而 对 这 些 类 给 出 一 个 简单 
的 描述 . 这 个 问题 对 十 扩 域 乓 /大 具有 可 交换 Galois 群 
Ga 下/ 的 情 阅 已 用 类 域 论 解决 了 . 

等 式 41) 引 出 了 类 的 初步 概念 . D n EPKK 


的 次 数 ,8 是 理想 的 相对 次 数 ， 计 算 (1) 式 两 迪 的 相 
对 范 数 Nk,,， 得 到 
n 一 a, fi + ` +a, fe (2 


其 中 a 及 f 都 是 自然 数 . 对 固定 的 ,方程 (2) 只 有 有 
限 儿 个 解 ， 于 是 中 所 有 的 素 理 想 集 合 可 以 分 成 有 限 
个 类 . 可 以 选取 对 应 于 人 2) 的 一 个 解 (a;, 了 后 ) 的 Kummer 
分 解 的 那些 束 协 想 归 为 同一 类 . 使 某 些 & 2 2 的 素 理 想 
个 数 是 有 了 康 的 :它们 都 是 扩大 的 判别 式 匈 的 因子 . H 
为 无 限 类 更 为 有 趣 , 故 忽略 那些 兰 2 的 类 , 

为 了 简化 表达 式 , FEE 长 jk 都 设 为 正规 
的 .在 这 种 域 中 条 件 

= 
成 立 . 因此 除 不 尽 凡 的 所 有 紊 理想 p 的 集合 共 分 为 dfn) 
个 类 ,其 中 的 (mn) 为 n 的 因 于 个 数 . 当 m =n 时 ,该 类 
具有 特殊 意义 . 这 时 
f= = f.=1. 

类 中 的 京 理 想 y 在 K/k fT 3 0 3 Pi +-: 


p =. h ' ° ° b. (3) 


称 这 样 的 p EEH AM (split completely 或 totally 
split), 称 它们 的 类 为 相对 于 K/k 的 主 类 (principal 
dass), 这 是 类 域 论 研究 的 主要 对 象 ， 为 了 定义 位 ) 所 对 
应 的 主 类 ,必须 先 证 明 : 在 中 ,满足 (1) 的 素 理想 确实 
存在 且 有 无 限 包 个 .这样 ， 类 域 论 的 基本 问题 就 是 用 
Bk 本 身 去 定 光 主 类 , 使 得 主 类 的 无 限 性 能 俺 之 得 
到 .这 个 问题 对 于 Abel 扩张 乓 /K 已 完全 解决 了 . 

为 了 更 好 如 理解 类 域 论 的 思想 ,有 必 又 引进 理想 类 
群 的 一 般 慨 念 . 前 面 给 出 的 Kummer 的 定义 所 对 应 的 
现代 概念 是 绝对 理想 类 群 ， 现在 使 用 的 理想 类 群 的 - ， 
般 概 念 是 由 HH， Weber HEA HMT. Takagi) 引进 的 
([5D. 

Weber 引信 了 类 群 的 sh f (conductor of a class 
oap. im 昆 天 的 - -个 整理 起 , L. 是 中 
满足 4 三] (mod mn) 的 宇 埋 想 {x) 组 成 的 子 寿 ,4 Ek 
Hgm 互 素 的 所 有 埋 想 组 成 的 所 群 ， 可 以 把 满 足 
L, SHEA HTE 当 作 主 理想 群 ， 一 个 (推广 
的 ) 类 群 4. / H. 就 这 样 构造 出 来 了 当 m=1 且 五 = 工 
时 ,就 得 到 了 Kummer 的 定义 . 在 一 般 情形 时 ,HH, 由 


(mod m ) WRAAE RARR 
(mod m RART. KE RRR h, 满足 上 < 
h, S h plm), 其 中 上 是 绝对 理想 类 群 的 阶 , g 是 Euler 
PER ANRA m Am, WRH, FUH, ERR 
上 是 由 相同 的 (mod 三) 的 级 数 构成 ,其 中 f=(m,, m), 
那么 称 这 两 个 类 群 等 价 . 若 认 可 无 须 区 分 等 价 的 类 群 , 则 


" < +s + 


be) ER K k, rh š Rr 5 8 4818 1:23 H, 时 是 
完全 分 解 的 . 由 Dirichlet X: J 38 88 B W) 38 88 36 B) E 38 
BERNETTE k #EDR Z) B] 8 $£ fe %@ LJE 
HA. Weber 已 对 某 些 特殊 情况 证 明了 类 域 的 Galois 
Ë Gal (K/k) 5 k RX A, / H, 同 构 . 

关于 类 域 论 的 -~ 个 至 今 仍 在 用 的 新 观点 是 出 Hilbert 
AAEH., WI AER kA Abel 扩张 和 大 
的 所 有 类 域 之 间 一 定 有 一 个 一 一 对 应 ， 这 个 对 应 可 陈 
述 如 下 :如 果 对 某 个 导 子 了 构造 了 Weber 类 群 , 则 内 存 
在 一 个 正规 扩张 外 jk, 在 其 中 只 有 Weber 主 类 中 的 案 理 
想 是 完全 分 解 的 .进而 , K /k 的 Galois 群 同 构 F 以 了 为 
导 子 的 Weber 类 群 ,而 且 关 大 的 判别 式 见 具有 与 导 子 了 
AARRE. 反之 也 对 : 如 果 给 出 一 个 具有 Galois 
Ë Gal (K/k) 6I Abel 扩张 , 则 存在 一 种 方法 (后 来 高 本 
贞 治 给 出 了 确切 公式 ) WEEET EHE AER 
HH ， 使 得 类 群 4 /Hi 辐 构 于 Gal (K/k), RRA H, 
的 素 理想 在 天 中 完全 分 解 ,而 且 下 /点 的 判别 式 S 与 导 
子 了 有 相同 的 素 理 想 因 子 , 这 个 “对 偶 性 "是 Hilbert 在 
1900 年 以 假设 的 方式 提出 的 {他 本 人 只 证 明了 - 些 特 
殊 情 形 ) .其 一 般 形 式 由 高 本 卡 治 给 出 了 证 明 . 

类 域 论 的 下 一 个 重要 进展 与 E，Artin 相关 ， BS 
示 了 Galois 群 与 理想 类 群 之 间 的 典范 同 构 的 特殊 作 
用 ,他 证 明 ， 这 个 同 构 由 Abel 扩张 KK/ 的 Frobenius 
自 同 构 (Frobenius automorphism) a, 给 出 ， 其 定 尽 为 


a™ = ova (modb), 


其 中 的 N, 是 理想 p 的 绝对 范 数 ,q BOR K i—i p 
是 中 的 紊 理想 .这 个 同 构 现在 记 为 


E (在 一 个 适当 和 群 中 ) 仅 仅 依 赖 于 p 所 属 的 理想 类 , 且 
BEHER: 


K/k|i K/k| _ |K/k 
bi b pip; l 


上 式 吉 边 的 符 叶 理解 为 pig， 所 属 的 类 的 自 同 构 ， 在 这 
种 想法 下 ，Artin 引进 了 符号 
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K/k 


è 


a 


定 发 存 大 中 全 悼 与 导 节 了 互 素 的 理想 所 构成 的 整个 
BE A, 上, 称 为 Artin 符号 (Arun symbol), 它 实现 了 类 
群 A, / 和 Galois # Gal(K/k) eim- .个 同 梅 . 它 的 
确切 形式 表示 为 Artin 互 反 律 【Artin reciprocity law): 


SEW 5a EH, (TREP Gal(K/k) A,/H, 之 间 的 
一 个 对 应 ) , ETAR EEIE (reciprocity laws) 的 经 典 
EL, UH Kummer 的 朝 互 反 记 号 来 表述 (必须 考虑 域 
天 =K{G)). 反 过 来 ,这 个 形式 也 音 舍 着 Hilbert 符号 的 
互 上 友 律 ,在 所 有 这 二 个 形式 中 , 互 反 律 都 被 看 作 群 的 同 构 ， 
而 县 Atin 记号 ，Kummer 记号 及 Hilbert 记 导 都 被 
FEREXHE. 但 是 ,三 者 中 的 每 -个 
也 都 有 等 于 某 个 站 次 单位 根 的 数值 .于 是 ,可 以 将 互 反 
律 用 公式 表示 如 下 : 给 定 (a B), 的 一 个 值 , 要 求 找到 与 
其 互 反 的 符 导 (81o 的 一 个 值 。 即 用 明显 的 形式 将 定 
b. 2] 


的 函数 (x, B) K IB. REAK R. ARAE C. 
F. Gauss 关于 一 次 域 的 上 作 { 见 Gauss ER $Ë (Gauss 
Teciprocity law)) U Æ Kummer 关于 素数 阶 分 贺 域 的 
工作 中 . 有 关 类 域 论 的 这 种 形式 的 研究 后 来 由 CC. G. J. 
Jacobi, F. G. M. Eisenstein, Hilbert, H. Hasse 以 
及 其 他 - - 些 人 继续 ,但 都 仅仅 得 到 部 分 结果 . 1948 
年 , 开 P. Hladqapegas 在 一 般 形式 下 解决 了 这 个 问题 . 
他 的 愿 想 的 基点 是 在 符号 
日 
p 
的 数论 定 文 与 Riemann 曲面 工 的 Abel 微分 x df 的 
解析 定义 之 锐 建 立 -- 种 联系 . 他 给 出 了 
加 
p 

的 —FA835.16 Abel 微分 x, dB fE p 进 域 中 留 数 的 
EXHAR. hk. WIAT ERK, SK Hlahbapesus 
函数 (Shafarevich functions) ， 用 这 种 术语 得 到 了 一 
版 情形 下 互 反 律 的 确切 形式 

20 世纪 20 年 代 后 期 , Hasse 引 人 和 人 了 对 于 天 上 :个 
夫 理 想 作 类 域 论 的 思想 , 同时 改进 和 证 明了 许 钞 关于 局 
M k M Abel 扩张 后 的 定理 , 起初 这 个 思想 并 未 引起 
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EER ER (Sk PL PL AE 32 oA B i BU RER. 直 
到 30 FR, C. Chevalley 证 明了 局 部 观点 在 建立 类 
域 论 中 起 了 非常 重要 的 作用 .他 引进 了 伊 代 尔 群 的 概 
意 , 并 从 局 部 观点 形成 了 一 般 类 域 论 . 接着, 类 域 论 中 
局 部 - 整体 原则 逐渐 建立 . 后 来 , 试 理论 日 趋 扩 展 玉 
完善 ( 见 [3]) ARSE, Abe] 类 域 论 以 完美 的 形式 建 
立 起 来 . 至 于 对 于 具有 韭 交 换 Galois 群 的 正规 扩张 建 
立 非 Abel 类 域 论 的 问题 ,现在 仍 未 解决 . 

上 别 主 要 是 定性 地 说 明代 数 数论 的 概 狐 .关于 定 
量 的 估计 与 方法 ,代数 数论 与 解析 数论 有 密切 的 关系 . 
在 很 大 程度 上 , 它 也 是 建立 在 代数 数 域 中 的 上 函数 和 工 
函数 的 性 质 的 基础 上 的 . 
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[11] Bourbaki, N. , Commutative algebra, Addison - We- 
sley, 1966 (ĦAŻ 2. ). A. M. Bakorpanos $R 
[ 补 注 】 xn 次 代数 数 域 (algebraic number field) 是 
ËH SKD Q B n 次 扩张. 下 素 wE 下 是 一 个 代数 整数 
(algebraic integer) RJ#'E 4 Z Le. Pla 是 Z IX] 上 首 项 
为 1 的 多项式 的 根 . 代数 整数 构成 一 个 秩 为 的 Abel T 
群 ， 称 为 天 上 的 整数 环 Di， 又 称 为 天 的 主 序 模 (prin- 
cipal order module). O, 的 基 是 整 基 (integral ba- 
sis}, 也 称 最 小 基 (minimal basis). 

3: F Kummner 解 Fermart 问题 的 努力 见 [A3], Ku- 
mmer 理想 数 与 理想 之 间 的 联系 (等 价 ) 来 自 这 样 一 个 
事实 : 对 Dr PORRE, 存在 一 个 域 扩 张 二 /7 天， 使 得 
在 其 中 这 些 泰 理想 成 为 主 旺 想 . 

理想 TW HAARA S RRE Op 的 扩张 
0, /@ 的 次 数 , 这 里 p =p, YO,. 

关于 更 多 的 骨节 , 定 尺 .最 新 结果 及 以 上 很 多 内 容 
的 更 确切 的 禹 述 可 见 本 百科 全 书 中 各 个 更 为 专门 的 末 


B. 特别 是 :代数 数 (algebraic number) ,单位 (unit) ， 
域 的 扩张 【extension of a Held ) ,代数 数 域 的 调整 子 
(regulator of an algebraic number field), 判别 式 
(diseriminant), Frobenius Ë FS) H (Frobenius auto- 
morphism) GEH Artin 记号 (Artin symbol)), X FÆ 
想 分 解 的 Kummer 定理 (Kummer theorem), È E 
是 类 域 论 (dass feld theory). 
理想 类 群 A, / H, 常常 被 称 为 mod m ARER (ray 
dass groups), 相应 的 域 称 为 束 类 城 (ray dass fiel- 
ds). 对 应 于 东 类 群 A/L BRE Hilbert 类 域 (Hilbert 
dass field). LEEMA T Archimedes 未 元 的 问 
题 . 特别 地 , 当 考虑 工 。 中 的 主 理想 (2) 时 , 必须 要 求 产 
是 全 正 的 (totally positive), BI x 的 一 切实 共 思 都 大 于 
0. 
上 上面 关于 娄 域 论 的 讨论 (直到 提 到 仇 代 尔 之 前 ) 都 
是 沿用 老 的 理想 论 形式 的 术语 ,如 Hasse 的 (数论) 报告 
(ALD. 若 要 搞 清 更 多 细节 和 精确 陈述 , 这 是 一 本 方便 
的 参考 书 ， 关 于 讨论 理想 论 系 统 与 作为 现代 类 域 论 基 
础 的 伊 代 尔 之 间 的 关系 的 问题 、fA2] 是 一 本 值得 推荐 
的 参考 书 . 
pex 
[A1] Hasse, H. , Bericht über neuere Untersuchungen und 
Probleme aus der Theorie der algebraische Zahlkörper, 
1 Ú. Physika Verlag, 1965. 
[A2] Neukirch, J. , Class field theory, Springer, 1986, 
Chap. 4, Sect. 8, 
[A3j Polard, H. , The theory of algebraic number , Ma. 
th. Bsec. Amer., 1950. 
[A4] Weis, E., Algebraic number theory, MeGraw - 
Hil, 1963. RATE E- W 


代数 运算 [algebraic operation ; ameGpamegos omepa- 
uma], n 元 运算 (n-ary operation), AA 4 上 的 

RE AH nk Descartes WEFR G ARAI 
iai 

wA — À 
数 n 称 为 该 代数 运算 的 元 数 (arity) .历史 上 ,首先 考虑 
的 是 二 元 (binary) (n=2) 运算 和 一 元 (unary) 
(@m=1) W PJ W 5. Sú (n=0) 运 算是 集合 4 的 
国定 元 素 ; 它们 也 称 为 特异 (distinguished) 元 ， 或 党 
数 (constant). 20 世纪 出 现 了 无 Ri 运 算 (infinitary 
operation) 的 概念 ， 即 一 个 有 映射: A A, E R a 
是 和 伍 一 无 限 直 数 . 一 个 集合 ,车 在 其 上 定 S T 2 TA 
数 运算 ， 则 称 为 一 个 法 代数 (universal algebra). 
T. M. 5apanonm {È 

[ 补 注 ] F F. ERRERA T 20t 50 年 代 
路 期 AID. 在 英语 中 零 元 运算 也 称 为 noughtary 
operation ([A2]). 


参考 文献 
[Al] Stominski, J., The theory of abstract alecbras with nfi- 


nitary operations, Rozprawy Mat., 18 (1959). 
[A2] Cohn, P. M , Universal algebra, Reidel, 1981, 
1314. ` ERE 详 


REMA E AR [algebraic polynomial of best app- 
roximation : areópamaecka 。 MHGCOHTet HAHIYMIHETO 
ID HO¿1HR20e ei ] 

与 某 个 给 定 函 数 具 有 最 小 偏差 的 多 项 式 . 更 确切 
W., FA Lla biip ri pART W 06 3. H. 为 次 
数 不 高 于 的 代数 多 项 式 集合 . AE 


EQ = 一 [Ax) Po esles] {=} 


pul )e H, 
HÆR (best approximation)， 而 称 (*) 中 使 下 确 


界 达 到 的 多 项 式 为 上 [a ,b] 中 的 最 佳 圳 近代 数 多 项 式 
(algebraic polynomial of best approximation) . IL JL 
VieOpunea T 1852 年 首次 研究 了 一 敏 度量 下 (p 一 加) 与 
给 定 的 连续 函数 有 具有 最 小 偏差 的 镍 项 式 并 在 1856 年 
作 了 进一步 研究 , M. [1]. 最 性 过 近代 数 争 项 此 的 存在 
EEA E. Borel 在 [2] 中 确证 的 ，qe6p0uep HEHH., P'/0) 
旦 . - 臻 麻 最 下 最 佳 逼 近代 数 多 项 式 , 当 旺 仅 当 差 式 
了 0 一 PGC) 中 出 现 ebpnues XF $Ë (Chebyshev alterna 
tion); 此 时 Pig) BE -的 . 当 p>1 时 ,最 住 遂 近代 数 
多 项 式 的 叭 :性 可 由 空间 L, 的 严格 凸 性 得 出 . p=1 
时 却 不 然 ， 但 D. Jackson 在 [3] 中 指出 : 2 F j$& 52 P8 
数 来 说 最 佳 驯 近 代数 多 项 式 是 唯一 的 ，Jacksomn 定理 
(Jackson theorem) JAE r EG, 收 襄 于 零 的 速度 . 
KEF., TEET, Uik, mir HA 
数 的 最 佳 站 近代 数 儿 项 式 . WREEK m 22, 0- - 
考 订 量 下 的 最 佳 坎 近代 数 多 项 式 一 般 来 说 是 不 唯一 的 ， 
prk 
[1] eS IL JL, Tomoe co6paHge CoMHSHMR T. 2, 
M., 1947, 478; 152 一 236. 
[2] Borel, E., Leçons sur les fonctions je variables réelles 


et les dèveloppements en séries de polynomes, Gau- 
thier - Villars , 1905. 
[3] Jackson, D., A general class of problems in approxima- 
tion Amer. J, Math., 46 (1924), 215 — 234, 
[3] Tapkan, A Jl, B xa, ViryorH Hayre MareMaTnueckuñi 
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[ 补 注 】 也 可 以 将 最 佳 甫 近代 数 多 项 式 简称 为 最 佳 代 
ZOE {best algebraic approximation), 不 要 把 它 混 
加 于 最 小 偏差 E (f), tE M n. 
$x 
[AI] Achiezer, N. 1, Theory of approximation, Ungar, 1956 
CERARE). 
[A2] Cheney, E. W., Introduction to approximation theory, 
Chelsea, reprint, 1982. 
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[A3] Meinardus, G., Approximation von Funktionen und 


ihre numerische Behandiung,. Springer, 1964. 
TL WSA 译 EF: E: 


代数 空间 [ algebraic space ; umrefpareane mpocrpanerm ] 

WE (scheme) fl fÉ Ë #Ë (algebraic variety) 860 
- -种 推广 . 这 种 推广 是 代数 几何 学 中 某 些 构造 的 结果 : 
如 Hiber 概 形 ，Picard 概 形 , FEE, kE, 它们 常 森 
能 在 概 形 范畴 内 施行 , 从 而 需要 加 以 扩充 ， 而 代数 空 
间 的 范畴 甘于 这 些 构 造 是 封闭 的 ， 这 使 得 代数 空间 威 
为 代数 几 柯 学 的 一 个 自然 对 象 . 

任何 概 形 宁可 以 在 概 形 范畴 的 艾 达 尔 折 扑 (é tale 
topology) FENE S, EZ. 它 又 可 唯一 地 确定 概 形 S. 
一 个 代数 空间 (algebraic space) 是 在 概 形 的 艾 达 尔 拓 站 
里 的 集合 的 层 F, 它 满足 局 部 可 表示 性 条 件 ORAR 
拓扑 中 ): 存在 概 形 U RESH 上 — 上 ,使 得 对 任何 由 
E V RISM V — F, FHRB U x ,V 可 由 概 形 Z # 
不 ,并 且 话 导 概 形 赤 射 Z — V hh A tK R 29. WE 
EURIE F FIKIR R. F 是 层 这 甘于 其 达尔 等 
#X#g 已 xr 玫 的 商 层 ， 后 一 命题 显示 代数 空间 的 几 
何 意 扩 是 关于 艾 法 尔 等 价 关系 的 商 概 形 , 代数 空间 的 坊 
射 定 义 为 层 的 杰 射 ; 概 形 的 范 财 变 成 等 同 于 代数 空间 范 
财 的 完全 子 范畴 . 

概 形 论 中 的 许多 概念 可 用 于 代数 空间 : 点 ， 局 部 
I, ERN Zariski ith 男 数 域 ， 结 构 尼 及 凝聚 
B. 概 形 论 中 的 许 包 结论 , 如 Serre (h $ WE W| (e th S 
ME (affine scheme)) 以 及 正常 态 射 的 有 限 性 和 存在 
性 定理 也 能 应 用 于 代数 空间 . 

较 精 绷 的 结果 有 Picard A FA Hilbert 函 子 在 代 
数 空 间 范 晨 里 的 可 表示 人 性， 如 果 在 代数 空间 上 给 出 一 
个 平坦 等 价 关 系 ， 则 关于 这 个 关系 的 分 解 可 导致 一 个 
代数 空间 (这 种 情况 可 能 发 生 , 例 如 , 当 一 个 有 限 群 自由 
地 作用 在 空间 上 时 ) .最 后 , 羽 数 空间 可 以 收缩 一 个 其 有 
丰富 作法 屋 的 子 空 间 . 

所 有 代数 空间 一 定 包 售 - 个 Zariski Hth F BJ 7F #l 
密 子 空间 , 它 是 一 个 概 形 . 一 维和 非 奇 异 二 维 代数 空间 
都 是 概 形 ， 伺 对 三 维 或 奇异 二 维 代数 空间 却 不 成 立 : 在 
域 上 代数 空间 范 时 里 的 群 是 一 个 概 形 ， 复 数 域 上 nm 3Ë 
完全 代数 空间 具有 紧 解 析 空 间 的 自然 结构 ,而 且 有 m 个 
代数 无 关 的 亚 纯 函数 ， 
参考 六 献 

[ll Artin, M. , Algebraic spaoes, Yale Univ. , 1969. 
[2] Knutson, D. , Algebrai: spaces, Springer, 1971. 
B. A. Jarmrnos FE 
DOMEI AARAA gE M. Artin 引进 的 , B. 
Moishezon ([A1]) 也 在 稍微 不 同 但 等 价 的 形式 干 研究 
TE. 词 条 末尾 提 到 的 {基于 子 空间 的 ) 定 理 归 功 于 
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参考 文献 
[A1] Moishezon, B. , Algebraic varieties and compact comp- 
lex spaces, im Proc. intemat. congress mathematicians 
Miœ, 1970, Gauthiers - Vilars, 1971, 643—648. 
陈 志 杰 EE 


代数 曲面 [aljgebraic surface ; amre6pamecxaa nosepxuocrs] 
TRM (algebraic variety) . 代数 曲线 {algeb- 
raic curve) 和 代数 曲面 是 两 类 研究 得 最 透彻 的 代数 策 . 
由 于 癌 题 的 丰富 性 及 解决 问题 的 思想 方法 的 多 样 性 , 使 
得 代 蛇 明 面 理论 成 为 代数 儿 何 学 中 最 有 趣 的 领域 之 一 ， 
与 代数 曲线 不 同 ， 两 个 双 有 理 同 档 的 代数 暴 面 不 
必 观 正则 岗 梅 ， 在 代数 几何 学 发 展 的 古典 阶段 (1868 一 
1920), 代数 曲面 被 理解 为 双 有 理 等 价 曲面 类 ， 它 
们 的 表示 被 看 成 到 三 维 复 射影 空间 CP ARKEA, 
它 由 单一 的 代数 方程 f(x, x, x,, x,)=0 所 定义 . 
A. Clebsch 和 M. Noether (在 1870 Fylit E w É 
数 曲 面 的 首要 不 变量 :几何 亏 格 与 典范 类 , 竟 定 了 代数 曲 
TEREM. 代数 曲 琶 沦 的 继续 发 展 应 归功 于 意大利 
学 派 的 代数 几何 学 家 : C. Sege, L. Cremona, E. 
Bertini, G. Castelnuovo, F. Enriques, F. Severi 等 
Á. E. Picard, H. Poincaré # S. Lefschetz 将 拓扑 和 
ARH E S i Iñi jË: ,在 这 些 研究 中 所 得 到 的 许多 
MPX RE HEE 3: 3k PS tü 9 SE 148 JE J pt IE 
H IH R: sa 8: 3: 2-6 A ñE fE NAWE., Ji tu 
括 用 数值 不 变量 对 代数 曲面 分 类 ， 民 数 曲 面 的 有 理性 
与 直 纹 性 法 则 以 及 梳 小 模型 论 ，20 世纪 50 # 60 年 
代 , 这 些 结果 的 大 部 分 运用 现代 上 同调 方法 被 批评 性 地 
重新 审 容 利 重新 证 明 ([1], [5], [8]). 
代数 曲面 的 一 般 性 质 . 除非 特别 指出 ,代数 曲面 总 
ERRAR k FADE. 
异 模型 存在 性 的 第 一 个 严格 证 明 是 在 20 世纪 30 年 代 
H R. Walker 和 口 . Zariski 给 出 的 ， 以 前 由 意大利 学 
者 给 出 的 几何 证 明 有 漏洞 【[9]), 对 于 正 特征 基 域 情形 
的 代数 曲面 非 奇 异 模型 存在 性 的 证 明 于 1956 年 给 出 
( 见 奇 点 的 化 解 (resotution of singularities)) . 
任何 一 个 非 奇 异 代数 曲面 可 被 双 有 理 地 投射 到 CP 
一 个 具有 寻常 奇 点 的 曲面 上 ,寻常 奇 点 是 指 具 有 有 限 
多 个 寻常 尖 点 以 及 三 重点 的 寻常 二 重 曲 线 ， 其 中 三 重 
点 是 曲面 的 三 切面 奇 点 . 这 种 曲面 是 代数 曲面 理论 古 
典 发 展 阶段 的 主要 研究 对 象 . 借助 于 代数 曲面 奇 点 解 
HEM, 概 形 理论 的 整体 方法 可 应 用 于 代数 曲面 奇 点 的 
局 部 研究 . 这 个 课题 的 基础 工作 是 D. Mumflord(1961) 
完成 的 ,他 得 到 了 二 维 奇 点 的 重要 不 变量 , 并 且 证 明了 
正规 代数 曲面 的 拓扑 空间 是 托 扑 流 形 , 5 H (9 h im Jë: 
非 奇异 的 ， 


-$ taR h E, 


b) 代数 曲面 的 数值 不 变量 (numerical invariants 
of algebraic surfaces) . 代数 曲面 的 几何 亏 格 p, (V) f 
概念 荐 代数 曲线 的 亏 格 概念 在 代数 曲面 论 中 的 推广 . 
这 里 p,{ 队 是 下 上 线性 元 关 的 正 旭 二 维 微 分 形式 的 最 
大 数 ( 见 几何 亏 格 (geometric penus)) .代数 曲面 V BJ 
典范 系 | K, | E 0 BR T 05 É W À = W $k 3 Sk YE = 1 
(linear 名 nus) , 记 为 P60. 对 于 非 奇异 代数 曲面 有 以 下 
FARY: 

PY = (K1)+1 = degc})+1, 

这 里 上 =- 兵 , 蚌 曲面 下 的 切 共 的 第 SK (k Sk) 2 
{Chem dass). 多 重典 范 系 IK1=1 Kl rasu iV 
+1 表 不 第 i FESR (i-th pluri - genus), 并 记 
AP: 它 等 于 了 上 处 处 正则 的 上 重 二 维 微分 形式 的 空 
间 的 维 数 . 

根据 Cayley - Noether 假定 公 式 {Cayley - Noether 
Pestulation formula)， 设 入 ,是 通过 一 条 4d 次 空间 
曲线 的 ， 具 有 足够 高 次 数 m 的 线性 无 美 型 的 个 数 ,而 
且 这 条 曲线 的 亏 格 是 pp， 具有 :个 三 年 点 及 7 个 二 重 
点 ,那么 N. 由 下 列 公 式 给 出 : 


Na = ("3 ] -dmt2trtp—t 

由 公式 
站 一 】 
p. (V) = [ 3 


定 尽 的 算术 亏 格 p,(T) 的 概念 (其 中 了 是 二 重 曲线 了 的 
次 数 , 5 是 二 置 点 的 个 数 ,，P 是 亏 格 , t 是 三 重点 的 个 
t=r=d=0 , p= 1) 是 1875 年 对 具 
有 寻常 奇 点 的 代数 曲面 引进 的 ，p, (四 的 另 一 等 价 定 文 
将 在 以 后 给 出 〔( 见 算术 局 格 (arithmetic genus)). 
闫 只 (中 ) 一 po( 四 总 是 非 负 的 ; 称 之 为 代数 曲面 下 的 
非 正则 性 (irregularity of the algebraic surfaoe)， 记 为 
40). 如 果 g( 的 =0， 代 数 曲面 称 为 正则 的 (regular) ， 
# q()>0, 称 为 非 正 则 的 (irregular) . 第 一 个 不 正则 
曲面 的 例子 可 回 漳 到 19 世纪 末 (A. Cayley, Castel- 
nuovo). TENH TARER |1C+ 天 ,| 切割 曲线 C 的 
线性 系 的 最 大 不 充分 性 来 描述 (Enrigues，1896, W. 
[9] ) .对 非 奇异 代数 曲面 ， 户 和 q 的 上 同调 定义 由 下 式 
给 出 : 


PV) = 


j -so-D+2+rte-1 


—dim, H,(V, O ,) + dim H?(V, © y) = 
= XV, 0,)— ], 
q(V) = dim H!(V, Oy). 
ERRE mi 站 的 算术 亏 格 p.(V) ST H F h V 


BU BLAA BJ BK2S 3 As: 


1+2) = — deg(ci rdg), 


称 为 Noether 公式 (Noether formula), # I=dege;) 
-4 称 为 Zeuten - Segre 不 变量 (Zeuten - Segre inva- 
riant). ` 
c) 代数 曲面 的 Riemann - Roch 定理 (Riemann- 

Roch theorem for algebraic surfaces), 代数 曲线 的 
Riemann - Roch 定理 推广 到 代数 曲面 应 归于 Castel- 
nuovo(1 897). 对 于 非 奇异 代数 曲面 玉 以 及 除 子 的 完全 线 
性 系 |D|, 其 中 上 D 的 虚 次 数 n=(D'), 虚 亏 枯 = 人 加) 十 
(DK) !2+1, Riemann -Roch 定理 断言 有 不 等 式 


dim | D| > n—s+p.(V)+ 1— i 


# i=dim|K,—- DI 称 为 除 子 只 的 特性 指数 (speciality 
index of the 出 visor)， 这 个 定理 ( 见 Riemann - Roch 
EA (Riemann - Roch theorem)) 的 上 同调 证 明 使 我 
们 能 得 到 不 等 式 成 为 等 式 的 充 要 条 件 ， 这 个 条 件 就 是 
上 同调 群 H'(V, 2, DRAF. CRER, 对 任何 除 f 
中 以 及 所 有 充分 大 的 数 n, A H'(V, Z (D+nH)=0, 
jk H i>0, H E HH i V 85 sü F u & H (J. P. Serre, 
1955), 如 果 基 域 的 特征 是 零 ， 那 么 对 任何 丰富 除 子 卫 ， 
不 等 式 都 成 为 等 式 ， 这 个 结论 是 关于 伴随 系 正则 性 的 
古典 Picard -Severi 定理 的 推广 ([9]). 

d) 代数 曲面 上 的 曲线 系 (system of curves on an 
algebraic surfaces) .意大利 几何 学 家 使 用 的 主要 方法 是 
代数 曲面 上 曲线 的 线性 系 和 代数 系 的 理论 ， 除 子 的 代 
数 等 价 牙 线性 等 价 的 酸 念 G X EE D X. 这 些 
概念 低 在 正则 代数 曲面 上 重合 (Castelnuovo，18961 ， 
在 不 正则 性 q 的 代数 曲面 F (Ei — 3 E e Hi 
gn tm TEARRE, OX BEEF Er In 
维 的 线性 系 , 纤 维 化 的 基 域 是 一 个 4 EE (Enriques, 
1904). RTE Abel 8 , 称 为 代数 曲 利 上 的 Picard 
(E Picard 概 形 (Picard scheme)). Enriques 结论 
( 称 为 * 林 正则 曲面 理论 的 基本 定理 ?或 “特征 列 的 完全 
性 定理 "的 证 明 以 玉 后 来 Severi 的 证 明 都 有 漏洞 .这 
个 定理 的 第 一 个 严格 的 超越 证 明 是 Poincaré 在 1910 
年 给 出 的 , 代数 证 明 则 在 50 年 后 得 到 (AA，Grothen- 
dieck, 见 [5]). 当 基 域 有 正 特征 时 ,这 个 定理 在 一 般 情形 
下 不 成 立 (J, Igusa, 1955). 已 经 证 明 在 一 般 情形 q 不 
小 于 Picard 艇 的 维 数 . 

在 一 个 代数 曲面 上 代数 等 价 与 线性 等 价 的 不 一 臻 纺 
全 着 其 上 处 处 正则 的 一 维 微分 的 存在 性 . 当 点 二 C 时 这 种 


微分 的 空间 的 维 数 与 不 正则 性 相等 (Casteln uovo, Se- 


veri, 1905). 这 个 事实 是 等 式 dim H”, 9°)= dim 及， 


0 的 特例 ,上 述 等 式 对 任意 紧 Kahler 流 形 {Kihler ma- 


nifold) FRY. 4 char k >0 时 ,这 个 结论 不 坡 立 . 

除 子 的 代数 等 价 类 所 构成 的 群 是 月 限 生成 的 ( 见 
Neron - Severi 群 (Neron - Severi group)) ， 它 的 秩 记 
为 户 并 称 为 代数 曲面 站 的 Picard Ë (Picard number ). 
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这 个 群 的 挠 子 群 的 阶 记 为 o, 
(Severi divisor} ([9]}. 

Severi t ft gik mi L F 38 a Sl ip 3 F T 3 
础 ;这 个 埋 论 有 许多 尚未 解决 的 有 趣 问 题 . 


称 为 了 的 Severi R + 


. + + sab. a b au 


hE ARNEGI E 特别 地 ,富足 Poincaré 
对 偶 性 (Poincare duality) 的 整 同 调 群 H (V, Z) 和 整 
EEN H'(V, 世 ) 对 这 种 代数 曲面 有 定义 . 代数 曲面 
F 上 每 个 除 子 确定 一 个 二 维 闭 链 , 代数 等 价 于 人 的 陈 子 
对 应 于 同调 于 0 的 闭 锋 ， 除 子 的 相交 指数 等 于 闭 链 的 
拓扑 相交 指数 ,下 述 等 式 成 立 ; 5 等 于 群 H,(V, Z) 的 
挠 群 的 阶 , b (V)=24(V). 这 里 pt) 是 曲面 了 的 第 一 
Betti 数 ([4], 191). 

为 了 探索 代数 曲面 的 拓扑 ， 发 展 了 一 种 方法 , 它 以 
对 曲面 上 曲线 的 线性 束 及 对 在 束 内 变化 的 曲线 的 拓扑 
的 研究 汶 基 础 . 用 这 个 方法 证 明了 CP’ 中 的 非 奇 异 超 平 
面 是 单 连通 的 (161). 这 个 方法 后 来 被 用 于 研究 高 维 流 
Jë 09 3G+F. 

AHBEJE BJ tikan EFL HI, + nf 88 jg (Ç $ HB 
Mith EE ni PF 3 8 fa ie: n bila f Sre aS MEH, b) 49 
到 对 定义 在 任意 特征 的 域 上 的 曲面 的 类 似 的 代数 论 
断 . 特别 地 , 代数 曲面 的 ! 进 上 同调 (1-adic oohomo- 
logy) 群 HiV) 38k EE (fundamental group) 4A tt Œ 
(homotopy type) 都 已 被 定义 ([9]), 

E. Picard ({6]) 创 立 了 代数 曲面 上 的 积分 理论 ， 他 
的 结果 以 后 被 推广 到 高 维 流 形 (W. V. D. Hodæ, 
1940) .特别 地 , 这些 结 果 导 致 不 等 式 b (V) p+2p, (V). 
此 外 还 证 明了 在 HV, ZI 上 让 相交 指数 定 尽 的 二 次 型 
的 正平 方 数 等 于 2p,()+1. 这 些 结果 对 有 限 特 征 的 域 
不 正确 . 代数 曲面 超越 理论 的 发 展 应 归于 P. A. Gri- 
Piths. 

f) fü i Ë3 射影 BA {projective immersions of 
an algebraic surface). 在 代数 税 的 抽象 概念 中 , 出 现 了 
不 能 浸入 射影 空间 的 (抽象 ) 尺 数 曲面 的 存在 性 问题 . 
已 经 证 明 非 奇异 完全 代数 曲面 总 是 射影 的 ([8]). 存在 
完全 奇异 非 射影 代数 曲面 . 关于 代数 曲面 的 射影 性 有 
各 种 数值 法 则 ( 见 丰 定居 (ample shea 个 ) .任何 非 奇异 
二 维 代 数 空间 都 是 代数 曲面 . 

Tee hiii E (minimal models of algebraic 
surface). E 5 Ú # HIH V #K 25938 JN 8839 (minimal 
model], 如 果 每 个 到 非 奇 异 代 数 曲 面 了 和 上 的 双 有 理 态 射 
V -= 下 都 是 同 构 . 在 每 个 双 有 理 等 价 类 中 都 存在 极 小 
模型 .除了 直 纹 面 的 类 以 外 ， 这 个 极 小 模型 在 同 构 意 
多 下 唯一 ({11, (21. (81). 代数 临 面 虑 为 极 小 模型 的 充 
要 条 件 是 它 不 包含 第 一 类 例外 曲线 ， 即 可 由 某 个 双 有 
理 态 射 收 编 为 非 奇 异 点 的 不 可 嫩 曲 线 ，M， Noether 
于 1895 年 首先 研究 了 这 样 的 曲线 . 它们 用 下 述 条 件 
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刻画 : C ORAHA (C? = (HU. [2] 
HR B i 8 HENA. 

代数 曲面 的 分类 . 按照 Enriques ([2]) 的 分 类 法 ,在 
特征 各 的 域 上 每 个 非 奇 异 代数 曲面 在 双 有 理 等 价 下 属于 
hh 列 类 型 之 -…: ay Sr hM (ruled surface); b) 二 维 
Abel $$ {Abelian variety); c) K3 Hh WQ (K 3 -surfaoe); 
d) Wm h T (elliptic surfa); e) 一 般 型 代数 曲面 
(general- type algebraic surfaoe). idia ERAL 
代数 曲线 的 分 类 . GE ER r B i, b)—d) 
型 的 曲面 对 应 于 椭圆 曲线 , 一 般 型 曲面 则 对 应 于 亏 格 
g>1 的 曲线 ,代数 曲面 的 极 小 模型 的 类 型 由 它 的 数值 
不 变量 的 值 确 定 . 直 绞 曲面 用 条 件 p. =0 #|Bi; b) 型 代 
数 曲 面 用 条 件 pm=1, p. 1, p.= 一 1 刻画; c) 型 代数 
有 曲面 由 条 件 天 .=0, 3=0 刻 画 ; d) 型 代数 曲面 由 条 性 
(K) =0 E p. >1 RË p = 1 K p0 iñ. 一 般 型 
忧 数 曲面 用 条 件 K) >0 E p.>1 Rm. 

直 纹 曲面 的 类 包含 有理 曲面 (Tational surface), t 
们 用 条 件 疡 = 六 =0 刻画 (这 使 得 -.- 维 的 Liroth 问题 
(Luroth probjem) 有 吕 能 得 出 肯定 的 回答 ). 

代数 山 面 分 类 理论 的 许多 不 同 结 果 涉 及 具有 给 定 
数值 不 变量 的 代数 曲面 的 构造 间 题 ,代数 曲 晤 经 常 可 用 具 
有 特别 选 定 的 分 支 曲线 的 射影 平面 的 二 囊 覆 要 ( 见 二 重 
平面 (double plane)) 表 示 它 们 而 直接 构造 出 来 .一 
般 型 曲面 的 不 变量 pA p, 的 取 值 范围 尚 不 清楚 
(1977). 某 些 与 分 类 问题 有 关 的 铺 果 已 被 推广 到 任意 
特征 的 域 .小 平 邦 彰 把 Enriques 的 分 类 结果 推广 到 包 
括 复 解析 曲面 ( 兄 解 析 曲 夯 (代数 几何 学 中 的 ) (analytic 
surface (in algebraic geornetry))). 


SS Bi BJ p Nias (moduli problem for algebr - 


aic surface), 这 是 代数 山 面 在 同 构 意义 下 的 分 类 问题 ,对 
于 -类 代 数 曲 面 ,为 了 确定 具有 给 定 不 变量 p , p 和 pm 的 
代数 曲面 所 需 的 参数 ( 参 模 ) 的 个 数 ,第 一 个 公式 是 1888 
Œ Noether 给 出 的 . RA A F EB p, p. f p'u) B) 
非 直 纹 面 依赖 于 MTER, 这 里 


M = \0p, —p, — 2p +12+8, (*) 


这 里 的 g ik p Set 1 C I BI — SUBBA ER ([2], 
[9]) . 

现代 的 形变 理论 对 这 个 经 典 结 果 给 出 以 下 解释 . 对 
于 这 类 代数 曲面 的 极 化 曲面 (VF, x) ,大 模 数 M 等 于 与 
局 部 的 (或 在 代数 情形 ,形式 的 ) 参 模 概 形 5S, 相 切 的 
Zariski 空间 的 维 数 ， 此 外 , 如 果 


0— Oo E, > Ty — Ü 
R imi V 的 切 层 T, AAWE e, 所 作 的 典范 扩张 , 它 
由 极 化 x 的 基本 类 所 定义 , 则 
M = dimIm(H!(V, E HV, Ty)) 


公式 (时 是 这 个 正人 台 序 列 此 Riemann - Roch 定理 的 推 
论 ， 数 8 就 是 和 式 


dim, H2(V, 五 十 出 mu 五福 及 Ty). 
又 有 不 等 式 
dim, HV, É.) > 2p -pal 


成 立 ([9]). 即使 chark )=0 , RAEE S. 也 可 能 奇 
R RRA KRE BEREH. H M= dim 33, 可 能 小 于 
M. EÈ o=M-M' 称 为 形变 的 障碍 数 (number of 
obstructions); 已 知情 计 式 w€ dim H:(V, E). fŠ 
数 曲面 的 整体 参 模 楼 的 存在 性 只 是 对 某 些 情形 得 以 
证 明 . 作为 解析 空间 (analytic space) 或 代数 空间 
(algebraic space), — At [i IB Pk K3 hh IÑ ËJ £ e SE Ze 
在 ， 
代数 曲 而 的 自 同 构 (automorphism of algebraic 
surfaces). 完全 代数 曲 茄 玉 的 自 同 构 群 Aut (Fp) 是 某 个 群 
概 形 的 上 点 群 ,其 连通 分 支 Aut (P) E VK PR. h 3 U 
不 是 直 纹 面 且 dim Aut ()>0, A p. =—1. 3 p, #1 
或 pi=1 且 户 >1 时 ,了 是 精 圆 曲面 且 Aut"(y) 是 一 维 
Abel ERRE VA Aw i) 是 Abel 曲 面 人 2]). 对 
于 一 般 型 曲面 , Aut 人 ff) 是 射影 群 的 一 个 有 限 子 群 . 对 于 
复数 域 上 的 K3 曲面 以 及 直 纹 面 , 群 Aut (TW) 已 经 深入 研 
帘 过 .当下 不 是 直 纹 面 时 , Ay) VARAAT AR 
重合 . 直 纹 面 的 双 有 理 变 换 群 没有 代数 结构 , 且 研 究 得 
TAH (M. Cremona EÉ (Cremona group))., 现在 对 
仿 射 代数 曲面 的 自 同 构 群 ( 见 代数 徐 的 自 司 构 (algebraic 
variety, automorphism of an))} 的 研究 十 分 活 哮 ， 
非 代 数 闭 域 上 的 代数 曲面 .代数 曲面 论 中 的 数论 问题 
与 Diophantus 问题 有 关 { 风 Diophantus 几何 学 ( Dioph- 
antine geometry)). 由 Enriques, Comessatti 利 Segre 
开始 的 非 团 域 上 有 理 曲面 的 分 类 已 经 完成 . 对 这 种 曲面 
的 某 些 类 的 双 有 悍 自 同 构 群 已 在 研究 . 
代数 曲面 论 的 结果 被 用 于 研究 函数 域 上 的 代数 曲 
线 ( 见 Mordell 猜想 (Mordell conjecture)). 把 代数 曲面 
论 的 某 些 结果 { 概 小 模型 ,相交 理论 ) 推 广 到 正则 二 维权 
形 的 更 宽 的 类 ([?]), 司 人 习 可 用 几何 语言 研究 数 域 上 
的 代数 曲线 ， 
prre 
[1] 上 me 人 rare mmonecpxuocra, M., 
HH _ Ta AH OCCP, T. 753). 
[2] Enriques, F. , Le superficie algebraiche, Bologna, 1949. 
[3] Jung, H.W. E. , Algebraische Flächen, Hannover, 1925. 
[4] Lefschetz, S., L'analysis situs et la peometrie algébrique, 
Paris. 1924, 
[5] Mumford, D. , Lectures on curves on an algebraic sur- 
face, Prineeton Univ. Press, 1966. 
[6] Picard, Ë. ,Simart , G. , Theorie des fonctions algébn- 


1965 (Tp. Mara, 


qus de deux variables indépendantes, 1—1, Chelsea. 
reprint, 1971. 

[7 Shafarevich, I. R., Lectures on minimal models and 
birational transformations of two -dimensional schemes. 
Tata Inst. Fundam. Res. , 1966. 

[8] Zariski, O. , Introduction to the probem of minimal 
model in the iheory of algebraic surfaces, Math. Soc. 
Japan, 1958. 

(9) Zariski, O., Algebraic surfaœs, Springer, 1971. 

[10 Zariski, O., An introduction to the theory of algebraic 

surfaces , Springer, 1969. H. B. Domaica FE 
[ 补 注 】 最 重要 的 成 就 之 一 是 官 同 - B (HUB ) -Boro 
Monos 不 等 式 {Miyaoka - Yao - Bogomolov inequality) 
al s 3c, 的 证 明 , 这 里 c, 表 示人 代数 曲面 的 第 :个 陈 类 
(AID. MAER RE [A2]. 
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ERR [algebraic system ; anreGpamieaag chcTewMa | 

在 其 上 定 兴 了 若干 个 运算 和 若干 个 关系 的 一 个 集 
合 . 代数 系统 是 数学 的 基本 概念 之 一 ， 其 一 般 理论 形 
EF 20 世纪 50 年 代 初 期 ， 目 前 已 有 很 深信 的 研究 , 它 
是 介 于 代数 和 数理 还 辑 之 何 的 学 科 . 

EEMS 一 个 代数 系统 (algebraic system) 
A= <A,0, R) EAH- ERRA 4, 一 个 由 若干 个 
ELEAL IEN (algebraic operation) o, : A 
一 A{i EI) 组 成 的 集合 司 , 以 及 若干 个 定 交 在 4 上 的 
关系 (relation); Ç A” 组 成 的 集合 RRA. 假设 所 
老 虚 的 集合 4 的 Descartes 器 集 的 指数 n m REN 
整数 ， 并 且 分 别称 为 相应 的 运算 和 关系 的 元 数 
(arity). 集合 4 称 为 代数 系统 A KOR $R E (carrier) 或 
基础 集 (underlying set ), 它 的 元 者 同时 也 称 为 这 个 代 
数 系 统 的 元 素 . 4 的 基数 14| 称 为 代数 系统 和 的 势 
(eardinality) 或 阶 (order]. ze (a... 2, ) € A" 在 映 
时 0.:A" A 下 的 象 称 为 运算 o, Ala a, ) 处 
BJE (value). 类 但 地 , 如 果 (9,,…,aw】 Er, 那么 就 涪 
AREK ape, aon EZR r 中， 并 且 记 作 r(a 

an). 与 可 以 在 4 上 定义 的 其 他 运算 和 关系 不 同 ， 
运算 o, (ie I fl3e 8: r, G £ J) PR A Æ À BS (basic) sü BX 
始 的 (Prirnitive) . 

` 族 对 《fm:iel); {mjeJ}>》 称 为 代数 系统 A 
的 型 (type of the algebraic system) .两 个 代数 系统 入 
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Ís A fk AE (same type) 的 ,如 果 =I, J=J' 并 且 
n=n,, m, =m (EL jeJ). 两 个 同型 代数 系统 入 A 
的 分 别 在 了 和 了 中 其 有 相同 于 标的 基本 运算 o. o, 和 
基本 关系 rr, RAAH (similar). 

如 果 集 合 AE CHE, 则 代数 系统 点 称 为 有 
限 的 ; 如 果 和 集合 TJ 是 一 个 有 限 集 , 则 代数 系统 A 称 
为 有 限 型 (finite type) 的 .有 限 型 的 代数 系统 各 记 作 À = 
ÇA; o, U, O, P U T 2. 

如 果 一 个 代数 系统 A= A. O, R》 的 基本 关系 
的 集合 是 空 集 , 则 称 为 一 个 汉民 数 (universal al- 
gebra) a 或 代数 (algebra) ; 如 果 基 本 运算 的 集合 口 是 空 
集 , 则 称 为 二 个 模型 (model) 或 关系 系统 (relational 
systern)， 经 典 的 代数 系统 有 群 ， 环 、 线 性 空间 、 线 性 
代数 ， 全 序 集 ， 全 序 群 、 格 等 等 . 

代数 系统 A=<A, O, RR》 的 基础 集 4 的 - - + 1E 
2 P dË B # 32 PIR (closed), 如 果 对 B 的 任何 元 素 
b. b. HEEREN osoOb o, (b, `, b.) 
EEF B. "B O Wie Wl RIKER +i T 
B 上 的 运算 和 关系 时 , 就 得 到 一 个 代数 系统 B= (B. O', 
RY, 也 和 给 定 的 代数 系统 盘 是 同型 的 ， 并 且 称 为 慌 
数 系统 起 的 个子 系 统 (subsystem) .代数 的 子 系统 
称 为 FARA (subalgebra), 而 模型 的 子 系统 称 为 子 模型 
(submodel), 子 代数 概念 紧密 地 依赖 于 所 考 虚 代 数 的 
基本 运算 集合 . 于 是 ， 一 -个 广 群 如 是 一 个 型 为 <2》 
的 代数 ， 即 带 有 一 个 基本 运算 6G x G GHA. 
一 个 具有 标定 单位 元 e 的 广 群 王 是 一 个 型 为 Q, 0 
的 代数 ， 其 标定 单位 元 e 关于 基本 运算 o: H x H— 
H, HET heH, RAHE: ole, hoh, eh. H 
子 这 个 原因 , 一 个 其 有 标定 单位 元 e K REH BALH 
fr WE S e, IA P < H, o> 的 子 广 群 不 一 定 
包含 2. 与 代数 不 同 ,一 -个 模型 的 任何 非 空 子 集 可 以 厦 
作 一 个 子 模 型 ， 

一 个 代数 系统 态 同 构 (isomorphic} 子 与 其 同型 的 
一 个 代数 系统 A ， 如 果 存 在 集合 4 到 集合 4? 上 的 一 
个 一 一 映射 p, ERA 的 所 有 元 案 al a, 和 
fr el jeJ, 有 


1u a =o, (@(a), i 
ra o am J Er, (pa), Pian) (2) 
共有 上 述 性 质 的 映射 o 8A [8] 88 (isomorphism). 

以 后 ， 一 个 代数 系统 的 类 总 是 补 理 解 为 一 个 抽象 
的 类 ， 即 -~ 个 同型 代数 系统 的 类 ， 而 且 当 这 个 类 包含 
一 个 化 数 系统 和 时 ,也 包含 所 有 同 构 于 各 的 代数 系 
统 . 当 考 虐 代 数 系 统 的 .一 个 业 名 时 ,这 个 类 中 的 所 有 
代数 系统 通常 有 - -个 如 下 的 确定 的 书写 方式 , W 8 的 
型 为 Cin. iel}; Im: jejyy. 对 每 个 Te 指定 一 
个 符号 F, ， 称 为 函数 符号 functional symbol), 而 


pla) (D 


plo, Ca, 
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对 每 个 je J, 指定 一 个 符号 也 , PF 为 调 词 (predicate). 
如 果 一 个 代数 系 4 属于 A, #Ho An — 4 是 其 中 
一 个 基本 运算 ， 那 么 把 4 的 元 素 o (epte, G.) 
记 作 F, (a... a, ÆR, sn r = A": PE À t B 
一 个 基本 关系 ,并 且 元 素 (al,…，,aw) Er, #@ ir 
P (a... gw )= 工 ( 真 ) 或 简单 地 记 作 P (a... a. ). 5 
一 方面 ， 如 Ria, aq}#r ,就 记 作 Pa, = 
P 假 ) 或 一 Po a.) 设 W={Fis 门 ,Or= 
{Pj: jeJ), fR#ë c R H 3: 3 VUN, BJ B 
Ak 10, 1, 2, AKBAR v (F)=n,( € D, 
(P =m GEIEN — TEH xt S Q= Ç (y, Op: p> 
称 为 类 8 的 表征 (sigmature). 一 个 有 限 表 征 可 记 为 
LEIS, e, FER PY, e Pr), RERA EA CEF, 
Fi Peno PO. — 4 3SfiE3 OQ AREA Pt ARA 
TORAN- system), 并且 记 作 A=<ÇA, Q). 
WERA SABRES O, W AS A BKE 
条 件 (1) 和 (2) 可 以 简化 .于 是 , mE F GEEDA PUEI) 
是 表征 所 的 符号 ， 则 等 起 (1) 和 {2) 的 表现 形式 为 : 


@(F.(a,. `", a,))=F,(e(a), e plen) GB) 
Pilas o, a) | P plah, 7 pland (3) 


QRA A PJ D) Z £ A 内 的 一 个 同 态 (homomor- 
phism) 是 一 个 映射 op:4 一 由 ,对 4 的 所 有 的 元 素 a,, 
a 和 所 有 的 F. E OQ, fl P, € Q,, W E 3 EF (3) fl š tE 


pan. 65) 
-TAS p: A— A' 称 为 强 的 (strong), 如 果 对 O, Bl 


P (a, `". a,)=> P lpia), `] 


任何 谓词 符号 P A A ' 的 任何 元 素 b, b... bn, RE 
P (b. ` b, )= T, 在 4 中 就 存在 元 素 b. TN b,j 的 原 
象 g，… ,er EP a, 9%)=T. 对 代数 来 说 ， 


同 态 和 强 同 态 概念 是 一 致 的 .对 模型 来 说 ,有 的 同 态 不 
是 强 同 态 ， 并 且 也 有 不 是 疝 构 的 一 一 同 态 . 在 同 态 映 
射 提 :点 一生 之 下 ,各 的 子 系统 的 象 是 和 的 于 系统; 并 
且 二 的 子 系统 的 非 空 完 金 原 象 是 起 的 于 系统 ， 
一 个 等 价 关系 8 三 4 x 4 称 为 中 系统 起 的 一 个 合 
P (congruence) 关 系 ， 如 果 对 4 的 所 有 元 素 a,b 
a, b, MRAR F E, A 


Ma, bi). | Wan» ba) > 
= ñ(F,(a,/, ... say À. Fibi *" "1 b,)), 


对 于 代数 系统 AHE TARH o. WRAAE 
系 fa, 站 成 立 , 当 且 仅 当 pageh) Wela. b) Jë A É$ 
一 个 合同 关系 , 称 为 同 态 q 的 核 合 同 {kemel on- 
fuence ) 关 系 , 对 人 系统 起 的 任何 合同 关系 8 和 每 个 元 
Kaca Ra ajo=íxe A: 0(x, a)} 称 为 代数 系统 态 关 
于 合同 关系 8 的 一 个 陪 集 (coset) . 对 每 个 F. E 人 ,假设 


Fta /0,..... a, /9) = Fan... 
并 且 对 每 一 个 P,e 82;， 假 设 
P (b /8...., bm OFT, 


当 且 仅 当 在 和 4 中 存在 元 素 G, cn E 0(b., 0》…， 
Abm, cm) 及 P (C e ) 或 立 ,这 样 就 得 到 一 个 与 


给 定 代 数 系统 生 同 型 的 代数 系统 和 /0; 入 /9 称 为 代数 
系统 和 关于 合同 关系 8 的 商 系统 (quotient system). X 
于 代数 系统 A 的 每 个 合同 关系 g, RERY o(a)=a/0 
(ae 4) 是 起 到 商 (代数 ) 系 统 太 18 上 的 一 个 同 态 ,并 且 给 
定 的 会 同 关系 8 是 的 粮 合 同 关 系 ， 奶 条 是 代数 系 
# 起 到 忙 数 系统 六 ' 内 的 一 个 同 态 ， 并 且 0 E g 的 核 合 
AHRR. WAR k(a/0)=e(a) W REOR Aa 
ARARE ARKAS. WRAS 中 是 一 个 强 局 
w WA ytt. 
QRA A, =LA, G> (w€ AO) 的 Descartes 
F (Cartesian produet) 是 如 下 定义 的 品系 统 D=< p, 
>》, 其 中 DD 是 基础 集 .A.(xE A) 5 Descartes F, # HE D 
上 的 基本 运算 和 基本 关系 由 下 列 条 忻 绍 出 :FF, (d, 
DF EL) 是 DD 的 一 个 坐标 
为 区 =F (d), e d O (weA) 的 元 素 ， P, (d,, 
' d. PST, S BAS ARA EAA P (d, (a), …， 
d. =T. 


—BRiSW (language of the first order) ,代数 系 
统 的 理论 的 基本 形式 语言 是 如 下 构成 的 一 阶 语言 L. 
设 代 数 系统 的 表征 为 人 = A, Nao, As {FF,: 
iEn, 0p={ 了 PP: jeJ}, 那 么 它 的 语言 上 的 字母 表册 下 列 
符号 构成 : 对象 变量 (abject variable)x,, x,,… ,函数 符 
号 FUEL, AARS PUE), ERRER S 


sdn) 8 


& V, =, —, =. 
Ei: 
w x, "对 每 个 元 素 x," ; 
Jx, “#Ff— TOGE x,” ; 


以 及 辅助 符号 : ABARA. Q 系统 的 一 阶 性 质 是 由 
根据 特定 的 规则 构成 的 字母 或 宇 的 有 限 序 列 , 即 所 谓 项 
term ARDARA (formula) KARA. 项 归纳 地 定 
XA: 每 一 个 形 如 x, 或 下, 的 字 当 v(F,)=0 时 都 是 
T wE 所 都 是 项 ,并 且 n= FRA FO, 
fotti. 

BEAR- T0ORS, HHS/RREA0KES 
对 象 变量 x... 次 的 一 个 项 ， 如 果 用 4 中 的 一 些 元 
Ka, a, AARE xx 并且 根 据 埋 成 项 了 所 
对 应 的 各 中 的 运算 符号 在 各 中 完成 这 些 运 算 ,那么 就 
HAA GE f a, agah AA S ,x,) 
在 各 三 44, x =a, AÉ M (value) .如果 CERTE 


AHORRA 内 的 一 个 同 态 ,那么 
pif an e, a))=f(e(a), U, 


表征 为 全 的 公式 概念 ,以 及 在 公式 中 自由 (free) A 
约束 (bound) 对 象 变量 概念 也 可 归纳 地 定义 为 : 

i) 8 PE 的 任何 谓词 符号 或 等 号 =，m 分 别 
为 v(P) 或 2, 如果 Ao, 是 表征 为 0 的 任意 项 ,那么 
字 P(f，…, 记 ) 是 一 个 公式 ,并 且 它 的 所 有 对 象 变 量 是 
自由 的 . 
2) WR g ETAR, WA 9 也 是 个 公式 . 
一 个 对 象 变量 在 公式 G PE H hK (约束 的 ) , 当 且 仅 
当 它 在 告 中 自由 的 (约束 的 ). 

3) 如 果 第 , 饶 是 两 个 公式 ,并 且 这 两 个 公式 中 公 
有 的 对 象 变量 在 两 个 公式 中 是 自由 的 ,那么 字 


gp(a)). 


Dét T V i Ti < 


也 是 公式 ， 

至 少 在 两 个 公式 Şi, 这 ,之 一 个 中 自由 (约束) 的 对 
象 变量 .在 公式 (全 中 也 同样 称 为 自由 (约束 ) 的 . 

4) 如 果 一 个 对 象 变量 xx EAA D 中 自由 出 现 , 那 
APOY) 车 和 (3xo 兴 仍然 是 公式 ,但 是 变量 x, 在 
(V x) (ax, PERAR, 而 所 有 在 公式 W rh 
自由 或 约束 出 现 的 其 他 对 象 变量 , 在 公式 (V x.) Š, 
(3x,)% 中 同样 是 自由 或 约束 的 . 


设 给 定 一 个 系统 入 和 表征 为 Q 的 一 个 公式 S. 


如 果 使 舍 中 的 所 有 自由 对 象 变量 x... x, 分别 取 4 
中 的 某 些 值 a... a; , 并且 把 构成 FAAEA 
词 符号 分 别 解 帮 为 A 中 的 基本 运算 和 基本 关系 ,那么 
就 得 到 一 个 确定 的 真 命题 或 假 例题 . 因此 根据 上 面 对 
公式 W 的 指派 , 就 确定 耳语 Exa, x =a, RJ 
值 是 了 或 是 了 ,用 告 {a …, 中) 表示 这 个 值 ， 如 果 9% E 
f 系 统 息 到 怠 系 统 贞 ' 内 的 一 个 同 构 映 射 ,那么 对 所 有 
Ña, a SA, A 


DCERE a) = Belah... pla). 


如 果 公式 洁 不 包含 自由 对 象 变量 ， 那 么 就 称 为 闭 
H doed). HEJA HARRA JAER 
AA TAHE JEA 中 真 或 假 的 问题 ， 给 定 的 表征 
为 0 的 闭 公式 集 5 称 为 可 实现 的 (realizabie) 或 相 容 的 
(oomsistent), 如果 存在 一 个 Q 系统 使 得 5 的 每 个 公式 
在 其 中 为 真 . 


紧 性 定理 (compactness theorem} 或 Gidel -Ma- 


JIBIEB EM (Gödel-Mal'tsev theorem) $; 如 果 给 定 的 
表征 为 各 的 前 公式 的 无 根 集合 $ 的 每 一 个 有 限 子 集 都 
可 实现 ,那么 整个 集合 5 同样 可 实现 . 

公 型 化 类 (axiomatizable dasses) . 设 5 为 表征 
为 晤 的 闭 公 式 的 某 一 集合 ，KS 表示 由 使 得 5 的 一 切 
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公式 在 其 中 为 真 的 所 有 内 系 统 构 成 的 类 ,在 给 定 类 R PJ 
每 个 位 系统 中 都 为 真 的 一 切 表 征 为 人 的 闭 公 式 的 集合 
Th 网 , 称 为 R 的 初等 理论 . 特别 地 ,如 果 {4) 是 所 有 同 
构 于 纵 定 的 名 系统 入 的 人 系统 构成 的 类 ,那么 Th(A) 
称 为 全 系统 的 初等 理论 ,并 且 简 记 为 Th A. — + Q # 
统 的 类 员 称 为 襄公 旺 化 的 (axiomatizable)， w 果 
ñ = 下 Th 网 .一 个 品系 统 类 入 是 可 会 理化 的 , 5 B 25 
存在 一 个 表征 光合 的 闭 公式 集合 S. 使 得 8 =KS. 

与 考虑 一 般 可 公理 化 概念 一 道 ,也 可 考虑 用 特殊 一 
阶 公式 可 公理 化 的 概念 . 在 代数 中 , 给 定 表征 的 最 重要 
的 特殊 公式 是 : 


(Vx1) `. (Vx )P(/,, - rfm) 
的 公式 ,其 中 严 为 台中 的 某 一 谓词 符号 或 等 号 = ,而 /,. 
… f, 为 表征 为 总 并 且 对 象 变量 在 x,,… ,x, 中 的 项 . 
拟 等 式 (quasi - identities ) 一 一 形 如 
(Vx )[P(/), r. sh 
Y= RAI,...,A)) 


(Vxi) 7: 
. EQ., Ü, 


的 公式 , 其 中 了,…, Q, R 是 O, rH B) Y 3 W in] gy S sk 
等 号 ,而 大, ,天 ,名 是 表征 为 人 0 并 
且 对 象 变量 为 x/,…, x, 的 项 ， 

全 称 (合式 ) 公式 (universal formulas) 一 一 形 如 
(Vx )-: (V x, i$ 的 (合式 ) 公 式 ， Jeri W É 3 #iF 3, OQ 
的 不 含量 词 的 公式 ， 

如 果 给 定 表征 为 们 的 一 个 恒等式 ( 拟 等 式 或 全 称 
(合式 ) 公 式 } 集合 5, 那 么 类 敬称 为 名 系统 的 一 个 条 
(UB sk 2 #F28 ). 

Birkhoff Æ Æ (Birkhoff theorem): 从 系统 的 一 
Ñ+ AE 28 8 是 一 个 得 . 3 H 2 5 É X T + £ š, 
Descartes 积 和 同 态 象 是 封闭 的 

如 果 太 =< 4 ,> 是 某 一 各 系统 ,把 中 的 每 个 
函数 符号 F, 换 为 n,+1( 比 下 的 元 数 多 一 ) 元 的 谓词 


FSF ,并 且 对 4 的 元 素 a, a’ 4, 规定 
Fla, ....a. ae Pal,.... a.) = a 
那么 就 得 到 一 个 模型 A= 14, Q > Rh O =Q, U 


[FEF EQ] ARA UTERA Q S Sk: AUT 
型 ， 对 任何 非 空 有 限 子 集 4.4,03) SC O AA 4.,= 
《4 AD 称 为 器 系统 态 的 有 限 子 模型 4, 一 <4,., T? 

的 一 个 有 限 删 除 (finite depletion). QRH À F p a 
部 可 嵌入 (localiy imbeddable] 包 系统 类 多 的 ,如 果 对 吕 
系统 和 的 每 一 个 有 限 子 模型 A， 的 每 个 有 限 删 除 As ， 

在 人 0 系统 类 台中 存在 一 个 只 系统 BOKT ARH 
A. EH) PRERA Ao 05》 同 构 于 模型 
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了 一 < 号。 QO ( At 38 SA F E B, B). 

NERA 多 的 一 个 子 类 & KD 8 中 全 称 的 
(universal) (或 全 称 可 公理 化 的 (universal axiomatiz- 
able)), 如果 存 在 一 个 表征 为 人 0 的 爹 称 {合式 ) 公 式 的 集 
As, 使 得 o= KSIY8. 

Tarski - Los 定理 (Tarski -Los theorem): Q RAX 
TEA 4 在 负 中 是 全 称 的 , 当 且 仅 当 8 包含 
中 的 所 有 可 局 部 做 人 8 的 系统 ， 


凌 过 积 (filtered products), 设 D=[jA, 屁 人 0 系统 
AGEA, AZ Ø)A Descartes 积 ， 并 且 设 中 是 A L 3 — 
TWF (filter). * 5 


doh œ {ach da) ha)eb (d. he D) 


ENORA DHENE D F hy — 238 f X 8. 对 每 个 元 
素 deDD, ë di pR D T OK 3 DE H AE, t H 
Ú D 0p=(d/a: d6D]. WME 


Fidi /9...., d, / $) = db = 
= {e Fidia... d.(a))=dta)) c b (FQ). 
Pd O... dn, / b) — 
人 te 和 中 1P Rh 


就 得 到 一 个 品系 统 Dig@= <D /0, n, 称 为 全 系统 
A (CEA) 关于 滤 子 外 的 滤 过 积 . 品系 统 AEA RAR 
个 积 的 因子 ， 和 如果 下 是 入 上 的 一 TER TF (urtrafi- 
ter PAWE D/G 3 O £ 3 A. (x€ A) 的 超 积 
(ultraproduct). 

超 积 定理 (ultraproduct theorem): 如 果 DOER 
系统 À, (ze 和) 的 超 积 ， 并 且 Ji, ,2) 是 任意 一 个 
表征 为 侣 的 公式 ,其 中 x, …, x 基 自 由 对 象 迹 量 ,那么 
HEMARA dh EDA 

Hd D... a /%9) < T — 
= [al dila)... dla T) c $ 


特别 地 ,一 个 表征 为 人 的 闭 公 式 省 在 位 系统 起 ,a 
EA 丰 ) 的 超 积 Di 外 中 为 真 , 当 且 仪 当 公 式 管 在 其 中 为 真 
的 因子 的 足 标 扬 构 或 的 集合 属于 超 流 了 于 过， 从此 ， 任 
何 可 公理 化 的 虽 系 统 类 关于 超 积 是 封闭 的 . 

0 系统 类 工 是 全 称 可 公理 化 的 , 当 且 仅 当 它 关于 子 
系统 和 超 积 是 封闭 的 . 

-TARRE {ej 三 》 称 为 单位 系统 (unit sys- 
tem), 如 果 它 的 基础 集 私 由 一 个 元 束 (例如 元 素 e) 构 
成 ,并 且 对 所 有 PEQ, Pet oT RX. 

Marmuea xE (Mal tsev theorem): -一 个 系统 
类 g 是 一 个 所 繁 ， 当 县 仅 当 它 包 含 一 个 单位 从 系 统 ， 
并 且 关 平子 系统 和 滤 积 (关于 尾部 泪 子 ) 是 封闭 的 . 


完全 性 (completeness) AJEA TE (categoricity) .一 
个 名 系统 的 非 空 类 S PAR BJ (categorical), W g 
中 的 上 所 有 全 系统 彼此 同 构 . 从 同 构 的 观点 来 看 ,任何 范 
畴 可 公理 化 的 介 系 统 类 仅 由 -个 有 限 从 系统 构成 . 

一 个 全 系统 类 8 称 为 关 于 基数 严 范 畴 的 (简称 下 
ARK). WREE — 个 基数 为 中 的 名 系统 ， 而 且 g 中 
的 所 有 基数 为 tm 的 人 系统 彼此 同 构 ,例如 ,特征 相同 的 民 
数 闭 域 构成 的 代数 系统 类 是 关于 任何 不 可 数 无 限 基 数 
范畴 的 . 一 个 系统 的 非 空 类 中 称 为 完全 的 
(complete) ,如 果 对 E 中 的 任何 名 系统 下， B 来 说 ,者 
A Th A =Th B. 

Vaught 定理 (Yaught theorem). iH 从 系统 的 
一 个 可 公理 化 的 类 EATE- 33 m nUn] 
EHHA: 中 的 所 有 Q 系统 都 是 无 限 的 那么 s 是 

-个 完全 类 . 
特别 地 ， 特征 相同 的 所 有 代数 闭 域 构成 的 类 是 完全 

的 ， 

也 可 参见 代数 系统 的 自 同 构 (algebraic system, 
automorphism of an ; RRR ARI (algebraic sys- 
tems, quasi - variety of }; 代数 系统 类 (algebraic sys- 
tems, class of ) ; RRRA (algebraic systems , varie- 
ty of). 
参考 文献 ， 

[!] Mames, A. H., AgireoOpansecyde cateni, M., 1970 
(if: Maiev, A. I, Algebrai systems, Sprimger, 
1973). 

[2] Cohn, P. M. , Universal algebra, Reidel, 1981. 

[3] Grátzer, G. Universal alpebra, Springer, 1979. 

[4] Bell, J. L. and Siomson, A. B., Model and ultrapro- 
duds: an Introduction, North-Holland, 1971. 

[5] Chang, C. C. and Keisler, H. J, Model theory, North- 
Holand, 1973. J. M. Cumpaos 所 

[HA] 这 里 所 用 的 其 些 术语 RERA) iB d 
家 的 术语 有 所 不 同 . 如 代数 系统 在 英语 中 通常 称 为 (一 
阶 ) 结 构 ((first-order) structure) {如 果 给 定 表征 或 相似 
型 (similarity type Q) ,在 英语 中 就 把 品系 统称 为 型 全 
的 结构 ); 如 果 和 如 不 依 本 原 关 系 ,那么 结 构 就 称 为 代数 
(algebra) .模型 这 个 术语 在 英语 中 用 以 表示 满足 一 个 给 
定 的 一 阶 人 句子 (sentence) ( 闭 公 式 ) 集 的 结构 ;俄语 中 
的 用 法 并 非常 规 用 法 .一 个 结构 的 基础 集 有 时 也 称 为 
£W (universe) .- 

虽然 本 文 说 代数 系统 理论 的 大 部 分 产生 于 20 世纪 
4 年 伐 是 怡 当 的 { 主 要 是 适 过 L. A. Henkin (L. A. 
Khenkin), A. H. Mames, A. Robinson 和 A. Tarski 
的 工作 ), 但 是 1935 年 的 两 个 重要 的 早期 销 果 
是 应 该 提 到 的 , 它们 是 刻画 代数 艇 的 Birkhofr 定理 
ALD A Tarski 关于 在 一 阶 结构 中 公式 有 效 性 的 定义 
QA2]. 
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代数 系统 的 自 同 构 [algebraic system, automorphism of 
an ; a; re6pawuuecKoñ cHc TeEME aB TOMOD hu aM ] 

-个 代数 系统 到 自身 工 的 一 个 同 构 . 中 系统 各 = 
《4 , 香 》 的 一 个 自 同 构 (automorbhism) k A ARE 
身上 的 一 个 其 有 如 下 性 质 的 一 一 映射 p: 


PF p U, Fe U @(x,)), D 
P(x,, Un Xa) S P(e(x), os pixs) (2) 


对 4 的 所 有 元 素 xo x,, AA BJ ET F, PRI. 换 
种 证 说 , 人 系统 不 的 一 个 自 同 构 是 系统 起 到 自身 上 的 
一 个 同 构 映 射 . 设 如 是 系统 态 的 所 有 自 同 构 所 构成 的 集 
合 ， 如 果 wEG， 那 么 道 映射 gq” 也 有 具有 性 质 (1) 和 
(2)， 因 此 yw 'e G. 系统 入 的 两 个 自 同 构 多 ,由 的 积 
a =op (H z (x) =Ww(0g (xe X) 也 是 系统 让 的 一 个 自 同 构 . 
由 于 映射 的 驾 法 适合 结合 律 , 所 以 《6G ,","'》 是 一 
群 , 称 此 群 为 系统 入 的 全 体 自 同 构 群 (group of all auto- 
morphisms); 用 Aut (A) 表 示 这 个 群 . 群 Aut(A) 的 子 
群 简称 为 系统 4 的 自 同 构 群 (automorphism group). 

Ho ERKAK -TRARA HHR 是 这 个 系 
统 的 一 个 合同 关系 . 规定 


(x, ED < (pix), 2 (y)e0, x, JEA. 


那么 p DERA AH- SARR. ÉB Id S o E — 
个 IC 自 同 构 (IC - automorphism), 如 果 对 上 系统 入 的 
每 个 合同 关系 来 说 都 具有 bu = 日 . 系统 态 的 所 有 IC AR 
HERRERA ICA) BE e Aut(A) 的 一 个 止 规 子 群 ， 并 
HRR Aut(A)/IC(A) 同 构 于 系统 各 的 所 有 合同 关系 构成 
的 格 的 自 同 构 群 ([1]) ,特别 地 ,由 群 的 一 个 固定 元 束 4 凌 
定 的 内 自 同 构 x 一 a 'xa BERR- -iC B BI. 然 
而 素数 阶 循环 群 的 例子 表明 , 并 正 群 的 所 有 并 : 自 同 构 
MEAE H. 

设 RA 从 系统 的 AELE RE S TE COE 
专 ) 秩 的 自由 系统 的 系统 的 任意 别 的 类 . E @ WU £ 
统 下 的 -个 自 同 构 pp 称 为 -个 【 自 间 物 
(] - automorphism), 如 果 存 在 -- -个 表征 为 Q 的 未 知 数 为 

XxX 的 项 了 tx,…, x,) ,日 具有 性 质 : 1) 在 系统 A 
NE OR a, 0 全 由 对 和 -PLX xE, ŽA 


g(x)=/f (x. a... A) 
成 立 ; 并且 2) 对 类 BESRA B Hl B ñ) IE W u 2 


XU, X. SY 


x J,(x. Xi, T, 


EBH 个 自 同 构 . 类 8 WE- RA ARA ( Ë n] 
MWAKE S (AERE Aut(A) 5 OF FE. 在 由 
所 有 群 构成 的 业 R dh. TAHET SREDA H At 
概念 是 - 致 的 [2]) .关于 更 一 般 的 人 系统 的 公式 自 癌 
构 (formula automorphism) #4., 见 [3]. 


x) (x€ B) 


HARRA RH, JP A HD — At t P F 
EA Ya iF) 
Rix i.a, Xa V) e FXL ATF 


(Xis X VEAR 


就 得 到 一 个 表示 系统 入 的 模型 (model) A’. 等 式 Aut (A`) 
=Aut (A) 成 立 . WRA A= CADMAS CLA, Q '> 
有 公共 的 支 集 A, HEQE, 那么 Aut (A) 2 Aut (A ). 
WERA H BR t KOL OS B) RAA h JjBER ui iM 
的 ， 那 么 群 Aut(A) tb R: A FR FT 8 H 0 (W. [1)). gt $ 
RoR — F 28, E B Wk Autfg) 是 由 所 有 同村 于 群 
Aut(A)(A € R) HERATA, # H 2 SAut(R)ËFH Aut 
(8) 中 的 群 的 子 群 构成 的 类 类 SAUR) H P| F] ft ik 
ABIR Aut{A) (A € R)rh 09 8FF 0 528 

下 面 两 个 问题 来 自 代 数 系 统 自 同 构 群 的 研究 中 . 

1) 给 定 一 个 总 秒 统 的 类 多 ， 我 们 能 对 Aut( 克 ) 和 
SAut( 8 )ik 23842? 

2) 设 给 定 一 个 (抽象 的 ) 群 类 K. 是 否 存 在 一 个 共有 

AEREO QRAR q 使 得 K=Aut(R), ## <= 
SAut(*)W@? 已 经 证 明 ， 对 任意 的 可 公理 化 的 模型 次 发 
B SAU (8 是 全 称 可 公理 化 的 {1]) .也 己 经 证 明 (T1]， 
MD .如果 R 是 由 无 限 模 型 构成 的 可 公 埋 化 模型 类 
B, <> k— T+ ES. GERAH, 去》 的 自 同 

构 群 ,那么 存在 一 个 模型 A 8 t E dB 4 三 吕 , 并 且 对 竺 一 
TEREG, FERH A WHEN o tigon px) 
(对 所 有 xEB)，1) E ít — a ARR 5! a y T 
公理 化 模型 类 K, 都 有 群 GESaAut(g) ,那么 就 称 群 如 
星 万 有 的 ， 2) 如果 和 群 心 同 构 下 序 群 日 的 ( 见 全 序 群 
(totally ordered group))# — + Ë HH (z + A la] 
HERH GRRE HEERE, 即 a < b= (a) 
s< e(b), 对 所 有 a. bEH, EG) MARI GARE HM 
一 个 序 自 同 构 群 (group of ordered automorphisms). 

Ë IEE. M. < > pH, bt M FE Jf BE BJ 
类 , 设 民 QO 是 右 序 群 类 ， 并 且 设 OA 是 自由 Abel 群 的 
序 自 同 构 群 的 类 ， 那 么 (|4], [5]. {6]) 


SAut() = 1 = RO = OA. 


每 个 群 同 构 于 某 一 代数 的 所 有 有 自 同 愧 构成 的 群 .如 
R 只 是 所 有 环 的 类 ， 那 么 Aug) EA REH% 
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(HD. Am. 如 果 外 是 所 有 群 的 类 , 3 2 Aut(@8)# R; 
例如 , 阶 分 别 为 3，5 和 7 了 的 循环 群 避 es C. PATE 
Aut(#). 也 不 存在 拓扑 群 使 得 它 的 所 有 拓扑 日 同 构 同 
构 于 Cs([7])》, 
$T 
[1] Plotkin, B. l., Grou of automorphisms of algebraic 
systems, Wohers - Noordhoff, 1972. 
[2] Csákány, H., Inner automorphisms of universal alge- 
bras, Publ. Math. Debrecen, 12 (1965), 331—333. 
[3] Grant, J., Automorphisms definable by formulas, Paci- 
fic J. Math., 44(1973), 107—115 
[4] Rabin, M. O. Universal groups of automorphisms of 
models, in Theory of models, North - Holand, 1965, 
274 —254. 
[5] Cohn, P. M., Groups of order automorphisms of ord- 
ered sets, Mathematika, á (1957), 41-50. 
[6] Cmaproa, A. M.. 《Ame5pa ú norugka? , 5 (1966), 6, 
41—59. 
[7] Wille, R. J., The existence of a topologaal group with 
automorphism group C., Quart. J. Math. Oxford O), 
18(1967), 53—57. JI. M. Cmpa 扎 Fi Ri PE 


代数 系统 类 [alpehraic systems, dass of anre6panu- 
SeCKHX CHCTeM Kuacc | 

同型 代数 系统 的 一 个 类 . 一 个 给 定型 前 所 有 代数 
系统 可 以 想象 为 具有 给 定 的 表征 忠 ， 并 且 称 它 作为 出 
系统 . 从 系统 的 一 个 类 R 称 为 抽象 的 (abstract), 如 果 
它 在 包含 一 个 系统 4 的 同时 ， 也 包含 所 有 辣 构 于 A 
HIRR. 

设 名 是 马 系 统 的 一 个 抽象 类 ， 称 马 系 统 A 
有 一 个 月 子 系统 的 局 部 桌 (local set), 如果 存在 入 的 子 
系统 生 。 的 一 个 包含 有 向 集 {A。: we A EN A, 覆盖 
A (EU, AṢA HERA WT f. — 3 R sN 
局 部 的 (local) ， 如 果 每 一 个 全 系统 A 具有 一 个 属于 
类 多 的 民 学 系统 的 局 部 集 人 台 ， 刻画 给 定 抽象 类 的 局 
部 性 质 的 定理 称 为 局 部 (定理 ) ( 见 Mamen 局 部 定理 
(Mal'tsev local theorem)) . 

一 个 人 2 系统 A FK RINN ( g -approximable) 

AAA EA residual)), 如 果 对 任 一 谓词 pe 

9,, =) ( 即 对 任 一 基本 谓词 ， 以 及 对 任 一 与 A 上 
和 起 中 任意 元 91,… ,4,, 内 要 
也 (a1, oa a F, 就 存在 系统 4 到 类 用 的 其 一 个 系统 
BAH- TEAS p: À — BEH Plo, la) on @ (a) 
=F. 多 可 通 近 系统 的 任 一 子 统 也 是 8B. 3H 
E 信 是 所 有 有 限 从 系统 的 类 ， 那 么 就 称 TEER 


> a + a a a 


剩余 有 限 的 (residually finite)) .如果 抽象 类 8 包含 


一 个 单元 系统 下 =《 fe], AORA A 是 多 可 逼近 
的 当 且 仅 当 它 可 以 同 构 地 嵌 人 类 中 的 系统 的 一 个 


Descartes RH (BJ. 类 多 称 为 剩余 的 {residual) ,如 果 
所 有 $ 可 抽 近 系统 都 属于 类 只 ， 类 8 称 为 同 态 闭 的 
(homomor Phically Gosed}， 如 果 只 要 它 包 会 人 0 系统 
上， 那么 它 就 包含 是 盘 的 同 态 象 的 所 有 红 系 统 . 所 有 
剩余 同 态 闭 类 是 局 部 的 【[S]). 

-TORAK 史 称 为 (有 限 ) 可 公理 化 的 
((finitely) axiomatizable )， 如 果 存 在 一 个 表征 为 0 的 
一 皖 闭 公式 的 {有限} 集合 5 使 得 由 W M S 中 的 所 有 公 
式 在 其 中 成 立 的 品系 统 组 成 . 有 限 可 公 蛙 化 的 类 也 称 
为 初等 类 (elementary class). 借助 于 广义 连续 统 假设 已 
HEAD: 1) -个 代数 系统 类 名 是 可 会 理化 的 当 且 
仅 当 它 关 于 超 积 封闭 并 且 它 的 补 { 在 所 有 器 系统 的 类 
中 ) 关 于 超 矫 封闭 ; 2) 一 个 忆 数 系统 类 RIFA 
且 习 当 它 和 它 的 补 关 于 超 积 封闭 ， 可 公理 人 北 的 代数 系统 
类 的 理论 论述 了 这 些 类 的 结构 性 质 和 和 这些 类 的 形式 语 
言 的 语法 性 岳之 间 的 联系 .可 公理 化 类 在 代数 中 起 着 特 
萄 的 重要 和 作用 , 它 包 括 艇 ( 见 代数 系统 太 (algebraic sys- 
tems, variety of )) 和 拟 竺 ( 见 代数 系统 投 笋 (algebraic 
systems,-quasi-variety of 为 . 8 PUS Pa 85 BJ H B. 
是 剩余 的 类 . 

除 考虑 用 -- 阶 捷 公 式 可 公理 化 的 性 质 外 , 也 可 考 席 
用 特殊 二 阶 闭 公式 可 公理 化 的 性 质 , 把 谓词 变数 R, 
R … 加 到 给 定 表 征 避 的 函数 符 导 和 谓 启 符 号 下 ,IEE D. 
PUENTE. W 当 是 一 个 不 会 量 河 的 一 阶 公 式 ， 它 
HARAS. WARAS., WAA R, -- ， 只 ,和 对 
象 变数 x，… ,x, 构 成 ; — R Z: O W Ea X £$ #k 2: K 
(crypto- universal formula), 其 中 避 是 量词 (V R .), 
(3R,) =b (wx) 的 一 个 序列 ,首先 由 车 二 个 不 合 自 由 对 和 象 
变数 的 隐 义 全 和 述 公式 用 他 辑 连接 符 导 息 ，Y ， 一 ,一 
组 成 一 个 公式 ， 再 把 由 隐 祥 全 称 公 式 中 的 所 有 自 班 谓 
词 变数 形成 的 立 量 词 序 列 置 于 其 前 ,这 样 得 到 的 二 阶 
公式 称 为 表征 为 口 的 Boole 全 称 公式 (Boolean -univer- 
sal formulas). 一 个 Q 系 统 类 g 称 为 拟 全 称 的 (quasi- 
universal), 如 果 存 在 一 个 表征 为 全 的 Booe 全 称 公式 
构成 的 集合 SS 使 得 生 由 且 e 仅 由 对 的 所 有 公式 在 其 中 为 


真 的 所 有 中 系统 构成 拟 全 称 全 系统 类 是 局 部 的 (Ma- 


JEDEB 定理 (Maltsev theorem)). A. H. Mamee 在 


[4] 中 给 出 了 拟 全 称 类 的 更 详细 的 定义 ， 
参考 文献 
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[6] Cleave, J. P., Local properties of systems, J. London 
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【 补 往 】 【在 广 久 连续 统 假设 下 ) 可 公理 化 类 和 初等 类 的 
特征 的 刻画 应 归功 于 H. J. Keisler([A1]). 
论文 [1], [2] 和 [4] 的 译文 也 可 分 别 在 [A2] 的 第 2， 
11 和 25 章 中 找到 . 
术语 “归纳 类 ”(indudive class) 有 时 用 来 代替 “局 
部 类 ". 
参考 立 献 
[A1] Keiler, H. J., Ultraproducts and elementary dasses, 
IPdag. Math., 23 (1961), 477-495. 
[A2] Mal'tsev, A. I. [A. I. Mal'tsev], The metamathe - 
matis of algebraic systems. Collected paper: 
1936 —1967, North - Holland, 1971. ARH 


ERRA [algebraic systems, quasi - variety of; 
SJIrebpsssaecxuX CHCTEM KERIHMEOTOOŬPANE | 

由 一 阶 逐 辑 语言 中 称 为 拟 等 式 (quasi -identities) 或 
PAR EFE (conditional identities ) 的 特殊 公式 公理 


化 的 代数 系统 类 (Q 系统 类 )， 氢 等 式 是 形 如 
(vxi) o (Vx) 
[Pi prr INST SEER. S Ati s"... hy 
一 P (f), .... fm) 
的 公式 ， 其 中 p. P e0 同仁 ) BR fp. ,了 多 


是 表征 为 9， 对 象 变数 在 x ,… ,x, 中 的 项 . 由 Mamnen 
定理 ([1]) , 表征 为 的 一 个 代数 系统 拟 先 TREN 
为 包含 单元 Q 系 统 已， 并 且 对 子 系统 和 淖 积 封闭 的 一 
个 抽象 系统 类 ([1], [20)， 一 个 可 公理 化 的 Q 系统 类 
是 一 个 氢 艇 当 是 仅 当 它 包含 单元 Q 系 统 巨 并 旦 对 子 系 统 
和 Descartes 积 封闭 ， 如 果 多 是 表征 为 各 的 一 个 报 
EA 的 系统 的 一 个 子 类 p 可 以 同 构 柑 入 菜 一 表征 为 
Chit PE RA R KAE DME. A 
ETTIRA RIRE ERRA E — AAR ; 可 能 和 到 结合 除 
环 类 的 无 零 因子 结合 环 类 也 是 一 个 拟 羔 ， 

表征 为 QAM R 称 为 有 限 可 定义 的 (finitely 
definable) (或 者 说 具有 有 限 基 的 拟 复 ), 如 果 存 在 名 
拟 等 式 的 一 个 有 限 集 S 使 得 8 恰 由 $ 中 的 所 有 公式 在 
其 中 成 立 的 Q 系统 构成 ， 例 如 ,满足 消去 律 的 所 有 半 
群 构成 的 拟 条 由 两 个 氢 等 式 

¿x =Z — X =y, Xz=yz > X=) 

定义 ,因此 是 有 限 可 定义 的 . 另 . -方面 , 可 以 嵌入 到 群 
内 的 半 群 执 繁 没 有 由 氢 等 式 构成 的 有 限 基 ([1], [2]). 

Ë 8 是 任意 一 个 了 系统 类 (不 必 是 抽象 类 ); 包 合 
8 的 最 小 拟 舰 称 为 类 g 03 ZA N DH 包 Gmplication 
dosure); 它 由 同 构 于 类 8 U IE) 的 @ 系 统 的 洪 积 的 下 
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RAR, AF ER Ë LOSS. 如 果 允 是 品系 统 类 
% 的 草 涵 闭 包 ,那么 入 RAME 员 的 生成 类 
(generating class of the quasi - variety}. WE Q 由 
一 个 系统 生成 当 且 促 当 对 于 R 的 任意 两 个 系统 A. B 
来 说 ,在 R 中 存在 一 个 系统 已 使 得 让 与 旦 分 别 同 构 二 
蕊 的 于 系统 D. EA -iE g E AiR e y 
É 只 包含 具有 任意 秩 的 自由 系统 ,并 且 这 些 自由 系统 也 
是 类 如 的 方程 闭 包 的 自由 系统 .包含 在 表征 为 所 的 其 
AEE 8 内 的 所 有 品系 统 氢 蓝 关 于 集合 论 的 包含 
关系 构成 一 个 完全 格 . 表征 为 全 的 所 有 拟 雍 构成 的 格 


“的 原子 称 为 间 BIR MUD: (minimal quasi - varieties). 


-MEE m 由 它 的 任 一 非 单元 系统 生成 .每 一 个 包 
会 非 单元 系统 的 拟 艇 至少 包含 一 个 极 小 报 铸 ,如果 哟 
是 具有 有 限 表 征 旬 的 全 系统 的 拟 徐 ,那么 它 的 所 有 子 
f(E T Mamee i 积 构成 一 个 广 群 ([3]). 
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(Æ$: Maltsev, A. 1., Algebraic systems , Springer, 
1974). 

[2] Cobn, P. M., Universal algebra, Reidel, 1981. 

[3] Mamme, A. H., <Cu6. MATEM. x., 8 (1967), 2, 

346-365. T. M. Omp Ë 
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代数 系统 艇 [algebrmic systems, variety of ; sweGpam 
CmX CTEM MHOro06Da3se: | 
固定 表征 为 只 的 .可 用 等 式 公 理化 的 代数 系统 的 一 
TERRE% (algebraic systems, dass of )). 
等 式 即 形 如 
(VX) DP o f.) 


的 公式 ,其 中 了 是 名 的 谓词 符号 或 等 号 , fl. f. E 
表征 为 只 且 对 象 变数 在 x,, …，x, 中 的 项 ， 代数 系统 
的 和 该 也 称 为 本 原 类 (equational class 或 primitive class) . 
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表征 为 OQ BJ 88 ti pJ E X A (Birkhoff 定理 (Birkhoff theo- 


rem)) 关 于 子 系 统 , 同 态 象 和 Descartes PHAR QOR 
统 的 一 个 非 空 类 . 

包含 一 个 给 定 (不 必 是 抽象 类 jn 系统 类 用 的 表征 
为 QQ 的 所 有 塘 的 交 , HAR I AAE M t (equational 
dosure) ,或 称 为 由 类 中 生 成 的 艇 ,并且 用 var 名 表示 
它 ， 特 别 地 ,如 果 类 R H — + OQ 33% AAR MAE 
的 方程 闭 包 用 Var AAR. Sp) SE A RARR, BE Z 
var À iF Pr 5 # B **E rk ñ 38 56 tb, E: r B y ([1). [2]. 

设 罗 是 品系 统 的 一 个 类 , 我 们 用 Sse 表示 由 经 
的 系统 的 子 统 构成 的 类 , F] H< 表示 如 的 系统 的 同 
态 象 所 构成 的 类 ,并且 用 II 表示 同 构 于 经 的 系统 的 
Descartes 积 的 系统 所 构成 的 类 . 对 系统 的 性 一 非 
FE $, FAZE], [2]) 成 立 ; 


var R = HSIIR 


一 个 炉 称 为 平凡 的 ,如 果 等 式 x=? 在 它 的 每 一 个 系统 
中 成 立 , 任 一 非 平 风 艇 N 包含 有 任意 秩 m 的 自由 系统 
F,(3), 3EE 9 =var F, (M), [2)). 

W 3 是 表征 为 中 的 某 些 等 式 构成 的 集合 ,并 且 设 KS 
是 由 5 的 所 有 等 式 在 其 中 成 立 的 所 有 器 系统 所 构成 的 
X. 如果 对 表征 为 的 一 个 炙 9. SZ 中 = 有 成 
ERARA SEEN 的 一 个 基 (basis) .如 果 饼 m 有 

- -个 有 限 基 5， 那么 就 称 M 为 有 限 可 基 的 (finitely 
baseable) .对 任 一 系统 A, Evar A 的 一 个 基 也 称 为 系 
Ë A 的 等 式 基 (basis of identities) .如 果 N 县 一 个 有 
ARREK, 有 限 可 基 的 代数 的 艇 ,并 且 9 的 所 有 代 
数 具 有 分 配合 同 关系 格 ， 那 么 9 的 每 一 有 限 代数 A 
有 … 个 有 限 等 式 基 (fl0] ， 特 别 地 , 任 一 有 限 格 《4， 
V, A 》 有 有 限 等 式 基 ,任意 一 个 有 限 群 有 有 限 等 
式 基 ![3]) .另外 ,存在 一 个 没有 有 限 等 式 基 的 六 个 元 察 
的 半 群 和 三 个 元 圳 的 广 群 ([6]) , 

亿 含 在 表征 为 9 的 某 一 固定 簇 N 内 的 所 有 系 
统 艇 关于 包含 关 系 构成 一 个 有 零 (zero) 和 1 (unit) 的 完 
ZALM) 称 此 格 为 M TEK (lattice of subvar- 
ieties), 这 个 榜 的 党 是 基 为 x= y, Plc, :XxX,) (Pe Q) 
的 条, 而 这 个 格 的 1 EEN. WEE 对 是 非 平 凡 
的 ,那么 格 LOS BHS T ASE F. { 喘 ) 的 所 有 全 特征 
合同 (fully - characteristic congruence) 关 系 构成 的 格 ， 
其 中 下 (名 ) 是 秩 为 可 数 并 且 在 M 中 自由 的 代数 系统 
D. RRE 有限 并 且 仅 由 谓 遍 符 号 构成 外 ,表征 为 
全 的 所 有 艇 构成 的 格 L AARE. ERAL KHER 
的 确切 秆 已 找到 [1]). 所 有 格 和 能 的 格 是 分 配 格 并 且 基 
数 为 连续 统 势 ([7]，[8] )， 所 有 和 群 艇 的 格 是 模 格 ,但 不 
旦 分 配 格 ([], [4]) .所 有 交换 半 群 的 笋 的 格 不 是 模 格 
([91). 


表征 汐 全 的 所 有 艇 的 格 Ls 的 原子 已 证 明 是 表征 


HQ MRi (minimal vatieties)， 每 一 个 含有 非 单 
元 系统 的 簇 至少 包含 一 个 极 小 往 ., 如 虹口 系统 和 是 有 
限 的 ， 并 且 它 的 型 也 有 限 . 那 么 能 qar A utu HT 4. 
极 小 字 艇 ([1]). 

WW. Q KEE O FE W HTE. Mames 
积 (Maltsev product) 和 ,5 加 是 由 9 中 所 有 具有 如 下 
性 质 的 系统 和 椅 成 的 类 : 入 有 一 个 合同 关系 站 使 得 
(AJo 5 ,所 有 陪 集 aolac) EM 的 一 个 系统 并 
HMT %. WEN 是 所 有 群 构 成 的 稻 , ADEE 
的 子 艇 ,那么 积 X, o % 5 Neumann 积 相同 ([3]) , 半 群 
BOB EE- TE. -TORREN 称 为 极 化 
的 (Polarized) ,如 果 存 在 表征 为 9 的 一 个 项 e (x) 使 得 
在 轩 的 每 一 个 系统 中 ,等 式 e (x)=e(y), Fle(x),…， 
e(x)=e(x) (FEMRE. 如果 N 是 一 个 极 化 代数 艇 ， 
并 且 M 中 的 所 有 民 数 的 合同 关系 是 可 撞 的 ,那么 M 
KEETE A KBA Mames H Aao BE M 的 子 
E. PIR J E t. PFR 8 9 B) fE 
B BE G (MN) mEn ENARE, 或 是 特征 为 0 
的 固定 域 P 上 的 所 有 Lie 4Ç 39 988. 32, G(R) E -— 
个 自由 半 群 (1]) . 
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A. M. Cumps # 
【 补 注 】 代数 系统 得 的 范畴 特性 是 由 F. W. Lawvere 
提出 的 ([A1]); 这 方面 的 详细 情况 见 [A2]、 
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数学 的 一 个 分 支 , 它 研究 几何 图 形 {或 在 广泛 的 意义 
上 ,所 有 可 以 庶 及 连续 性 的 对 象 ) 及 其 相互 间 映 射 在 连续 
形变 ( 同 伦 ) 下 保持 不 变 的 性 质 . 和 代数 拓 扑 学 的 日 标 ,本 
质 上 就 是 完全 列举 出 这 些 性 咸 , 民 数 丘 扑 学 这 一 和 名称， 
源 于 找 数 概念 和 代数 方法 在 解决 本 领域 问题 时 所 起 的 
决定 性 作用 .其 性 质 在 代数 拓扑 学 中 补 研 究 的 最 重要 的 
LÆNE, BERE (多 面体 , 见 和 看 形 (complex)), 可 以 
是 单纯 的 , 胞 腔 的 等 等 ; 流 形 (manifold), n bl J JF 
的 , 闭 的 , 带 边 的 , 亦 可 划分 为 净 漠 的 (可 微 的 ), 解析 , M 
解析 , 分 段 线性 或 拓扑 的 ;纤维 从 ( 钙 锥 已 (6bration)) 
及 其 截面 .代数 据 扑 学 中 考 虚 的 映射 的 主要 类 型 有 有 任 
意 连 续 的 ,分 段 线性 的 及 光 谓 的 ; 它 最 重要 的 子 类 型 
E: EE, 特别 地 有 连续 的 ,分 复线 性 的 或 光 泌 的 (微分 
HE) 一 个 对 象 在 务 一 对 象 中 的 构 入 以 及 温和 (yB Kk 
A) (REE (homeomorphism); W4) P Æ (diffceomo- 
rphism)). 

Ju rin FE F — + iÉ 8 R BO SR a Jë W E (defor- 
mation). 形变 的 主要 类 型 包括 : 同 伦 , 即 连 续 映 射 的 
一 个 任意 连续 ([ 光 沸 , o E RE E PE GEZ, É 
W. PERR). MAE, KARRAR- - TEE, 
# JE aii hH if AARMA ARRA. 

RFR 3: 38 BU PS £= [E] 88 3 18 336 BU E GE 
续 , 光滑 ,分 段 线性 ) 分 类 问题 ,做 和 人 (sk0 A) 3 T E| 8 
( 吉 正 则 岗 伦 ?的 分 类 疝 题 , 以 及 一 般 的 连续 上 映 射 的 司 伦 
分 类 问题 .在 解决 这 些 问 题 的 过 程 中 ,将 复 形 或 流 形 按 
所 谓 茶 伦 等 价 或 同 伦 型 homotopy type} 加 以 分 类 的 
问题 ,起 着 重 妈 的 中 间作 用 . 

下 述 比 较 特 殊 的 问题 , 曾经 在 代数 拓扑 学 的 发 展 中 
起 过 重要 作用 . 

th 通常 并 不 是 考虑 一 般 形 式 的 戏 入 问题 ,而 是 考 
虚 在 Euclid 空间 中 的 幅 入 .一 种 很 重要 的 特 狐 情形 是 
三 维 空 间 中 的 纽 铺 理论 (knot theory) {以 及 链 环 
论 ), 这 是 代数 拓扑 学 的 起 源 之 一 ; 辩论 (braid theory) 
是 与 其 相关 的 一 种 情形 

2) 由 Eudid 空间 中 各 种 不 同 集 合 的 配置 所 决定 的 
同调 不 变量 , 及 把 一 个 集合 与 其 余 集 的 疗 调 联系 起 来 的 
对 偶 定 律 ( 见 民 数 拓 扑 学 中 的 对 俩 性 (duality)), 在 代 
数 拓 扑 学 的 历史 上 起 过 重要 的 作用 . 

3) 关于 流 形 到 自身 的 映射 的 不 动 点 的 代数 数 的 计 
算 , 有 许多 基本 结果 .关于 光滑 紧 变 换 群 , BFS BE Bris 
坏 群 的 不 动 点 ,也 发 现 了 许多 基本 事实 . 

4) 为 解决 所 请 配 边 (cobordism) 问 题 而 发 展 起 来 
的 方法 ,在 代数 拓扑 学 的 发 展 这 程 中 具有 技术 上 的 重要 
性 : 配 过 向 压 是 指 是 否 存在 一 个 以 给 定 的 闭 流 形 为 边界 
的 带 边 流 形 { 配 边 )? 这 一 类 问题 最 初出 现在 球面 
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同 伦 群 (homotopy 记 oup) 的 计算 中 .一 些 重 杰 的 梧 边 
问题 是 用 示 性 类 (characteristis dass) 的 语言 解决 的 ， 

5 现在 ,不 羽 有 关 流 形 的 ,特别 是 到 Euclid 空间 中 
的 汽 滑 上 映射 的 奇 点 的 同调 不 变量 ,而 且 有 关 向 量 场 . 标 
抽 场 和 张 县 场 的 奇 点 的 同调 不 变量 ,已 有 了 上 估 生 的 事 
实 . 特 别 地 ,这 个 问题 的 解决 导出 了 示 性 类 .一 种 特别 章 
3 P 18 e R UE i. YG ME PR $k PR IË E = IB] aA 
{ 极 值 曲线 } 的 平稳 点 ;它们 与 疝 调 论 (homology 
iheor 让 之 间 的 联系 ,对 于 湿 清 流 形 的 几何 结构 , 和 得 到 
极 值 曲线 数 的 下 界 , 都 是 重要 的 . 

6) 对 一 类 重要 的 特殊 空间 一 一 Lie 群 的 代数 -拓扑 
性 质 的 研究 ,是 与 其 代数 结构 和 表示 ,以 及 Lief (Lie 
Erokp} 上 的 变 分 堂 密切 相关 的 , 关于 Lie 群 拓扑 结构 所 
得 到 的 结果 ,形成 了 代数 拓扑 学 无 数 方法 和 事实 的 基 
础 , 前 它 作 适用 于 任意 流 形 . 齐 性 流 形 的 全数 拓扑 学 与 
Lie 群 的 方法 密切 相关 . 

7) 与 从 基本 类 (fundamental group}) 出 发 的 种种 
代数 结构 有 关 的 特殊 不 变量 ,在 代 孝 拓扑 学 中 起 着 主要 
作用 .这 一 类 型 的 量 简单 的 不 变量 ,曾经 在 组 结论 和 三 
维 流 形 理 论 中 出 现 , 其 代数 理论 的 发 展 后 来 取得 了 实 
质 性 的 进展 , 并 逐渐 形成 了 一 个 独立 的 学 科 一 一 稳定 
代数 或 代数 K 理论 (algebraic K - theory), 

8) 通过 对 大 量 最 简单 和 最 常见 的 流 形 (ú tn Lie 
群 , 齐 性 空间 , 线束 流 形 及 离散 运动 群 的 流 形 ) 的 几何 结 
构 的 分析, 连同 Riemann 几何 的 基本 原理 , 导致 了 纤维 
其 横 念 , 它 由 一 个 空 得 (全 空间 或 纤维 空间 ) , 一 个 底 空 
间 , -一 个 由 全 空间 到 底 空间 的 投射 ,一 个 纤维 ({ 同 胚 于 此 
投射 的 任 一 “ 鱼 维 ") 及 纤维 变换 的 结构 群 所 组 成 . 改 数 
拓扑 学 在 这 方面 的 一 个 中 心 回 题 ,就 是 纤维 从 及 其 截面 
的 同 伦 分 类 问题 . 主 媳 维 从 (principal fibre bundle) 和 
WRA (vector bundle) 尤为 重要 

代数 拓扑 学 中 解决 所 有 主要 问题 的 一 个 通用 方法 
是 构造 对 实际 例子 可 进行 有 效 计算 的 、 取 值 于 某 种 离 
散 和 集合 的 代表 不 变量 ;不 变量 的 值 ,在 所 研究 的 相应 的 
映射 类 的 形变 过 程 中 不 应 改变 .大 量 本 性 不 变量 , 其 间 
丰富 的 代数 联系 以 及 计算 上 的 难度 ， 决 定 了 现代 代数 
拓扑 学 的 特点 . 

计算 最 简单 量 常 见 流 形 的 代数 -拓扑 不 变量 , 并 不 
AEF ANRH .计算 Lie 群 和 许多 和 莉 性 空间 的 同调 不 变 
晤 ,就 使 入 科 作 过 很 大 努力 ,并 使 用 过 复杂 的 方法 . 同 伦 
群 的 计算 就 更 加 困难 .计算 Lie 群 的 许多 最 重要 的 同 伦 
群 ,就 出 乎 意料 地 使 形 了 测 地 钱 的 变 分 理论 ; 有 了 Lie 
群 的 这 些 同 伦 群 ,就 有 可 能 对 某 些 向 量 从 进行 分 类 ， 

在 所 研究 的 某 种 类 型 拓扑 空间 的 范畴 中 大 多 数 代 
数 -拓扑 下 变量 是 所 谓 的 元 子 (functor). 粗略 地 讲 , 这 
意味 着 当空 间 互 相 用 映射 连接 时 ,不 变量 的 慎 也 要 有 相 
应 的 自然 变换 . 例如 , 任意 空间 的 基本 群 误 同 调 ( 上 同调 ) 
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群 { 环 ) 可 出 连续 映射 诱导 的 同 杰 联系 起 来 ; 示 性 类 
(上) 同调 群 里 特定 的 元 寨 } 可 以 在 相应 于 流 形 的 坊 射 的 
同 态 下 得 相 转化 ; 对 同调 (上 同调 ) 群 中 某 元 素 施 行 上 同 
调运 算 的 结果 ,在 空间 的 一 个 过 续 映射 后 , 转化 为 该 运 
算 作 用 在 此 元 素 的 象 上 的 结果 ,等 等 . 

作为 几乎 所 有 民 数 - 拓扑 不 变量 研究 和 应 用 基础 
的 一 个 主要 性 质 是 : 不 变量 的 有 效 构造 通常 与 一 个 畏 
BIA JLA £8 3845 2 ,例如 复 形 的 所 有 主要 的 同 县 不 变量 
的 构造 , 要 涉及 前 分 成 单 形 或 乃 腔 ,而 这 样 一 种 构造 的 
结果 必定 是 关于 所 有 连续 同 有 是 ,甚至 是 关于 同 伦 等 价 不 
变 的 ; 这 种 例子 有 基本 群 , Euler 示 性 数 (Euler charact- 
eristic), MAg (homology group) (Betti 8), 上 同调 
环 (cohomology ring) 和 上 问 调 运算 (Cohomology ope- 
ration). 同样 地 , 光滑 流 形 所 有 基本 同 蚌 不 变量 的 构 
造 , 或 者 涉及 流 形 原 先 假 定 的 三 角 痢 分 , 即 归 铺 为 复 
形 ,或 者 能 使 用 分 析 工 具 . 悄 如 用 微分 形式 ( 败 对 称 张 
量 ) 和 它 上 面 的 微分 运算 方式 构造 上 同调 环 ， 或 用 向 量 
场 、 标 架 场 或 张 量 场 的 奇 点 来 构造 示 性 类 ， 此 外 ， 在 
某 些 情形 也 有 必要 使 用 有 Riemann LAHIR, WwW., 
M Riemann 曲率 的 语言 定义 流 形 或 纤维 只 的 示 性 类 就 
是 一 个 重要 的 工具 ， 尽 管 结果 是 关于 所 有 连续 同 且 不 
蛮 的 .这 样 说 来 ， 拓 扑 学 历史 上 基本 的 、 可 有 效 计 算 
的 不 变量 的 出 更， 都 包括 证 明 这 些 量 的 不 变性 这 一 困 
难 问 题 . 这 是 代数 拓扑 学 所 研究 的 另 一 种 类 型 的 问 
RK. 有 理 示 性 类 [或 这 些 类 在 闭 链 上 的 积分 } 已 被 证 明 
是 拓扑 不 变 而 不 是 同 伦 不 变 的 . 整数 示 性 类 的 总 和 被 
证 明 不 是 关于 连续 或 者 分 段 线性 同 胚 不 变 的 . 

反之 ,如 果 构 造 一 个 不 变量 使 其 (很 据 定 义 ) 关 于 连 
续 同 族 (或 更 广泛 的 一 类 变换 一 一 同 伦 等 价 ) 是 不 变 
的 ,那么 计算 这 一 不 变量 通常 是 困难 的 .这 种 类 型 的 最 
重要 的 不 变量 ,是 从 球面 到 所 研究 空间 内 的 同 伦 映射 类 
的 间 伦 群 ,在 计算 哪怕 是 最 简单 的 同 伦 群 的 例 卫 时 ,都 
有 很 大 的 困难 , 因而 ,尽管 在 代数 拓扑 学 的 发 展 过 程 
中 , 曾 为 计算 球面 自身 的 同 伦 群 而 担 出 过 大 量 的 方法 
(WD EE (homotopy group)), 但 至 今 仍 未 完全 了 
解 . 

同调 论 和 纤维 外 理论 的 结合 产生 了 谱 序 列 , 而 它 和 
上 同调 运算 及 其 推广 ,是 同 伦 映射 类 的 分 类 方法 的 基 
础 .在 代数 朱 扑 学 这 种 得 杂 计 算 方 法 的 基础 上 建立 起 来 
的 代数 学 科 称 为 同调 代数 (homelogicai alæbra). 

对 复 形 和 光滑 流 形 用 宇 角 剖 分 或 微分 形式 方法 的 
同调 论 的 所 有 基本 的 . 原始 的 构造 ,都 是 代数 或 解析 的 
可 有 效 计 算 的 组 合 .然而 ,在 代数 拓扑 学 的 发 展 过 程 
中 .人 们 注意 到 ,同调 论 完全 可 以 用 下 面 的 少数 形式 上 
的 性 质 ( 公 理 ) 来 定义 , 它 的 计算 方法 建立 在 下 上 电 的 基础 
+: 

1) 同调 群 的 伍 伦 不 变性 . 


2) 在 空间 的 连续 映射 之 下 , A ARa aA e 
人, 并且 映射 的 乘积 对 应 着 这 些 同 态 的 积 (P F tk), 

3) 在 复 形 . 子 复 形 与 商 复 形 的 上 同调 之 间 息 定 有 
某 种 形式 的 相互 关系 ( 正 合 性 公理 ). 

4) 所 谓 切 除 公 理 . 

5) 规范 化 : 只 有 一 个 点 的 同调 群 要 求 是 已 知 的 ， 
且 在 非 零 维 数 时 必须 为 零 ， 

人 们 很 快 注意 到 , 几何 本 质 完全 不 同 的 一 些 对 象 也 
具有 除 规范 化 以 外 的 上 述 全 部 性 质 . 这 种 对 象 称 为 广 习 
或 非 正常 同调 论 .它们 被 用 来 改善 代数 拓扑 学 的 计算 方 
法 .最 重要 的 例子 是 下 理论 (KK- theory), 它 建立 在 以 所 
研究 空间 为 底 空 间 的 向 量 册 上 ,而 不 是 建立 在 为 构造 正 
常 疝 调 群 所 使 用 的 闭 链 或 微分 形式 上 . 另 一 个 重要 的 便 
子 是 瑟 边 ( 协 边 ) 理 论 , 这 时 用 闭 度 形 到 所 研究 空间 中 的 
映射 来 代 震 和 任意 闭 链 ; 用 有 某 类 边界 的 流 形 的 映射 ,来 
代 埋 任意 边界 的 情形 ， 

民 数 反扑 学 的 方法 ,结合 用 于 流 形 及 其 同 且 群 结构 
的 少数 几何 事实 ,使 得 关于 者 种 各 样 同 是 (光滑 ,分 段 钱 
性 , 连续) 的 流 形 分 类 向 题 ， 最 后 得 到 解决 ， 还 使 得 铅 
人 和 瀑 人 分 类 中 基本 问题 得 到 解 风 (从 现代 观点 看 或 许 
TRE). 音 怪 的 是 ， 与 三 维和 四 锥 流 形 有 关 的 问题 
却 是 个 鲍 外 ,其 中 的 基本 问题 (至 1977 年 ) 仍 未 解 
#. 

由 于 多 数 基本 的 内 在 问题 现在 都 已 解决 ,所 以 , 代 
数 拓扑 学 的 现代 工作 , 是 致力 于 在 其 他 领域 应 用 这 些 纪 
ETE. 
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C. H. Horor # 
GREI ( 上} 同调 论 的 公理 1) 一 外 是 通常 所 说 的 Eilen - 
berg - Steenrod 公理 (A Steenrod - Eilenberg 公理 
(Steenrod - Eilenberg axioms), [A3] .一些 好 的 补充 
文献 是 [Al], {A2}, [A4)—[A6]. 
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一 类 并 着 车 (alpebraic poup), 它 在 基 域 的 某 个 
扩张 上 网 构 于 有 限 个 洋 法 群 6, 的 直 积 ， 代 数 环 面相 
到 G, 中 的 所 有 代数 同 杰 的 群 了 是 了 的 特征 标 群 
(character group); 全 是 自由 Abel 群 , 它 的 秩 等 于 了 的 
维 数 ， 若 代数 环 面 定义 在 域 K 上 , 则 了 有 GRAH, 
里 的 上 G 是 上 的 可 分 闭 包 的 Galois 群 ， 8 + T-+= 了 确 
定 了 上 及 上 代数 环 而 范畴 与 有 限 秩 的 五 自由 G 模范 畴 之 
间 的 对 偶 .上 上 的 代数 环 面 如 果 同 构 于 基 域 上 的 群 G、 
的 直 积 , 则 称 为 在 上 上 分 裂 (split);k 上 任何 代数 环 面 在 
k 的 某 个 有 限 可 分 扩张 上 人 分裂， 代数 环 面 在 代数 群 理 
论 中 的 作用 非常 相似 于 环 面 在 Lie 群 理论 中 的 必用. 
定 儿 在 代数 数 域 和 其 他 域 ( 如 有 限 域 } 上 的 代数 环 别 的 
研究 在 代数 群 的 算术 问题 和 分 类 问题 中 占据 重要 地 
位 . 奢 见 线性 代数 群 (linear alpebraic group); 玉河 数 
(Tamagawa number). ` 
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RAEG SLA [algebraic varieties, arithmetic of ; ame- 
(arithmetical algebraic geometry) 0 l 

代数 几何 学 的 -个 分 支 ,研究 定 穴 在 称 之 为 算术 型 
的 域 上 代数 钱 的 性 质 .所 谓 算术 型 的 域 即 代 数 数 或 代 
炊 函 数 的 有 限 域 、 局 部 域 及 整体 域 ， 在 有 了 根 域 的 情形 
下 , 它 主要 研究 代数 艇 在 这 个 域 或 它 的 有 限 扩 域 上 的 有 
理 点 个 数 . 在 研究 中 用 到 的 这 个 痰 的 画 数 {zeta fune 
tion) 对 于 代数 几何 学 方法 的 发 展 有 巨大 的 影响 . 对 (有 
理 ) 点 个 数 的 下 界 的 巾 计 f[1, 4D EREE. 

如 果 汪 是 带 有 剩余 域 尺 的 局 部 域 扩 上 的 代数 镶 (sk 
AE) RANE KAREHA E AR XEHE 
两 个 不 同 的 问题 联系 了 起 来 : RARA (REAA E 
上 的 点 } 以 及 求 Diophantus 方程 的 整 解 或 有 理解 ( 见 
Hasse AE (Hasse principle}). 3 8 X F 38 81 Ë 5k K 
W yu IK ARAA E, H 3 10 5 Fe 05 # $k 
关于 4 的 模 大 埋 想 取 模 , 用 同一 组 方程 即 可 定义 这 个 
淡 的 约 化 ， 这 样 就 得 到 剩余 域 上 的 “入 "X 以 及 一 
个 典范 映射 ,或 称 为 约 化 : 


Red: X(K) > Xolk). 


PHERI X Phil SE FELRE HI Se js ük LIP KB ESE. 

PCF E S| 38 WE (scheme} 概 念 的 理由 之 -, 这 种 语言 
可 以 严格 措 述 这 个 过 程 . 主要 问题 是 确定 脆 射 R ed 的 
象 , 即 找 出 对 应 于 守 的 有 理 天 点 的 点 xë X, (k) Henel 
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引 理 (Hensel lentima) 断 言 当 xx 是 非 奇 异 点 时 ,x 就 是 
这 样 的 点 . 关于 这 个 问题 的 更 一 般 结 果 见 [4]. 

与 代数 复 的 局 部 算术 有 关 的 另 一 类 问题 旦 对 这 些 
域 上 的 型 的 研究 . R F Pb S3EbR L n 个 变量 的 4 次 
型 ; Arin 猜想 是 车 n>d, 则 方程 F=0 有 非 平 凡 解 .已 
经 知道 对 于 函数 域 的 情形 这 个 猪 想 是 正确 的 .对 于 
进 域 已 经 证 明 对 每 个 由 ,存在 素数 的 有 限 集 4( 人 ,使 得 
34 p é A(d) B Artin 猪 想 对 d 次 型 成 六. 1966 年 已 经 证 
明 集 4{4) 非 空 . 这 说 明 Artin 猜想 是 错 的 {[4]). 现在 
(1977) 还 不 知道 对 于 奇 次 型 这 个 猜想 是 否 成 立 ， 

整体 域 上 代数 艇 的 算术 是 代数 几何 学 最 广泛 .最 分 散 
的 领域 . 它 包 含 Diophantus JLA. Æi, 入 的 上 函数 
论 以 及 Abe EA (RENERE. 所 有 这 些 理论 都 是 
关于 数 域 以 及 函数 域 平 行 地 发 展 的 .这 样 的 可 能 性 首 
先是 在 20 世纪 30 年 代 随 着 类 域 论 的 发 届 而 显示 出 来 
的 ; 安 的 基础 是 在 于 这 些 域 间 的 粗略 的 相似 性 这 在 概 
形 论 的 构造 中 最 清晰 地 显现 出 来 了 . 
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EME [algebraic variety ; anre6pasaecine MnorooGpasme ] 

代数 几何 的 主要 研究 对 象 之 一 .代数 得 的 现代 定义 
是 域 大 上 有 限 型 的 约 机 概 形 (scheme , 这 个 定义 是 长 
期 演化 的 结果 . 代 救 得 的 古典 定义 限于 实数 误 复 数 炬 上 
HANERE (afine algebraic set) 和 射影 代数 集 
(projective algebraic set). M 20 世纪 20 FREF 
$. h T B. L. van der Waerden, E. Noether 以 及 
其 他 人 的 工作 ,代数 稻 的 概念 受到 本 质 上 的 代数 化 , 从 
而 有 可 能 考虑 任意 域 上 的 代数 入 . A. Weil([6]) E #l 
用 粘 合 构造 微分 流 形 的 思想 应 用 到 代数 能 .用 这 种 方法 
定义 为 域 & 上 的 一 能 仿 射 代数 集 (V.), EEA V, 中 可 
选取 开 子 集 W = V, 使 它 与 相应 的 开 子 集 Wu < V, |l 
构 . 经 典 代 数 几 和 何 的 所 有 基本 概念 者 能够 用 到 这 样 的 


条 .后 来 求 田 雅 宜 和 颇 中 平 扩 造 出 了 不 能 同 构 于 射影 空 
间 的 代数 子 集 的 抽象 代数 艇 的 例子 [2]，[3]). 他 们 使 
用 完全 代数 散 (complete algebraic variety) 作为 与 射 
影 代数 集 相 类 伺 的 概念 . 

J.-P. Serre([3]) 已 经 指出 ,微分 流 形 和 解析 空间 
作为 环 式 拓扑 空间 的 统一 定义 也 能 类 推 到 代数 几何 .于 
是 代数 簇 被 定义 为 一 个 戴 环 空间 (ringd space), 它 局 
部 地 同 构 于 域 上 上 的 仿 射 代数 集 , 这 个 代数 集 带 有 Za- 
riski 拓扑 以 及 正则 牙 数 菠 的 层 ,代数 簇 上 环 式 空间 的 时 
加 结构 有 利于 简化 抽象 代数 艇 的 各 种 构造 , 并 能 应 用 有 
关 层 论 的 同调 代数 方法 进行 研究 . 

在 1958 年 爱丁堡 国际 数学 家 大 会 上 A. Grothen- 
dieck 已 经 设想 了 通过 与 概 形 理 论 相 联 系 进一步 推广 民 
数 灸 概念 的 可 能 性 .在 概 形 论 的 基础 建立 后 ([4)) ,代数 
艇 被 赋予 新 的 意义 : 域 上 上 的 有 限 型 约 化 概 形 . 这 样 的 
仿 射 (或 射影 ) 概 形 称 为 仿 射 Cek 9 82) 88 (n W J 
(scheme): 的 化 概 形 (reduced scheme]) .事实 表明 把 
REEDER REEERE, 对 于 代数 几何 中 
许 儿 问题 (例如 童 点 的 化 解 (resolution of singulari- 
ties ) , 参 模 问题 (moduli problem ) 等) 的 研究 都 是 有 
益 的 ， 

代数 搁 概 念 的 另 一 个 推广 与 共 数 空间 (algebraic 
space } 的 概念 有 关 . 

复数 域 上 的 任何 代数 能 帮 具 有 复 解 析 空 间 (analytic 
space) 的 结构 ,因此 能 运用 拓扑 及 超越 方法 进行 研究 
{ 见 Kšhler 流 形 (Kahler manifold)) . 

数论 中 的 许多 问题 ( 同 余 理 论 ，Diophantus 方 
E RER) 涉及 到 有 限 域 及 代数 数 域 上 代数 雍 的 研 
究 【 见 代数 往 的 算术 (algebraic varieties . arithmetic 
of ); Diophantas 几何 (Diophantine geometry); ft 
数 几 何 中 的 BR (zeta - Functon)). 
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EAE (或 概 形 ) 到 自身 的 可 道 态 射 ， 代数 笋 天 的 
所 有 自 隔 构 的 群 ,通常 记 为 Au X, Ë XW — +T 3 + 
变量 .研究 代数 铸 的 自 同 构 群 在 与 让 函 子 关联 的 对 象 
上 的 作用 情况 ,是 研究 代数 艇 本 身 的 一 个 上 具 , 这些 对 
RA Picard # (Picard group), FJ ( 炜 良 ) 环 (Chow 
ring), K - EF ( K - functor) 及 上 同调 群 . (ë 30088 0) 
B JF zF 49346 8EBSES (form) 的 概念 是 很 重要 的 . 
对 于 复数 域 上 的 完全 代数 簇 , 身 同 构 群 等 同 于 双全 纯 自 
同 构 的 群 . 

对 于 许多 简单 的 代数 艇 , 群 Au 的 结构 是 已 知 
的 . BAH X bK k E n 维 射 影 空间 P" 时 , 它 的 任 -- 
自 同 构 都 是 线性 射影 变换 ,而 且 Aun 疡 等 同 于 射影 线性 
群 PLG (n+], k). # £h k. 以 及 一 般 地 ,任何 Abel 
8: AW) H BHS R G ñit AOR k, k H G E 
保持 Abel SE rE BU E PLS PS E. AU E: Abel Ë& 4 的 
点 作 平 称 的 群 . 即 有 正 合 群 列 


l= Aik) > AutA > G — 1. 


# X RS g >1 的 光滑 完全 代数 曲线 , 则 群 Aut XE 
有 限 的 ; 已 经 知道 它 的 防 作 为 9 的 函数 的 央 计 (W K 9 
曲线 (algebraic curve)). 关于 代数 曲面 的 自 同 构 , 见 
代数 曲面 (algebraic surface). 

当代 数 笨 具有 丰富 的 典范 或 反 上 典范 可 逆 层 时 ,对 茶 
丰 自 同 构 群 是 群 PLG (CN, 有 的 一 个 代数 于 群 . 维 数 
r 22, K 3k d 23 的 光滑 超 曲 面 的 自 辣 构 群 起 有 限 章 
(11]). 

ELEAF H. Aut 了 Y 具 有 自然 的 代数 群 结构 , 可 
能 有 无限 多 个 连通 分 支 ; 这 在 一 般 的 情形 娘 然 正确 
([2]). 

mv NS TV 3 ak G lal 3 g br Š Ë Jj PN 5 & ` 以 了 
作为 参量 概 形 的 往 X BU ËI FISi (family of automor- 
phisms) 是 积 关 x 工 的 自 同 构 集 ,它们 与 到 第 一 个 因子 
上 的 射影 可 交换 ;县 有 参量 概 形 了 的 自 同 构 族 的 集合 
WLA Autri x T). A Ski — T 2 E pR F T — Aut,(X 
x T). # X së 2 SE, Hat Bñ T- E F; #8 aT £ mF 
H ( 9), WJ ATA + (representable functor)), 其 代数 
EERJE 2 £ R. u] Sk d PE #8 sy 2 ([3]). EAEE 
F. A. Grothendieck 给 出 了 一 个 证 明 ， 这 个 定理 
已 被 推广 到 正常 平坦 态 射 概 形 的 情形 .即使 X P 3638 
射影 曲 商 . 表示 这 个 函 子 的 概 形 也 不 必 是 约 化 的 ;不 过 
当 基 域 的 特征 等 于 0 或 者 下 是 光滑 曲线 或 光滑 超 曲 面 
时 , 这 个 概 形 的 单位 元 连通 分 支 是 一 个 簇 ， 

对 于 不 完 爹 租 , 自 间 构 钞 子 并 不 总 是 在 概 形 的 范畴 
内 可 表示 的 ， 对 于 仿 射 笨 , 自 同 构 范 子 在 概 形 的 归纳 极 
限 的 范畴 内 是 可 表示 的 ， 

除了 仿 射 直线 的 简单 情形 外 , 对 于 仿 射 空间 , 只 有 
仿 射 平面 的 自 间 构 群 是 已 知 的 .这 是 两 个 于 群 的 具有 融 
和 交 的 自由 积 ,这 两 个 证 群 就 是 线性 仿 射 变换 的 子 群 及 
三 角 自 同 构 的 子 群 , 即 形 如 
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x = ax+b, 
y = atf) 


HER, Ht a, b, cek, a#0, c#0, f (x) E. x ñi ËF 
## m= (14], [5]) ， 关 于 自 同 构 群 可 迁 地 作用 的 仿 射 
代数 曲面 ， 见 [本 . 
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EHHH [algebraically dosed feld; anre pameckHaM - 
Kuyroe Oone ] 
Bü k. 其 上 的 仁科 韭 零 次 名 项 式 在 上 中 至 少 有 一 个 
R. PXL 由 此 可 推出 个 代数 闭 域 上 上 的 任何 nn 次 
EMRE k 中 输 有 nn 个 根 , 也 邮包 项 式 环 [x] 中 任 一 不 
可 约 事 项 成 都 是 :次 的 . 域 上 是 代数 财 的 , SHE 
没有 真 的 代数 扩张 ( 见 域 的 扩张 (extension of a feld)). 
任何 域 上 都 有 唯一 的 ( 羽 差 一 同 构 ) 代数 闭 的 代数 扩 . 
张 ; 称 之 为 上 的 代数 闭 包 (algebraie closure) ,通常 用 天 
表示 ， 世 含 上 的 任 们 代数 闲 域 都 包含 -个 与 上 同 构 的 
TR. 
复数 域 是 实数 域 的 代数 闭 包 .这 就 时 代数 学 基本 
定理 (algebra, fundamental theorem of). 
参考 交 献 
[1] Zariski, O and Samwel, P., 
1, Springer, 1975 
[2] Lang. S.. Algcbra, Addison - Wesley, 1974. 
O. A. Hamon $ 裴 定 一 详 
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Algal 语言 | Algol; Azro2] 

用 十 自动 程序 设计 (automatic programm mg) 和 算 
法 公布 的 若干 种 算法 语言 的 道 称 , 它 是 “ALGOritbmic 
Language” ( 见 算法 语言 (alporithmic language)) 的 
缩写 ， 


ll8 ALOGOL-68 


Alpol 语言 的 最 初 文本 足 于 1958 年 由 国际 科学 小 组 
拟定 的 ,1960 年 巴黎 国际 会 说 通过 了 综合 当时 已 有 的 
数 种 程序 设计 语言 实用 特性 的 Algol - 60 语 育 . Algol- 
60 及 其 后 代 , 如 Pascal W a (Pascal), 得 到 广泛 使 
用 ,现在 ,Algnl 语 言 - : 般 指 的 是 Algol - 的 语 言 . t EF 
曙 适 全 于 数值 苍 析 的 算法 描述 .这 种 语言 是 独立 于 
机 器 的 语言 ， 林 提供 执行 输入 或 输出 操作 的 标准 方 
法 。 可 以 为 个 别 计 算 机 开发 标准 Algo 语言 的 专用 
特定 版 本 ， 每 个 版 本 都 是 -种 特定 机 器 的 编译 程序 
能 接受 的 语言 .一般 来 说 ， 从 标 推 语言 转换 成 它 的 特 
定 版 本 是 自然 的 ， 不 需要 很 事 人 力 ，Algnol 语言 的 大 
本 符号 是 十 进 制 数 ,英文 字母 的 大 写 体 和 小 写 体 ,标点 
符号 ,算术 和 有 还 辑 运算 符号 ,其 他 专用 符 导 和 一 些 英文 
单词 ( 例 WW, “begin”, “end”, “real”, “integr”, 
*array"). 这些 语言 基本 符号 按照 一 定 的 规则 构成 进 
一 - 步 的 实 栖 ,如 数 .标识 符 (和 名称] ,简单 变量 ,下 标 变量 、 
前 数 标志 符 , 表达 式 , 语 句 和 注解 等 . 语句 有 上 儿 种 类 型 ， 
冉 值 语句 ,转向 语句 ,条 件 语 名 ( 它 根据 包含 在 其 中 的 刘 
辑 表达 式 结 果 来 启动 其 中 -个 内 部 语句 ) 以 及 for 语句 
(循环 ) ， 一 组 语句 可 以 合并 成 一 个 复合 语句 或 包括 说 
明 的 分 程序 Algol 语言 的 算法 表示 法 可 以 包括 过 程 定 
X (definitions of procedures) ， 过程 定 义 包括 一 个 首 
部 和 一 个 体 . 过 程 体 可 以 是 用 通常 的 Algo] 语言 表示 
法 所 描述 的 个 语 划 ,而 多 数 往 往 是 分 程序 ， 为 了 司 
Alg 语言 更 加 灵活 ,可 以 使 用 其 他 语言 {如 机 器 语言 ) 
来 表示 过 程 ， 一 个 过 稳 可 以 惜 助 于 过 程 语 切 来 调用 , 这 
个 过 程 语句 是 由 过 程 标识 符 和 机 应 于 在 该 过 程 的 标题 
中 的 形式 参数 的 实在 参数 表 组 成 的 ，-- 个 表达 式 可 以 
包括 函数 标志 符 , 它 能 调用 计算 - -个 值 的 过 程 - 这 种 过 
程 调用 可 以 是 递归 的 , 即 在 执行 该 过 径 中 可 再 次 调用 相 
同 过 程 . 在 其 体 实 现 上 标准 Algo 语言 的 潜力 往往 受 
到 限制 ， 作 为 Algo - 60 请 言 的 后 继 者 ,上 lgol - 68188 
(Algol - 68) 是 在 结构 上 完全 不 同 的 一 种 语言 , 它 包 括 
许 名 新 概念 和 能 力 , 基 为 功能 更 强 的 机 器 设 让 的 ， 
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Algoa -68 语言 [Agd- 68, AJdirod - 68 ] 

一 种 通用 的 算法 语言 (alporithmic languape) , 它 是 
1964 一 1968 年 由 12 个 国家 的 科学 家 组 成 的 科学 团 林 
在 国际 信息 处 理 联 合 会 Ag 工作 小 组 中 ,为 了 交换 算 
法 ,在 各 种 计算 机 上 有 效 地 实现 算法 以 及 用 作 研 究 算 法 
的 工具 而 研制 出 来 的 ， 向 gol- 68 # FA 3 F 28 0 T 
Algol - 50, 而 与 Algol - 60 的 实质 性 差别 在 于 它 拥有 更 
密 的 结构 ,而 且 也 更 为 通用 . 除了 Algol- 60 所 原 有 的 
“实数 “整数 "和 “Boole 量 " 之 外 , Algo - 68 的 基本 数据 
类 型 还 有 “字符 " (用 于 字母 利 数字 信息 ), “格式 " (用 于 
描述 外 部 数据 的 格式 )， 名 字 和 例 行 程序 (过 程 ). H 
此 , 当 在 Algo - 68 中 执行 :个 程序 时 , 可 以 对 一 个 名 
字 或 一 个 步 允 进行 “计算 "， 当然, 这样 的 计算 是 要 对 省 
字 或 步骤 所 选取 的 值 进行 限制 ,例如 选取 个 给 定 有 限 
数量 的 “ 例 行 程序 文本 "的 过 程 值 . 这 些 基 本 类 型 可 以 递 
归 地 构造 出 新 的 ,复合 的 类 型 ; 这 些 类 型 可 以 是 同一 类 
型 数据 的 顺序 下 标 序列 (多 值 (multiple values)) ,也 可 
以 是 任意 类 型 的 有 序 的 表 ( 结 构 值 (structured values)) . 

除了 定义 步骤 的 常规 手段 之 外 , Algol - 68 8 E 
义 类 似 x+ 这样 的 中 级 算 符 (infix operator). 优先 
定义 (priority definition) 使 我 们 可 以 在 引入 的 中 1 
算 符 中 建立 优先 关系 ， Algot - 68 的 一 个 上 典型 是 标识 定 
S (identity definition}， 这 是 用 来 定义 变量 .给 出 初 
值 .在 过 程 中 待 送 实 际 参 数 和 建立 同义词 的 道 用 结构 . 

在 Alg - 68 中 ,一 个 表达 式 可 到 包 合 … 个 鼎 值 语 
名 或 三 何 产后 值 的 语句 序列 .与 计算 名 宇和 过 程 的 
HEERA DAREA AWM, we 
Algol - 68 具有 可 用 下 面倒 子 来 说 明 的 结构 : 

1) Algol - 68: 

if x >00 then w else z fi 
:一 a+(m=<n|sin|cos)(t := x12), 
2) Algol - 60: 
t:= xf; 
-r := a+ if m <n then sin(:) else cos(r); 
if x >Ü then u: == else z: = r. 


一 个 Algol - 68 的 程序 由 闭 循环 . 顺序. 条 件 和 并 
行 子 句 组成。 前 三 种 子 句 综合 了 Algol- 60 的 概念 ,如 
分 程序 , 复 台 语句 以 及 条 件 表 达 式 和 语句 . 而 并 行 子 名 
则 表示 一 钥 非 有 序 的 组 成 的 短语 ,特别 是 用 来 表示 在 一 
个 程序 的 执行 过 程 中 的 并 行 分 支 ， 

Algol - 68 的 语义 描述 是 以 对 算法 语言 的 基本 概念 
的 济 刻 分 析 为 特征 的 ,这 就 使 利用 少数 独立 的 基本 构 念 


去 描述 程度 执行 有 了 可 能 .对象 可 以 足 外 部 的 { 相 对 于 
M A Ma EHD 和 内 部 的 (相对 于 包括 过 程 和 省 字 的 数 

. 外 部 (E) 对 象 和 内 部 (中 对 象 的 美 系 作为 公理 被 
LA WE 包含 E "E, S EJH “E 中 布 上 、 
“JI BGE 17. ELR -部 分 "等 等 . 向 程序 的 执 
行情 助 于 引入 的 美 系 来 措 述 程序 分 析 的 功能 . 

Algol - 68 典型 的 多 法 特点 是 , 它 以 -级 语法 形式 
给 出 . 在 这 种 语法 中 , Algol - 68 的 生成 规则 髓 身 就 足 
在 某 个 元 语言 中 可 容许 的 文本 ,这 种 元 语言 由 它 自己 的 
生 战 语法 所 规定 . 举例 来 说 , Algol - 后 的 语法 规则 可 以 
A MEER: 

chain of NOTIONs separated by SEPARATORS, 

NOTION; 

NOTION, SEPARATOR. 

cham of NOTION: scparatel by SEPARATORS. 

referetwe to MODE assignation: 

tiene to MODE destination. 

becemnes symbol, MODE soure 

大 写 的 单词 称 为 “元 概念 ", 足 元 语言 的 语法 单位 ， 
它 所 产生 的 规则 可 有 具有 以 下 形 志 : 

NOTION: identifier; operator. 

SEPARATOR: comma; semi -colon 

MODE: mtegral; Boolean, ，mfetenee to MODF, 

TERHERE, W MODE HUA ERATE 
式 ， 把 郊 概 念 的 某 些 终结 式 系 统 地 替换 和 在 人 蚀 法 规则 中 
元 语言 的 元 概念 得 到 Algol- 6 加 有 的 产生 式 规则 . 
在 Algol - 60 元 语言 符号 式 中 ,结果 规则 可 以 有 下 述 形 
式 : < chain of identifiers separated by commas > 11 = < identi- 
fier > |< identifier >, 《chain of identifier separated by sommas > 
= < eierne to integer 


< reference 10 integer assignation» 1: 
destination >: = < meger soune > . 
8 BJ SIB M 3 nj DA as p al 2 p= E XS NI BU ge 
日 ,其 次 可 对 概念 的 属性 信息 给 出 句法 表达 忒 ,县 确保 
土 下 文 美 系 ， 否 则 它 就 要 件 为 上 下 文 条 件 【表态 语义 ) 
参考 文献 . 
[LA] Wungaarden, A. van, el al., Repot on the al- 
gorithmic language Algo! 68, Num. Math. , 14 (1969), 
79 一 218 . 
1B] Wungaardesn， 点 ，van，et al, 
the algorithmic janguape Algol 68, Arna IPjom., 
S (1975), 1 — 236. 
2] Lindsey, C. H and Meulen, S. G. van der, Informal 
introduction to Alpol 68, North - Holland. 1977. 
A. T. bpuos E BAR EE 


Revised report on 


算法 [algorithm ; aumropaTM 或 amopwbn | 
定义 计算 过 程 的 一 组 详细 的 指令 (从 而 这 个 过 程 也 
称 为 算法 (algorithmic) t E), EFF (给 定 的 算法 


ALGORITHM 119 


一 定数 量 的 可 能 输入 中 的 } 一 个 任意 输入 (input), 
且 其 日 的 在 于 得 到 一 个 完全 由 输入 和 指令 决定 的 结 
Æ (result) (或 输出 (output)) ， 例如 ， 小 党 里 教 的 竖 
式 加 法 ， 减 B. 乘法 和 除法 的 规则 都 昆 算 法 ; 在 这 
些 竺 法 中 可 能 的 结果 是 十 进位 表示 的 非 负 整 数 ， 
而 可 能 的 输入 是 这 种 数 的 有 序 对 . 一般 不 假定 必须 得 
到 结果 : 把 -算法 用 于 某 可 能 输 人 的 过 程 ( 即 开 始 于 此 
输入 的 算法 过 程 ) 也 可 能 终止 而 得 不 到 结果 (在 此 情况 
下 入 们 有 一 鞠 结 果 停 止 (no - result stop) ) 或 可 能 水 不 
终止 ， 若 此 过 程 终止 (不 终止 )、 则 称 对 所 说 的 算法 该 
输入 是 适当 的 (suitable) (不 适当 的 ) , 

这 个 略 域 中 的 一 个 重要 结果 是 所 谓 停机 问题 
(halting problem) 的 可 判定 性 . 可 以 构造 一 个 算法 x, 
使 得 不 存在 算法 以 判定 对 x 的 任意 可 能 输 人 是 否 对 zx 
也 是 适当 的 .特别 地 ， 可 以 找到 这 样 一 个 算法 xm， 它 的 
可 能 输入 集 是 自然 数 集 . 

等 法 概念 是 现代 数学 ， 特 别 是 计算 领域 里 的 中 心 
概念 之 一 .下面 给 出 一 例 了 于 , 找 一 纵 定 类 型 的 方程 的 数 
值 解法 ， 等 同 于 构造 一 个 把 任意 一 个 这 种 型 的 方程 和 
一 正 有 理 数 £ 转换 为 一 个 与 方程 的 根 之 差 小 于 s 的 数 
{或 数 集 ) 的 算法 . 但 是 ， 在 算法 的 圭 下 文中 所 用 的 词 
“计算 过 程 " 不 能 理解 为 只 是 指数 值 计算 : 甚至 在 初等 
代数 的 计算 里 也 使 用 了 字母 . 标准 算法 演算 还 包括 某 
些 不 是 数 的 符号 (括号 , 等 号 , RETAS). 内 此 在 
考虑 等 法 时 ， 包 括 任 意 符号 及 由 符号 组 看 的 对 象 是 适 
宜 的 . 这 种 对 象 的 最 简单 的 例子 是 组 成 一 
tword} 的 符 导 的 线性 序列 . 也 可 能 考虑 非 钱 性 对 
象 一 一 代数 垂 阵 ， 某 形式 语言 的 推演 树 和 一 般 图 . W 
观 地 说 ， 关 于 算法 的 输 人 和 结果 的 最 低 要 求 是 它们 忆 
须 是 可 构造 对 得 (constructive object) ， 所 以 算法 的 概 
念 非常 一 般 . 人 人 们 可 能 谈 及 由 一 种 语言 到 另 -- 种 语言 
的 翻译 算法 ， 空 间 变通 指 挥 器 ( 按 一 定 的 规则 处 理 关于 
飞行 器 航行 的 信息 ) 的 竺 法， 及 其 他 由 算法 描写 的 控制 
过 程 的 例子 . 由 此 可 知 算法 概念 是 控制 论 (cybernetics) 


”和 计算 机 科学 的 主要 概念 之 一 . 


算法 的 例子 ， 设 可 能 的 福 人 及 可 能 的 输出 是 字母 
表 (alphabet) {a, 5} 上 一 切 可 能 的 字 . 由 -AFE 
一 个 字 了 的 转 摸 在 如 下 两 情况 下 是 “可 允许 的 ”( 其 中 P 
是 一 个 任意 字 ): YERA aP, 了 形式 为 Ph; 2) XÉ 
式 为 baP 而 了 形式 为 Paba . 诸 指 令 陈 述 如 下 :“ 指 定 某 
字 为 输入 ， 执 行 可 允许 的 转换 直到 得 到 一 个 形式 为 aaP 
的 字 ; 热 后 停止 且 令 字 下 是 结果 "， 由 这 些 指令 组 成 的 
算法 , 记 为 A. RF baba 为 输入 . 经 过 一 次 转换 得 到 
baaaba ; 经 过 第 一 次 转换 得 到 aabaaba .这 时 算法 停 
止 ， 结 果 为 paaba， 考 虑 另 一 输 人 baaba, PERI 
#Fabaaba, baabab, abababa, bababab, babababa ，… 
可 以 证 明 ， 这 个 过 程 永 不 终止 ! 即 产生 的 字 总 不 会 以 aa 
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为 首 ). 现 取 abaab 为 输入 ,可 得 baabb., abbaba ， 
bbabab ;， 椒 可 能 再 有 可 人 光 许 的 转 岳 ， 同 时 终止 条 位 
THE. 得 到 一 个 无 结果 停止 ， 所 以 对 而 而 言 输入 
bahaa EGER, MARA baaba 及 abaab WA: , 

算法 的 音 久 .科学 里 处 处 会 遇 到 算法 .对 一 个 问 
题 的 "一般 解 “党 要 算法， 人 和 们 把 数 相 加 的 能 力 就 是 - 
个 例子 . 木 在 于 迟早 能 找到 尾 何 两 个 数 之 和 的 事实 , 而 在 
于 有 一 个 对 任何 两 个 给 定 书 写 形式 下 的 数 得 到 唯一 和 的 
方法 ， 就 象 热 知 的 坚 式 加 法 那样 的 加 法 算法 ，* 一 般 
地 " 解 一 个 问题 可 以 陈述 为 解 一 个 算法 问题 (algorithmie 
problem) ， 一 个 算法 问题 是 由 各 单独 的 何 是 实例 组 成 
的 ， 且 相对 所 有 问题 实 向 锐 出 单一 的 算法 ， 若 无 这 样 
的 算法 ， 就 说 这 个 算法 问题 是 不 可 解 的 (unsoivable). 
例如 ， 给 定 类 型 的 方程 的 数值 解 问题 用 自动 翻译 
(automatic translation) 问题 都 是 算法 问题 . 它们 的 问 
题 实例 分 别 是 找 给 定 类 型 的 个 别 方程 的 数值 解 和 个 别 
短语 的 翻 诺 . 其 他 例子 有 代数 中 的 代数 等 式 的 验证 ; 
数理 迎 辑 中 的 确认 命题 从 给 定 公 理 集 出 发 的 可 推导 性 
的 算法 问题 . (在 数理 还 辑 中 算法 概念 也 是 非常 重 村 
的 , 因为 它 被 作为 一 个 演算 (calculus) 的 关键 概念 的 基 
础 ， 它 是 “证 明 " 的 直观 概念 的 更 一 般 、 更 精确 的 形 
式 .) 锐 定 算法 问题 (如 在 某 脖 辑 的 一 数学 的 语言 中 证 昌 
句子 的 真性 和 可 证 性 问题 ) 的 不 可 解 性 的 证 明 是 非常 重 
要 的 ， 因 为 它 在 理论 上 证 明 访 问题 的 特定 问题 实例 只 
能 用 针对 每 个 特定 向 题 实例 的 特定 方法 来 解决 ， 

长 期 以 来 ， 算 法 概念 在 科学 上 的 重要 性 已 被 认 
识 ， 人 们 时 就 在 寻求 解决 数学 癌 秆 的 构造 性 方法 ， 这 
种 努力 通常 得 利于 适当 的 符 导 记 法 的 新 使 用 .这 个 过 
程 对 科学 认识 有 重要 页 献 ， 特 别 是 当 明 确 了 某 些 数学 
何 题 (化 圆 成 方 等 } 是 固有 地 不 可 解 以 后 ， 尤 其 如 此 . 
当 认 识 到 一 些 问 题 不 能 用 直接 演算 解决 以 后 ， 在 19 世 
纪 产 生 了 和 集合 的 理论 性 概念 . 就 在 这 个 概念 (不 包括 它 
们 的 现代 意义 下 的 如 构造 方法 问题 ) 经 过 - 段 时 间 的 飞 
速 发 展 以 后 ， 在 20 世纪 中 时 回 到 了 构造 性 问题， 但 这 
是 在 已 被 具体 化 的 算法 概念 所 充实 的 不 同 层次 土 进行 
的 . 这 个 概念 形成 了 数学 中 构造 性 倾向 的 基础 ， 

算法 的 英文 名 称 “algorithm” 3 Á “ algoritmi” 一 
词 ， 后 者 是 9 世纪 阿拉 伯 数 学 家 Al - Khwarizmi 的 名 
字 的 拉丁 文 翻 详 ， 在 中 氟 纪 的 欧洲 ,算法 是 “十 进位 值 
制度 用 它 洛 竺 的 技巧 "， 因 为 正 是 通过 Al - Khwarizmi 
的 论文 (在 12 世纪 ) 的 拉丁 文 翻译 ， 位 值 记 数 制 才 传人 
KH. 

算法 过 程 的 结构 (structure of an algorithmic pro- 
cess) ， 算 法 过 程 是 : -个 用 离散 的 * 步 * 对 河 构 造 对 象 的 
相继 转换 过 程 ， 每 一 步 由 从 一 个 可 构 道 对 象 到 另 一 个 
可 构造 对 象 的 替 岳 组 成 、 所 以 当 算 法 9 用 于 字 baaba 
后 性 次 得 到 字 baaba, abaaba , baabab , 等 . FEER 


法 的 算法 用 于 数 对 《<307, 49》， 则 可 逐步 得 到 如 下 的 可 
构造 对 象 . 

307 307 307 307 

—49 —49 —49 —49 
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可 以 看 出 ， 在 相继 的 可 构造 对 象 序列 中 每 个 后 继 
可 构造 对 象 ( 在 一 镁 定 竺 法 的 框 光 里 ) 由 紧 接 在 它 前 面 
的 可 构造 对 象 完全 决定 ,和 在 更 严格 的 途径 里 还 假定 由 
任何 可 构造 对 象 到 紧 接 着 它 的 可 构造 对 象 的 转换 要 充分 
“初等 *, 这 种 初等 的 意 尺 基 二 相 邻 对 象 间 的 一 步 转 换 是 
局 部 的 ( 即 不 转换 整个 可 构造 对 象 ， 只 转换 算法 限制 的 
部 分 ; 另外 ， 转 措 本 身 不 由 前 面 整个 对 象 决 定 而 只 由 它 
的 受 限 制 的 部 分 决定 ). 

因此 ， 不 公有 - -个 可 能 输 人 集 玉 一 个 可 能 输出 
集 ， 而 且 还 有 一 个 表示 算法 过 程 里 工作 媒介 的 中 同 结 
果 (intermediate result) 上 集 ， 对 M 而 言 ， 这 三 个 集合 
相同 ， 而 对 竖 式 减 法 而 言 则 不 相 局 ， 可 能 输 人 是 数 
对 ， 可 能 输出 是 数 { 篆 为 十 进位 )， 而 可 能 的 中 间 结 果 
是 形式 为 


P 
q 
r 
W ZEREZ, FWh q R kiy. r Ec ib B) 28 aü = 
=, mpe rH E ABa. EA 

AHL, T E A A E 8 E JLA (不 独立 )} 的 参 变 
量 : 1) 可 能 的 输入 集 ; 2) 可 能 的 输出 集 ; 3) 可 能 的 中 
间 结 果 集 : 4) 起 始 规则 ; 5) 直接 转换 规则 ; 6) 终止 
规则 ; 7) 检索 结果 规则 . 

算法 概念 的 严格 陈述 ， 一 般 形 式 下 的 算法 概念 是 
一 个 基本 的 数学 概念 ， 它 不 能 用 更 简单 的 概念 来 定 
X. 严格 地 讲 ， 算 法 概念 的 形式 化 实际 上 有 点 限制 . 
在 每 种 形式 化 方式 下 给 出 某 个 算法 类 的 精确 定 双 ， 而 
其 中 每 个 参 变 量 可 以 变化 . 不 同 的 形式 化 方式 的 区 别 
在 于 这 些 类 的 选择 相同 ， 因 为 参 变 量 明确 地 定 失 某 个 
算法 ， 所 以 生变 量 域 的 选择 决定 某 个 算法 类 . BER 
当 可 以 保证 对 尾音 “直观 "算法 在 所 考 虚 的 选择 方式 下 
定义 的 算法 类 中 有 一 个 等 价 算 法 时 ， 这 种 选择 方式 才 
可 被 断言 是 直观 算法 概念 的 ” 确 陈 述 ， 这 种 要 求 对 每 
个 形式 化 陈述 都 是 -个 基本 假定 ， 这 个 根 定 在 目前 的 
知识 状况 下 是 无 法 数学 地 证 明 的 . 

最 早 的 这 类 形式 化 是 由 E. L. Post ([5]) M A M. 
Turing ([3], [4]} 给 出 的 , 他 们 的 构造 法 在 很 多 方面 为 
建造 现代 计算 机 的 思想 作 了 理论 情 备 . (实际 上 ， 最 
早 的 这 类 形式 化 是 A. Church #1-S. C. Kien 给 出 的 
1 可 定义 函数 (1933—1935).) 还 有 由 A. A. Mapros 
(B'01. [11])( 员 正规 算法 (normal algorithm)) 和 A. H. 


”Komoropoe ([12], [13]) 给 出 的 严格 陈述 ， 后 者 建立 在 


À 


一 
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一 定 类 型 的 构造 拓扑 复 形 之 上 , 它 可 以 更 精确 地 表示 转 
BA RA PEBE. 所 有 这 些 陈 述 中 的 基本 想 定 是 要 和 
实际 算法 完全 相符 合 的 ,支持 这 个 候 定 的 另 一 个 证 据 
是 可 以 证 明 所 有 { 能 行 可 计算 性 的 ) 形 式 化 陈述 都 是 等 
价 的 ， 

作为 -个 例子 , 考虑 由 Turing 给 出 的 形式 化 . 在 
最 客 的 形式 中 这 是 一 个 抽象 计算 机 的 描述 ， 它 包括 1) 
由 划分 为 相 邻 的 小 格 组 成 的 无 穷 带 ， 每 个 小 榕 中 可 以 
放置 机 器 的 带 字 母 表 中 的 某 个 符号 ，2) 一 个 “有 旁 控 制 
器 "， 它 在 每 个 时 刻 总 处 在 (给 定 的 状态 的 有 雳 字母 表 
内 的 ) 某 个 状态 . 有 穿 控制 器 可 沿 带 移动 ,每 次 移动 -- 
个 格 ， 且 可 改变 它 控制 的 小 格 内 的 符号 ， 监 督 有 穷 控 
制 器 动作 的 程序 构成 在 这 种 机 器 上 处 理 计算 的 算法 
(“Turing 算法 ") .Turiag 机 (Turing machine) .一 条 中 
给 出 了 更 确切 更 继 致 的 描述 . 这 里 给 出 Turing 式 构造 
的 更 现代 化 的 说 明 . 要 定义 一 个 Turing 算法 须 指定 : 
纪 两 两 不 相交 的 字母 表 B, D, C, 在 D 中 有 特定 字母 4， 
在 CC 中 有 特定 字母 x 和 加 ; 以 及 由 形式 为 《Cpe ,wTy》 
的 对 集 , 其 中 pp, qe C, E nEeBUD, TRAS -, 
0, + 之 一 ; 在 这 【 称 之 为 程序 的 ) 集合 中 性 一 对 不 含有 
相 伺 的 第 一 坐标 .。 可 能 的 输 和 人 及 可 能 的 输出 是 号 上 
F, MPR RARE BLIDIJC 上 的 字 , HER £ X 
一 个 忆 上 字母 ， 并 始 闫 列 是 把 初始 字 王 变 为 字 aP 
终止 规则 是 当 一 中 间 结 果 含 巴 时 则 它 是 最 后 的 中 间 结 
果 . 检索 给 出 的 规则 是 : 在 最 后 中 得 结果 中 加 之 后 第 
一 个 不 属于 曙 的 字母 前 的 字母 串 为 输出 . 把 A 变 为 4 
的 转变 规则 如 下 . 字母 4 写 在 4 之 诺 及 及 之 右 ; 在 这 
样 组 成 的 字 里 形 为 spt 的 部 分 , 其 中 peC, eteBUD 
ETERU O: 在 程序 中 找 第 一 项 为 pt 的 对 ; 设 
此 对 第 二 项 为 #79, 若 T 是 一 , BJ Q=gen; #T=0; 
上 则 QQ=egn; 车 TT 是 二 ， 则 人 =srqg， 由 这 改变 产生 
HFEA. XRH j$ iè algorithms, theory 
of) ÈY [3], [4], [5], 110], [11], [12], [13]. 

B A Yoma # 

【 补 注 了 了 EEEE EAMA Church -Turing 论题 
(Church - Turing thesis) 或 Turing jal 设 {Turing 
hypothesis) ， 这 个 论题 是 说 ， 按 照 人 的 直观 的 能 行 过 
程 可 以 能 行 计算 的 都 可 以 根据 形式 定义 的 算法 概 党 由 
一 个 Turing 机 来 计算 . 由 此 可 以 自然 地 把 直观 非 形式 
概念 和 形式 的 精确 定 尽 看 成 是 同一 概念 ，Church - Tu- 
ring 论题 不 能 形式 地 证 明 . 

许多 种 形式 定 愉 被 证 明 为 是 彼此 等 价 的 ， 且 没有 
能 力 更 强 的 形式 定 兴 . 除了 上 面 讲 的 形式 定 愉 外 西方 世 
界 里 最 标准 的 定 突 如 下 : Church 用 4 项 定 光 的 数 和 可 
计算 函数 的 形式 化 , Kleene 的 一 般 递归 模式 和 由 丁 C. 
Shepherdson 和 H. E. Sturgis 提出 的 寄存 器 机 器 模 
型 ,后 来 它 又 被 S.A Cook 和 R, A. Reckhow 推广 为 


更 实 昧 的 计算 机 模型 ，Mapkoe 和 Komworopos 的 定义 
较 少 为 人 知道 .为 了 使 原 书 文献 介绍 得 完全 些 , 下 面 还 
提 到 Turing 和 Post 的 文章 . 
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算法 的 措 述 复杂 性 [algorithm，、 complexity of “description 
¿EY (program - size complexity) INTI 

一 个 度量 ， 它 表示 算法 的 描述 的 长 度 ， 一 个 算法 
描述 复杂 性 在 不 间 的 具体 定义 下 演义 不 同 ， 目前 
(1987) 这 概 写 尚 元 一 般 有 效 定义 , 下 面 回顾 最 通常 出 
现 的 ~- 些 情况 . 

一 个 正规 算法 (normal algorithm) $ HW È BR 
性 (complexity of description) 通常 理解 为 它 的 编码 的 
长 度 ， 即 当 把 它 的 一 切 代 和 人 公式 排 成 一 行 ( 在 两 个 公式 
之 间 插 入 一 特定 分 离 符 号 ) 时 的 长 度 . -个 Turiog 机 
(Turing machine) 的 描述 复杂 住 道 常 指 的 是 它 的 内 部 
状态 和 外 部 符号 的 个 教 ，. -个 Turing 机 也 可 以 用 机 器 
BJ dB + BJ A C AQ. 在 递归 模式 给 出 的 递归 函数 
(recursive function) 情 形 中 ， 这 些 模式 中 字母 的 个 数 
通常 作为 复杂 性 的 度量 . 

算法 的 措 述 复杂 性 的 公理 定 只 faxiomatic defini- 
ticn) 也 已 提出 ( 见 [2])， 下 面 讨 论 这 定义 对 Turing 机 
的 应 用 . SM) (i=0, 1,…) 是 按 如 下 事实 对 Tunng 
机 的 编号 ， 机 器 本 身 ( 即 它 的 程序 ) 可 申 它 的 编码 能 行 
地 重新 构成 ， 旦 机 器 的 编码 可 由 机 器 { 即 由 它 的 程序 ) 
能 行 地 得 到 . 一 个 一 般 递 娄 函 数 了 是 机 器 复杂 性 的 度 
最 (measure of the complexity of ‘the ‘machine) 
G 人 是 机 器 M, 的 复杂 性 (complexity of the machine)), 
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当 且 仅 当 ; DYES y RFEA SS AHi A 8 28 E 
了 :2) 有 一 个 能 行 过 程 , p H 8 y AE — tt] 3⁄ tE 
为 了 的 机 器 . 

令 s 导 Turing 机 复杂 性 的 任意 度量 . 若 U Æ Tu- 
ring 机 前 任意 的 能 行 { 即 算法 ) 吕 妆 举 无 穷 子 类 ， 则 存 
在 一 机 器 工 属 于 玉昌 存在 一 机 器 了 人 气 它 可 以 也 可 以 不 
是 属于 五 的 ) 使 得 了 "及 了 计算 同一 画 数 , HT HEZ 
EE THAE. 由 此 特别 地 可 以 知道 ， 存 在 原始 递 
后 函 数 ， 它 的 复杂 性 最 低 的 原始 递归 形式 ( 即 通 过 原始 
递归 模式 人 的 定义 ) 比 它 在 一 般 递 归 形 式 ( 即 通过 -- 般 弟 
归 模 式 的 定义 ) 的 最 低 复 杂 性 要 高 得 多 ， 令 正规 算法 和 
Turing 机 的 复杂 性 分 别 表 示 编 码 长 度 及 内 部 状态 个 
数 ， 这 时 可 以 用 ; 1) 一 个 mh 个 字母 的 字母 表 上 复杂 
tE ~ 2 log, m 的 正规 算法 ,和 2) 一 个 mm 个 字母 的 外 
部 字母 表 复 杂 性 ~ 2*/Ntm 一 1) 的 Turing 机 ,来 实现 
任意 N 变 元 逐 辑 代数 函数 ( 见 Booe A$ (Boolean func- 
tion)) (ABID. 

解决 算法 不 可 解 问题 的 有 限 限 制 ( 称 为 有 界 算法 问 
题 ) 的 竺 法 复杂 性 的 研究 开始 于 20 世纪 60 年 代 . 
A A Mapo 考虑 如 下 问题 : 对 任意 久 变 元 馆 辑 代 
HER, BHEIR 中 =10,j,e, bc} 上 的 正规 算 
法 的 编码 ,， 它 实现 此 函数 且 在 一 切 这 类 算法 中 有 最 傈 的 
复杂 性 ,已经 证 明 , 解 抉 这 问题 的 正规 算法 的 复杂 性 的 
级 为 2*( 风 [1], [4)). 荔 一 个 曾 被 研究 的 问题 是 解决 尖 
n 个 自 热 数 对 一 递归 可 枚 举 集 归 属 问 题 的 算法 复杂 性 
(递归 可 校 举 集 (recursively enumerable sets)) ñj n T 
复杂 性 (complexity of n -Segments)， 可 以 证 明 ， 在 
正规 算法 情况 下 这 种 复杂 性 的 级 不 超过 log:m , Hitti 
计 在 一 般 情 癌 下 不 能 碱 少 , 也 存在 用 简单 对 前 线 方法 
ELKES., Ç Bn TARER S n. 也 可 证 明 如 果 
算法 的 执行 时 间 是 一 般 递 归 有 界 的 ， 那 么 递归 可 核 举 
集 的 n 节 复 杂 性 可 以 指数 地 增长 ， 且 指数 可 达 慎 n. 

算法 的 描述 复杂 性 可 用 在 构造 某 有 穷 对 象 的 算法 
的 最 小 复杂 性 问题 的 陈述 中 ， 这 最 小 复杂 性 通常 简单 
地 血 为 (对 此 特定 陈述 的 算法 的 描述 复杂 性 移 ) 有 穷 对 


有 穷 对 象 复杂 性 的 定义 首先 由 A H. Komaoropos 
提出 ( 见 算 法 悄 息 论 (algorithmic information theory)). 
已 发 现 Komaoropon 复杂 性 K(x) 和 用 m 个 字母 的 字 二 
表 的 正规 算法 编码 长 度 表 示 的 同一 对 象 的 复杂 性 M, GO) 
及 用 rm 个 字母 外 部 字母 表 的 Turing 机 的 外 部 状态 个 
数 表示 的 复杂 性 T(x) 之 间 有 如 下 渐 近 关系 : 

Kix Kix) 

M.G) T TOO ~ ric Rey 
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一 个 函数 ， 它 给 出 一 个 算法 用 于 输入 的 执行 过 程 
的 困难 程度 包括 时 间 和 存储 量 ) 的 数字 估计. 算法 的 
计算 复 休 性 的 更 确切 定 尽 是 费用 一 数 (cost function) 
GHE 88 # (step - counting function)) 的 概念 定 
立 汶 算法 可 应 用 对 象 和 自然 数 之 间 的 一 个 可 判定 关 
系 ， 它 的 定义 范围 和 算法 的 可 应 用 范 转 相 重合 . 

通常 考虑 算法 执行 过 程 的 时 间 和 空间 指标 ， 对 一 
个 Turing 机 (Turing machine) M. 时 间 费 用 函数 (time 
cost fonction) (工作 持续 时 间 ) T (P) M 由 的 初始 
格局 到 终结 格局 的 转换 所 需 的 工作 周期 时 间 + 存储 费 
用 函数 (memory cost function) (mü ## H ER (space 
fnaion)) Su( 也 定义 为 机 器 读 头 在 带 上 注视 的 单元 数 
H. 相仿 地 可 定义 正规 算法 (normal algorithm), ZÉ fü 

Aa. EFi Turing 机 等 等 的 时 间 和 存储 费用 . 

这 些 费 用 函数 的 共同 性 质 是 存 存 一 能 行 步 又 可 对 
任意 算法 et{ 即 特别 地 对 Turing 机 或 更 确切 地 对 它 的 程 
序 )， 任 意 输 入 x 真 任意 非 负 整 数 二 确立 把 x 应 用 于 > 
过 程 是 否 将 终止 且 具 有 复杂 性 上 ， 这 点 引出 了 计算 复 
一 个 能 行 步 恒 7 称 为 计算 度 
Ë (computational measure), W: 1) 当 用 : 于 形 为 《 算 
法 ， 输 人 人 ， 自 然 数 》 的 二 元 组 时 总 是 给 出 值 0 或 1; 
2) 它 有 性 质 ; 对 任意 算法 x 及 输入 x, TAr (x, tl 
对 不 多 所 一 个 上 自然数 ! 为 真 ， 这 个 ft 存 在， 当 且 人 避 当 把 
x 应 用 到 x 的 过 各 最 终 停 止 . 关于 度量 > 对 “的 费用 函 
数 R BG, SARH ræ, xt) B RG) =t 

这 最 后 等 式 等 价 于 语句 “对 x (ERR r F y FN 
复杂 性 为 上 ”. 

给 定 某 计算 度量 ， 人 和 们 可 以 考 虚 给 定 函 数 了 的 计 
算 复杂 性 ， 情 如 ， 找 一 个 计算 了 的 算法 a,， 它 “ 比 其 他 
算法 都 好 "” .但 是 正如 下 面 的 加 速 定理 所 指出 的 那样 ， 
这 样 的 表述 并 不 总 是 恰当 的 真正 问题 可 能 是 费用 函 
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# R M KOS HE6O ik, CG sil f. 例如 找 了 的 计 
BEBE FL, MATES G(x) go) EF 
EKME ME ROSG BEHIA f BJfE 
意 算 法 及 函数 只 在 . 定 意义 下 优 于 4 

计算 复杂 性 理论 的 另 一 个 重要 分 支 是 复杂 性 蓉 
(complexity classes) 一 一 存在 复杂 性 不 想 过 定义 此 类 
的 界 集 的 某 个 界 的 计算 的 函数 集合 ， 这 分 支 也 包括 不 
同类 型 的 算法 (自动 机 ) 的 相对 计算 复杂 性 问题 ; 到 另 
外 算法 系统 和 另外 复杂 性 度量 的 转换 通常 等 价 于 对 
先前 算法 系统 考 嵌 一 个 新 的 度量 . 

下 面 给 出 一 些 独 立 于 现存 的 复杂 性 (及 算法 概念 的 
精确 表述 ) 度 量 的 选择 的 基本 结果 ,例如 ,只 要 存在 通常 
Turing 机 和 所 考虑 的 这 类 型 算法 的 能 行 相互 模 拟 ,{ 汶 
简单 起 见 , 假 定 讲 的 是 计算 非 负 整数 到 和 非 负 整 数 的 函数 
的 Turng 机 的 计算 时 间 .) 令 工 和 让 是 算法 有 效 域 上 


的 可 计算 整数 值 函数 ( 见 可 计算 函数 (computable tunc- 


ton), 且 令 了 是 在 同一 域 上 定义 的 函数 并 可 设 它 只 取 
两 个 值 一 一 辟 如 说 ,0 和 1. 

首先 存在 计算 复杂 性 可 达 人 们 所 期 望 的 任意 程 庚 
的 丙 数 .确切 地 说 ， 对 任意 函数 下 存在 一 个 可 计算 函 
数 六 使 得 对 任意 计算 了 的 算法 ,不等式 


Rx) > T(x} 


只 对 有 穷 多 个 情况 为 俱 . 
其 次 存在 函数 ， 它 们 的 和 任何 计算 原则 上 可 以 像 人 
们 所 期 望 的 那样 改进 , 确切 地 说 ， 加 速 定理 (speed - up 
theaorern) 成立 ; 对 任意 函数 (例如 h= 29 可 以 找到 
一 个 可 计算 函数 了 ,使 得 对 任意 计算 f 的 算法 z, 总 可 
以 找到 一 个 也 可 计算 了 的 算法 (不 假定 能 行 的 步 怠 )， 
使 得 对 ( 除 一 有 窃 集 外 的 ) 一 切 x， 有 
B(Ra(x)) < R,(x). 
Bš h(t=2' 时 ， 则 对 几乎 一 切 x， 有 


Ralx) < lop, R,(x). 


对 于 (Turing 机 的 ) 时 间 和 空间 计算 度量 , 加 速 定 
埋 的 结果 对 如 下 形式 的 大 多 数 计算 是 有 效 的 . 车 了 是 
复杂 性 为 只 (四 可 计算 的 , 则 了 也 是 复杂 性 为 R(n)/2 可 
计算 的 (所 谓 了 是 复杂 性 为 Rin) 可 计算 的 ， 是 指 对 某 
计算 了 的 x, R.(P) S R (n) GERE ÉS É) s Et 388 L E 8 
为 n 的 一 切 字 卫 都 成 立 )， 因 此， 具体 函数 的 时 间 和 
空间 计算 复杂 性 通常 是 估计 量 的 级 ， 下 面 讲 些 具体 结 
R. 

HEKRA n 的 ) 字 的 等 价 的 时 间 对 Turing 机 和 
正规 算法 而 言 , 级 都 为 rw; 任何 在 Turing 机 上 在 渐 近 
地 小 于 nlogn 时 间 内 可 判定 的 字 的 性 质 , 也 可 在 时 间 n 
内 判定 ; Turing 机 在 时 间 T'(m) (T(n) Zn? KA) q BU +E 


算 可 用 一 Turing 机 在 空间 /Toon 内 模拟 .另外 在 多 
带 Turing 机 上 两 个 n 位 数 的 飞 法 可 在 时 间 n'*!: 内 完 
成 ， 而 不 能 在 时 间 级 n 内 完成 ， 但 选 羽 阵列 可 以 实时 
(real time) 进 行 , 即 飞 积 的 第 i 位 数 的 产生 可 在 因子 的 
第 (i+1) 位 数 输 入 前 完成 。 当 一 种 类 型 的 算法 过 程 被 
其 他 过 程 念 造 时 ， 通 常 计算 复杂 性 要 改变 .所 以 选民 
阵列 的 维 数 减 少 ， 计 算 的 时 间 就 要 变 长 . £k Turing 
机 和 多 带 Turing 机 可 以 相互 实时 地 模 所 ， 许 多 类 型 
的 算法 类 型 可 在 Turing 机 上 模拟 ， 使 得 计算 时 间 针 项 
式 地 增长 (通常 尾 一 次 地 增长 }， 而 空间 备 杂 性 微 不 足 
道 地 增长 {通常 是 加 一 个 常数 因子 ). 

复杂 性 方法 在 研究 一 般 递 妇 冰 数 (general recursive 
function) 类 相关 于 它 信 的 逻辑 和 尼 数 特征 的 特定 分 层 
时 有 用 . 例如 ， 原 始 递 归 函 数 与 其 空间 被 某 厌 始 递 
归 函 数 所 界限 的 Turing 机 可 计算 的 函数 相 重 合 . 任意 
复杂 函数 的 存在 性 是 用 对 角 线 方法 建立 的 . 对 这 种 计 
算 复 杂 性 下 界 的 自然 模拟 在 与 数理 语言 学 有 关 的 领域 ， 
和 某 些 判定 理论 的 有 效 性 问题 中 被 用 到 . BEIE 
实践 中 有 用 的 问题 ， 要 得 到 非 平凡 的 焉 界 却 是 非常 起 
难 的 . 特别 对 某 些 组 合 何 题 ， 其 中 一 种 变型 可 表述 为 
在 给 定 长 度 的 一 切 字 中 于 找 出 满足 一 个 在 多 项 式 时 间 
内 可 计算 的 谓词 的 字 的 问题 ， 情 况 就 是 如 此 ， 和 大 们 还 
谈 到 用 非 确定 性 自动 机 和 概率 自动 机 {automaton, pro- 
bability) 执行 的 计算 复杂 性 . 在 非 确定 性 情况 下 ， 当 
计算 装置 过 到 如 人 和 何 继续 计算 的 选择 时 , 可 以 同时 选择 两 
个 路 线 ,方式 是 把 原 计 算 装 置 “ 分 离 "为 两 独立 的 功能 
相同 的 复制 品 ， 分 别 继续 这 两 个 路 线 . 它 的 计算 复杂 性 
埋 解 为 指 最 简单 的 成 功 计算 路 线 的 复杂 性 .在 概率 情 

下 ， 计 算 的 实际 过 程 除了 决定 于 程序 和 输 人 外 ， 还 
要 决定 于 一 随机 数 序列 ， 而 结果 应 该 以 很 大 的 概率 与 
被 计算 的 函数 的 值 相 一 致 . 在 两 种 情况 下 ， 计 等 复杂 
性 有 时 可 被 证 明 是 小 于 辣 一 问题 的 确定 性 计算 的 复杂 
性 . 

算法 的 优 劣 不 只 决定 于 它们 的 计算 复杂 性 ， 还 决 
定 于 算法 的 描述 复杂 性 (algorithm, com plexity of des- 
cription of an). 在 某 些 出 版 物 里 这 两 种 复杂 性 组 合 在 
一 起 . 
参考 立 献 
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444 — 475. H B. Teru E 
【 补 注 】 由 上 文 讲 的 情况 到 现在 这 领域 已 有 极 大 发 . 
展 .下 面 举 出 了 两 个 关键 参考 文献 [A1], [A5]. 

Turing 机 到 乘法 为 止 的 结果 只 对 厌 始 类 型 的 
Turing 机 {单个 输入 /工作 带 ， 无 附加 的 工作 带 } 成 
立 . 在 西 交 目前 标准 的 Turing 机 是 有 几 条 工作 带 的 
( 脱 机 ) 模型 ，Turing 机 之 所 以 有 用 ,是 因为 得 到 侣 
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题 的 计算 复 杂 性 下 界 比 较 简单 . 处 理 上 界 时 通常 给 出 
基于 及 AM (随机 存 取 机 器 ) 的 实际 算法 , 它 更 这 真 地 
仿效 了 "von Neumann 计算机 ， 这 两 类 机 器 在 互相 
模 氢 对方 时 使 用 的 空间 数 盖 一 个 常数 乘积 因子 ， 时 间 
状 多 项 式 倍 ， 后 者 刻画 了 串 行 计算 的 一 切合 理 模型 (第 


一 机 器 类 (first machine class)) (不 变性 论题 (invarian- 


œ ihesis)). 对 决定 这 种 多 项 式 时 间 差 别 基 机 器 模型 
理论 的 一 个 主题 . 例如 , 有 单 向 输入 (在 输入 带 上 不 许 回 
AREA Turing 机 可 在 平方 时 间 内 被 - -个 单 向 输入 
和 单个 工作 带 的 Turing 机 以 显然 方式 模拟 ， 且 已 证 明 
少 于 平方 时 间 是 不 驶 的 ([A2], [A3]}， 人 人 们 可 在 时 间 
级 nlogn 用 2 个 工作 带 模拟 kk 个 工作 带 . 还 不 知 这 是 
否 是 最 优 的 ， 但 下 界 是 非 线 性 的 . 相反 ， 多 计数 器 机 
器 可 被 单个 工作 带 Turing 机 实时 (用 一 步 模 拟 一 步 ) 模 
揭 ([A4]). (计数 器 是 一 存储 装置 ， 它 可 以 保存 任意 整 
数 ， 进 行 加 一 、 减 一 运算 及 清除 为 0.) 不 变性 论题 可 作 
HARAR AAR, MEL WA hE A T A A E E 
地 解决 的 问题 类 ( 记 为 P) 的 鉴别 标准 . 可 上 非 确 定性 
的 特征 给 出 了 NP ( 非 确定 性 多 项 式 时 间 ]) 类 ， 它 包括 
大 量 的 日 常生 活 中 要 解决 的 问题 ， 解 决 NP 问题 的 最 
好 已 知 确定 性 算法 适 宽 指数 时 间 . 筋 一 方面 ， 还 不 知 
P=NP 是 否 成 立 ， 即 不 知 这些 指 教 时 间 算 法 可 香 用 确 
定性 多 项 色 时 间 算 法 代替 . 这 问题 被 认为 是 计算 理论 
中 最 重要 的 未 远 决 问题 . 已 经 知道 ，NP 问题 的 复杂 
性 可 被 特定 的 NP 问题 例证 . 这 些 NP 完全 问题 有 性 
质 :P=NP 当 且 奴 当 该 问题 可 确定 性 地 在 多 项 式 时 间 
Wb (属于 P) . 关于 不 同 的 空间 复杂 性 之 间 的 关系 
和 时 间 空 间 之 闻 的 关系 也 提出 类 似 问 题 .。 美 于 空间 的 
基本 复杂 性 类 是 PSPACE (NPSPACE), 它们 由 第 一 机 
器 类 中 的 确定 性 ( 非 确定 性 ) 机 器 用 多 项 式 空间 可 解决 
的 问题 组 成 ,已 知 (Savitch 定理 (Savitch theorem)), 
PSPACE =NPSPACE. 显然 PSPACE 包含 NP， 但 沿 
不 知 它 是 否 是 真 包含 . 

对 并 行 计算 存在 大 量 模型 许多 这 类 模型 (第 二 机 
器 类 {second machine dass)) 有 性 质 : 在 忽略 多 项 式 
差别 下 并 行 模型 用 的 时 间 等 价 于 串 行 模型 上 用 的 空间 
NP 中 问题 可 在 第 二 机 器 类 的 机 器 上 确定 性 地 在 穹顶 
式 时 间 内 解决 ,其 他 类 型 好 像 更 强 ， 尽管 完全 不 现 
X. 并 行 模型 的 能 力 基 于 在 多 项 式 计算 周期 数 { 称 为 时 
间 ) 中 可 能 使 指数 多 个 硬件 活动 . 一 旦 人 们 可 在 一 给 定 
时 间 段 内 的 计算 使 活动 起 来 的 硬件 的 数量 上 加 上 现实 
的 界 ( 例 如 光束 的 界 )， 那 么 并 行 计 算 论题 就 未 再 有 
A. 对 许 索 特 定 问 题 已 证 明 ， 在 时 间 级 log n* AAEN 
式 多 个 硬件 (NC 复杂 性 类 (NC complexity class) ) 可 
似 在 并 行 装置 上 解决 ， 
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EFEK (alphabet) 4 上 的 抽象 字 的 相继 转换 的 
入 在 可 实现 过 程 的 指令 的 确切 的 通常 可 理解 的 集合 ， 
在 其 中 每 个 4 上 字 可 必 为 初始 字 ([1]), 

一 字母 表 上 的 算法 是 算法 (algorithm) 一 般 概念 的 
特例 .一 字母 表 上 算法 的 输入 及 可 能 的 输出 是 充分 
广泛 类 型 的 可 构造 对 象 (constructive objed) 一 一 F 
(word). 在 20 世纪 70 年代 发 展 了 字母 表 上 算法 的 不 同 
表述 , 最 有 名 的 是 Maproas 正 规 算 法 (normal algori- 
thm) 及 用 Turing 机 (Turing machine) 定义 的 算法 . 
当 构 造 字 母 表 上 特定 算法 时 ， 在 开始 的 字母 表 上 引进 
附加 的 字母 是 有 用 的 ， 然 后 在 扩充 了 的 字母 表 上 考 虞 算 
法 . 当 在 同一 字母 表 上 有 两 个 算法 时 ,自然 可 以 引信 人头 
于 此 字母 玫 的 这 些 算法 的 等 价 性 及 完全 等 价 性 概念 
#+ x 

[i] Maprom, A A., Teopms anropabaom, & Ip. marem. 
m-ra AH OXP), 42 (19543. H M. Harop $8 
【 补 注 ] 在 (基于 字母 表 上 的 算法 的 ) 语言 的 算法 描 
述 和 用 N. Chomsky 的 形式 文法 的 生成 措 述 之 间 的 联 
系 构 成 了 抽象 自动 机 和 形式 语言 理论 的 本 质 ， 主要 的 
AAJ. E. Hopcroft 及 了 D. Ullman 的 著作 ([A1]). 
parn 

[A1] Hopcroft, J. E. and Uliman, J. D. , Formal languages 
and their relation to automata, Addison - Wesley, 
1969. Revised version: Introduction to automata, jan- 

pags and computation, Addison - Wesley, 1979. 
杨 东 屏 W 


局 部 算法 [algorithm local ; amroprrM -OKRmEB 首 ] 
规定 - -个 结构 集 元 素 的 性 质 并 在 每 一 步 只 利用 该 
元 素 邻 域 的 信息 的 算法 . 对 于 各 种 离散 最 优化 问题 的 
能 行 算法 的 存在 性 和 非 存 在 性 问题 用 局 部 算法 可 以 自 热 
地 表述 . 
AEREN: MEM), HIREA E 辕 的 每 个 对 


(N. ES -TRASA m), 使 得 : DAES N) 
DSA, MEM DAAE, AEM, RA S (M, M) 
TREN ASA, R =S A, m). A. RSSA, 
MARAA # 9 PHA (neighbourhood). Aik t 
一 个 例子 是 一 个 简 范式 中 的 人 台 取 邻 域 ( 见 Boole w $ iy 
Wht (Boolean functions, minimization of), 

令 械 是 一 有 限 的 无 向 图 (graph), rM, UM, 其 
中 M =a, a YR p hyIR S R. 且 令 M,= |{{a, aa 小 
:4 是 工 的 边 集 . Bl P l — 4 R=(a,,a,) B 38 
域 S (R ,r) AHSA R 2: EE BJ 38 EA 80 Jt T$ 8 tu 
HER S (及 ,T) 中 的 一切 边 的 顶点 组 成 ， S. (R. 
门 已 被 定义 , WI S (R. r)a l S 39 S R,T) 
中 项 点 关联 的 边 的 顶点 及 其 项 点 在 邻 域 S (R,T P 
边 的 顶点 组 成 .同样 ,本 引入 贺 工 的 任意 顶点 马 的 邻 域 
Sita, T) en $, a r). 

FPA, MBAM AELE M em KAA, 
aina 它们 可 分 为 两 个 不 相交 的 于 入 
Poe, PAB, BY. 第 一 个 子 集中 元 素 称 为 主 
要 谓词 (main predicates), 第 二 个 集中 元 素 称 为 辅助 谓 
词 (auxiliary predicates). MÆ z= (a, ,0) 称 为 信息 
È% (information vector), # mE{0, 1, A}(i=1,* ,六 
向 量 = 称 为 在 M ieat A 容许 的 (permissibie)， 若 对 一 
切 w 天 A， 等 式 a =P OL. )W 0 L. x NPN 
一 切 容许 信息 向 量 的 集合 J, m) FF M # 9 E 
信息 集 (information set). 

令 m=(M. A) E (aw. EJA, m). G=1, 
mgh AE W I= {和} 称 为 对 3 YE 
的 . 对 9 AFRA 3 的 类 JDR E Pen, 
P, Win) # t 38-55 M HIAB 28 (information dass). 显 
然 ， 邻 域 S(W., 总} 定义 一 邻 域 S(W>= R°). 

St t p, p 使 得 


p, SA, R=, =, B), 


AR p EXE PW E m= em w Qa" 
SATE, WYE, 其 中 MENR), Ba RE W F A: 1) 
# ij, W aa; 2) 在 N hi wq=s 0 R WSA 38 
的 集合 9 n ERK, 即 R'e) 为 简便 起 
WE AT, SAA, UID (N.a. 

在 上 述 某 些 集合 中 引进 偏 序 ; 1) 在 集合 M —[0,1, A) 
LE A<0, A<1; 2) 在 一 切 长 度 为 1 的 信息 向 重 集 M. 
E, R gSA GSL, DAR (a, a) S (8... ñ); 3) 
在 有 标号 的 元 素 集 上 ,车 (ao) 扫 (有 ,及 )， 则 取 
ALYA, HERS M= Uaa D 上 ， 著 第 
— N 及 N, RTE—ARRJM), #2, (e) 
Shoo PPRA em sn MP ne mi, R =< gt; 
SEERA SUTT 05 38383 P. 取 s < S,, 车 
S,=S(W% "s", RU) SSAA, gn), SARS S (N, M) 


an SR’). 
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=5 M, M), HARR "es ML Gh ES, 可 得 出 
(eot) S (ó, 5 ó). 

令 4 和 B 是 集合 1-5 2 JG. 车 A2B R 
BZA, W A ñ! B 称 为 等 信息 量 的 (equi - informative), 
BAAB. 函数 eA, m, S, WM) ER 3 E B5 
(monotone), # 3 SS S. WJ, 对 于 i=1,…,{, 有 


ATUN Kis Da Xj, S11 Mm ) < gp, (A 1 Bo g Brn Sy M). 


局 部 算法 的 确定 还 需要 引进 一 个 排序 算法 
(ordering algorithm) A.. 令 M EES -个 有 信息 疝 量 
的 元 素 的 集合 ， 且 令 N={1, …, IL FEWE s e 
MGEN, =A) — J 9 (82 站 的 集合 MX N. 算法 
ARRA MXN. 局 部 算法 4 完全 由 谓词 系 P, 


<. P, EZR Peo, P 及 辅助 谓词 P,,…, 忆 的 于 分 
H. PARRER o, U. po p=... m, )， 
算法 4. 决 定 ， 


w= gs REJM). 局 部 算法 的 第 一 
步 可 描述 如 下 . 算法 4. 用 于 集 人 台 M XN, EF M=W; 
对 有 序 序列 的 第 一 个 对 (a =. j), HA O GI, wa, S, 
对 "=(B Rh PIR out ss Bh R M 5. 若 (mw, 
50) (B. 则 取 第 二 个 对 , 等 等 ; 若 对 一 切 元 
REU” D, FA Q (m HA 六 一 (为 
真 ， 则 检查 过 一 切 MX 六 中 的 对 之 后 局 部 算法 终止 . 
否则 在 用 新 问 量 (B,…, 启 ) 苦 换 (%，…,%) 之 后 , 车 不 再 
有 其 信息 向 量 的 前 rz 目 中 至 少 有 一 个 符号 4 的 元 素 ， 
MAARE., 车 有 这 样 的 元 素 ， 则 局 部 算法 的 第 一 
Jt F. 设 已 执行 过 的 局 部 算法 4 的 步 数 为 mn， 第 +1l 
步 的 进行 除 把 集合 钢 " 用 31 蔡 换 外 ， 同 第 一 步 一 
kR. 其 中 路" 是 跟 " 经 过 局 部 算法 4 kn 步 转 换 的 结 
果 . 由 于 gp(i=1,…,i) 的 单调 性 质 ， 经 过 有 穷 步 后 局 
WAE ARZE. 

局 部 算法 的 最 初 定理 是 量 佳 算法 的 唯一 性 定理 
(uniqueness theorem of a best algorithm) 及 最 佳 
算法 的 存在 性 定理 (iheorerm on the existence of a 
best algorithm). 第 一 个 定理 讲 主 要 谓词 的 演算 结 困 是 
独立 于 算法 A (其 中 集合 R W RER 5). 第 二 定理 
断言 在 非常 广 的 条 件 下 最 佳 局 部 算法 (local algorithm) 
的 存在 . 所 谓 最 佳 局 部 算法 是 指 它 能 利用 一 给 定 的 邻 
域 系 计 算 具 有 取 定 辅助 谓词 的 给 定 主 要 谓词 ， 只 要 其 
他 和 侍 何 肖 相 册 邻 域 系 及 主要 和 辅 本 谓词 的 局 部 算法 做 
得 到 . 

寻找 显 式 的 最 性 局 部 算法 的 问题 已 被 最 小 覆盖 的 

全 的 算法 解决 . 设 给 定数 组 OMI Apr ue M>, 
RN 是 一 个 集合 uI, HREH, >00; ng), 
MEU 各. RAA AKERE Yau. Fi 
BEN HI R AFR JW ZR HEE r W, -- sA 构造 一 
MM 的 覆盖 .对 每 个 并 ,引进 邻 域 系 9 ,8 类似 于 
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合 取 式 令 域 系 的 引进 . HREH ij: Aia E 33 
空 集 ， 主 要 谓词 是 谓词 POA, M OSUA AEN M 
HEREZ P) P. (k. MARSA ANAR 
小 覆盖 之 中 )， 邻 域 系 S. 构造 了 最 佳 的 局 部 算法 . 对 
演算 图 的 边 的 阐 单 性 质 的 最 好 局 部 算法 也 已 构造 出 
X. 解决 Boole 臣 数 极 小 化 和 离散 线性 规划 问题 的 各 
种 局 部 算法 也 已 被 提出 . 

在 类 局 部 算法 中 最 佳 局 部 算法 的 可 计算 性 是 局 
部 算法 理论 中 的 一 个 重要 问题 .如 来 给 定 甘 于 半 E 产 ， 
MEMA, SR) BJ ik A. KRR S (N. S= = 
5, (M. S, 且 若 局 部 算法 对 于 邻 域 系 S (M. 2) 施 
fr, Kh s... m)e sO m) )= S ON, Wy, 则 称 局 部 
算法 有 指标 (index)k ， 把 局 部 算法 定义 中 的 P... P, 
的 个 歼 看 成 局 部 算法 的 存储 量 (quantity of memory) 
是 自然 的 . BAERI PO, mpina. FER 
部 算法 定义 中 出 现 的 一 切 谓 词 分 划 属 于 2. + A (9) 
是 把 局 部 算法 4 用 于 盟 " 的 结果 , MEM) MEM. 称 
谓词 PA, RPE (k, DHE BS (( ki) - computable), 
若 对 任意 有 指标 名 及 具有 取 自 w 的 主要 谓词 P 和 辅助 
谓词 P... P 的 存储 量 1 的 局 部 算法 ， 存 在 集合 m. 
使 得 在 AG PB Win] P, 对 一 切 抱 素 不 是 可 计算 的 ， 

S f(x. U. x E JE G x,,…, x, 的 Boole 888 
(Boolean functiom H Er B$ P (W, f(x, l, E 
词性 合 取 式 中 至 少 包 会 在 一 个 最 小 析 取 范式 之 中 ”)， 
对 谓 间 .x 加 上 自然 的 限制 ， 可 以 发 现 若 ki<const-. 2", 
则 谓词 P (W, fox. U. x) AEk, A. 有 趣 的 
是 ， 谓 词 P, f(x, x.) (“A Rk = W 2 J ta @ E 
个 了 的 静 端 析 取 式 中 *) (WL Booe 函数 的 范式 (Boolean 
function, normal formas of )} 是 (2,1) 有 可 计算 的 ， 但 
FE (E, DiE AI. 描述 图 的 给 定 顶 点 间 最 短路 径 的 
边 的 通路 的 谓词 的 类 似 结 果 也 已 得 到 . 
参考 文本 

[1] 3Kypamnen, 1O. PL. , & Kuñepueruga », 1965, 1, 12~19; 

1966, 2, 1—11. 

[2] Xyropmcas H. B. , € Kutepseruwa $, 1971, 1. 29 — 33. 
[3] Fypannea , K) H., œ. ¢TIponemm Kxru6epreruvu >, 
1962, 8, 5 一 44. 
亦 可 见 Boole 38 # BJ 9 v i£ (Boolean funtion, mini- 
mization of) 的 参考 文献 ， O H Wypas 所 
[RE] 作为 特殊 领域 (在 此 形式 下 )， 这 一 主题 在 西 
方 京 献 中 似 季 未 研究 过 . 它 可 能 关系 到 心脏 收缩 阵列 
算法 {[A1]， 38 9 we). 
参考 文献 
{Al] Mead, C. and Conwey, L., Introdugtion to VLSI sys- 
tems, Addison - Wesley, 1980. 263- 330. 
杨 东 屏 YE 


HERAT: algorithm , representation of an; aroprTM3 


nsoő5paæxenme ] ， 算法 的 编码 (coding of an algorithm) 

某 特定 类 的 可 构造 对 和 象 (constructive object) GË 
常 星 一 个 自然 数 或 一 个 闻 )， 包 会 关于 算法 的 完全 信 
息 ， 其 编码 要 符合 设计 这 类 算法 的 规则 ， 算 法 的 编 铅 
方式 要 能 够 使 由 算法 得 到 它 的 编码 和 由 它 的 码 得 到 算 
法 的 方法 都 尽 可 能 地 简单 ， 

(不 包含 字母 a, 有 和 ?的 ) 字 共 表 4 上 的 正规 笋 法 
(norma! algorithm) W f #8# (coding) W EX Win F f 
来 的 字母 表 Aapy LAF). 在 并 的 模式 的 每 个 代入 
公式 中 箭头 和 换 成 字母 w%w， 点 { 如 果 有 的 话 } 换 成 字母 六 
在 这 样 形成 的 字 末尾 如 上 字母 ? 这 样 得 到 的 字 按 它们 
对 应 的 代 人 公式 在 入 的 模式 中 的 次 序 排 成 相 司 的 序 
pJ. ERL VREER A 的 不 同形 式 的 记 法 ， 
即 用 字 的 形式 书写 时 的 模式 , 由 于 和 正规 算法 的 定义 的 
技术 细节 相关 的 理由 ， 正 规 算法 另 一 类 型 的 编码 更 方 
便 一 一 所 谓 正 规 算 法 的 记录 (record) ([1]), 它 是 把 对/ 
的 字 翻 译 到 某 个 二 字母 的 字母 表 (通常 是 {0 , 1}) 上 的 
FHAR. uA Turing 机 (Turing machine) 程序 
A. AAM (recursive - function) 8 3 ñi tE % E 
由 定义 此 函数 的 等 式 系 的 Gödel 数 来 执行 的 {[2]) . 

算法 一 般 概 念 的 尾 何 形 式 的 定义 中 ， 算 法 的 码 夏 
如 此 定义 ， 使 得 这 码 ( 实 际 上 是 它 编 码 的 算法 本 身 } 可 
包含 在 这 种 类 型 算法 的 输 和 人 集中, 这 就 有 可 能 证 明志 
谓 “ 通 用 算法 定理 "， 这 定理 是 处 理 其 编码 可 以 仿 襄 任 
意 此 种 类 型 算法 的 运算 的 算法 的 可 实现 性 . 

车 一 算法 的 编码 是 算法 的 可 允许 输入 ， 则 此 算法 
称 为 可 自 应 用 的 (sel - applicable), # EH HF AE 
的 编码 ; 否则 称 为 不 可 自 应 用 的 . 借助 于 可 用 于 这 种 
情况 的 Russell ti (A +T (antinomy) ) KÆ B| b) 
证 明 由 此 产生 的 算法 问题 ， 即 在 这 种 类 型 的 其 他 算 法 
之 中 如 和 何 识别 可 自 应 用 的 算法 ， 不 能 用 这 类 算法 来 解 
m. 这 个 结果 是 算法 问题 不 可 解 性 的 许多 定理 的 基础 . 

算法 (的 编码 } 的 码 的 长 度 是 算法 复杂 性 (要 记 住 算法 
的 程序 所 需 的 记忆 单位 量 ) 的 自然 度量 ( 见 算 法 的 计 算 复 
杂 性 {algorithm，cootmputational complexity of an)); 
算法 的 描述 复杂 性 (algorithm, complexity of descrip- 
tion of an). 
参考 文献 

[1] Maproe, A A., Teopun anropmpuon, M. , 1954 (< Tp 

matem -Ta AH COY}, r.A (PHEA A E 

尔 科 去 ， 算 法 论 ， 科 学 出 版 杜 ，1959)- 

[2] Kleene, S. C., I£troduction to metamathematics, Nor- 

th - Holland & Noordhoff, 1951 (中 译本 : S. C. W 

林 ， 元 数学 导论 ， 科 学 出 版 社 ， 上 册 1984, 下 斯 1985). 

H M Hao Ë 杨 东 屏 译 


SMit [algorithmic information theory ; amopTMEL 
qecKkñs Teopumu EHÈOPMALHH | 


i 


-i 


数理 部 辑 的 一 个 分 支 ， 它 在 算法 (algorithm) 和 可 
计算 函数 computable function) 概念 的 基础 上 给 出 信 
息 论 的 基本 概念 更 精确 的 表述 . 算法 信息 论 企 图 不 依 
天 概率 论 给 出 这 些 概 念 的 基础 ， 从 而 使 简 和 信息 量 的 
概念 可 以 应 用 于 个 体 对 象 . 此 外 ， 它 也 产生 与 特定 个 
kaba aqa 自身 问题 . 
of an individual obk) 的 A3. 也 称 为 对 象 的 
(Konmoropos) 复 杂 性 ((Kolmogprov) complexity of 
the object). 这 个 概念 的 直观 意思 是 重新 构造 给 定 对 象 
所 需 的 最 小 信息 量 . 个 体 对 象 复杂 性 的 概念 和 (基于 此 
概念 的 ) 在 个 蛋 对 象 了 中 与 个 体 对 象 x 有关 的 信息 量 的 
概念 是 1962 — 1965 FHA H Komoropon # H 65, 
此 后 算法 信息 论 开始 发 展 . 

具 考 虑 二 正字 (0 和 1 REPT EERE. 
字 x 的 复杂 性 (complexity of a word) 可 理解 为 借助 某 
确定 的 解码 过 程 重新 构造 x 所 项 的 全 部 信息 的 最 短 二 
LF 的 长 度 [Tp). 这 概念 的 全 部 精确 定义 如 下 、 

令 上 全 是 任意 址 用 部 分 递归 函数 (partial recursive 
function)。 这 时 ， 关 于 下 的 字 x hE tE 


min !(p), Æ F(p)=x 
K, (x) = 
o0， 若 不 存在 p 使 得 F(p)=<. 


满足 F(p)= x 的 字 P 称 为 码 (code) 或 程序 , F H p 
可 以 重新 构造 字 x. 下 述 定 埋 成 立 ; 存在 一 部 分 递归 
画 数 而 (最 优 函 数 (optimal function])) 使 得 对 任意 部 分 
递归 函数 F, 下 列 等 式 成 立 : 


Kr,(x) = K#(x)+ Cr, 


Ht C, 是 独立 于 x 的 常数 . Q E HE 25 Hi — + JF 5 (Z. 
赂 一 加 性 常数 的 ) 复杂 性 定 尽 : = x HEA KÆ 
关于 某 部 分 递归 了 画 数 品 的 复杂 性 K. (x), E- B W E 
MALFE. 显然 K(x) 过 TO0TC， 其 中 心 为 与 并 无 关 
的 常数 ， 

用 KO) 也 可 决定 字 对 (x, y) ËJ 56 22 K(x, y) 
(com plexity of a pair of words); WH EB Tt (x, y) 
能 行 地 编码 为 一 个 字 cx. y), BRE Ki, y ERA 
K(e(x, y). 

P. Martin -Lif 研究 了 无 穷 二 元 序列 前 节 的 复 条 性 
行为 . 令 ,表示 序列 所 的 开始 站 个 字母 组 成 的 前 节 . 
这 时 , 几乎 所 有 ( 按 Lebesgue 度量 ) 无 穷 二 元 序列 有 下 
述 性 质 ; 1) 对 无 穷 密 个 自然 数 站 ,不等式 Konce 
成 立 ， 其 中 c 为 某 常 数 ，2) 对 大 于 基 个 数 n, 的 一 切 自 
RA n, K(a)2n (I+ )log,n ,其 中 8 是 一 任意 正 数 
(Martin - Löf 定理 (Martin - Lof theorem). Æ >, 对 
任意 序列 中 存在 无 穷 多 个 n, 司 得 K (0) Sn togn. 
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复杂 性 概念 也 用 于 算法 问题 的 研究 ， 此 处 有 一 更 
自然 的 概念 称 为 字 x 的 解 的 复杂 性 (complexity of the 
solution of the word) .这 个 转念 的 直观 意思 是 对 每 
TiS, 为 找到 字 x 的 第 i 个 字母 ( 字 x 的 长 度 不 
一 定 需要 知道 ) 所 需要 的 最 小 信息 量 . 更 精确 地 说 ， 对 
T3 33814 83 Ge, D, 字 x= xr X 的 解 的 复杂 性 
是 指 


min (I (p): Ç í < 
KR;(x)= 
9， 车 不 存在 这 样 的 p. 


下 述 定 理 成 立 ， 存 在 一 部 分 递归 函数 G, (最 优 明 数 )， 
使 得 任意 其 他 部 分 递归 函数 G 满足 不 等 式 KR. G) < 
KR {tx}+Coc， 其 中 CC 是 一 独立 于 x 的 常数 Fx 
的 复杂 性 KR (x) 是 某 最 优 部 分 递归 函数 Gu 的 复杂 性 
KR, (DO， 这 个 Gu 一 旦 到 定 ， 则 永远 不 变 ， 显 然 ，KRx) 
< K+ H K(x) & KR (xa)+21(x) +C .对 任意 自然 数 
# M 可 能 用 KR (x) 去 决定 集合 M B) n ÉS SE 2 +E 
K(M. n): KIM, ny= KR (0), 其 中 osre … 是 集合 


I(x}, G(p. i)=x,y, 


ao # x an = 


G ie M. M] x=1, WI ie M. R| x =O). 

SR EJ 8838 K Sk 8 AGRARE 时 的 归属 
HE. 若 给 定 某 个 ma 且 对 好 的 归属 问题 只 限于 前 个 
自然 数 ， 那 么 可 以 得 到 一 个 有 界 算 法 问题 {bounded 
algorithmic problem). 数量 K(M. 站 可 以 直观 地 理解 
为 表示 解 此 有 看 何 题 所 需 的 信息 最. 特别 地 ， 集 全 M 
是 递归 的 当 且 仅 当 大 (7, 二 以 某 常 数 为 上 界 ， 

由 Martin - Löf WFA, FEWE KM, n) — n 
的 集合 ,也 可 以 发 现 甚至 在 由 两 个 量词 的 算术 谓词 : 
定 洋 的 集会 中 也 有 最 大 复杂 性 度 的 集合 存在 , IB FË 
定理 可 用 于 递归 可 校 举 集 : 1) 对 任意 递归 可 枚 举 集 M 
MEE n, 不等式 KM, nn) 拟 logyn 二 局 成 立 ， Hh C 
Fiki Fn. 2) 存在 递归 可 杖 举 集 时 ,使 得 对 任意 nn 
不 等 式 KM, nn 之 log,n 成 立 . 同时 存在 一 个 递归 可 枚 
举 集 呈 ， 使 得 若 任 意 -- 般 递归 阔 歼 的 计算 的 时 间 : 是 
有 界 的 , fiti K'(M, n) 2ni 成立, 其 中 心 不 依赖 
Fn. 

< F Rk b 42025 E 55 3 a tB, u H| B: 86 ik qË 
kË W (DLiNWS FR (universal set)): 集合 MERAH 
的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 无 界 一 般 递 娄 函 数 ftn)， 使 得 
H-H n 的 值 不 等 式 KM, n) > fni. 

在 研究 有 界 算 法 复杂 性 时 也 要 用 到 其 他 复杂 性 度 
量 ， 人 例如 解决 给 定 的 有 界 问题 的 正规 算法 (normal 
algorithm) 的 编码 的 概 小 长 度 . 但 是 已 经 发 现 ， 在 上 
述 的 复杂 性 和 表示 为 一 算法 的 编码 的 极 小 长 度 {或 Tu- 
ring 机 内 部 状态 的 极 小 个 数 ) 的 这 些 复杂 性 的 类 伺 物 之 
间 存 在 着 亲近 精确 关 奈 ( 见 算法 的 描述 复杂 性 (aigori- 


thm, complexity of description of an)). 
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在 构造 算法 信息 论 中 引进 的 另 一 个 概念 是 , 对 已 知 
Hy, BREEN G(s, F x 的 条 件 复杂 性 
(conditana] complexity of a word): 


min {I (p): Gip, y)=x}, 
KIIS] o 着 不 存在 p GO, 月 = 区 


这 个 概念 同样 与 最 优 函 数 G. 的 存在 性 定理 有 美 .对 已 
知 y 字 x 的 条 忻 复杂 性 下 (x | 国定 愉 为 接 某 最 优 函数 G, 
的 复杂 性 K GX 1y), 其 中 G 一 县 了 骤 定 就 不 再 改变 ， 
尺 (x1 站 的 直观 意思 是 , 为 使 字 x 有 可 能 重建 而 在 字 y 
包含 的 信息 中 必须 再 加 上 的 最 小 信息 量 . T, Kaly) 
<Küix)y+C. 

算法 信息 论 中 另 一 个 中 心 概念 是 个 体 对 象 了 关于 
个 体 对 象 x 的 信息 量 (amount of information in an 
individual object) HRA: 


I(y:x) = K(x)—K(x |p) 


amount of information). Æ 天 (和 K(x| y) BrE A 
x KAE (algorithmic entropy) 和 对 给 定 y，x 的 算法 
Akt (algorithmic conditional entropy). $ ii 39 84 2 
A H(X ,Y)=H(X)+H (Y VY Ef 8 B) 23 = 
KX: YSKY: X) 在 算法 的 概念 下 成 立 ， 若 不 计 阶 为 
O(ogH (X, Y) BS 1 


| K(x, y) [K+K |x)] | £ O(log K(x, y). 
| Ixy} 10:x)] < O(og Kix, y). 


信息 量 的 算法 的 定义 和 古典 的 定义 之 间 (更 确切 
说 ， 在 Komoropos 的 字 的 复杂 性 和 频率 的 Shannon 
分 布 的 炳 之 间 ) 存 在 一 定 的 (由 Komaoropos 提出 的 ) 关 
系 : Arr KEA ier 的 字 x 是 由 i 个 长 度 为 
rh Fih, Hik x 中 出 现 的 长 度 为 + 的 第 上 个 字 具 有 
频率 (kK=1,… , 2"); 那么 有 


Kix) = H+af(i), 
1 
其 中 y 
H = — X gh op g: 
k-1 


且 当 i— ot, eG) 0. HWAT, ERARA 
Bp 8 q bi Su akiR r. iX E ARAN + 
研究 有 频率 规律 的 序列 对 象 . 因此 ， 可 以 在 研究 的 各 
种 量 之 间 建 立 对 应 于 独立 试验 的 随 宙 序 列 四 的 如 下 虚 
FZE: 


ra 


同样 的 考 您 可 用 于 任意 过 布 性 平稳 贿 机 过 程 ， 
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【 补 注 ] Komorpos 的 复杂 性 理论 或 “算法 人 信息论" 起 
FF R. J. Solomonoff, Komoropos, L. Levin, Mar- 
tin - Lof 和 G. J. Chaitin 的 独立 工 作 . 最近 J. Hartm- 
anis 还 通过 考虑 从 数据 的 描述 重新 构造 原始 数据 的 工 
作 量 { 时 间 复 杂 性 1) 而 改进 了 这 个 理论 . 
参考 文献 
[A1] Hartmanis, J. , Generalized Kolmogorov complexity 
and the structure of feasible computations, in Proc. 
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KEK [algorithmic language ; aruoparranaecaasii bak: ], 
形式 程序 设计 语言 (formal programming language) 

一 种 形式 语 育 (formal language), ti Ti E 
算 过 程 , 或 等 奖 卫 用 于 写 出 计算 机 所 执行 的 算法 ， 面 向 
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algorithmic languages) Z HFE R., 面向 问题 算法 语 
言 是 高 级 语言 , 它 与 任何 特定 机 器 无 关 ; 而 面 加 机 器 算 
法 语言 是 低级 语 这, 它 必 须 考虑 某 种 机 器 的 特点 , 如 机 
器 指令 集 , PEARS. “算法 语言 "这 个 词 通常 指 面向 
问题 语言 ,而 不 是 指 机 器 代码 (machine code), #4 fÑ 
码 是 计算 机 能 直接 接受 的 语言 .对 算法 语言 构成 的 完 
整 文本 (程序 (program)) 来 说 ,一 个 通用 的 算法 唯一 地 
(non - algorithmic programming languages), 对 非 算 
法 编程 语言 来 说 , 一 个 文本 的 执行 过 程 是 完全 不 确定 
的 ,或 者 这 个 交 本 只 能 作为 综合 一 个 算法 的 素材 . 

如 同 自然 语言 那样 , 算法 语言 是 在 基本 符号 的 字母 
表 上 以 语法 元 素 的 分 层 系 统 构 造 起 来 的 . 程序 是 用 基本 
符 屿 写 出 的 .语法 元 素 之 间 的 关系 是 约定 的 ， 有 点 类 


亿 于 自然 语言 的 单词 .短语 和 自 子 ,它们 之 间 的 连接 用 
名 法 规则 约定 ， 用 基本 符 生 牛 构 成 的 最 低级 元 素 称 为 
词 位 (lexemes) SWA it (lexical units)， 对 于 出 
现在 程序 里 的 词 位 , 其 所 疯 类 是 确定 的 ， 至 于 词 位 的 某 些 
类 (例如 ,标识 符 )} 也 有 其 确定 的 糟 域 (scope) — # 
序 唯 -的 标识 部 分 ,给 定 词 位 的 所 有 出 现 都 属于 该 程序 
(或 分 程序 )， 这 种 词 位 的 第 一 次 出 现 被 认为 是 定义 性 
H (defining); 词 位 在 其 作用 域内 的 其 他 出 现 称 为 应 
用 性 的 (apphed). 

算法 语言 元 素 的 更 进 -- 步 层次 是 由 概念 ( notions ) 
或 非 终结 符 (non - terminals) 构成 的 - 算法 语言 概念 
之 间 的 关系 是 一 种 (直接 ) 成 分 (constituent) 的 关系 
(好 直接 的 组 成 部 分 的 关系 )， 而 给 定 概念 的 成 分 之 问 
的 关系 是 一 PM (concatenation) 关系 【 即 按 文 本 的 
顺序 连接 的 关系 这 种 成 分 关系 的 传递 姜 包 唯 -地 赋 
于 每 个 概念 某 些 程序 文本 的 子 字 , 称 这 个 子 字 是 这 个 概 
念 的 终结 产生 (production). 有 一 个 初始 概念 , 它 的 
=: 是 整个 程序 文本 . 一 标 树 称 为 一 个 程序 的 产生 或 
语法 树 (syntax tree ), 她 果 它 的 根 是 初始 概念 ， 树 的 终 
IE IR38 (F) AMERRE, 树 的 内 部 顶端 是 概念 ， 
树枝 是 成 分 关系 . 这样 一 棵 树 的 构成 过 程 称 为 程序 的 
语法 分 析 (syntactic analysis 或 parsing }. 

概念 和 词 位 具有 属性 《attributes) ,部 由 算法 语言 
的 描述 所 确定 的 某 些 集合 . 确定 出 现在 程序 中 的 元 泰 的 
属性 称 为 语义 分 析 ( (semantic analysis). 3 R ili W 
性 从 它 的 定义 性 出 现 分 析 开 始 , 这 种 分 析 通 常 包括 有 美 
属性 的 显 式 信息 . 属性 的 信息 在 相应 的 作用 域内 传 甫 
络 词 舍 的 所 有 应 用 性 出 现 (标识 《identification))， 某 
种 概念 的 属性 通过 对 产生 树 的 归纳 已 经 找到 ,它们 被 看 
作成 分 的 属性 隔 数 . 语义 分 析 的 本 质 部 分 有 是 在 于 检验 
属性 上 的 兼容 性 , 语 祥 分 析 对 二 检验 程序 正确 性 是 十 分 
有 用 的 . 


句法 分 析 的 规则 由 算法 语言 的 生成 文法 【gram- 
mar. penerative) 所 规定 ， 或 者 由 分 析 自 动机 (automa- 


ton), 更 准确 地 说 , 由 其 不 同 的 推广 所 规定 , 它们 把 程 
序 文 本 转换 成 产生 树 ， 语 义 分 析 规 则 -- 般 是 非 形式 描 
述 ,但 又 力图 使 属性 信息 的 定义 形式 化 ,并 借助 于 二 级 
语法 【 见 Algd- 68 语 育 (Algol - 68)) 的 机 制 考虑 上 
Tx. 

算法 语言 的 程序 的 执行 算法 一 般 以 产生 树 的 顶点 
和 不 同 的 执行 过 程 (也 称 转 撞 程序 (transducers) 戌 语义 
过 程 (semantic procedures) ) 之 间 相 对 应 的 形式 给 
出 . 每 个 过 程 热 行 一 定 的 运算 ,作为 给 定 概念 (或 词 
位 ?的 某 些 上 下 文 和 属性 的 函数 , 绑 后 ,确定 下 一 全 过 


程 ,过程 操作 可 借助 某 种 抽象 机 解释 型 (interpreta- 


tion) 语 久 } 直 接 给 出 计算 过 程 , 或 用 某 种 高 级 语言 
{翻译 型 (translational} 语 义 ) 把 给 定 概念 的 产生 转换 
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REFR. 

在 特定 算法 语言 中 ,基本 符号 的 字母 表 一 般 由 罗 .了 
字母 表 ( 有 时 用 恤 文 字 甘 表 代 蔡 或 补充 ) 的 字母 .数字 .ti 
界 符 对 (括号 ). 分 陋 符 (标点 符号 ) 和 某 些 运算 符 组 成 . 
闲 位 的 主要 类 有 表示 数 的 数字 (numeri), A X: 
的 文字 (literals) 以 及 由 程序 本 身 定义 的 表示 程序 各 到 
对 象 的 标识 答 (identihers)， 主 要 对 和 象 是 变量 . 标 好 
(labels) (程序 各 部 分 的 名 称 ) 和 过 得 (procedure Y 
(表示 功能 )， 某 个 标识 符 的 会 义 和 名 字 由 算法 语言 由 
描述 (BIS) E x. 

算法 语言 概念 中 的 基本 结构 一- E 2. E S É ll 
PEER. IKBN (descriptions) 是 由 词 位 的 定义 性 出 现 
上 所 赋予 的 属性 信息 源 ， 实 质 上 ， 属性 刻 通 了 执行 程序 E 二 
被 计算 的 值 的 类 型 ,也 刻画 了 它们 的 表示 形式 以 及 在 椰 
圭 器 中 存 取 的 方式 . 对 于 合成 值 ， 如 数组 (向 量 ， 短 
阵 } 和 结构 慎 (记录 )， 其 基本 分 其 的 存 取 方 式 也 是 碟 
规定 的 ， 表 达 式 (expressions) 是 值 的 源 ; 运算 符 topera- 
tors) 是 程序 中 有 限 操 作 (运算 ) 的 单元 ; 基本 运 8 1 
(basic operators) A FAAR t E REA ( assignment ， 
的 奉 作 符 ， 控制 转移 í control transfer) 运算 符 (ER 
件 或 条 件 的 } 过 程 调用 {prooedure call) 运算 符 和 ， | 
坏 {]oop) 运算 符 等 ， 

循 坏 和 过 程 是 算法 语言 的 最 有 代表 性 的 工具 , 为 等 
长 计算 提供 简短 记号 ， 御 环 运 算 符 规定 程序 的 某 些 汪 
分 (循环 体 (loop body)) KERRI. BAKRE 
给 定 条 件 确定 . 过 程 定义 为 程序 的 某 部 分 (过 程 '# 
(Procedure body)) 提 供 缩 写 的 参数 化 记号 hie. -t 
程 体 的 执行 可 解释 为 调用 过 程 所 触发 的 燕 本 运算 . 在 这 
种 运算 过 程 中 ,把 实际 值 赋 于 过 程 中 所 包含 的 铸 数 . 

算法 语言 的 一 个 重要 特性 是 构造 程序 文本 的 能 
力 , 使 得 编写 ,学 习 和 检验 都 较 容易 ， 构 造 的 二 要 会 
是 对 作用 域 结构 ( 模 所 结构) 以 及 过 各 和 和 宾 环 的 限制 ,!1 1 
及 对 使 用 控制 转移 操作 符 规定 细则 ,以 限制 执行 路 径 上 i 
分 支 数量 . 

算法 语言 的 计算 机 程序 设计 需要 采用 程序 设计 
HF (programming processors ) (编译 程序 (com. 
pilers). 解释 程序 (interpreters)) 形式 的 专用 软件 ， wry 
软件 是 算法 语言 程序 与 机 器 的 媒介 . ER 
技 行 以 下 功能 ; 程序 输入 ,词法 分 析 { 词 位 的 隔离 和 
2). 句法 和 语 久 分析. 形式 错误 指示 人 分析. 中介 形 :: 
(抽象 计算 机 内 部 语言 程序 的 表示 .以 便于 程序 下 .二 
的 处 理 或 执行 ) 的 综合 . 优化 (中 介 形 式 的 有 次 序 的 到 
E. 以 改进 程序 的 某 些 特性 ,如 存储 器 规模 . ë E Ay 
求 ) .代码 生成 【机 器 程序 的 构成 ) 以 及 程序 的 执行 ， 二 
S Ea Rap... kiki (translators) , 编 证 
， 程 序 EE] 
在 解释 类 型 F， 


站 RN 
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AREF ri ORRY {incremental translators}, 
交互 翻译 程 月 ， 程 序 的 执行 
借助 于 中 介 形 式 ,产生 树 , 或 音 甚 至 初始 文本 的 某 种 解 
RER. 

FFH À- 8. N WI £ 5 ËF t 式 t translation sc- 
heme) 是 有 区 别 的 . 在“- 澳 模 式 中 ， 熏 详 程序 的 所 有 功 
能 都 在 程序 文本 的 单 过 翻译 过 程 中 执行 ， 产生 树 的 陋 
离 的 顶点 直接 生成 程序 的 机 器 命令 ,此 时 无 优化 ,也 无 
HWER. 在 . .过 番 详 程序 中 ,产生 树 一 般 在 程序 的 初 
遍 过 程 中 建立 ,而 与 生成 相 结 全 的 语 兴 分 析 在 二 遍 过 程 
中 起 作用 ， 涉 及 中 介 形 式 利用 的 名 总 模式 ,在 优化 翻 详 
程序 或 多 种 机 器 混合 生成 系统 中 合用; 一些 特别 复杂 的 
算法 语言 也 要 求 句法 和 语义 分 析 . ' 

可 以 在 计算 机 上 使 用 的 算法 请 言 很 多 (1000 种 以 
E) 但 广泛 使 用 的 算法 语言 只 有 几 种 , 其 中 包括 Aipal 语 
H (Algol); Algol - 688 98; Cobol 语言 (Cobol) ; Lisp 语 
A (Lip); FPL/DA Æ (PL/D: Simuh 语言 (Simula); 
Fortran 语言 Fortran); 苏联 的 Amame 语言 (Algams); 
Ampa HA (Alfa) 和 Refal 语 言 (Refal). 
prie 

[1] mgerman, P., 
Press, 1966. 

[2] Aæ nmporpammmposanmma, M. , 1972 (HHR). 

[3] Hopgood, F. R. A., Compilation techniques, American 
Elsevier, New York, 1969. 

[3] Higman, B.. A comparitive study oF programming lan- 


A syntax - oriented translator, Academic 


puapes, American Elsevier, New York, 1968. 

A. IL Epuos # 
GREJ 在 说 英语 的 计算 机 科学 团体 中 , "程序 设计 语 
$ (progamming languape) ”与 "算法 语言 (alpgorithmic 
language ) ”的 概念 之 间 一 般 没 有 明显 区 别 , 尽管 在 历史 
上 算法 语言 主要 指 的 是 Algo 语言 (Algol) Kik. 程序 
设计 语言 理论 的 术语 和 概念 并 未 标准 化 : 上 文 主 要 根据 
Algo - 例 语 言 (Algci-68) 定 义 中 使 用 的 某 种 慑 用 方法 . 


从 1970 年 以 来 ,广泛 使 用 的 一 种 语言 是 Pascal 语 
言 (Pascal), 它 与 提供 其 些 附加 功能 的 Alpol - 60 语言 
有 密切 关系 ， 过 程 型 【procedural) 【或 操作 型 ) 语言 
类 基本 上 规定 了 被 执行 运算 的 顺序 ;还 有 郑 数 型 
《funnctional)《 或 应 用 型 ) 语言 ,这 种 语言 的 程序 基本 上 
县 一 组 递归 函数 定义 .演绎 型 (deductive) (AERE 
序 设计 ) 语 言 的 程序 由 -- 组 谓词 递归 定义 组 成 . 现行 的 
大 多数 算法 语言 是 过 程 型 语言 . 图 数 型 语言 的 例 隔 是 
Lisp RA, 而 Prolog 语言 是 演绎 型 语 言 . 


$x K. 
[A1) Pratt, T. W., Progamming language: design and 
implementation, Prentice Hall, 1975. 
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算法 问题 [algorithmic problem; amopwrmaseckas npo- 
nema] 

FA (唯一 的 ) 方 法 {算法 (aigortthm)])] 以 解决 
问 一 类 型 的 无 鹤 名 个 单个 问题 系列 的 问题 。 具 史上 在 各 
个 数学 分 支 中 都 曾 提出 并 解决 了 算法 问题 ， 但 是 某 些 算 
法 问题 长 期 未 能 解 央 .其 原因 只 是 在 加 世纪 各 年 民 
在 数理 远 辑 中 给 出 了 算法 的 精确 定义 后 才 寿 明白 ， 并 
所 发 现 了 不 可 解 的 算法 问题 ， 即 根本 不 存在 所 要 求 的 
算法 . 结果 使 数学 家 关于 算法 的 观念 有 了 彻底 的 变 
化 ， 新 的 算法 问题 开始 往 述 为 对 给 定 类 型 的 无 穷 案 个 阿 
题 系 列 的 解 的 算法 的 存在 性 问题 旦 当 算 法 存在 时 找 出 
此 算法 问题 的 解 . 

所 个 比较 精确 的 算法 定义 在 算法 论 (algorithms, 
theory of) 中 几乎 网 时 出 现 且 它们 被 证 明 本 质 上 都 是 
等 价 的 . 在 每 个 这 种 定义 中 给 出 了 特定 算法 的 充分 广 
泛 的 类 ， 它 们 关于 算法 的 组 合 的 自然 运算 是 料 闭 的 . 
每 全 关于 某 算 法 问题 不 可 解 的 命题 是 一 个 对 所 考虑 的 
算法 阿 题 借助 于 给 定 的 算法 类 是 不 可 解 的 、 在 数学 上 
有 严格 证 明 的 定理 .在 这 种 形式 下 这 些 定理 可 以 看 成 
是 特定 的 ， 即 关于 给 定 算法 类 的 . 但 是 ， 所 有 这 些 晨 
果 都 可 以 用 数学 家 所 理解 的 直观 算法 概念 来 表 秒 ， 这 
种 “翻译 "是 建立 在 所 谓 的 Church 论题 {Church thesis} 
( 依 给 定 算法 的 确切 表述 方法 的 不 同 也 可 称 为 Turing 
论题 {Turing thesis) 或 正 规 化 原理 ( normalization 
principle) ) Z 上 的 ,这 全 论题 断言 ， 所 考 虐 的 这 类 算法 
是 通用 的 ， 即 性 何 直观 算法 可 以 计算 的 范 数 可 以 用 这 
类 算法 中 的 某 个 来 计算 ， 这 个 论题 是 由 数学 的 历史 所 
肯定 的 科学 事实 .一 切 数 党 上 己 知 的 算法 都 符合 这 论 
题 ， 而 想 在 上 述 范围 之 外 找到 算法 的 所 有 企图 都 遭 到 
了 失败 ， 最后， 这 论题 也 由 于 各 种 严 烙 定义 的 算法 类 
的 等 价 性 而 被 肯定 ，Chureh 论题 不 能 被 证 明 ， 因 为 它 
所 涉及 的 是 在 数学 上 模 瑚 的 直观 算法 概念 .但 这 论题 对 
于 数学 又 是 非常 重要 的 ,因为 它 使 得 有 可 能 来 谈论 数学 
家 理解 的 一 般 意 尺 的 算法 问题 的 不 可 解 性 . 

最 早 的 不 可 解 算法 问题 的 例子 是 在 算法 论 本 身 里 
被 指出 的 . 它们 包 插 自然 数 的 给 定 非 递归 集 匹 素 归 属 
性 的 判定 问题 , 通用 Turing 机 的 和 迟 机 问题 ， 正 规 算 法 
(normal algorithm}) 可 自 应 用 的 判定 问题 等 等 . 

关于 在 算法 论 本 身 之 外 的 算法 问题 ， 首 先 应 访 指 
出 的 是 ，1936 年 Church 首先 证 明 一 - 阶 谓词 演算 有 效 
公式 的 判定 问题 的 不 可 能 性 ， 在 模型 论 (model theo- 
ry) 里 许多 算法 问题 是 这 类 问题 . 模型 论 是 20 世纪 30 
FAH A L Mal'tsev 和 A. Tarki 创立 的 . 它 用 谓词 演 
算 处 理 非 空 集 和 在 它们 上 面 定 兴 的 关系 .模型 论 中 许 
多 算法 丫 题 的 表述 和 一 些 基 本 结果 也 要 归功 于 他 们 ， 
给 定 的 模型 类 兵 的 初等 理论 (elementary theory) i Œ 
天 中 的 一 切 模型 中 为 真 的 所 有 一 阶 谓词 演算 的 闲 公 式 
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#. 类 天 可 以 只 会 一 个 模型 ， 一 个 初等 理论 了 是 可 能 
的 (soivable} 或 不 可 解 的 (unsolvable),, RETES 
在 一 算法 以 判定 任意 给 定 公式 对 理论 了 的 电 属 问题 ， 
模型 论 中 研究 咎 法 问题 的 方法 和 已 取 得 的 结果 的 部 分 
Ei [3]. 在 [3] 中 谈 到 的 最 有 趣 的 问题 是 月 由 群 奶 等 
理论 的 不 可 解 性 也 是 至 今 (1977) 尚 未 解决 的 问题 ， 

许 事 数 党 分支 的 可 构造 的 解释 也 产 半 许多 不 同 的 
算法 问题 . 下面 给 出 数学 的 传统 分 支 中 考虑 算法 问题 
的 主要 结果 . 

一 个 自然 提出 而 马 长 时 间 示 解决 的 问题 是 : 不 可 
EUR H HERTE RANAR Ait EAH 
BREZ. ERRADA t hE TAi B 9k BB P $B 
的 不 可 解 算法 问题 ? 这 方面 的 第 一 个 结果 是 在 1949 
年 和 1947 年 被 A. A Mapo A É. L. Pest 各自 独 
立地 解决 的 .他 们 证 明了 早 在 1914 E A. Thue 提出 
的 半 群 上 字 移 等 愉 (等 同 ) 问题 是 不 可 解 的 . 在 这 问题 
中 考虑 由 有 穷 多 个 生成 元 (字母 表 ) 


如 1，. . ，， a, (1) 


REXA 
A =B, i=l,..,,k (2) 


定义 的 半 群 .这 里 考虑 的 半 群 条 的 一 个 初等 变换 (ele- 
mentary transformation) 是 由 字 PAQ 到 字 PB Te) 的 转 
换 ， 或 相反 的 转换 ， 其 中 P. Q 是 字母 表 (1) 中 的 任意 
F. 字母 表 (1) 中 两 个 字 汪 和 了 称 为 在 内 是 等 价 的 
车 它们 相 重 会 或 可 由 一 个 经 过 有 穷 包 个 初 等 变换 得 到 
另 一 个 . 一 切 具 有 用 字 的 联结 自 热 地 定义 的 怀 法 运算 的 
半价 基 的 集合 恰 是 由 生成 元 人] 和 关系 (人 定义 的 半 群 rL 
(identity) ( 字 问 题 (word problem)) 是 寻求 rt KER 
字 对 下 和 了 了 在世 中 是 否 等 价 的 判定 算法 问题 ， 了 世 就 是 
判定 左 的 元 素 在 由 它们 定义 的 关系 下 是 否 等 同 的 问 
Ja. 对 于 Mopros 和 Post 移 造 的 特殊 半 烙 ,不 存在 解决 
等 从 问题 的 算法 { 见 [1])， 

这 方面 最 显著 的 结果 是 由 品 C. Homos 得 到 的 
( 见 [4], [5])， 李 证 明了 M，Dehn 在 1912 年 提出 的 ， 
全 志 界 许字 代数 学 家 研究 过 的 群 论 的 古典 字 问 题 ( 字 的 
等 价 或 等 网 问题 ) 是 不 可 解 的 .对 半 群 可 以 相仿 地 表述 
字 问 题 ， 区 蓝 是 只 考虑 保证 在 给 定 半 群 中 一 切 生成 元 
CU 的 道 元 存在 的 那些 关系 (2) 的 系统 Horos 还 证 
明了 群 论 中 非常 重要 的 同 构 问 题 (isomorphism prob- 
lem) ( 即 如 何 找 -- 算 法 以 判定 任何 两 个 群 是 天 同 构 的 
问题 ) 是 不 可 解 的 ,后 来 证 明 ， 对 任意 给 定 群 G 不 能 
找到 任何 算法 可 以 断定 性 意 群 是 否 与 G 同 构 ( 见 [6])， 

A. Á ”Mapeos BESE T Æ RPR REE IS I E ETA 
(problem of recognition of invariant properties of 
semi - 负 roups)， 不 变性 质 是 指 同 构 的 半 群 间 所 保持 的 
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EED. 他 证 明 ， 若 对 一 个 不 变 半 群 性 质 x， 存 在 
有 具有 性 质 = 的 半 群 及 另 一 个 半 群 ( 它 不 能 髓 人 性 何 有 此 
性 质 的 半 群 )， 则 不 存在 一 个 算法 可 以 判定 任意 给 定 半 
群 是 否 具 有 性 质 w. 这 意味 着 在 半 群 类 中 几乎 一 切 不 
变 半 群 性 质 是 算法 不 可 判定 的 ， 在 群 论 中 也 得 到 这 个 
基本 定理 的 类 似 结 果 ( 见 [7],，[8], 9. 特别 地 ， 在 此 
Wa Fie an. $ K, 是 一 切 有 不 变性 质 x 的 群 组 成 
的 类 .对 每 个 如 此 的 类 有 两 个 有 关 的 算法 问题 ; K. 中 
群 的 字 问 题 ， 及 判定 性 意 群 是 否 属 于 天 。 的 问题 . 业已 
发 现 ， 对 任何 非 空 类 其。 这 两 个 算法 问题 至 少 有 一 个 不 
可 解 . 半 群 情况 也 是 如 此 . 

另 一 研究 的 问题 是 指明 在 其 中 字 阿 题 不 可 解 的 单 
群 和 半 群 .在 这 主题 下 揭 许 多 研究 中 可 以 提 到 由 如 下 
七 个 简单 定义 关系 给 出 的 半 群 的 字 间 题 不 可 解 的 证 明 
(%[10]): 

ac = ca, ad = da, be = cb, bd = db, 


ecq = ce, edb = de, cca = eene. 


Fi Y SriH — F = + E 32 > R J + u| 8 l!) = [Rl BN ñiy 
半 群 ( 见 [11]7， 至今 977) 沿 未 找到 一 般 情 沈 下 解决 
字 何 题 的 算法 ， 蔓 至 对 只 有 一 个 定义 美 系 的 半 琉 也 没 
找到 .只 有 对 不 可 约 的 定义 关系 找到 了 这 种 算法 (EL, 
[12)). 热 而 , 解决 只 有 -一 个 定义 关系 的 群 的 字 问 题 则 要 
早 得 多 ( 见 [131)， 但 对 有 两 个 如 此 关系 的 问题 仍 未 解 
决 .定义 具有 不 可 解 的 字 问 题 的 群 的 定义 关系 的 最 小 
个 数 已 知 为 12. 已 证 明 交 撞 半 群 的 字 的 等 价 问题 是 可 
解 的 ， 对 变换 群 同 构 癌 题 也 已 证 明 是 可 解 的 . 对 有 限 
R AREER. EFRA L Er T FEY ir i 
EMETTE. BERET Br pi SEEF28 9 DI 38 i — 
+H — T Tt #T2 380 2 H 23 3 4 E > 3 E 25 H BJ E 
有 不 可 解 的 字 的 问题 [ 见 [15]). 

研究 具有 定义 字 的 交友 的 有 限度 景 ( 即 具有 定义 关 
系 的 左 柚 的 交 和 个 ) 的 群 的 字 癌 题 早 在 一 般 形 式 的 字 问 是 
不可 解 已 被 证 明之 前 就 开始 了 .这 主题 最 强 的 结果 在 

写本 文 时 (1977) 是 关于 由 其 定义 字 可 以 有 小 于 它们 

K BE ËJ 1/5 和 的 交 委 的 定义 关系 定义 的 群 类 的 字 问 题 的 
可 钥 性 的 证 明 ( 见 [14]}， 车 字 之 间 的 交友 可 以 这 到 它 
们 长 度 的 113， 则 有 本 可 和 解 宇 问题 的 群 的 例子 就 变 得 十 
分 简单 .在 1/5 到 1/3 的 变 程 之 问 问题 仍 热 未 解决 . 
对 半 群 的 类 似 的 研究 也 在 进行 ， 已 发现 对 半 群 定义 字 
的 交 右 的 最 大 度量 小 于 1/2 的 字 问 题 是 可 解决 的 ,但 
是 已 知 移 在 不 可 解 字 问题 的 半 群 的 例 于 中 有 定义 字 的 
交友 为 112 的 . 

最 著名 的 拓扑 算法 问题 是 n 维 流 形 的 同 睡 的 古典 
判定 问题 ，Mapros AET- ANEAN, HET 
以 有 是 一 个 算法 以 判定 任意 四 和 难 流 形 是 否 与 外 Ja) BE: ( BL 
[17] .已经 知道 ， 对 n=2， 这 和 何 题 有 肯定 的 解 ; 对 
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n=3, 问题 仍 未 解决 ， 对 四 维和 更 高 维 流 形 的 组 全 和 
同 伦 等 价 何 题 也 是 不 局 解 的 . 也 可 指出 ， 若 PRF 
面体 ， 它 的 基本 群 的 字 等 价 问 题 不 可 和 解 ， 那 么 对 不 
能 构造 出 算法 以 判定 上 通过 一 个 公共 点 的 任意 两 个 
路 径 的 有 界 同 伦 ( 或 自由 同 伦 ) 对 编 办 群 的 共 罗 问 题 
有 一 肯定 的 解 这 问题 等 价 于 判定 瓣 子 等 价 性 的 拓扑 问 
题 . 

数学 里 最 著名 的 算法 之 一 是 Hilbert 第 十 问题 
(Hilberts 10 - 也 problem): 要 找 一 个 算法 可 以 判定 
整 系数 Diophantos 方程 组 是 否 有 整数 解 . 在 已 知 有 不 
可 和 解 的 算法 问题 的 许多 例子 之 后 ， 曾 假设 这 问题 也 是 
不 可 解 的 . 男 外 ， 一 群 美国 数学 家 成 功 地 证 明了 : 指 
数 增 长 的 二 目 Diophantos 谓词 的 存在 性 可 以 导出 
Hilbert 第 十 问题 的 不 同 解 性 { 见 [18], [19] ). 得 是 他 们 
未 能 造 出 这 种 谓词 .他们 只 是 证 明子 指数 方程 整数 甫 
的 存在 性 的 确认 是 不 可 解 的 问题 1970 FAE HT 
指数 增长 的 Diophantos 谓词 (WL [201, [21]; 这 是 
Hilbert 第 十 何 题 不 可 解 性 的 第 一 次 证 明 , 

在 算法 理论 中 证 明了 有 各 种 不 可 解 度 {degrees of 
unsolvability) 的 不 可 解 算法 问题 的 存在 性 ， 数学 中 出 
现 的 算法 阅 题 的 许多 研究 表明 ， 在 一 般 情 党 下 ， 每 一 
个 这 种 问题 都 有 最 大 的 不 可 解 度 ， 而 它们 的 特例 (例如 
特定 的 半 群 或 群 的 字 等 价 了 问题) 可 以 有 任何 事先 给 定 的 
PHARRR. 
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【 补 往 】 Church 论题 通 带 认为 ， 用 各 种 等 价 方式 ， 例 如 
通过 Twing 机 (Turing machine) 定 X MIANA trecu- 


< Vcnexa marem Hays 2, 8 (1941), 
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omputabiiy 825 B TE 30 383. SLi Chh PERCH 
广泛 地 接受. 

停机 问题 (halting problem) 问 的 是 : 是 否 存 在 能 
行 的 步骤 以 到 定 给 定 的 Turing 机 M EA x E £ + 
算 将 令 终止 .Mr 的 一 子 集 是 递归 的 车 它 的 特征 晒 数 是 
递归 的 . 设 一 切 Turing ILERE S M, EH Fir x h 
机 器 . 这 时 , EM: i, y) M, AA y 停止 不 是 一 递 
妇 集 ， 便 是 停机 问题 不 可 解 性 的 严格 陈述 . 

肯定 存在 一 个 具有 表述 {妓生 成 元 及 关系 给 出 的 ) 
的 群 ， 它 的 宇 的 问题 不 可 解 ， 这 个 结果 通常 称 作 Boo- 
ne - Hopukop 定理 (Boone - Novikov theorem). 
”一群 类 和 是 不 变 的 (Invariant), #'G=#e@ B H l G 
AHAA H = @. 它 是 非 平凡 的 ， 着 它 的 里 面 外 面 都 有 有 
腿 表 示 群 , 且 它 是 可 传 的 , 若 贸 的 元 率 的 子 群 也 是 G 的 
T. Adyan - Rabin 定理 (Adyan - Rabin theorem) 
是 说 ， 若 母 是 一 不 变 、 非 平凡 且 可 传 的 类 ， 则 不 存在 
算法 可 以 判定 由 有 限 问 题 痊 出 的 群 是 否 届 于 此 类 . 
Adyan -Rabin 定理 适用 的 性 质 和 包括 ， 是 循环 的 ， 是 
变换 的 ; 是 自由 的 ; 是 可 解 的 ， 是 有 限 的 及 是 等 于 单 
位 元 群 的 . | 

ETHER Church 论题 的 文章 有 [A2], [A3]. 
[A4J A [AS] 共同 给 出 算法 不 可 解 性 的 卓越 的 介绍 . 文 
献 [A1] 包含 关于 群 的 字 问 题 的 丰富 有 孝 的 材料 和 索 
Bl. 
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I P| 3293 [saltgorithmic reducibility; aumopurMavecuag 
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算法 论 (algorithms , theory of ) 及 其 应 用 的 基本 
Aez. RERE: 很 多 算法 问题 (algorithmic pro- 
blem) 的 可 解 性 (和 不 可 解 性 ) 往 往 不 是 直接 证 明 的 ， 
而 是 把 某 个 已 经 证 明 是 不 可 解 的 算法 问题 归 芍 到 记 给 
的 问题 ， 或 者 把 后 一 问题 归 芍 到 某 个 已 经 解决 的 问 
A. 例如 ， 雪 面体 的 路 径 同 伦 癌 题 就 是 通过 归 约 到 它 
所 对 应 的 基本 群 的 字 的 相等 问题 而 证 明 其 不 可 解 的 ， 

EFE., Kit HAAA EEA ERN 
WARA) 的 算法 可 归 约 性 的 最 简单 例子 将 表示 为 


Pix) = Q(2x +1), 


KP P, Q WA. ARA PAAA (problem of solv- 
ing the predicate). 即 对 不 同 的 x 值 证 明王 真 或 候 
的 问题 ， 被 归 约 到 解 0 的 癌 题 或 简 言 之 ，“P 归 
£| Q”. 出 可 以 说 户 的 真 假 集 , 即 {x1P Gy = Mr, 
被 归 约 到 Mo= x| O CO} 


ftx) = X Tg y), 
1 


uz]y= 


oB feo) E 2(u, y) 5 88 0 BS 3. 函数 了 的 计算 问题 
(problem of computation of the function) WIIF g 
的 计算 ， 或 简 言 之 , 了 被 归 约 到 g. 

A. M. Turing 给 出 了 算法 可 归 约 性 的 更 确切 形 
式 : 粗略 地 说 ， 若 某 Turing 机 (Turing machin8) 把 函 
数 9 的 值 的 编码 的 序列 转换 为 画 数 了 的 值 的 编码 的 序 
列 ， 那么 六 被 归 约 到 g. S.C. Kleene (11])fË B T ë J3 
方程 组 陈述 了 有 关 相 对 可 计算 性 的 概念 ， 经 过 算术 化 
以 后 ， 每 个 算法 问题 被 归 约 为 菜 个 数论 范 数 了 的 计算 
问题 , #78 Turing 归 约 到 g, f< g, Bgt f, 
g Erf. WAR f H g 有 相同 的 不 可 解 度 (degree of unso- 
lvability)， 或 了 = 9. XK 所 ;是 自 反 的 和 传递 的 . 所 
以 一 切 函 数 { 和 自然数 集 或 它们 的 特征 谓词 ) 可 被 分 为 
称 之 为 Turing 度 (Turing degrees) 或 T BE (T - degrees) 
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KEREI. 在 毛 辑 和 数学 中 考虑 的 大 多 数 算法 何 
题 可 表示 为 在 可 构造 对 铺 的 可 校 举 集中 的 归属 何 题 . 
用 此 角度 对 可 校 举 集 的 研究 是 E, L. Post 在 20 世纪 40 
年 人 开始 的 [2 Bë Turing 归 的 外 ， 他 还 引进 了 其 他 
的 特殊 算法 可 归 的 性 并 且 把 可 归 约 性 {reducibility) 的 
和 问题 陈述 如 下 ; 不 同 的 可 校 举 不 可 解 集 能 否 互 相 (Tu4- 
ring) 归 约 ?9 随后 证 实 可 校 举 集 形 成 工 度 的 一 个 无 穷 
的 很 丰富 的 体系 . 这 是 由 于 发 现 了 在 算法 理论 中 有 广 
汉 应 用 的 优先 法 {priority method) 而 做 到 的 . 

黄 后 在 数学 的 其 他 分 支 中 也 同样 发 现 了 不 可 解 度 的 
应 用 ， 便 如 对 一 切 可 概 举 集 的 本 度 a 和 上 b, 着 a 二 7zb， 
则 存在 一 有 有限 确 定 群 其 字 的 相等 问题 的 度 为 a， 而 其 
共 亏 问题 的 度 为 b， 在 可 枚 举 集 的 度 {考虑 不 同 算法 可 
归 约 性 度 ) 和 可 枚 举 集 初 始 段 的 复杂 性 增长 率 之 何 有 密 
切 关联 .一 个 特殊 的 可 果 约 性 — 多 项 式 可 归 约 性 
(polynomial reducibility) 或 p 可 归 约 性 ( p - reducibi- 
lity)( 有 某 种 时 间 限 制 的 可 归 约 性 ) 一 一 在 证 明 数 学 各 
个 分 支 里 组 合 最 优化 问题 的 通用 特征 时 被 用 到 人 [S])， 
这 方面 的 更 详细 情况 可 见 [1]. 测度 论 方 法 人 [1) 和 力 追 
法 (forang method) ([4]) 在 度 的 研究 中 被 全 次 应 用 . 
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JLP H EA A E Hi Sí S IR ( algorithm) 的 方法 
的 各 称 ， 

当 应 用 到 正规 算法 (normal aleorithm) Bf, FÈ 
算法 组 合 ( 合 成 } 居 最 有 各 的 : MAERA E A AR H 
正规 合成 (normal composition) (Go 外 )， 两 个 正规 算 
法 % 和 见 的 正规 并 (normal union) (408). MAER 
KEAMER ERRE G 控制 的 正规 分 支 (normal 
branching) (和 了 出 | 他 )， 和 正规 算法 中 被 正规 算法 5 控 
制 的 正规 重复 (normal repetition) X G 6. #4, VAG 
是 某 字母 表 4 上 的 正规 算法 ， 则 上 述 组 合 仍 是 4 的 基 
给 定 扩张 上 的 正规 算法 且 满 足 如 下 条 件 : 1) 对 4 中 的 任 
HF P, (W o W) [PJ 
sition theorem)); 2) 对 44 中 的 任何 字 P. (W 9) [P] 
“W [P] BIP] AA (并 集 定理 (union theorem))，3) 对 
4 中 的 任何 字 叫 


MIP ZF, 
asori = [ale] salen 


BA, W(XYGm G )[DPJE PEX, BEP] 也 被 定义 
(分 支 定理 (branching theorem)); 4) 对 4 中 的 任何 字 
五 和 口 ,图 解 等 式 (graphic equality) (QE}[P15Q 
为 真 , 当 且 仅 当 可 以 找 出 字母 表 4 中 的 字 序列 证 
P.(k21), a 

P, = P, P, ZO, 


P, TALP, i] G=1,...,k), 
CRJ Z F G=1,...,k-1, 
CIPR] = F 


{重复 定理 (repetition theorem), 对 Turing 机 (Turing 
machine) 也 可 得 到 类 似 定 再 . A i H B f&K (recursive 
function ) 论 中 经 常 使 用 的 函数 的 组 合 是 代 人 算 子 ,原始 
41I (recursion) ATF E AT. 
关于 算法 的 组 合 定理 揭示 了 算法 的 .- 般 概念 实现 
的 形式 化 的 重要 特征 ， 即 它们 在 自 氮 的 算法 组 合 方式 
下 是 封闭 的 这 个 事实 是 支持 关于 算法 的 基本 恨 设 
(Church 论题 (Church thesis)) 的 基本 论据 之 一 ， 美 于 
算法 组 合 的 定理 是 算法 一 般 理 论 的 重要 部 分 . 一 旦 获 
得 证 明 ， 就 可 以 克 定 复杂 和 和 琐 算法 的 可 实现 性 ， 而 
不 必 实 际 写 出 它们 的 格式 ， 
在 算法 的 一 般 理 论 中 有 重要 意义 的 问题 是 ， 在 某 
个 重要 的 燃 里 利用 一 套 预 定 的 组 合算 子 来 产生 任意 的 
算法 . 
参考 文献 
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HH- Ta AH COCP >, 42 (1954), 94 — 145. 
[2] Keene, S. C.: Introduction to metamathematics, Nor- 
th - Holland, 1951 (中 译本 : S. C. WH., RFF 


= B [W [P] ] 为 真 { 合 成 定理 (compo- 


©, BERE., LE 1984， 下 其 1985). 
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M. , 1960. 
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M. , 1965 (里 译本 :Mal tsev, A. L, Algorithms and re- 
cursive functions, Wolters Noodhoff, 19705, 

H M. Haroptnai {#8 

LHI 在 西方 ， 上 述 组 合算 子 的 标准 用 语 接 出 现 的 

顺序 是 序列 合成 (sequential composition), ke: 性 选 
择 (non - "deterministic choice) , “着 - 则 -和 否则” 

üf- then - else) #l “ 当 循环 ” (while loop). 上 述 类 型 的 

典型 绪 果 是 结构 程序 设计 能 力 的 刻画 : 每 个 框图 可 以 

表示 为 由 简单 的 赋值 语句 经 过 序列 侣 成，* 若 - 则 -和 否 
出 ?和 * 当 "等 算 子 得 到 的 一 个 框图 [A1]. I 

#* x.K. 

[A1] Böhm, C. and Jacopini, G. , Flow diagrams, Turing 

machines and languages with only two formation ru- 

les, Comm. ACM, 9 (1966), 366—371. WRA 8 
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3KBHBRIeHTHOCTb ] 

联系 一 定 类 型 的 算法 的 二 元 关系 {binary relation), 
这 种 二 元 关系 表示 以 下 事实 : 当 送 人 同样 类 型 的 输 人 
时 两 个 由 此 种 关系 联系 的 算法 产生 同样 的 结果 (也 可 能 


*  *w* w" “ a 


(history of computation)). 下 面 给 出 这 种 关系 Bu JL 
个 典型 例子 . 

a) 考虑 所 有 可 能 的 递归 机 式 (recursive schemes), 
即 定义 n 元 部 分 递归 西数 的 等 式 系 ， 定义 函数 名和 内 


， 人 条件 等 式 


为 真 (车 两 边 同 时 有 意义 , 且 当 有 意义 时 给 出 相同 的 
E 这 时 认为 是 真 的 ) . S. C. Kleene (P4 RILI) HEH 
了 ,对 于 尾 意 在 递归 模式 上 处 处 有 定义 的 可 计算 算 子 田 
都 可 以 找到 一 模式 3 使 得 %(8) 和 5 是 函数 等 价 的 (所 
谓 不 动 点 定理 (fixed - point theorem)) .特别 地 , 它 的 
推论 有 ,在 一 定 条 件 下 , 奴 当 存在 模式 S 和 5;, 使 得 S. 
有 此 性 质 而 S 无 此 性 质 时, 递归 模式 的 关于 函数 等 价 
性 不 变 的 任何 性 质 的 不 可 解 性 的 Vcncucxuit - Rice 定 
理 . 由 此 定理 可 得 示 数 等 价 性 的 关系 本 身 的 不 可 解 性 ， 

b) 考 虔 一 给 定 字 母 表 4 上 的 正规 算法 (normal 
algorithm) ， 两 个 这 种 算法 % 和 男 称 为 关于 4 是 等 价 
的 (equivalent), H A4 上 任意 字 下 述 条 件 满足 : 如 果 
这 两 个 算法 中 的 一 个 把 字 P 转换 到 同 -一 字母 表 4 上 的 
字 避 ,那么 另 一 个 算法 也 把 转换 到 Q (B [2). 这 两 个 


着 对 4 上 尾 意 PP 条件 等 式 


Te ne 


WP) > WP) 


为 真 ， 这 两 个 关系 部 是 不 可 解 的 . 

c) 考虑 算法 的 轩 辑 模式 (Janoa 模式 (Yanov sch- 
emes) 见 [3])， 这 种 模式 的 实现 是 在 它 由 头 到 尾 移 执行 
中 包含 的 算 子 序列 ， 两 个 模式 称 为 等 价 的 (equivalent), 
若 它们 的 实现 集 相 重 ， Sanos 模式 的 等 价 关系 被 证 明 
是 可 解 的 ， 而 且 对 它 已 构造 出 等 价 变换 的 完全 系 ( 见 [3]， 
[4]). 

算法 等 价 关系 的 详细 研究 对 于 只 能 用 算法 等 价 变 
换 先 进 技术 完 成 的 一 些 当前 迫切 的 任务 (特别 在 程序 设 
计 模 式 理 沦 中 ) 具 有 很 大 的 重要 性 ， 这 些 问 题 包 揪 由 一 
种 语言 到 另 一 种 语言 的 算法 的 翻译 及 其 最 惰 化 (为 了 改 
进 它们 的 “工作 特征 "的 亏 译 )， 这 方面 特别 引起 注 章 的 
是 ， 能 够 找到 使 矢 价 变换 完全 系 在 应 用 中 方便 的 算法 
等 价 性 可 和 解 关系 ( 见 [5}). [3] 中 略 述 的 概念 在 很 大 程度 
上 决定 算法 笋 价 性 研究 的 一 般 方法 . 
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算法 论 [algorithms , theory of ; anropmtmos Teopaa ] 

研究 算法 (algorithm)} 的 一 般 性 项 的 教学 分 支 ， 在 
数学 史上 算法 的 原始 概念 起 过 重 间 作用 ， 但 是 在 20 世 
纪 才 锋 述 了 算法 概念 本 身 , E. £ 20 世纪 20 年 代 才 成 为 


L. E. J. Brouwer 和 H. Weyl 的 直觉 主 光 (intuitioni- 


Sr) 学 派 独 立 的 研究 对 象 ( 最 初 只 有 非常 模糊 的 定 愉 形 
式 )( 见 117j) . 系统 的 研究 开始 于 1936 年 A. Church 发 
表 的 对 可 计算 函数 (computable function) 概念 的 第 一 
次 表述 (他 提出 变 元 为 自然 数 、 值 也 为 自然 数 的 处 处 有 
定 忱 的 可 计算 苑 数 的 概念 和 一 般 递 归 函 数 的 概念 是 等 
同 的 )， 他 还 给 出 了 第 一 个 不 可 计算 函数 的 例子 ([2] ) . 

A. M. Turing ([3], [4]) ® E. L. Post ([5]) 给 出 算法 概 
念 的 最 早 的 精确 表述 (用 理想 化 的 机 器 ， 见 Turing 机 


(Turing machine)). 其 后 算法 论 的 发 展 归功 于 Klee- 


ne, Post ([61, [7], [8]), A A Mapeoe ([9], 10], [11]) 
等 人 的 研究 ， 特 别 是 ，Mapros 引进 正规 算法 (normal 
algorithm) 的 概念 ， 进 -- 步 使 算法 的 概念 更 精确 { 风 
[01), A H. Komworopos 建议 对 这 个 概念 作 最 一 般 
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的 研究 { 见 [12], [13]}. 

因为 算法 只 处 理 所 谓 构造 对 象 (constructive ob- 
jecetj， 只 有 当 非 构造 对 象 被 编码 或 重新 命名 为 构造 
对 象 时 ， 算 法 论 的 概念 和 方法 才能 用 于 它们 . 对 这 
种 编码 (主要 是 编码 为 自然 数 或 用 自然 数 命名 ) 的 一 般 
性 质 的 研究 是 构成 算法 沦 重要 部 分 的 入 举 {enumera- 
tion) 理论 的 主题 ( 见 [14]). 

算法 论 的 基本 概念 ”算法 的 可 应 用 域 (domain of 
applicability of a algorithm) 是 它 可 应 用 的 对 象 的 集 
合 . 大 科 可 以 谈论 一 算法 曝 :1) “计算 函数 fx)", 若 它 的 
域 和 上 的 定 尽 域 相 同 , 县 及 把 它 的 域 中 的 任意 x 转换 
为 fay 2) “关于 集合 天 解 集合 4*， 若 它 可 应 用 于 至 
中 的 任何 x 且 把 关门 4 中 的 一 殷 元 素 x 转换 为 字 “ 是 ”， 
把 半 \4A 中 的 一切 x 转换 为 字 “ 否 "; 3) “计数 ( 核 举 ) 集 
B., CHREAG, MARRE 一 个 
函数 称 为 可 计算 的 {computable)， 车 存在 一 个 算法 对 
ARRE. -TAAAK X EK (solvable), 
若 存 在 一 个 算法 关于 辩解 这 个 集合 ， 一 个 集合 称 为 可 
枚 举 的 (enumerable)， 若 这 个 集合 是 空 集 或 有 -一 算 法 
枚 举 它 ， 

算法 概念 的 仔细 分 析 揭 示 ; 1) 一 个 算法 可 上 应 用 的 
初始 数据 域 及 值 域 是 可 枚 举 集 . 因此 2) 对 任意 一 对 可 
枚 华 集 ， 其 中 一 个 包含 在 另 一 个 之 中 ， 可 以 找到 一 个 
算法 ， 司 大 的 集 是 输入 域 ， 小 的 集 是 输出 域 ， 下 述 基 
本 定理 成 立 . 3) 一 个 函数 了 是 可 计算 的 当 且 仅 当 它 
的 图 ， 即 一 切 形 如 《x，fex)y 的 对 的 集合 是 可 枚 举 
B. 4? 可 校 举 集 互 的 子 集 4 是 关于 互相 解 的 ， 当 且 仅 
"4 A 80 X AF103809. 5) ÆA BETAH, 
HAUB AAOB ETR. 6) 在 每 个 无 穷 可 枚 举 
集 基 内 存在 一 个 可 校 举 子 舍 ， 其 补 不 是 可 核 举 的 (由 于 
4) 这 可 校 举 子 集 关于 X RAST BD). 7) 对 每 个 无 穷 
TREE 瑟 存 在 一 个 可 计算 函数 ， 它 定 扩 在 无 的 子 扶 
上 但 不 能 扩张 为 定 尽 在 整个 世上 的 可 计算 函数 27 和 
合 起 来 给 出 一 个 具有 不 可 解 的 应 用 域 的 算法 的 出 子 
{ 见 算法 (algorithm). TRATAERA T RAE 
由 _ 定 算法 定义 的 最 简单 (也 最 重要 ) 的 集合 例子 .从 可 
构造 对 象 集 的 与 某 些 算法 的 存在 相 联系 的 性 质 的 观 
点 对 这 些 集 合 进 行 的 系统 研究 ,组 成 所 谓 集合 的 算法 
论 ， 这 个 理 沦 的 一些 概 念 、 方 法 及 结果 在 描述 集合 论 
(descriptive set theory) 中 可 找到 相似 之 处 . 

算法 问题 (algorithmic problem). 构造 具有 某 种 
性 质 的 算法 的 问题 称 为 算法 问题 .所 找 的 算法 的 性 质 
通常 是 用 算法 的 输 人 和 辣 果 之 间 应 有 的 对 应 来 描述 . 
算法 问题 的 某 些 重 要 例子 是 : 计算 给 定 苑 数 的 问题 { 即 
找 一 个 算法 来 计算 给 定 的 函数 ); 解 给 定 集合 的 问题 
{ 即 找 出 关于 另 一 集合 解 此 和 集 侣 的 一 个 算法 )， 校 举 给 
定 集 合 的 问题 ( 即 找 出 一 个 算法 朴 举 给 定 的 集合 ) .下 
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而 "应 用 "一 节 里 给 的 沫 同 数学 分 去 里 所 有 算法 问题 的 
例子 都 是 可 给 定 集 合 的 问题 ， 算 法 向 题 不 可 和 解 的 意思 
是 不 存在 对 应 的 算法 ， 建立 这 类 问题 的 不 可 解 性 的 定 
理 属 下 算法 论 中 最 重要 的 定理 . Mw., Z RER 
有 不 可 解 域 ， 则 关于 一 切 可 能 输入 的 集合 解 这 个 域 的 
算法 问题 是 不 可 解 的 . 通过 归 约 到 此 问题 的 不 可 解 
性 ， 可 以 发 现 包 数 其 他 可 和 解 性 问题 是 不 串 解 的 ， 特 
别 地 ， 这 适用 于 下 出 "应 用 "一 节 所 列 出 的 全 部 问题 ， 
是 否 任 何不 可 解 问题 的 不 可 解 性 都 可 用 此 方法 建立 的 
问题 形成 了 所 谓 算 法 可 归 约 性 (algorithimic reducibili- 
ft) 问题 . 

算法 论 的 度量 ”算法 沦 包 括 描述 的 { 定 性 的 ) 理 论 
和 度量 的 (定量 的 ) 理 论 .前 者 按照 他 们 在 初始 数据 和 结 
果 之 间 建 立 的 对 应 关系 的 观点 来 研究 算法 ; 特别 地 ， 
前 节 中 讨论 的 一 切 算法 问题 属于 定性 理论 .后 者 按照 
算法 本 身 ( 见 算法 的 描述 复杂 性 (alsgorithm , complexity 
of description of an)) 和 算法 定义 的 计算 ， 即 可 构造 
对 象 脓 步 转 换 过 程 ( 见 算法 的 计算 复杂 性 (algorithm, 
computational complexity of an)) 的 复杂 性 观点 研究 算 
法 ,指出 下 面 的 事实 是 重要 的 ; 算法 的 计算 复杂 性 和 
描述 复杂 性 可 用 不 同方 式 定 义 ， 可 能 在 采用 某 种 定义 
时 4 比 避 复杂 而 采用 另 一 种 定义 时 吾 比 4 复杂 . 为 了 
能 讨论 算法 的 复杂 性 ， 首 先 必 须 指 定 可 用 以 写 出 算法 
的 精确 语言 ,然后 将 算法 的 复杂 性 定义 为 这 语言 记 法 的 
复杂 性 . 而 记 法 的 复杂 性 可 以 用 不 同 的 方式 定义 { 例 
如 ， 记 法 中 某 类 型 符号 的 个 数 ， 或 者 对 不 同类 型 符 导 
计算 的 这 种 数 的 选择 ) ， 为 了 讨论 计算 复杂 性 ， 必 须 把 
计算 的 精确 形式 说 成 是 相继 替换 的 可 构造 对 象 的 链 ， 
并 指出 这 种 链 的 复杂 性 的 某 个 标准 ( 链 上 的 环 的 数目 ， 
即 计 算 的 “ 步 数 "， 或 这 些 环 的 “ 维 数 " 等 等 } .无 论 如 何 
计算 复杂 性 依 琅 于 计算 开始 时 的 输入 ; 因此 计算 复杂 
性 是 一 函数 ， 它 对 每 个 算法 域 中 的 对 象 赋 以 对 应 链 的 
复杂 性 .算法 和 计算 复杂 性 赋值 的 方法 的 发 展 有 非常 
重要 的 理论 和 实践 重 机 性 ， 但 是 与 现 已 形成 为 完整 的 
数学 分 支 ( 见 [11], [15], [16]) 的 算法 的 捷 述 理论 不 司 ， 
算法 的 度量 理论 还 只 处 于 产生 的 过 程 之 中 ( 见 [17], [18], 
[19], [20]). 

算法 论 的 应 用 ， 在 数学 的 各 分 支 中 ， 凡 通 到 算法 
问题 的 ， 都 存在 算法 理论 的 应 用 的 问题 ,这 种 问题 可 
出 现在 数理 逐 辑 (mathematica] logic) 和 模型 论 (model 
theory) 中 ; 对 每 个 型 论 可 提出 问题 .在 关于 它 的 一 切 
语句 中 解 出 这 个 理论 的 一 切 真 或 可 证 的 语句 集 ( 依 这 问 
题 的 可 解 性 或 不 可 解 性 ， 这 理论 可 分 为 可 解 理论 或 不 
可 解 理论 ) 1936 年 ，Church 已 证 明 解 谓 河 演算 一 切 
真 语句 集 的 问题 是 不 可 解 的 ( 见 [21], 22. 其 他 
重要 结 困 得 自 A. Tarki, A H. Mamee 等 人 ( 见 
23). 代数 中 已 过 到 不 可 解 算法 问题 TER, 


是 关于 群 的 字 (等同) 问题 )， 具 有 不 可 解 的 字 问 题 的 半 
群 的 最 早 例子 是 在 1947 年 由 Mapsos ( 见 [9]) 和 Post 
CEL [8]) 各 自 独立 地 提出 的 , 而 具有 不 可 解 的 字 问 题 的 
群 的 例子 是 1952 EIL C. Hosuxos 发 现 的 (W [24], 
[25]), 1958 年 Mapxos ( 见 [26] ) 证 明 拓 不 中 的 同 胚 问 
题 对 一 类 重要 的 情况 量 不 可 解 的 ， 在 数论 中 IO. B. Ma- 
TREE 在 1970 年 证 明了 Diophantos 方程 的 可 解 性 
问题 是 不 可 解 的 ( 见 [27], [28]》， 许 多 其 他 数学 分 支 也 
有 相似 的 例子 . 

算法 论 与 数理 逻辑 密切 相关 ， 因 为 算法 的 概念 形 
成 了 数理 导 辑 的 中 心 概念 之 一 -一 演算 (caleulus) 的 
概念 的 基础 ， 结 果 ， 形 式 系统 的 Gida 不 完全 性 定理 
(Gödel incompleteness theorem) 可 由 算法 论 的 定理 
得 到 ( 见 [29]) . 最 后 ， 算 法 论 和 数学 基础 关系 密切 ， 
数学 基础 中 关键 问题 之 一 是 可 构造 性 和 非 可 构造 性 之 
间 的 关系 .特别 地 ， 算 法 论 对 数学 的 可 构造 方向 的 发 
展 提供 了 工具 . 1965 年 Kumoropos 提出 UBH) E 
用 算法 论 作 为 信息 论 的 基础 ( 见 算法 信息 论 (algorithmic 
information theory)) ， 算 法 论 是 计算 数学 许多 问题 的 
理论 基础 ， 且 和 与 在 其 中 控制 算法 研究 居 重 要 地 位 的 控 
制 论 关系 密切 . 
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【 补 往 】 由 于 有 了 上 述 内 容 ， 算 法 复 茶 性 理论 已 发 展 
成 熟 并 成 为 数学 的 一 个 成 长 良好 的 分 支 ， 
也 可 敌 看 算法 的 计算 复杂 性 的 注解 
在 [27], 8] ZHE BER [A1], [A2]. [A3] 中 有 
关于 计算 复杂 性 的 系统 论述 ， 
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lexity, Redel, 1986. HRH 详 
单 分 数 |aliquot rabo 或 aliquot fraction; ammazxaoraag 
npo6b ] 
形式 为 lin 的 分 数 , 其 中 是 自然 数 . 在 求解 一 系 

列 数学 和 物理 问题 时 ,重要 的 其 能 够 把 每 个 正 有 理 数 表 
水 为 有 限 个 不 同 分 母 航 单 分 数 之 和 ,例如 ,3/11=115 
二 111 二 1166 ， 单 分 数 在 古 埃及 已 被 广 沦 应 用 ,因而 也 
称 为 埃 及 分 数 (Egyptian fractions). 

E. M. Etfemmam # Wp i 


殉 复 结构 [almost - complex structure ; moma KoMEUTeK - 
cing crpykrypa | 

HE MM 上 切 空间 的 线性 变换 张 量 场 1， 它 满足 条 
件 

FP = -—id, 

节 切 空间 T; M (p S M ) 的 复 结构 {toomplex structure) 的 
场 . 一 个 殖 复 结构 7 确定 了 切 从 的 复 化 TM 的 一 个 直 
MAET M=V, +V., ZE V, AV 分 别 是 由 仿 身 
Mk (afinon (线性 扩张 到 TOM 上 ) 对 应 于 特征 值 i 和 
— i 89 359 OE TJ Ik Si l k 0 i 3 S JE SR A. B 
z, TM SR JR 8.3) 3E Sa BJ I 8 T JA SASKE Rú 
一 个 分 解 定 义 了 M 上 的 一 个 至 复 结构 ， 司 得 上 ,= S. 

车 确 复 结构 1 是 由 M 上 的 一 个 复 销 构 诱导 的 ， 邯 
MLETEGA., 使 得 场 了 具有 常 值 坐 标 

', 则 称 了 是 可 积 的 (integrable)， 殖 复 结构 可 积 的 充 
KAAITA V, 是 对 合 的 ， 即 它 的 截面 的 空间 关子 
(M) MR hO h iu s W E. N BJA. TA V, 为 对 合 的 
条 性 等 价 于 关于 工 的 向量 值 2 形式 NU, T) p, 2 
里 N(, 站 由 下 式 给 出 : 


ND IXX, Y) = 
= LX IY] HX, IY] 17, XF]-[X, Y]. 


其 中 天 和 了 是 向 量 场 . RTEA AmE AR 
KA {torsion tensor) 或 Nijenhuis 张 z (Nijenhuis 
tensor). ERKE NU, 中 可 看 作 M 的 微分 形式 代数 
上 的 一 阶 微分 ， 即 可 表 为 


ND = ID, d+d, 


其 中 4 是 外 微分 ，! 看 成 零 阶 微分 . 

JA G 结构 理论 的 现 点 来 看 ，-- 个 歼 复 结构 是 一 个 
GL @m C) 结构 , HF m = (1/2) dim M ;而 挠 率 张 量 
NG, 了 ) 是 由 这 结构 的 第 一 结构 函数 定义 的 张 量 . Bl 
为 GL(m ,C) 铬 枸 是 椭圆 型 的 ， 所 以 歼 复 结构 的 无 穷 
小 自 同 构 的 Lie 我 数 满足 二 阶 栅 图 型 微分 方程 组 
(1). 特别 地 ， 紧 流 形 上 至 复 结 枸 的 无 穷 小 自 同村 的 
Lie 代数 是 有 限 维 的 ， 并 且 具 有 歼 复 结构 的 紧 流 形 上 所 
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有 自 同 构 的 群 G 是 一 个 Lie 群 . 对 于 非 紧 的 流 形 ， 这 
些 论 述 一 般 不 正确 ， 

若 自 同 构 群 各 可 迁 地 作用 在 流 形 ME, WRES 
FJ 1 被 它 在 一 定点 pe 邮 的 值 礁 一 确定 ， 这 表明 了 是 
Hi = | T, M EXTEN { 见 齐 性 空间 的 不 变 
对 象 (invariant object)) 的 一 个 不 变 复 结构 ，Lie 群 论 
的 方法 使 我 们 能 构造 一 大 类 具有 不 变 殖 复 结构 (可 积 的 
与 术 可 积 的 ) 的 齐 性 空间 ， 并 且 在 不 同 假 设 下 对 不 变 殖 
BARETA. 例如 ， 设 如 是 任 一 Lie #, HE 
由 G 的 侦 数 阶 自 同 构 的 不 动 点 组 成 的 子 群 ， 那 么 商 空 间 
G/H 就 有 一 个 不 变 确 复 结构 . 一 个 钢 子 是 看 作 齐 性 空间 


GISUG) 的 6 维 球面 3"; 在 8% 上 任何 不 变 殖 复 结 档 


都 是 不 可 积 的 ， 
流 形 上 殖 复 结构 的 存在 使 流 形 的 拓扑 受到 某 些 限 


制 — 它 必须 是 侦 维 数 的 ， 可 定向 的 ， 并 且 在 紧 情 况 


下 它 的 一 切 奇 维 数 的 Stiefel - Whitney 类 必 为 零 ， 在 
球面 中 人 私有 2 SE HI 6 维 球面 容许 确 提 结构 . 
参考 文献 
H) Kobayashi, S., Transformation groups in diferential 
geometry, Springer, 1972. 
[2] Kompaxos, B. Il., CrpykTyph Ha MHOrOOÑPATAMA H ON- 
HOpOJHbE IPOCTHABCTEA , Meacr, 1978. 
[3] Lichnerowkz, A., Global theory of connections and 
holonomy groups, Noordhoff, 1976 (AEX). 
[4] Wells, jr. R. O., Diferential analysis on compex ma- 
nifolds, Springer, 1980. ' 
[5] Hórmander, L., An introduction to complex analysis in 
severa] variables, North - Holland, 1973. 
Jl. B. Axei JE 
CREI 563ASSFSIJ HI EUYE ESE, MARE SAN 3 
复 结 攀 的 充 要 和 条件 是 它 的 Nijenhuis 张 量 便 为 零 ， 这 
属于 A. Newlander 和 工 . Nirenberg ([A1]). 
参考 文献 
[A1] Newlander, A. and Nirenberg, L., Complex analytic 
coordinates in almost complex manifolds, Ann. of 
Math. 65 (1957), 391 — 404. 沈 一 兵 译 


几 平 处 处 [almost - everywhere ; nenn BG0AY]， 对 岂 
平 疡 有 的 x {关于 测度 =š) 
一 种 术语 ,表示 某 测度 空间 无 上 所 有 的 点 ,可 能 除 
E— TREA OREA: u (A)=0 以 外 . 
- B. H. Emrem Ë ENE TE 


殖 周 期 [almost - period ; penu mepnox ] 

AAAS (almost - periodic fundtion) 理 论 中 的 
一 个 概念 ,是 周期 概念 的 推广 设 i o <x <o) 是 
一 致 匈 间 期 国 数 , 数 =r (e) SR 235 fO) É9 = 殖 周 期 
(a - almost - period), 加 果 对 一 切 x ,有 


| Axt fix) | e. 


AFP ya Ea St. G aM 82 ER. 例如 ， 
在 空间 S 中 ,至 局 期 是 用 不 等 式 


Dg [fix ++), f(x)] <e 


EE MB Dolf ol B. f) 与 p(x) 之 间 依 空间 S? 的 
上 度量 也 确定 的 距离 
函数 了 (x) 的 到 周期 所 成 的 集合 称 为 相对 和 铀 密 的 
(relatively dense), 如果 存在 数 工 = 工作 £ y> 0, f 48 E 
轴 上 上 每 个 形式 为 (x, a 十 上 的 区 间 都 至 少 含有 该 集 合 中 
的 -- 个 数 . -- 致 列 周 期 函数 及 Crenn 殖 周 期 函数 
的 概念 ,者 可 以 通过 要 求 存在 这 些 郴 数 的 = 殉 周 期 组 成 
的 相对 稠密 集 来 定义 . 
参考 文献 
11] Jeman, b. M., Dorm - nepaomreecxaE prom, M., 
19537 中 译本 : 5. M. A, LN EB 5 92, 5k 33 36 Ë H 
版 社 , 1956). E. A. Bpemuxuua #Z 
[ 补 注 】 空间 Sr 及 其 度量 zz 的 定义 见 殖 局 期 函数 
(almost - periodic function). Weyl, Besicovitch Æ 
Jlepurran A JE] H 88 8 tb uj PA 8 bh Sr 周期 来 刻画 . 这 些 
刻画 比较 复杂 , 一 个 很 好 的 补充 参考 文献 是 [上 1] ,特别 
是 其 中 的 第 H W. 
参考 文献 
[A1] Beswcovitch, A. S., Almost periodic functions, Cambridge 
Univ. Press, 1932. REFAH 潘 文 杰 E 


殖 周 期 解析 函数 [| almost - periodic analytic function ; 
mre nepiorpeciom ya ARUTA | 

解析 函数 了 (3) (3 二 ot+it), CAPEK -08a 
aaps +o 中 正则 并 能 展 成 级 数 


a, e": y 


Raha 是 复数 而 九 是 实数 . 实数 z 称 为 了 的 一 个 8 
7R EIR (e - almost - period) ,如 果 对 于 带 形 (z, PDPA 
所 有 的 点 , 术 等 式 

[fstin—fls)| < 


R. 风 周 期 解析 函数 是 这 样 一 个 解析 孙 数 , 它 在 带 
JÉ (wz, 8B) 中 正则 并 对 每 个 5>0 都 存在 由 & 歼 周期 组 成 
的 相对 稠密 上 集 ， 闭 带 形 xo 上 的 确 周 期 解析 函数 
可 类 伺 地 定义 . 带 形 [x, 和 月 上 的 殖 周 期 解析 函数 在 带 中 
每 一 条 直线 上 都 是 实 变 量 1 的 一 致 玛 周 期 函数 ,而 有 生化 
在 [wx, 中 内 有 界 , 即 在 任何 内 部 的 带 形 上 有 界 . 如 果 在 
带 形 (w, B) rh E ME 68 $k f (s) 在 带 中 的 至 少 一 条 直线 
9 二 ,上 是 一 致敬 半期 的 , 则 了 (8) 在 [5, fF] 内 的 有 界 性 意 
味 闭 它 在 整个 带 形 la. Pj 上 的 殖 周 期 性 . A LAEB, s 
周 甚 解析 函数 的 理论 是 与 实 变 量 列 周期 函数 (almost- 
periodic function) 理论 相 类 似 的 理论 , 因此 , 后 者 的 
许 案 重 要 结果 都 能 很 容易 地 转移 到 列 周 期 解析 上 咕 数 上 


去 :唯一 性 定理 , Parseval 4t., Dirichlet 级 数 的 运算 
法 则 , ETAU RE THEA. 
大 者 文献 
[1] Bohr, H., Almost - periodic functions, Chelsea , reprint, 
1947 F UAE). 
[2] Jesaran, b. M., Torns - nepapsecene varmm, M.. 


19853{ 中 译本 : b. M. A, IK R H PR SK. 84 Z 8 8 Hh 


版 性 , 1956). E. À. bpomxma #E 
CHE] 在 almost 和 Periodic 之 间 的 连 字 符 有 时 被 
省 去 . 
参考 文献 


[AT] Corduneanu, C., Almost periodic funcuons. Intersa- 


ence, 1961,Chapt. 3. FERH 潘 文 杰 F: 


7A NMH dh S [almost - periodic function ; oora mepao- 
MarecHmg dyusaraqu] 

Bë On P S Fourier 223 00 8 $. 分 别 根据 闭 
BE AANE 38k y 82, TLA JL #h b y 3 E 2 A 
期 函数 类 ， 但 这 些 函 数 类 中 的 每 -类 , 都 可 以 依 某 种 度 
草 , 作 为 由 所 有 有 限 的 二 角 和 组 成 的 集合 的 闭 包 而 得 
到 | . 

设 扣 是 R 上 实 值 或 复 值 国 数 的 度量 空间 ,而 
D [f (x), pt 是 G PRATAR f (xy 与 pe) 之 间 的 
FE EFP GHEZA, S/W E Bth 09 3: 
-个 . 这 里 , 是 实 轴 上 有 界 连 续 函 数 的 集合 ,其 度量 
EH 

Dfe = sp eoe 1: 


而 Sr. W. B'(p >DE EER AREE A IE < Bj L p 
次 方 可 积 的 可 测 函 数 的 集合 , FADE Bi zy i E 3 S 


Dg oe] = 


= sup 
一 X =. = 


gT 


v 47 Ip 
iy soov] . 


Di U(x), p(x)] = Jim Dy lA(x), ptx)). 
及 1 
T P 
De LAx), ex = 区 5f [AxA] pa 
Ë T B: J fl 
“ ,; 
> a ez" 
k | 
i= 8 £ YAW E S. R h a ELEXA a, E E 


数 ,并 且 用 符号 H ¿(Tm TA G PEAT. Xit, PS 
数 类 Hu(T) = U-a.p. 表示 一 致 殖 周 斯 函数 类 或 
Bohr MARAH (Bohr almost-periodic functions} 类 ， 

H, (T) = Sr-a.p. 表示 Crenn 殖 周 期 函数 (Stepanov 
atmost - periodie functions) 288: Hy ,(T)= Wa. p. 
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表示 Weyl 3A JS] HHB i ge ( Weyl almost - periodic func- 
tions) Æ; He(T}=B"- a.p. 表示 Besicoñtch #8 MRA 
数 (Besicovitch almost - periodic functions) 类. 这些 
将 局 期 函数 类 在 如 法 下 是 不 蛮 的 ， 和 人 等 Sor lB S f(x) 
KERERE TER f(x). JOOLA Oem, BF 
的 4 是 实数 . 因为 度量 D. [f (x), @(x)] 对 4 的 所 有 值 
都 是 秩 扑 等 价 的 ， 所 以 不妨 恨 定 T= G Siap. 
S" a.p.. Si-a.p.=S-a. p. Æ B'-a p = HB-a p. FEA 


U—ap. C SP—ap.C W -ap CB-ap., p>l. 


如 果 p <p, É p. 2], AA 
$P -ap C SP —ap, Wii—ap. C W” -ap 
B” —ap. C B" —ap. 
HEE f(x)EB -a.p., PH (mean value) 


M{f(x)} = 各 了 fnod 


存在 . K ef J) M IfG)e 生 } 仅 促 在 4 值 的 一 个 可 
数 集 上 不 等 于 等 ,其 中 4 是 实数 ;这 一 集合 的 尾 意 一 个 
BAE PRA OOR Fourier 指数 (Fourier exponenls) 序 
ALe k=l, 2e ` 

BUA, = a Uo J) PEA f(x) B) Fourier # #& (Fourier 
coeficients), xf PREE HLE ta tA 
数 了 (x), 都 相应 有 它 的 Fourier 级 数 


fix) ~ BA e". 
k 


对 于 f(x) e -a.p £ Parseval % xÇ ( Parseval equa- 
lity} 


MORAS DlA. |°. 


Riesz - Fischer 定理 (Riesz - Fischer theorem ) 也 能 推 
TRKA B-a p.: RAs, 2…) 是 任意 实 
数 ,并 设 {4] (全 =1 2, 是 复数 用 满足 条 件 Yr AT 
<oo， 这 时 存在 - S f) e p'a p. 使 得 三角 级 数 
> Ae" EN REER Fourier 级 数 . 

这 里 也 有 唯一 性 定理 (uniqueness theorem): 如 果 
两 个 前 数 了 (x) < H. 1) E oG) E H,(T) 有 相同 的 Fourier 
级 数 , 则 


Dfe) = 0. 


特别 地 , 对 于 -FA EA PS e, E — Fk +Ë #E h B 55 zt: EK 
Ë: f (x) =@ (x) (对 于 Cremagoa 殖 周 期 函数 ， 等 式 几 平 
处 处 成立 1 对 于 Weyl 或 Besjoovitch RAMAH, SA 
2r 为 周期 的 晒 数 的 Fourier - Lebesgue 级 数 相 同意 义 下 
的 唯 - 性 定理 不 上 成立， 

-- 致 至 周期 画 数 类 和 CreratHog 殖 周期 函数 类 ,分 
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HE 及 上 以 2= 为 周期 的 连续 函数 类 和 以 2 为 周期 日 
在 区 间 [0, 2zJ 上 可 积 的 函数 类 的 非 平 扩 的 推广 ， 对 于 
这 些 歼 周期 陋 数 类 ,唯一 性 定理 仍 成 立 . 

通过 闭 包 这 一 概念 米 定义 殉 周 期 函数 类 的 一 个 结 
果 是 通 近 定理 (approximation theorem): 对 于 UI( 或 $5 
W°) EREE — PNS 53k oo 及 任意 EN 都 可 以 
在 寺中 找到 一 个 有 限 的 三 角 包 项 式 Ph), 满足 不 等 式 

Dolfa) pal <s 

(Dye fx), P <š, HN Pixy =< 8). 
jË T E Fil tu, nÍ LL 4E DGE X A 35 pü PN BB p8 BERI H) AEA. 
EETA P{x) 可 能 富有 一 些 " 额 外 的 "指数 , 即 与 了 (x) 
的 Fourier 指数 不 同 的 指数 . 然而 , 对 于 授 近 定理 的 某 
些 应 用 来 说 ,重要 的 是 与 了 (x) 的 Fourier 指数 不 局 的 指 
数 能 够 避免 在 Px) 中 出 现 . 

由 于 殖 周 期 函数 能 用 广 2 Fourier 级 数 来 表示 , H 
此 这 些 级 数 的 收 笋 性 判别 准则 的 问题 就 出 现 了 , 而且， 
E X Feurier 级 数 的 徊 种 求 和 法 (如 Bochmner- Fejér £A 
法 等 )] 也 就 变 得 有 意义 了 . TE, #i2 FAREN: 
如 果 Fourier 指数 线性 无 闫 , 则 广 祥 Fourier 级 数 绝对 
Mek; Ek — oo 时 | 到 | — SOBRE DI TE k = GO 
BJ A, — 0 BRE, Fourier 23 — aok S. 

ERARA AEH. — Et |x Sk E A p| E M Bu E == 


性 出 下 面 的 定理 所 强调 : MIP 83 3 2 ae rk - 


TaESA, ME l 2 BJ PW pa S SOx)e Uu -a.p. 9 
Fourier 级 数 . 推论 : 存在 带 有 Fourier 指数 的 任意 的 可 
数 集 的 - - 致 殖 局 期 函数 ,特别 地 ， 一 致 至 周期 函数 的 
Fourier 指数 在 有 限 的 距离 内 可 以 有 极限 点 或 者 甚至 处 
处 稠密 . 
PA E JL 25 z E BH A 8k B) BE fh sg x tk W sa JN TB 
(almost - period) 的 概念 及 其 推广 . 
除了 闭 包 或 至 周期 的 概念 外 , 毕 移 的 概念 也 能 书 于 
定 足 殖 周 期 函数 ， 这样 .函数 jc) 是 一 致 给 周期 的 , 当 
ERSA PS Sk PF PJ f(x +h), f +h), U, 8 8 
有 一个 一 致 收 合 的 子 序列 ， Rb) p ik h Ao 是 任 
意 实 数 . 这 一 定义 是 考虑 群 上 的 殉 周 期 医 数 的 出 发 点 ， 
如 果 考 嵌 推 广 的 平移 概念 , 则 殖 周 期 匈 数 理论 中 主 
要 的 结果 仍然 成 立 . 下 列 的 其 他 推广 是 可 能 而 且 有 用 
BU: RAT n 3k Euclid 空间 、Banach 空间 或 度量 空间 
的 殉 周 期 图 数 , 以 及 解析 的 或 调和 的 列 周 期 男 数 . 
#*x 
[l] Bohr, H., Almost - periodic functions, Chelsea, reprint, 
1947 (PF H 38 > ). 
[2] Besicovitch, A. S., Almost periodic functions, Cambridge 
Univ. Press, 1932. 
[3] Jlepnaran, B. M., Tow - wpro dQvyruxknna, M., 
1933《 中 译本 : D. M. RA, MAMEN W S3M SH 
版 社 , 1956). 


[4] Kyrmosg, H. IL, & Vcnexua MaTEM. Hayk >, 23 (1968), 4, 
117—178. 
[5] Rudin, W., Fourier analysis on groups , Benjamin , 1962. 
[6] Jleewran, Ë. M., Oneparopa oGoðuemmoro camra H 
HEKOTOPEE HX JIPHMEHeHHA, Mi., 1962. 
[7] 及 Packocenmckrii、M. A., Bypa, B. I., Komcos, E). C., 
Hemne noum nepHojureecrkue komeñamma, M., 1970 
(4 É $: Krasncsel'skii, A. M., Burd V. Sh. and 
Kolesov, Yu. 5., Non-linear almost - periodic 
oscillations, New York, 1973). 
E A Bpemooma £ 
CHEN FREMAS H. Bohr 开创 的 ,他 在 
研究 Dirichlet 级 数 时 ， 提 出 了 一 致 列 周 期 函数 的 要 
仿 。 最 初 的 定义 是 用 & 深 周 期 的 那 全 定义， 而且 通 近 
定理 是 该 理论 中 的 一 个 主要 上 成果， 关于 现代 的 处 理 方 
法 见 [A 和 4] 中 $5 及 [AI0] 第 1,6 章 ， 有 两 种 研究 方法 ; 
一 种 是 以 作为 纯 周期 性 的 推广 的 某 种 构造 特性 为 出 发 
点 ， 而 另 一 种 是 以 三 角 包 项 式 的 通过 为 出 发 点 (还 用 于 
定 凡 各 燃 广 湾 殖 周期 孙 数 )， 它 们 的 等 价 性 见 [2] 第 2 
章 . 上 面 没 有 提 及 的 一 种 有 意思 的 推广 是 Jlesnran Fë 
周期 函数 (Levitan almost - periodic functions) (RIAS). 


* = SE S 


tions)). # < — jH 函数 理论 的 一 种 新 的 研究 
方法 在 [Ai 中 给 出 , 它 导 致 研究 所 谓 殖 自 守 函数 
{[A91), 是 与 前 面 提 到 的 Jleauran 殖 周 期 函数 密切 相 
关 的 一 类 函数 {[A7]}. 
(一 致 ) 殉 周期 函数 除了 在 调和 分 析 领 域 以 外 ,在 往 
分 方程 理论 中 也 有 重要 的 应 用 ,例如 见 [7] ,[A81.1A5j， 
[A2] 的 第 4 章 及 [A10l 的 第 4,5 音 .在 这 方面 ,用 动力 
系统 (dynamical system) M H Hf E f 当 些 ， AR 
究 各 种 类 型 的 殖 周 期 (almost - periodic) 以 及 { 或 者 ) 回 
复 运动 recurrent motions), 见 [A2]， [A3] HLASI (注意 
文献 中 术语 的 不 一 致 ) 
[ALI] 可 以 用 来 替代 [6], 它 和 [加 具有 相间 的 风 
É. 
参考 文献 
[AL] Bochner, 5., A new approach to almost periodicity, 
Proc. Nai. Acad. Sci. USA, AS (1962), 2039 — 2043. 
[A2] Bronštein, I. U., Extensions of minimal transforma- 
tion groups, Sijthoff & Noordhoff, 1979 (E HRE} 
[A3] Gottschalk, W. H. and Hedlund, G. A., Topological 
dynamics , Amer. Math. Soc., 1955. 
[A4] Katznelson, Y. An introduction to harmonic analysis, 
Dover reprint, 1968. 
[A5] Levitan, B. M. and Zhikov, V. V., Almost periodic 
fundions and differential equations, Cambridge Univ. 
Press, 1968 (F ARE). 
[A6] Hom, B. B. u Cremanos, B. 日 ,，Kawerraermag 
TecpH mþpepmmaamimex ypapnesgš, Mi., 1952 (h 
译本 ; B. B GWERE, B.E KECER, WY 3 
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定性 理论 , 科学 出 版 社 ，1956 一 1939 )， 

[A7] Reich, A., Prikompakte Gruppen und Fastperiodiarat, 
Math. Z., 116(1970), 216-234. 

[A8] Sell, G. R., 
differential equations , v. Nostrand Reinhold. 1971. 


Topological dynamics and ordmary 


[A9] Yeech, W. A., Almost automorphic functions on 
groups, Amer, J. Math., 87(1965)}, 719— 751. 
[A10] Corduneanu, C., Almost periodie functions, In- 

lerscience, 1961. 

[A11] Levitan, B. M., The appication of generalized 
displacement operators to linear differential equations 
of the second order, Amer. Math. Soc, Transl. Series. 
1 (1950), 408—541. (Uspekhi Mat. Nauk, 4 (1949), 1 
(29},3— 112.) 朱 学 贤 详 清文 杰 B 


群 上 的 列 周 期 函数 [ almost - periodic function on a 
group ; moara mepuojpraeckus 中 Pa wa TPynne } 

定 愉 在 及 上 的 列 周 期 函数 的 推广 . 设 扣 是 一 个 
AR), 有 界 复 值 函数 /fo (x €G) AR A A Fñ FI MA R 
数 (right almost - periodic function), WIE 8k f (xa) 按 
照 台 上 的 一 臻 收 伍 拓扑 是 (相对 ) 紧 的 ,其 中 上 Y 5 64 
HEG, 即 , 如 果 每 一 个 函数 序列 f (xa), Soap RE 
含有 一 个 在 如 上 一致 收 敏 的 子 序列 ，G EN eye A 
EA (eft almost - periodic function) 类 似 地 定义 ”可 
证 每 -个 右 (E) ) 玛 周期 函数 了 也 是 去 (+s 3 A 
Wk. WL B. aA b Why nh He G BE, (axb) 是 (aB 
对 ) 紧 的 . 后 一 个 性 质 经 常 被 取 作 她 上 的 殖 周 期 函数 
HE. G 上 所 有 殖 周 期 冰 数 组 成 的 集合 按照 模 y 
=Sup,. s | C0 Æ -$ Banach 空间 . 

Wiki iyi EMF H të yE 38 
(mean - value theorem) (WW[5] , [8]). = SEA BH 
AERA CS ATI M] (x); 称 为 下 均值 (mean 
value), 如 果 丰 f ` 

1 M.(11=1; # f0) F0, W M f(x) 20; 车 
T20, +0, WM {f(x}} > 0. 

DM a) =M, {f (ax)) =M, f (x!) 
对 所 有 a EC 成 立 ， 

ENE GEWEER R g (x)= {9, OOk, 称 为 群 
G Ë) HER {unitary representation), WEA g(e)=L 
fe 是 G 的 单位 兹 素 ， r r br he bB BE) g Gy) =g (x) 
go HAX, ee 成立 . 数 r 称 为 表示 9 的 维 数 
(dimension of the representation g). “年 阵 的 项 Gut) 
是 石上 的 殖 周 期 函数 ,在 群 上 的 殖 周 期 函数 理论 中 ， 
它 信 所 起 的 作用 如 同 画 数 exp hia 在 及 上 的 列 周 期 
靖 数 理论 中 所 起 的 作用 . 

两 个 表示 g (x) g (x) 称 为 等 价 的 (equivalent], 如 
果 存 在 一 个 常数 矩阵 4 使 得 gfr)=4 'g(x)A. Rg 
称 为 不 可 约 的 (irreducible) , WREE g 0) (xeG) 不 


=M. U %)} 


RA R iB— 4 RHEE R.00 AAE FEB]. AA AT 
EARTE RG TEAR R H 5 TH S fr BJ aE S E sË 
的 等 价 类 . 假设 从 每 一 个 等 价 类 中 取出 一 个 表示 ,并 把 
REIRE TEA S. TE GE H i BHR g e E 
pan 


H={ (x)= {p e, 5g, ge S) 


关于 平均 值 档 上 成 一 个 正 交 系 ( 昌 然 ，- 般 情况 下 是 不 可 
数 的 ). 

定 起 1 (Parseval 等 式 (Parseval equality)). 若 村 
列 周 期 函数 roo, 假定 


M,(f(x)@,(x)) 
AMI KH 


S~ Lota] 

则 有 等 式 
M =. 2 
MAS OPE LAURA 


因此 , LATAE TAE M IO p 0) 不 等 于 零 . 
如 果 存 在 某 对 让 六 1 Si jEr, 使 得 M. {fCOF. G) 
天 和 ,就 说 表 冰 g€ S 出 现在 列 周 期 函数 了 的 Fourier 级 
数 O 
定理 2 CE ii E E (approximation theorem)). 
集合 二 在 定义 了 模 


IZI = sap | /Go| 


的 至 周期 函数 的 空间 中 是 稠密 的 ,而 且 每 一 个 殖 周 期 明 
数 可 以 用 出 现存 它 的 Fourier 级 数 中 的 表 志 的 矩阵 项 的 
有 限 线性 组 全 任意 好 地 逼近 . 

刻 果 所 是 一 个 拓扑 群 , 出 殖 岗 期 函数 的 定 文 中 还 
需 如 上 要 求 它 的 连续 性 在 这 和 神情 形 , 出 现在 它 的 
Fourier 级 数 中 的 表示 也 是 连续 的 . 

如 打 G E: — f Abei #t. 则 连续 的 西 表 水 起 - 维 

.它们 称 为 G 的 特征 标 (characters). G 的 特征 标记 
Si 此 时 Parseval 等 式 的 形式 是 


MA 2) |°) = Dl F. a, = M, {fixa 


在 GSR" 的 情形 , 连续 的 特征 标 是 炒 数 xlx)= 
exp(iÀ x), 其 中 ,ER 1-x=Ax, + +A x. 定理 1 
和 定理 2 PAS FERRE EA yn VI EN PN Wk EB it: rH 10 
主要 结果 . 

。 至 骨 期 函数 理论 中 的 主要 结果 的 证 明 以 考虑 群 上 
的 积分 方程 为 基础 { 见 [2])， 是 够 多 的 紧 Lie 群 的 线性 
表示 的 存在 性 已 经 证 明了 ([3]). 存 这 种 情形 ,不 变 积 分 
{成 而 ,平均 值 ) 可 以 直接 建 业 起 来 . 在 抽象 紧 群 上 的 不 
变 积 分 已 被 构造 ([4|), ERM + Peter - Weyl 埋 论 对 于 
这 种 情形 的 推广 

FELASA J| 33 8 $k J BE ib ní LA MA Peter - Weyl 理 
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EK F 面 的 方式 推 首 出 来 ( 见 [3j}. PP f ER G CES 
周期 函数 , 令 


MX, py} = sup. | Haxh) — flayb) |, 


则 集合 Esp EG: Pi, e)=0) E G BJ ER f E, pEi 

BE GIETB EBE, WME/ÆEG/E L Hjt. 

了 的 殖 周 期 性 意味 着 GJ/E 依 度 量 p 的 完全 化 是 - 
个 紧 群 ,而 且 定 理 1 和 定理 2 可 以 从 Peter - Weyl 理论 
推导 出 来 . 
参考 文献 
[I] Jeman, B. M., ora - mepmomemtoceme 中 yYHKIE，MIT.， 

1953 ( hik ak: E.M. 刑 维 坦 , 概 半 期 因数 , 5, 33% Ër H IR 
ML. 1956). 

[2] Weyl, H., IRntegralgleichungen und fastperiodische 
Funktionen, Math. Ann., 971927), 338 — 356. 

[3] Peter, F. and Weyl, H., Die Yolistandigkeit der 
primitiven Darstellungen einer geschlossener kontinuier- 
kichen Gruppe, Math, Ann., 97(1927),737 — 755. 

[4] Neumann, J. von, Zum Haarschen Mass in topo- 
Iiogischen Gruppen, Composto Math, 1 (1934). 
106 ~ 1]4. 

[5] Neumann, J. von , Almost periodic functions in a group 
E, Trans. Amer. Math. Soc., 36(1 34), 445 — 492. 

[6] Weil, A., C.R. Acad. Sci. Pars Sér I Math., 200(1935}, 
38 一 40 . 

[7} Yosida,K., Functional analysis ‚Springer, 1980.Chapt. #, 
Sect.4;5{ 中 详 本 : E PHE, E P Sy iF, A Eg A tH R 
社 , 1980). 

[8] Maak, W. , Fastperiodische Funktionen , Berlin , 1950. 

B. B. XKuxop, B. M. Jjesuran 所 

THEI 有 了 时 用 “不 变 平均 f” (invariant mean) 一 

词 代替 “平均 值 "( 见 [Al1] 的 18). 

# G E: Abel 群 , 则 一 致 列 周 期 函数 正好 是 能 连续 
延 拓 到 如 的 Bohr R i£ (Bobr compactification) L J) 38 
些 至 周期 函数 . 

有 关 群 上 的 殖 周 期 函数 理 伦 的 完整 吉 述 可 在 [A2] 
AR [A3] M S41 中 找到 . 基本 的 观点 是 ,在 (拓扑 ) BE G 
上 的 (连续 ) 殖 居 期 函数 的 Banach 代数 (Banach alge- 
bra) 同 构 于 所 谓 G 的 Bohr EE 5G. 上 的 所 有 连续 函数 
的 Banach 代数 .由 此 可 见 ,这 - -理论 归 钳 为 紧 群 上 的 
连续 西数 的 理论 (例如 ,中 值 定理 相应 于 所 上 的 正规 
化 Haar 测度 {Haar measure) ,而 通 近 定理 只 不 过 是 熟 
知 的 紧 群 上 的 Petar - Weyl EBR, 22238). G 的 Bobr 紧 
化 可 以 刻画 成 C 在 所 有 紧 群 的 子 范 奢 中 的 反射 
freflection)， 须 过 考 虞 在 所 有 拓扑 群 (或 者 , 其 至 是 所 
AF364183 BE) 组 成 的 范畴 的 其 他 子 范畴 中 的 反射 ,可 
以 定 史 群 { 或 半 群 ?上 的 其 他 至 周期 画 数 类 , L [A4]. 5 
殖 周 期 函数 在 泛 画 分 析 的 应 用 中 ( 算 子 的 兴 群 ) 是 有 
特殊 意 闵 的 . 亦 见 [7] X [A5). 
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能 表示 为 下 列 形式 的 自然 数 n: 
好 一 P. ` ' Pa, 


HF p 是 素数 , k21 是 常数 . 素数 是 列 素 数 当 上 大 =1 时 
的 特殊 情况 , UTERE, 存在 -- 些 定理 ,它们 是 有 关 
素数 在 自然 数 序列 中 分 布 的 定理 的 推广 ， 一 些 对 于 素 
数 尚 未 解决 的 加 性 问题 (additive problems), 对 于 殖 素 
数 则 已 经 解决 . E. M. Bpempom # 
[ 补 注 】 IUA (sieve method). 

下 述 实 本 是 一 个 殖 率 数 分 布 定 理 , 它 推广 了 关于 素 
数 的 相应 结果 ., Ea 是 不 超过 区 的 元 平方 因子 的 区 
素数 的 个 数 , 刚 ( 见 [A1]. 22, 18 节 } ,有 


xfloglog x)* ' 
(k 2)flogx 


K (X) 一 


参考 文献 


[A1] Hardy, G. H. and Wright, E. M., An introduction 
to the theory of numbers, Clarendon Press, 1965. 


张 袜 林 译 


几乎 可 简化 的 级 性 系统 abmost - reducible linear system ; 


HONTH DPHB OnRHM3S amenan CHCTeM8], 常 微分 方程 的 


-个 系统 
x = A(t)x, xER", (*) 
AC): R — Hom(R", R”), 


共有 如 下 性 质 : 存在 一 个 常 系数 系统 y=By,y ER, 
3 R xH — 4 £ > 0, A JDarygon F (Lyapunov transir- 
mation ) 工 ,tt， 司 得 经 过 变量 替换 x=L (ty. RR 
(*#) 可 变 为 系统 

y = (B+C 
其 中 


sup || CU) <. 


一 个 可 简化 的 线性 系统 (Ieducible linear system ) 均 为 
几乎 可 简化 的 . 
$ti 
[i] H3050, H. A,, Hrors wayu n Texinan, Marma- 
TECKA ARW, T. 12, M. , 1974. 71—146, 
B. M. Munmonugwos f M2% RE 


殖 辛 结构 [almost - symplectic structure ; noura cuvtmnex- 
TECKAN CIpYKTYpA] 

流 形 上 - -AERE K E. — eE 
结构 0 仅 在 个 礁 数 的 流 形 M(dim M=2m) 上 才能 存 
E 并 且 它 定义 了 一 个 Spm, RH Bine MPM 
上 具有 结构 群 Sp (rn ,RR) 的 标 架 主 纤维 从 ， 它 由 一 切 这 
样 的 标 架 r={e, piisit, o, m} 组成， 使 得 


iHe, e,) = EASA) = 0, Q(e,, f) = Š,,. 


流 形 好 上 存在 列 辛 结构 (或 殖 复 结构 ) 的 充 要 条 件 
是 切 从 的 结构 寿 能 约 化 为 酉 群 Um). 特别 地 ， 对 上 一 
HAERA Stiefel- Whitney 类 为 零 是 必要 的 { 见 [1])， 

流 形 时 上 的 -AHAAA M- t Riemann H 
量 g 由 下 式 定 义 了 一 个 玛 辛 结构 名 


QX. Y) = g (JX, Yy-9(X,J V), 


Rh X 和 了 是 向 量 . HHFF Sh 23 uj ih E 3 2: 48 
到 . 若 一 个 列 辛 结构 所 在 任 一 点 的 一 个 邻 域内 可 用 局 
部 坐标 xjfG=1…m) 表 示威 Q=> dxA dy!'!， 则 称 
从 是 可 积 的 (integrable)， 或 换 育 之 ， 全 是 一 个 辛 结构 
(symplectic structure), JE Darboux 定理 ， 其 充 要 
条 件 为 是 闭 的 ,可 积 歼 辛 结构 的 一 个 例子 是 在 任意 


流 形 M BRUA T `M L B) Sa b 3 sh 8 Q => d4p'A dg 


(这 里 4' 是 MBOWE E ba. p' E; EF E 59 E RG 2 +). 
RER 3688186 —_ ATEFA Lie 群 G 上 的 一 个 
REIER., ET h G BJ Lie 代数 T.G tita 
EZK EARTE AERA GETEA. ia 
Riemann Æ, — 838 AAEN T H2 AeH 
室 间 ( 同 理 ， 反 蛮 张 量 空间 与 共 变 张 量 空间 ) 之 间 的 一 
个 同 构 ; 进而 它 还 定 羡 了 一 个 称 之 为 体积 形式 的 典范 
2m ER A= Q im! 和 微分 形式 空间 AM 上 的 若干 算 
F: 驴 的 外 乘 算 子 sn ; Q 83 4 3R W Tia; Hod 星 算 
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FAM) = Am) o— in. Hh 89 £ i, 
定义 为 具有 与 己 形 式 中 对 应 的 严 向 草 的 给 定形 式 的 缩 
并 ， 余 微分 笑 子 5=*d*. 与 Riemann 度量 的 情况 相 
B. 在 紧 流 形 MA p ERZE, W f A = dš +ód £ 
整体 数量 积 <a, 有 > = [uaA6 是 反对 称 的 ， 对 于 任 一 
了 了 形式， 我 们 有 Hodæ -Lepa 分 解 : ¿=G + £. 0, 
tegat, Epea eA M) EEM ENARE 
(BB in 化 为 零 ){[3]) . 

一 个 殊 辛 结构 称 为 共 形 平坦 的 (conformally flat} 
如 果 存 在 函数 4>0， 使 得 d=0. 这 等 价 于 中 可 表 
为 如 下 形式 : 

Q = y Mac Aa: 
i= 


当 m =2 H, AERA O 36 F AJ 8 SE tE 1 形 


A óGQ=i d 0 为 闭 形式 ; ME m >2 B. % 40 =(1!m 


~1) SQAQ RX (W. [1]) - 

H 83 (TyY, Z)=40(X, Y, Z) (E X, YAZ 
RAR ) 定 义 的 对 应 于 3 形式 4 的 {1,2) k t T #F 
ARFA Q BJ be k R, 与 它 相 关 的 ( W e) F R E. 
g (X,Y)= THT. -个 至 辛 结构 确定 了 一 类 线性 联络 只 
使 得 纺 关 于 旦 平行 的 且 了 是 的 模 率 张 量 . 这 样 的 两 个 
联络 只 卷 一 个 形 为 ODS 的 张 量 场 ， 其 中 $。 是 任 -- 对 
HERA. LERH Spin, R) B= B. , wy 的 一 
KEH B — 吾 的 截面 构成 一 一 对 应 ， 这 里 Bom x 是 
具有 结构 群 SUR>” ) (2m 个 变量 的 三 次 齐 次 多 项 式 的 
向量 群 ) 的 主 标 架 内 . Spm, R) 结 构 是 一 个 无 限 型 G 
结构 ， 所 以 一 个 殖 辛 结 桔 的 自 同 构 群 可 能 是 无 限 维 
的 . 特别 地 ， 一 个 六 结构 的 自 同 构 群 总 是 无 限 维 的 ， 
并 且 对 于 任何 KKz0 是 5 可 迁 群 . 
参考 文献 
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H B Arem R 
[ 补 注 】 
# x W 
[A1] Liberman, P. and Marle, C. - M. Symplectiz geometry 
and analytical mechanics, Reidel, 1987. 
沈 一 兵 译 


i44 ALPHABET 


字母 赛 [alphabet ; ambapur|] 

(有 限 包 个 ) 字 母 (letier) 组 成 的 一 个 集合 或 一 张 表 ， 
通常 ， 一 个 字母 表 包 售 用 来 构造 某 种 符号 系统 (有 时 也 
称 为 语言 ) 所 要 求 的 字母 、 对 两 个 字母 表 4 和 B, 其 并 
AUB, AfYB.2 AN BDE 5 ASB # J 
按 普 通 方 式 定 尽 的 ， 为 了 方便 ， 也 可 以 容许 空 字母 表 
(empty alphabet) , 即 没 有 字母 的 字母 表 这 -概念 . 

H. M. Hropwmă EP WAX 王 世 强 校 


ZAR [ altermating group ; amasamepessesuag rpyuna ], 
n K 5) 
对 称 群 {symmetric group) S, BJ H 2 K 8 WH rk. 
的 子 群 4,， A.E S. 的 正规 子 群 ,其 指数 是 2, 而 阶 为 
ni12. 将 水 中 的 置换 看 成 变量 x... x. 的 脚 标 的 罩 
F, 必 使 交错 多 项 式 m-e, 因而 称 为 “交错 
群 对 无 限 势 m, EUEN An, E ERRA S, 的 全 体 
偶 置 撞 攀 成 的 于 群 . W n >3, WP A R (n —2) K ft ë 
的 .对 任何 n, 无 论 是 有 限 或 无 限 , BRE n =4 外 它 必 为 
单 群 ; 这 个 事实 在 代数 方程 藉 助 于 根 式 的 可 解 性 理论 中 
起 了 重要 作用， 
PHR 
[1] Hall. M., The theory of grou, Macmillan, 1959 {中 
译本 : 变 尔 , 群 论 科学 出 版 社 , 1981). 
H. H. Burga #R 
【 补 注 】 A 是 最 小 阶 的 非 Abel 单 群 ， : 
BERE FUER 


交错 组 结 和 连接 [ alternating knots and links ; serep- 
PY yL H SAUE TPHEm | 

EARR b AAE A AE (knot 
and link diagrams)}, 妈 具有 一 个 到 于 面 上 的 处 于 一 般 
位 置 的 投射 ,使 得 当 相 继 穿 过 各 分 支 时 , 跨 过 和 潍 过 彼 
此 相继 迹 错 出 现 . 通过 在 二 重点 处 改变 上 .下 分 支 的 办 
法 ,任何 图 都 可 变 成 交错 图 . 

设 下 是 一 个 Seifert fh II. 与 普通 情形 不 同 ， 对 于 灾 
错 纽 结 和 连接 ,不 等 式 d 所 2h 十 4 一 1 变 成 等 式 ,其 中 4 
E Alexander $ MAHIKA Alexander 不 变量 
Alexander mvariants)), h R Seifen 曲面 的 苇 格 ,而 产 
是 连接 大 的 分 支 数 ， 相 应 地 ,一 个 交错 连接 的 亏 糙 可 由 其 
任 一 交错 图 计算 出 来 , Seifert 曲面 是 有 最 小 亏 格 的 砷 
而 .这 也 证 明了 如 果 图 是 正规 化 的 , 即 投影 平面 不 包 会 
与 蜀 变 于 一 个 二 重点 的 简单 闭 围 遵 ,连接 是 平凡 的 E 
纽 结 理论 (knot theory)), SHR SARRATEA. 
如 果 存 在 这 样 的 图 道 ,那么 是 以 通过 将 图 的 交错 部 分 
旋转 180 度 的 办 法 减少 二 重点 数 , 同 时 保持 图 的 交错 性 
Ph. 这 就 给 出 了 一 种 解决 交错 纽 结 和 过 接 的 平凡 性 问 
EERE. 此 外 , 如果 图 是 连通 的 , 因为 由 之 1, 连 接 不 
会 变 成 分 元 的 , 且 分 离 连 接 的 约 化 Alexander SAR 


3 0. Alexander 先 阵 可 作为 某 个 图 的 关联 抱 阵 算出 
来 .这 意味 普 ( 见 则 ,2])A(DO 是 一 个 交 销 包 项 式 , 即 它 
的 系数 性 零 量 符 号 交 错 出 现 . 如 果 A(0)=1, 交 错 纽 半 
和 连接 称 为 Neuwirth 纽 结 和 连接 { 见 Neuwirth 纽 结 
(Neuwirth knot)). 交错 组 结 或 连接 的 正规 化 图 的 二 
重点 数 椒 大 十 它 的 行列 式 ， 变 错 纽 结 和 连接 的 群 { 见 组 
结 群 和 连接 群 (knot and link groups) ) 可 以 表示 为 秩 
为 24g 一 1 的 子 群 与 两 个 秩 为 g 的 自由 群 的 台 并 的 自 此 
积 ， 若 通过 在 交错 图 上 梅 造 的 相应 于 大 的 Seifert Hi 
面 的 正则 孝 域 的 边界 来 重 分 连接 上 的 空间 , 则 这 种 表示 
法 可 由 van Kampen 定理 得 到 . 具有 非 交 错 图 的 标 
谁 表 ( 见 纽 结 表 (knot table)} 上 的 所 有 纽 结 都 是 非 交 错 
组 结 . 大 名 数 平行 纽 结 .环绕 等 都 不 交错 . 
参考 文献 
[1] Murasugi, K., On the Alexander polynomial of the al- 
ternating knot, Osaka J. Math. , 10 (1958), 181—189. 
[2] Crowell, R. H., Genus of alternating link types, Ann. 
of Math. (2), 69 (1959), 258—275. 
[3] Murasugi, K., On alternating konts, Osaka J. Math. , 
12 (1960), 277 一 303 ， A. B. Yepnamwni ER 
【 补 注 】 组 结 或 连接 的 Seifert 曲面 (Seifert surface) 
后 和 是 一 个 连通 的 ， 双 领 的 紧 流 形 MUC Sr, 
使 得 M= K". T $Ë X Y E (fe Y rb) 双 领 的 (bioo- 
lared), 如 果 存 在 -TRA b:Xx [一 1 , 1] > Y, 使 得 
对 于 所 有 x e X. fi b (x, 0)=x. 映射 或 它 的 象 本 
身 有 是 双 领 的 . 
参考 文献 
[A1] Roifsen, D. , Knots and links, Publish or Perish， 
1976. 徐 森 林 k 


ZHR [ altemating series ; wmasDuwepemyrousskx pu 
各 项 符号 正 负 相间 的 无 穿 级 数 : 


voet e +(—]' la + ll, u > 0. 


如 果 一 个 交错 级 数 的 各 项 是 单调 茂 小 的 (wu,,<n,) ,并 
且 趋 向 于 零 (lim，.。iu=0), 则 这 个 级 数 是 收 敏 的 
(Leibnitz 定理 (Leibnitz theorem)). 收 襄 的 交错 度数 
的 余部 

r = (1 +: 


的 符号 与 它 的 第 一 项 相向 , 按 绝对 值 来 说 , 它 小 于 这 一 
项 . 收敛 的 交错 级 数 的 两 个 最 简单 的 例子 是 


+ 


1 l}... 6711... 
本 一 二 十 u tO + 
I l,e n.. 
5 了 二 +(—1Y iT . 


前 一 个 级 数 的 和 是 log 2; i 5: 3853 r/4. 
B. H. Emmomos še KAH PR 


交错 [altemation 或 altemance ; sumrepmaposasme |, I 对 
称 (skew symmetry), 2 J #k (anti - symmetry) 

张 量 代 娄 的 一 种 运算 , 它 拒 给 定 的 张 量 化 为 斜 对 称 张 
量 !( 在 一 组 指标 上 ) . 交错 总 是 在 几 个 上 上 标 或 儿 个 下 标 
上 进行 的 ， 例如, FE an... 人 的 张 量 
ARREA, Si, j Sh) B RS T TE E $F 


上 关于 指标 集 I= Q] Ú ) 的 交 铺 结果 如 果 


n ' 


Z: I h 


Bohai. ge e (O 


imi 


k A ROIBUON Z HRA m! PEH (置换 )a = (ai, UU, 
a.) ME (I, w) 3 +I 或 一 1, 取 决 于 对 应 的 重 排 是 
偶 或 奇 的 ， 用 类 似 的 方式 可 定义 在 一 组 下 标 上 的 交错 

用 方 括号 把 某 些 指标 括 起 来 可 以 表示 在 此 指标 集 
上 的 交错 ,并 把 在 括 导 内 的 不 参与 交错 的 指标 用 竖 线 隔 
F. W: 


] 
teza = 27 a — 4. 


ERRE L 5 L UL = I.) 上 的 逐次 交错 等 癌 于 在 指标 
3 1, E BJ 38358: 


fal al -nl 一 ihok 


WR n BERIETE [p] Ik == oE, W| #2 
过 个 数 大 于 n 的 拷 标 集 上 的 交错 总 是 得 到 零 张 量 . E 
量 关于 它 的 对 称 指 标 集 ( 见 对 称 化 { 张 量 的 ) (symmetri- 
zation (of tensors 六 的 交错 也 得 出 零 张 量 , 在 给 定 的 指 
标 集 了 的 变 错 之 下 保持 不 变 的 张 量 ， 就 称 为 在 IES 
对 称 BJ (skew - symmetric) 或 交错 的 {alternating). Z 
换 任 意 一 对 这 样 的 指标 将 改变 张 量 的 分 量 的 符号 . 

张 量 的 交错 运算 与 对 称 化 运算 可 以 用 来 把 一 个 张 量 
分 解 为 一 些 更 简单 的 张 量 . 

两 个 张 量 相 乘 后 次 对 所 有 指标 了 交错 运算 ,所 得 
结果 称 为 交错 积 (alternated product) (5H (exterior 
product )). 

3 ts KH ERR A £ HHBE R JE i (+) 80 99 E. ae t 
的 和 ， 例 如 ,元 素 : 关 于 乘法 可 交换 的 行列 式 可 按 公 式 


al + al 
= nlal -+ nl = 
a a 
= ntah - ` | 
来 计算 . 
参考 文献 
[1] Hinpoxos, II. A. , Ten3opHoe Hemorene, 2 as. , Ka- 
Hb , 1961. 


[2] Bermenmuer, JI. B., Kype anam mrecwoi reOoMCTPHH H 
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JIHHeHHOB amcm, M. , 1971. 
[3] Schouten , 
bridge Univ. Press, 1951. 
[4] Edusoa, H. B., Porno, 9. P., Janeigar anre6pa 
H MHOIOMCPHAA TEOMETEPHA, M., 1970. 
IL IL Kyauoe $ á #AR 详 王 伯 英 校 


J. A., Tensor analysis for physicists . Cam- 


交错 点 [alternation, points of; anprepaanca TOE] 
-个 点 到 
(x, gtl C O, a= x< x, < e.: 


使 差 a= f(x) —P. Go) 取 符号 交错 的 非 零 值 . 这 里 
Je) EHAE Qcla,b] 上 的 连续 随 数 ，P (x) 是 次 
数 不 高 于 n 的 代数 多项式 ， 对 表 成 (满足 Haar 条 件 
(Haar condition) 的 ) Ge6emes 函数 系 ( 见 Ge6enree 系 
Chebyshev system) í s, tx 的 多 项 式 ， 可 类 人 狼 地 引 
进 变 错 点 的 概念 . 如 果 这 时 所 有 o 的 绝对 值 等 于 


max | fie)—P,00) |, 


MRKA x A Uess 交错 点 (Chebyshev points 
of alternation) ， 交 错 点 在 函数 逼近 理论 中 起 着 重要 的 
作用 , 例如 ,de la Vallée- Poussin 定理 (de la Vallée- 
Poussin theorem) (交错 定理 ) 和 Yemen 准则 (SL 
oivnmes 3 $ (Chebyshev alternation)) 就 是 借助 于 交 
错 点 进行 陈述 的 ， 在 构造 最 佳 逼 近 多 项 式 时 也 要 用 到 
交错 点 ， O H. Obom 所 
[ 补 注 】 JUefeamnes 交错 点 列 也 被 称 为 交错 点 集 ( alter- 
mating set) ( M. [A 11 第 一 章 ) . ` 


Strit 
[AH Rivlin, T. J, An introduction to the approximation of 


Xpt I <>, 


functions, Dover, reprint, 1981. 
[A2] Müller, M. W. Approximationstheorie, Akad, Ver- 
lagsgesellschaft, Wiesbaden, 1978. 
[A3] Meinardus, G. W., Approximation von Funktionen 
und ihre numerische Behandlung, Springer, 1964. 
[A4] Cheney, E. W., Introduction tò approximation theory, 
Chelsea, reprint, 1982, 
ECE WARE HER 校 


X$ [alternative ;amTeptaraaa], 对 策 论 中 的 
对 策 过 程 中 的 一 个 位 置 ,按照 对 策 的 法 则 ， 可 能 在 
基 个 移 步 中 从 -- 个 给 定 的 位 置 上 转移 到 该 位 置 . 对 应 
的 移 步 或 刻画 移 步 的 指标 也 称 为 交替 . 
H. H. Bpy6meacras E EAH W 


TAA [ alternative rings and algebras ; am- 
TOMATEN KOBA H mrefipe | 

交错 环 (alternative Tin 对 是 指 每 两 个 元 素 都 生成 
一 个 结合 于 环 的 环 ; 交错 代数 (alternative algebra) 
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{线性} 代数 并 且 是 交错 环 . 根据 上 E. Artin 的 一 个 定理 ， 
所 有 交错 环 的 类 由 如 下 一 组 等 式 定义 : 


(xy)y=x(yy) (EAEE ); 
(xx)y=x(xy) ( 左 交 错 性 ). 


于 是 ， 交 错 环形 成 一 个 艇 ,在 这 种 环 里 ， 
(associator) ( 结合 性 的 亏 量 ) 


结合 子 


(x,y,z) = (xy) —x(yz) 


Jt B FTK TATI {交错} 函数 ， 这 个 事实 表明 
使 用 术语 “交错 环 * 是 合理 的 ， 

交错 环 的 第 一 个 例子 是 Cayley 数 (Cayley num- 
be), 它 作成 一 个 交错 除 环 (alternative skew - field) 或 
交错 体 ， 即 有 单位 元 的 交错 环 且 对 于 任意 b 和 az0, Jf 
程 ax= = 和 ya= 上 有 了 唯一 的 解 . 变 错 除 环 在 射影 平面 的 
理论 中 起 着 实质 性 的 作用 , 这 是 因为 一 个 射影 平面 是 
一 个 Moulang 平面 (Moufang plane) { 即 关于 某 一 直线 
的 平移 平面 )， 当 且 仅 当 其 革 元 环 的 任何 坐标 化 是 交错 
除 环 . 在 一 个 有 单位 元 的 环 只 中 , 如 果 每 个 非 夫 元素 
均 可 道 且 对 任意 pe,5E 只 均 有 等 式 a '(ab)=Db (或 者 ， 
(baja =b), 则 琶 是 交错 队 环 .任何 交错 除 环 或 者 是 结 
合 的 , 或 者 是 其 中 心 上 的 Cayley - Dickson 代数 (Cayley - 
Dickson algebra). 

每 个 单 变 错 环 也 或 者 是 结合 环 ， 或 者 是 其 中 心 上 
的 Cayley - Dickson 代数 (在 这 种 情形 下 ， 此 代数 未 必 
是 伍 )， 结 合 环 和 本 原 交 错 环 都 被 Cayley- Dickson 代 
数 所 穷尽 ,所 有 素 交 错 环 R( 如 果 3RR#0) 或 是 结合 环 ， 
或 是 Cayley- Dickson 环 ， 

在 相似 的 条 件 下 ， 交 错 环 的 许 委 性 质 本 质 上 不 局 
于 结合 环 . 例如 , WE REZA, 4 和 BB 是 其 右 理想 ， 
则 其 积 4 好 未 必 是 右 理想 ， 即 使 4 是 双边 理想 也 如 此 . 
但 基 , 两 个 双边 理想 的 积 仍 是 双边 理想 . 交错 环 与 结合 
环 的 差异 也 强烈 地 栖 现在 这 样 的 事实 之 中 : 由 于 括号 
放 的 位 置 不 同 ， 元 京 的 积 或 是 零 或 非 零 ， 从 而 交错 环 
有 各 种 办 办 性 .通常 在 交错 环 中 使 用 如 下 几 种 大 零 
性 : 可 解 性 bolvability) (7 只 称 为 具有 指数 m 的 可 解 
环 (solvable ring) 如 果 存 在 自 热 数 m E R=, 其 中 

R=RR,, R=R)， 右 敌 零 性 (right nitpotency) (F 

在 自然 数 mn WR RO=), Ah R O=RORO, R9= R), 
Wet @ilpotency)( 存 在 自然 数 上 使 得 R'—0 , BJ R rF 
任意 天 个 元 素 之 积 为 零 ， 不 管 括 导 怎样 放置 ). 存在 指 
数 为 3 的 可 解 交 错 环 , 但 它们 不 是 竹 堆 的. 交错 环 中 的 右 
FEESTE A n 的 交错 环 也 是 指 
数 系 全 二 二 的 需 霍 环 )、 局 部 地 在, 在 有 限 生 成 环 中 , 各 
种 矫 零 性 是 等 价 的 ,可 以 建立 起 完全 平行 于 结合 环 中 
的 局 部 短 零 性 的 充分 性 判别 准则 , 这 是 下 述 事实 的 一 
个 推论 : 设 民 是 交错 环 , 且 可 以 选取 一 个 生成 元 集 S. IE 


得 5 中 任意 两 个 元 生成 -- 个 衣 零 环 ， 叉 设 愉 的 所 有 结 
全 的 同 态 象 是 局 部 署 零 的 ， 则 只 是 局 部 宪 零 的 . A 
JE, WER 是 满足 等 式 x"=0 的 交错 环 ， 则 上 慑 是 局 部 
FEH. 若 足 旦 一 个 满 吓 不 能 由 结合 性 推出 的 关系 的 
TARK, E it T 6 3 Hü e 18 € ou) q P 8, W R Ds 
部 轿 零 环 ， 至 于 整体 轿 零 性 , E Al T R aap prEB918 
况 ， 在 这 里 交错 环 不 同 于 结合 环 , 例 如， 满足 x:=0 
的 交错 环 不 一 定 是 短 堆 的 (即使 其 加 群 是 元 挠 的 ) f 
而 ， 满 足 等 式 x*=0 且 加 群 中 没有 大 阶 元 (0 <k < n) 的 
交错 环 是 指数 为 n(n 十 1)72 的 可 解 环 . 

wE 只 是 代数 的 交错 代数 且 满 足 一 个 不 能 由 结合 
性 推出 的 关系 (或 及 中 死 喜 的 代数 次 数 是 一 致 有 界 
的 )， 则 只 是 局 部 有 限 维 的 . 

在 变 错 环 中 存在 类 伺 于 Jseobson W (Jacobson radi- 
cal) 的 概念 ， 每 个 交错 环 都 有 极 大 报 正 则 理想 J(R) 
它 等 于 所 有 极 太 模 右 理想 的 变 . WR R/IJ(R)E JÆ 
单 的 (J-scmi-simple), 即 J(RA(R)=0; 如 果 了 是 及 的 
一 个 理想 ， 则 了 7 的 =JKR)TYL 和 任何/ 半 单 环 可 以 由 本 原 
交错 环 ( 即 本 原 辣 人 台 环 和 Cayley - Dickson 民 数 } 近 似 
得 到 . 交错 环 中 也 存在 与 结合 环 的 其 他 根 {下 谢 零 根 ， 
局 部 徐 零 根 等 ) 类 似 的 概念 ， 并 与 其 上 其 有 相同 的 基本 
性 质 . 

在 一 个 Artin 变 错 环 (Artinian alternative ring) 
( 即 满 足 右 理想 降 链条 件 { 极 小 条 件 ) 的 交错 环 ) 中 ， 根 
J(R)E AF5, R 的 乘法 广 群 的 任何 谢 圭 子 广 群 也 是 
FFH. HÉ R EA WF PR48069 Artin 交错 环 ， 当 有 
仅 当 只 可 表 成 结合 杯 上 的 有 限 多 个 全 和 扼 阵 代数 和 
Cayley - Dickson 代数 的 直 和 ; 不 计 直 和 项 的 排列 ， 这 
种 分 解 还 是 唯一 的 . WAE REL, 了 是 它 的 一 个 理 
BHRIATHAR hE, MIERE 
的 , SARH REKER olo: R 一 Ip)， 在 环 
了 中 不 会 单 理想 ， 妓 本 身 是 单 环 的 理想 . 

在 交错 环 民 中 有 结合 中 ， 心 (associative centre) N (R), 
交换 中 ， Ë (commutative centre) C (R) 和 中 ， b (centre) 
Z(RY 之 分 ， 它们 分 别 定义 为 


N(R) = {neR: (ma, b)=0 3—0 a, beR}, 


C(R) = [c eR: |e, a]=ca —ac =0 
对 一 切 ae R), 
Z(R) = N(R) M CCR) 


E R AmE PRA 3 阶 元 , 则 CR)SN(R) 然而 ， 
在 特征 为 3 的 域 上 存在 交换 的 非 结合 的 交错 代数 . 在 素 
XE R PSS C(R) SN(R). 在 任何 交错 环 尺 中 总 
有 [N(R), RJS N(R)， 设 交错 环 及 中 没有 非 平凡 理想 ， 

ML: 让 或 者 3R=0 或 者 N(RI0;2) 或 者 3RENIR) 


或 者 ZR)#0; 3 车 4 是 中 的 右 理 想 ， 则 NGA)= 4 门 
N(R)E. Z(A)=A( Z(R). 在 任何 域 王 上 总 可 构造 一 个 没 
有 非 平 几 理 朴 的 交错 环 必 使 得 N(K) =-C(K)=0Ü, THE 
为 天 的 理想 的 天 却 是 结合 交换 环 (associative - comm- 
utative ring), Ph 
N(K*y = C(K25 = K? >= 0. 
ARESE h TE R IB: 
Krip = xyz], 
larg = xipi), 
(xyXzx) = [x(yz)|x 
(Moufang 恒等式 {Moufang identities) ; 
(xy, z, DD) — yx z, 1) (y, z, t)x = 
= (Ix, y], z, Y+ (x, y, |z, t), 
eyfan = [ç y Dx pT, 2 7) = 
= (Ix, yË, z, Xx, y] = 0. 


具有 三 个 生成 元 的 交错 环 也 满足 等 式 : 
(Ix. yiz, 在 十 [ze y), u, o) = 0 (=) 


#!E8 u 3 tP, (w) SF Ah vr. 而 且 
ERRAR (x, yz. £0 h F z 3 e 
捍 想 的 交错 环 中 等 式 {只 总 成 立 ， 因 此 这 样 的 交错 环 可 
由 察 结合 环 和 Cayley - Dickson 坏 近似 得 到 . 

任何 自由 交错 环 呈 有 一 个 食 于 结合 中 心 N(R) 的 
非 零 理想 UCR). 具有 不 少 于 3 个 生成 元 的 自由 交错 环 
不 羽 包 含 零 因 于 ， 而 且 也 不 匡 于 的， 具有 不 少 于 4 个 生 
战 元 的 自由 交错 环 其 至 包含 平凡 理想 ， 由 十 这 个 原 
因 ， 它 不 能 由 率 环 捞 似 得 到 . 


$t 
[i] Jlopobecs, L. B., < VenexHu matem Haykh, 15 (1960), 
3, 147 ~ 150. 
[2] Kenmxoe, K A., < Ane6pa a momat, (1966) 3, 
11 — 36. 
[3] Wemakos, K A., € Aymeópa u noma È, 8 (1989), 4 
425 — 439. 


[4] mpmon, A H., < Mawem. cü $, 41 (1957). 381 - 394. 

[51 Kleinfeld , E., Simpe alternative rings, Ann. of Math. 
{2). $B (1953), 3, 544 一 547. 

[6] Kleinfeld, E., Alternative nil rng, Ann. of Math. (23, 
66 (1957), 3, 395- 399. 

[7] Cxopuswos, UL A, &Rend. mat. e applic.b, 2441965), 
3 — 4, 360 — 372. 

[81] Slater. M., Ideals in semiprime ajternative rings, J. of 
Algebra, 8 (1968), 60 一 76. 

[9] liopodeen V B, ÇCub. maem xw... 4 (1963), 5, 
1029 — 1048. K A Kaak #Ë 
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[【 补 注 】 环卫 中 :个 苑 素 忒 是 右 拟 正 巾 的， 如果 
fa -Zan €R)=R. — AF3 R BJA EW), 303 E 
是 左 叉 是 右 所 正则 的 ， 及 中 的 一 个 理想 是 拟 正 则 的 ， 
如 果 其 所 有 元 均 为 拟 正 刚 元 ([A2). “由 … 近似 得 到 ” 
意 为 “条 表示 成 … 的 次 直 和 ”. 例如 ，"J 半 单 交错 代数 
及 可 由 本 愿 交错 环 近似 得 到 " 意 措 R 同 构 于 本 原 交 错 
环 的 这 志和 . 
参考 文献 
[A1] Jacobson, N., Structure and representation of Jordan 
algebras, Amer. Math. Soc., 1968. 
1A2] Jacobson, N., Structure of rings, Amer. Math. Soc., 
1964. 
[A3 Schafer, R. D., An mtrodution to non -assodative 


algebras, Acad. Press, 1966. AR 译 
”交错 数 [alternion ; Aprepnnon ] 
一 个 超 复 数 (hypereomplex number)， 交 错 数 可 


以 看 威 复数 ， ERLEA RRRA double and 
dua) numbersy 和 公元 数 的 推广 . 阶 为 n 且 指 标 为 l 
ATARA a 是 实数 域 上 的 P 维 代 数 ， 有 单位 


元 1 和 一 个 生成 元 集 上 ,，…,i， |,， 其 笑 法 满足 公式 
i 三 一 上 用 一 一生 


这 里 8= 士 I， 值 一 ! 和 十 1 分 别 地 出 现 ! 次 和 hn-! 一 1 
K. 这 个 代数 的 一 个 基 上 由 单位 元 和 形 如 


L =l 


Ji Jx J ` Ph 


HARER., CB i < <j. EATE F. F+ - 
A+ 23308 9 a PI Li F HË 


a = a+ $al to pa + 
' 1 Fi 
+a! "ODR a-i 
REa ayoa VORR. 5365838 e 1 y con- 
jpate) 交 错 数 & 由 公式 
= >A A A C "E, .. -了 
来 定义 . 下 列 等 式 成 立 : 
nth =ath, a=a, aB = Ba. 
Pu BEEK Flej ax 栋 为 交错 数 的 模 
(modulus of the alternion). 如 果 取 上 有 -xj 作为 两 个 
ARA B 2 BPP 8. MAREA 和 人 人 > 四 分 
别 肩 构 于 Euclid 空间 R” 和 伪 Euclid 2 I R. t 
数 "4 同 构 于 实数 域 : SA. 同 构 于 复数 域 ，"4, 同 梅 于 四 
x k. # H'A 和 'A, 同 构 于 所 谓 的 反 四 元 数 
(anti-quaternions) 代数 . 和 4 的 元 素 是 所 请 的 Clifford 
数 (Cliffprd numbers). 代数 半 , 被 P. Dirac 在 探讨 电 


I4% AMALGAM 


子 自 旋 时 研究 过 . 
交 铺 数 代 数 是 Ciiffong 代数 (Clifford algebra) 的 
特殊 情形 , 
SERA 
[日 Poseubenaz B. A., Hecnxrignoass moer, M., 1955. 
H H Buna Ë EKR EE 


HA [amalgam ; aMmanpraMma ] 


一 个 可 以 表示 为 给 定 代数 系统 类 的 代数 系统 
IRIA, ;iE 1) (URREZ (algebraic system )) 的 具有 
交集 ,的 集合 论 并 集 的 集合 有 ,并且 对 所 有 FE 了 
交集 


A. (YA, = U, = U, 


TEZA MAU, E A 8 A Bf Kk. MEEK R 
中 存在 … 个 系统 吾 , 使 得 所 有 A. Gel) B 的 子 系 
统 , 那 么 就 说 共和 可 以 找 人 到 系统 B A. 

两 个 群 的 共 合 ,一 般 地 , 群 {4,; iE7} 的 共 合 (起 时 
要 求 记 有 交 DG 关门 与 U 相 等) 总 可 以 幅 人 到 一 个 群 
中 ,例如 肉 人 到 具有 公共 子 粹 U 的 群 A. (ie 站 的 自由 
积 中 .和 但 是 ,也 有 不 能 典 信 到 一 个 粹 中 的 群 的 共 合 ， 
( 群 的 共 合 可 帕 人 到 一 个 群 的 条件 可 备 见 11]; 半 群 
的 共 全 可 帕 入 到 一 个 半 群 的 条 件 见 2]) . (TELER 
HA (amalgam of groups)) 

设 负 是 给 定 域 上 的 所 有 代数 构 战 的 类 ,或 是 域 到 
上 的 交换 代数 构成 的 类 ,或 是 域 下 上 的 反 交 换代 数 构 成 
的 类 ,或 是 域 王 上 Lie 代数 构成 的 类 .中 中 的 代数 4,(iE 
1) 的 具有 相同 交 U = U (对 所 有 i 关门 的 共 合 ,可 撤 入 

-到 这 些 居 数 的 具有 公共 子 代数 上 的 由 自 由 积 中 
([3]). Æ B p HEA TRAE 了 = 了 仁 天 门 的 结 
RI T 的 共 合 {1 了 :iiE 上 可 以 厂 大 到 一 个 结合 除 环 中 
参考 文献 . 

[1} Kyporm, A. T., Teopam rym, 3 mnm., M., 1967, 462 
(中 译本 : A. T. Kypon, 群 论 ， 高 等 教育 出 版 社 , 上册 
1987, FA 1984). 

[2] Chfford, A. H. and Preston, G. B., The algebraik: theo- 
ry of semigroups , 2, Amer. Math. Soc., 1967. 

[3] Hapus, A. H., S Ch6. atem. w. », 3 (1962), 2, 
297-301. 

[4] Cohn, P. M., The embedding of firs in skew field, 
Proc. London Math. Soc(3y, 23 (1971), 193-213. 

JI. A. Boryre, JI. M. Cumpron $E 
【 补 注 了 前 面 指出 的 参考 文献 人 1] 中 的 内 容 应 属于 H. 
Neumann 的 原作 [Al], [A2]. 

与 上 面 提 到 的 定义 相 陪 ， 代数 系统 类 的 共 合 化 问题 
(amalgamation problem) 一般 理解 为 这 个 类 的 两 
个 代数 系统 的 共 合 到 这 个 类 的 一 个 系统 的 嵌入 问题 .前 
面 已 经 提 到 群 的 共 合 问题 是 可 以 解决 的 . 但 对 子 其 他 


的 类 ， 它 可 能 是 一 个 有 超 并 且 重 要 的 问题 ， 例如， 在 
[A3], {A4] 中 已 证 明 , 格 的 各 种 类 的 共 合 问 奈 密切 地 关 
系 到 逻辑 中 的 插值 问题 (interpolation problem ). 
rru 

[A1] Neumann, H., Generalized free products with amalg- 
amated subgroupg, dAmer. J. Mam., 70 (1948), 
590—625. 

[A2] Neumann, H., Generalized free products with amalg- 
amated subgroups , Amer. J. Math, 71 {194%), 
491 — 540. 

[A3] Maksimova, L. L., Craigs interpolation problem and 
amaigamable varieties, Sower Math. Dokl, 18 01977), 
1550-1553. 

[A4] Pits, A. M., Amalgamation and interpolation in the 
category of Heyting algebras, J. Pure Appi. Alg., 29 
(1983). 155—165. PRH 


群 的 共 合 [amalgam of groups; aMmanprama rpyon] 

HE G (EDARAK, EMER: 对 任意 z, f 
er, ZG OG, EG AG HTE. 一 个 给 定 群 的 子 
群 的 任意 族 是 群 的 共 合 的 一 个 例子 . 4= {5,:&e I) BJ 
am of groups) 是 并 集 Ü. G, 到 G ARA — Bt 
射 , 并 且 当 把 此 映射 眼 制 到 每 一 个 群 G。 时 就 变 为 G, 到 
GAB- TERRA 如 果 灶 的 一 个 共 合 中 所 有 的 交 {G。 
(YG 彼此 相同 (并 且 等 于 于 群 H). BA Ë W Di A Nl 
W G BIR 3tGOBEE HJ SARP. 另外 ,存在 一 个 
由 四 个 Abel 群 构成 的 群 的 共 合 ， 它 不 能 虐 人 到 一 个 群 
H., 一般 说 来 , 群 的 共 合 的 主要 问题 是 : 设 vo ,zt 是 群 可 
能 有 的 性 质 , 问题 是 句 管 在 什么 条 件 下 具有 性 质 ok a 
的 共 合 可 以 嵌入 到 一 个 具有 性 质 的 群 内 . 已 经 证 明 
两 个 有 限 群 的 所 有 共 种 可 以 其 作 到 一 个 有 限 群 内 ， 三 
个 Abel 群 的 共 合 可 嵌入 到 一 个 Abel PR. RAA — 
群 内 的 四 个 Abel 群 的 共 合 包含 在 一 个 Abel 群 内 . 存 
在 五 个 Abl 群 的 一 个 共 合 , 它 可 以 柳 入 到 一 个 群 内 ,但 
此 群 不 是 Abel 群 . 群 的 共 合 的 男 一 个 问题 是 研究 当 e, r 
是 可 解 性 ， 宪 零 性 ， 周 期 性 ， 局 部 有 限 性 等 时 , 群 的 共 
合 的 可 媒人 性 问题 等 《在 各 种 场合 下 ) . 

1G. H. Mepammmop, H. C. Posagopcxnü BE 

【 补 注 了 -上面 共 合 的 定 文中 ,把 所 有 G. SE X— + X 
集合 区 的 子 集 .在 “一 个 公共 于 群 U 上” ,类 G, 的 共 合 
积 构造 如 下 , 设 1G,:TET 是 以 了 为 指标 集 的 群 的 一 个 
A. 对 每 一 1eT, 设 局 ,是 加 ,的 一 个 子 姑 ,并且 对 每 
一 iEI， 存 在 一 个 特 U, 与 U S P] EJ RPN ak p: U. 
一 U. 考虑 由 所 有 字 


di a 


构成 的 集合 全 ,其 中 每 一 a, 在 某 一 G, 中 ， 并 且 考 虑 下 


AFFA: 
1) ea =l, a, S aaa, a 等 价 
Face a ar "a; 


2) 如 果 a, 和 a, 属于 同一 个 群 G. Haa, 
a, IBA a, … 
等 价 ; | 

3) 如 果 a =u € U SG b=u € U, = G,, 3 B 
e@,(u)=u =p, (u) EU, BREZ a, 
maban … a 4. 

设 ~ 是 由 这 些 补 等 等 价 所 生成 的 等 价 X 8. WA 
GI! 一 是 G6, 的 共 合 积 ， 更 确切 地 说 是 (G,, 口 ,} 的 共 合 
积 ( 即 G, HRA GTE (amalgamated subgroup) U 
的 自由 积 (free product)) ; 此 群 的 运算 由 并 烈 导 出 . 


共 合 积 是 非 平凡 的 ， 这 可 由 下 面 的 俱 范 形式 定理 
(canonical form theorem) AH. 对 每 - -1， 选 择 U 在 
G 中 的 去 陪 集 的 代表 组 成 的 一 个 宗 合 R. 那么 每 ~- 
个 字 愉 好 等 价 于 一 个 形 如 4 … z, 的 字 ， 其 中 每 一 个 
zNT3— TR ueu, fB: 和 zyl 属 于 不 同 的 G, 
G=1, … ,1~1) ,如果 UU={e}, 那 么 自然 就 得 到 诸 G, 的 
自由 积 ， 自 由 积 的 一 个 子 群 也 是 自由 积 (Kypom 定理 
(Kurosh theorem)). 具有 -Aie FEER R A T 
不 一 定 基 此 种 类 型 的 . HEKE., WE U k fE 
群 ， 那 么 可 以 取 G; 的 一 个 与 上 有 不 同 交 的 子 群 形 ， 
因此 H, 将 以 各 种 趟 同方 式 共 合 ， 这 就 导致 了 广 尽 共 合 


G Q d, U a, 与 @ dd ddr" G, 


a aa, a, 


积 以 及 前 面 定 尽 的 共 合 概念 ， 这 些 理 论 目 前 仍 是 不 完 
善 的 ， 
参考 文献 


[TA] Hall, M. jr., The theory of groups, Macmillan, 
1959 【中 译本 : M. &Z/A. ib. P ihiett, 1981). 

[A7] Neumann, H., Generalized free products with amalg- 
amated subgroups I, Amer. J. Math. ,T0 (19439), 590 
— 625. 

[A3] Neumann, H. , Generalized free prodwt with amalga- 
mated subgroups I, Amer. J. Math, 71 (19493, 491 — 
540 . FRR W 


FAA [amicable numbers ; npywecreestutse CIA ] 

一 对 自然 数 , 其 中 每 一 个 数 都 等 于 男 一 个 数 的 真 因子 
《 即 小 于 其 丰 身 的 因子 ) 之 和 ,这 个 定义 在 Euclid 的 
KLH E EY (Elements) 和 Plato 的 鞭 作 中 已 经 出 再. 
古 希 腊 大 仅仅 知道 唯一 的 一 对 订 和 数 - 一 -220 # 284, 
它 科 的 因子 之 和 分 别 等 于 


1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110 = 284, 
1I+2+4+71+ 142 = 220. 

L. Euler 发 现 了 大 约 60 对 案 和 数 ; 使 用 电子 计算 

入 已 经 得 到 几 百 对 亲 和 数 . 但 是 , 现在 还 不 知道 是 否 存 

在 这 桩 一 对 亲 和 数 ,其 中 -- 个 数 是 偶数 , 另 一 个 数 是 奇 
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m. A. H. Tarum IE 
[【 补 注 】 某 些 非 带 式 的 订 和 数 见 [A1]. 
参考 文献 
[A1] Riele, H. J. J. 1e, New very large amicable pairs, 
m Proc. Number Theory Noordwijkerhout, 1953. 
Lea. Notes in Math., Vol. 1068, Springer, 1983. 
210-215. EIH PE 


丰富 层 [ample sheaf ; OHAEHE myqok] 

FATA E (invertible sheaf 概念 的 推广 ， 设 三 
是 域 上 上 的 Noether BE. s E X LARA AR (H, 某 
ABH F — X 的 截面 层 ). 层 六 称 为 丰富 的 
ample) IE af X LA PRE A, FE- TII 
有 关 的 整数 no Ean Pn EOS E ERMi 
截面 生 感 ( 这 里 5S"8 表示 如 的 第 上 个 对 称 宪 ) ， 

北上 的 局 部 让 由 层 # EFENI A ENH 
影 化 P(EY 上 的 可 逆 重 复 层 (2) 是 丰富 的 .关于 丰富 
性 的 另 一 个 准则 要 求 对 XERE .7， 必 存在 与 
有关 的 整数 nn。， 使 得 对 n> 以 及 i>0, 上 同调 群 
H(X, 7 @ S "#)=0. 如果 层 # 和 ,是 丰富 的 , 则 # 他 
7 也 是 丰富 屋 ([1]). mE X ë 3E % 5 36 ih R, W] X 
上 的 层 # 为 丰富 的 当 且 仅 当 # 以 及 它 的 所 有 商 层 都 有 
EKA (RD. HERA N, P" 上 的 切 层 都 是 丰富 的 
( 见 [1])， 其 逆 亦 真 ， 具有 丰富 切 层 的 非 奇 异 NES 
HEt F P[I]. [3]). 
参考 文献 

[MI Hartshorne, R., Ample vector bundles, Publ. Math. 
IHES, 2911968). 319-350. 

[2] Hartshorne ,R . , Ample vector bundis on curves, Na- 
goya Math. J. , 43 (1971), 73—89. 

[3] Demazure. M. , Charactérisations de lespaœ projesi 
{conjedtures de Hartshorne et de Frankel), in Sèm. 
Bourbaki 1979780, Lect . Notes in Math. , Vol. 842. 
Springer, 1981, 11-19., B. A. Haoxm EB 

【 补 注 】 EX k) — Ph SR yE IJ zg BB ab F # 8 x 
(CWIA1]) . 
prë 

[AI] Mori, S. , Positive manifolds with ample tangent bun- 

dles, Ann. of Math. ,110(1979). 593—606. 


丰富 向 量 从 [ample vector bundle ; o6nmbHOe BeKrop- 
Boe pacejaoeumne] 
-- 个 代数 的 或 解析 的 向 地 关 , 它 县 有 正则 (或 解 
析 ) 截 面 的 丰富 层 ( 见 丰富 层 (ample sheaf); 正 向 量 
ÀN (positive vector bundle)). 
O. A. Hsasosa ¢ Pim 译 


HARHA [amplitude of an elliptic integral; 
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AMILETYJA 3UWIRIITBEeCK0FO HHTerPanal 
在 Legendre 标准 形式 的 第 类 椭圆 积分 (clliptic 
integral) r 
bas f 1—k? sin? t 
FOB E z 5 Pk ase p. 椭圆 积分 的 振幅 的 概念 以 
及 表示 法 p=amz, E: C. G. J. Jacobi 在 1829 年 引信 
的 . WGDBLELODDE a E z É) xA E AB U I s $k. 基 
本 的 Jacobi #0 AA sin am z = sn z, 0s am z=%nz, 
Aamz=dnz 都 是 单 值 的 ,然而 { 例 如 , 对 于 制 表 来 
说 ), 把 椭圆 积分 看 作 振 帆 o TË $E Kk BU 8 k F (e, k) 
AEH. 亦 见 Jacobi WA 38 @ (Jacobi eliptic func- 
tions). E. JI. Conoveunes # KHA Pe 


自 到 几何 学 [ anallagmatic geometry ; aBaJUIarMHTEAeC - 


KAS FeOMeTPEE | 
在 扩充 平面 (增添 了 一 个 无 穷 远 点 的 Eudid 平 
面 ) 的 四 变换 (cirde transformation) 下 研究 图 形 不 变 
性 质 的 一 种 几何 学 . A E Hmn 摆 
Ë W KAR. RRR WE 


解析 容量 [analytic capacity ; aaumrgreaaa EMKOCTE ] , 


解析 测度 (analytic measure), Ahifors 解析 测度 (Ahlfors 


analytic measure) 

平面 上 的 - -个 类 似 于 对 数 容量 (capacity) H fE p 
数 , 由 工 .Ahlfors 引进 的 ([1]), 用 于 描述 有 界 解 析 联 数 的 
可 去 奇异 点 集 的 特征 . 设 瑟 是 平面 上 的 有 界 闭 集 , AE) 
是 满足 下 列 条 件 的 函数 的 全 体 :在 尺 的 外 部 , 解析 且 以 
常数 ] 为 界 , 在 无 穷 远 为 和. 设 pE; = imz ez 


* = w" *“ E č a w q n oa y y * F 8 P 


车 为 有 界 闭 集 , 则 使 得 在 EE 的 外 部 有 界 解 析 的 
每 个 郴 数 都 可 延 拓 到 丸 的 充分 必要 条 件 是 瑟 的 解析 
窜 攻 为 鹤 {Ahlfors 定理 ( Ahlíors theorem )). 

还 有 一 些 与 解析 容量 有 关 的 概念 ,它们 适用 于 其 他 
各 种 解析 函数 空间 的 度量 (W0, p 2] 13]. 

解析 容量 的 概念 应 用 于 开 近 论 的 某 些 问题 已 被 证 
明 是 很 适宜 的 ,其 中 许多 基本 问题 的 解 可 借助 于 解析 容 
量 来 表述 .例如 , FELH- PARAE EEEE 
续 函 数 能 够 用 有 理 函 数 -- 致 过 近 到 任何 指定 的 精确 度 
的 充 村 条 件 是 ,对 任意 半径 为 5 的 圆 盘 o. 等 式 


Yos \E) = Y(0) = š 
Ia (J [4]). 
$W 
HU Ahlfors, L. V., Bounded analytic functions, Duke Math. 
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[3] Omarm, C.O., «ox. AH Apm. CCPS, 35 (I962),3. 
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[AE] 对 一 般 领 域 ，[A1] 是 一 本 很 好 的 参考 书 . 
参考 文献 
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W Hi tt [analytic complement ,aaamrimecmne aono | 
表示 与 ( 数 轴 上 的 ).w io -set) 互 补 的 集合 的 一 

个 术语 ， 现 已 不 用 . 
[L. C. Anescranapos E ERR, ERN VE 


解析 延 拓 [analytic continuation ; maumere mpomo- 
awene |, 亦 称 解 析 开 拓 , ñ 34 65 

在 复 流 形 M WJ TE E E X uma tk aE 
包含 E 的 某 个 区 域 D CM EQ ih ñ 8 f 09 - -个 延 
拓 , 使 得 / E ERRA E= 5 AA. AREA 
1: 13 14 Ca Jë ORI) 6 38 analytic) element) AE. 
TERHI. fy uh DE M 内 -个 区 域 , f 是 DP 上 
的 全 纯 函数 . 称 元 素 (D,, MAOD, RA DOD, 
continuations), MÈ £|. =l. WAER, TRD, 
HREF — AAR ga EODEM, II fF & xú E 
(Do Jo Ed 4 的 一 个 直接 解析 延 抓 (D , /) 848 Se A 
()p.. (Da, 有)( 在 好 内 ) 的 最 大 解析 延 拓 (maximal ana- 
lytic continuation) Ë — 4 Jú # D D, J SEE Sl) 
b D OD,. 但 不 能 解析 延 拓 到 D 的 性 一 边界 点 .{D,， 
f) 在 布 内 的 最 大 解析 延 拓 是 唯一 的 ,但 不 一 定 存在 ， 
为 了 克服 这 个 缺点 ,要 引进 M. EHNA covering 
domain) (在 村 = 的 情形 .是 -个 Riemann 曲面 7 的 
概念 . 它 是 由 作为 (Do ,而 ) 的 解析 延 拓 的 那些 元 素 构 
域 的 . 如 果 存 在 一 条 有 限 的 元 素 链 (及 f) i=0,.--. n, 
REDO D. 内 的 连通 分 支 A,, EBO. DED, D) 
E(D, f), (D... f.) 通过 A 互 为 直接 解析 延 拓 , 则 元 
WE (D, f) EATR (D,, f) 的 解析 延 拓 (analytic 
continuation of an element). 如 果 存 在 {D,， f) 的 -- 
TRIER, EED, 我 们 就 说 最 初 定义 在 区 域 
D, 的 全 纯 函 数 解析 开拓 到 点 z eM. 在 作为 大 到 点 z 
的 延 拓 的 那些 元 素 中 引进 一 个 等 价 关 系 (equivalenee 
relation): (D f) — (Dh f” y, lM ED OD B t z 
ñ — ARRA f =f“. 在 (对 所 有 可 能 的 z 的 ) 等 价 类 
组 成 的 集合 ,EF， 存 在 一 个 引进 好 上面 的 覆盖 域 的 
拓扑 和 复 结构 的 自然 方法 . AA 大 以 自然 的 方式 被 提 


` 


逢 到 DD, 上 ( 令 它 在 包含 iD6. 有 的 在 2 的 等 价 类 上 的 值 等 
F AG); 它 解 析 延 拓 到 整个 Dj, E L BUH W) S 
羡 . 它 不 能 延 拓 到 卫 上 向 的 Dy 的 任 :边界 点 、 

RR MER PB C. 或 更 一 般 地 ， 足 复 空 间 C", 
n 空 1， 则 这 个 解析 延 拓 的 过 程 可 以 描述 得 中 简单 此 ， 

-个 典型 元 (canonical element) 号 一 对 1 £ Y. E 

P a EC p ERA a pip D, Bay dF 083858 D. 03 PE 
级 数 . 如 果 存 在 Á bos M a=zü0) 的 典型 区 
(D. f). Stsl, fq D. =(D,, f). (D. fy=(D.. 
f). m t-t e10.1 RRA RR n I) r. um OD , 
fb (D... OW M Eira WRR Z (D. fE (D. , 
Joy rB e y: [0.1] -C'KA ED f.) 事实 上 
旦 唯一 确定 的 . 车 y (0 =<: SVECA Z SJEA a 和 
b EERI IER MD, ORE - y SE DriEjG, IHE 
ARR (D... 天 ) 不 依赖 于 TRH E ( monodromy 
theorem). 在 .C" 的 情形 ， 洲 人" 内 所 有 可 能 路 么 解析 
延 扼 得 到 的 典型 元 素 (D, .下 ) 变 成 D, 中 的 点 ; 了 被 提升 
到 p, 且 在 整个 D, 上 解析 延 扩 到 -- 个 全 纯 阴 数 了 ,而 D. 
足 了 的 全 纯 域 . 

这 个 解析 延 拓 的 一 般 过 程 不 十 分 实用 ， 因此 ,还 于 
用 许多 特别 的 解 本 延 折 方 法 这些 方 法 世 括 各 种 解析 
表示 : fK 8 T š $ BJ EU y, W Cauchy 型 积分 ( 见 
Cauchy 积分 (Cauchy integral)) ; Taplaee 积分 {Laplace 
integral); Borel 变换 (Borel transform): WEK 38 dh 9 
YE BL St PR, WF 28 ES R A AI PEIR A tE (Bord 展 斤 为 一 
ERKEWE WÑ tk 3 J 3 Di z 92 H OL Borel 求 和 法 
(Borel summation method)), #£ — + É X: E 3 83 
收 化 的 Mittag - Leffler 级 数 (W AR EEE (star 
of a function element); Mittag - Lefler 求 和 法 
i Mittag - Leffler summation method )} 等 等 ; Rie- 
mann - Schwarz 反射 方法 【 见 Riemann - Schwarz 原 
理 (Riemann - Schwarz principle ) y; — 4 88 8 PN 88 
BL UJ 8 S y 8 RL INFO PL (SI hl, x P > ñ hy 8 
PEeE+D=zr(z)， 周 期 性 , 倘 性 ,对 称 性 条 件 ,等 等 ]， 以 
REETA S, 

KEAT HE PE BU TET E B EU HE t E A A Sk) E (一 
+ Taylor # PO 和 由 此 元 素 生 成 的 完全 解析 函数 
(complete analytic function) ñ$ tE Bš Z lB] J >: # WJ WF 
FDP. CARETTA W) ES HU (3 F $ K BU E 
B|. 关于 乘积 的 Hadamard 定理 {Hadamara the- 
oem), Æ FAR Fabry 定理 (Fabry thcorerm)) MEA X: 
于 奇异 曲线 的 结果 (BË TH E PE 2 A A fJ R T 
#Ejh PE EJE, pW, 3 F lË mi ñ) Hadamard 定理 , X: y 
WORE Fabry 定理 .等 等 ), X: F FL EFU 98 (over - con- 
vergence) MERR ATK jo WFAA Erho i ATHE $h tiai HE 
A 38 RG RE pi $ B! yE PS n X: 8, g Sh pÉ h bJ Bš, añ Lt 
Padé 通 近 (Padé approximation ) 的 亚 纯 延 折 , 等 等 ， 
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解析 延 折 的 领域 还 和 包括 X: F ní ZZ Sp ye E BS E BB ARE 

Sk PR CL ar gf s BS EE, É PE 3k 3 ËF F r] R E # Fe 

ARETA TF) UR- K 38 X: F £ 52 2 5k 2 Sl 

盟 数 加 时 延 拓 的 定理 ,空间 Ra>1) 知 含 : 些 区 域 ， 

得 个 全 纯 函 数 可 以 从 这 种 区 域 延 拓 到 :个 更 大 区 域 中 

去 (这 种 现象 在 - 维 的 情 拱 不 会 出 现 )}. 因此 , 在 多 复 

3 pq 9 DU S EA BE o P, A m ik W EA B) P. 

域 一 一 所 谓 全 纯 伺 (en velopes of bolomorphy)， 直 一 

个 重要 的 问题 ， 所 以 ,有 对 Hartog 域 ，n 环 域 及 管 形 

域 的 全 纯色 的 描述 , p X F E Š EMREN 之 2 的 奇 

集 的 时 去 性 定理 , 关于 "“ 模 形 的 边 " 的 Borormiioes 定理 

{Bogolyuboy theorem) AF C h BE ByampoB 

定理 (13]) ( M, £E (holomorphic envelope ); Hartogs 

域 (Hartog domain); 管 形 域 (tube domain. 有 一 些 

构造 全 纯 包 的 有 北方 法 可 供应 用 ([3]). 

实 变量 咀 数 的 解 术 延 拓 问 题 可 以 归结 为 全 纯 靖 数 

的 解析 延 拓 问 题 , 因为 对 任 一 反 域 G — R A -在 如 内 

解析 的 函数 了 .存在 区 域 D — C" AE D A&H BJ Pa Sir 

广 使 得 D 门 Re=G Afl]. 

参考 文献 
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解析 曲线 [analytic curve; auamaruqecxag Rpnean], 解析 
Wl (analytic arc) 

n 维 Euclid 空间 R" tn 之 2) 中 共有 解析 矢 数 化 的 曲 
RK 意 即 曲线 上 点 的 坐标 xS WRAAE 
数 的 解析 函数 x,=% (O Gn, ast Sp), 也 就 是 
在 每 点 i(& 专 所 有 的 某 个 邻 域内 , 函数 x (t) nT # J: Ë 
nR, AARE [x, 衣 的 任 一 点 , 导数 
=1,…,n) 不 同时 为 零 . 后 一 条 件 有 时 作 分 开 
处 理 ， 把 满足 此 条 件 的 解析 曲 钱 称 为 正则 解析 曲线 
(regular analytic curve). # x, @) =x, (8) G= L,--—, n), 
则 称 解析 曲线 是 闭 的 (closed). 
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在 复 变 量 z5x tix fJ F B C=C' F — 2 WL Br Hi 
线 可 表 为 实 参数 的 复 解析 函数 =a) HE 
le B] F O0. 若 解析 曲线 被 限于 区 域 D < C h. 
则 到 任 一 区 域 的 共 形 映射 也 产生 -解析 曲线 ， 若 两 
解析 曲线 的 充 点 集 是 无 限 集 ， 则 此 是 曲线 重合 . 

-- 般 地 ， 在 复 宝 间 C"n 宕 1) 中， 一 条 解析 的 线 的 
点 的 复 坐 标 z, 可 表 为 实 参数 的 解析 晒 数 z=-, (t) (st 
Bi=1,…, H)， 热 而 应 该 注意 ， 若 n>i. 术语 “解析 
曲线 “有 时 亦 表示 复 1 维 的 解析 曲面 (analytic sur- 
ace). 

Riemann 曲面 S$ 上 一 条 解析 曲线 下 可 表示 成 O= 
Viet). Et z= PS EA PHAR AE 
S. fe) e Gita A nE, 有] 的 一 个 领域 内 的 实 和 参数 的 
解析 函数 . 

PELU 
[1] Mapxyugsas , A H., Teopas anaritradecxEx 中 yHzrgai， 
T° 2, M., 1968. rn 8 《中 译本 : A HÚ JER $ 
畜 ， 解 析 画 数论 ， 商 等 教育 出 版 社 ，1950) . 
[2] HiaGar, B. B., Baencame e KOMUERNHhÄ Ham, u. 

1—2, 2a., M., 1976. E 区 Coron R 
【 补 注 了 
参考 文献 

[AL] Gunning, R. C. and Rossi, H. , Analytic Functions of 
several complex variables, Prentiee - Hall, 1965. 
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解析 微分 [ analytic differential ; anssmrrwsecxuiš nm 中 中 e- 
pesngman | 

见 Riemann 曲面 上 的 微分 (diferential on a Rie- 
mann surface). 


解析 表达 式 [analytic expressio ;aHammTuuecxoe Bbipa- 
xeme), 公式 (formula) 

为 了 得 到 函数 值 而 对 自 变 量 的 值 和 常数 捷 一 定 硕 
序 进行 的 运算 的 总 合 ,对 于 每 个 售 一 个 自 变量 x 的. R 
有 不 超过 可 数 过 间断 点 的 画 数 ,都 存在 一 个 仅 售 从 自 变 
NE x 和 常数 出 发 .至 多 进行 可 数 次 的 二 种 运算 (加 法 , 梯 
法 和 按 自然 数 取 极限 ) 的 解析 表达 式 AGO, 例如 


， ytl 

any T Ži- Vn 
如 果 至 少 存在 一 个 描述 给 定 函 数 的 解析 表达 式 . 则 存在 
无 穷 和 多 个 这 样 的 表达 式 . 例如 ,人 恒 等 于 零 的 函数 可 以 琢 
示 为 下 列 级 数 : 

0 = S azn Gona, 

a>l n! 

从 任何 解析 表达 式 Aah 总 可 得 到 与 其 恒 等 的 男 一 个 解 
HEAR: 


AtOx)+ B(x) 


fa] * i — 
54 (x n) |. 
n=l n! 


其 中 Bilx) 是 任意 解析 表达 式 . 
S x RL 
[1} Tha, H. H.. Teopusa 由 Ho neñcraeerereaoro nepe- 
MEHHOTO Ouar wacrb, 2 Han, , M. , 1948. 
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MEAM [analytic function ; atsumraeaeas dyusanaa] 

能 局 部 地 表示 为 究 级 数 的 函数 . 基于 下 述 理由 , 解 
析 函 数 类 具有 特殊 的 重要 性 . 首先 , 该 函数 类 的 范围 足够 
K, 它 包括 了 数学 及 其 在 自然 科学 和 技术 应 用 的 主要 问题 
中 所 时 到 的 大 省 数 函 数 . 其 次 ,解析 丙 数 类 关于 算术 、 
代数 和 分 析 的 各 种 基本 运算 是 封闭 的 ， 最后, 解析 函数 
具有 一 个 重要 性 质 , 即 唯一 性 {uniqueness): 每 个 解析 
函数 是 一 个 “有 机 联系 的 整体 ", 它 在 其 整个 自然 存在 域 
内 代表 “唯一 的 ”-- 个 函数 . 这 一 性 质 在 18 世纪 是 被 看 
作 与 艾 数 概 售 本 身 不 可 分 割 的 ,但 随 着 19 世纪 上 半 时 
把 函数 看 作 任 意 的 一 种 对 应 之 后 ,这 性质 就 显 出 了 它 
所 具有 的 基本 意义 . 解析 阔 数 论 起 源 于 19 世纪 , 主要 
ÆA. L. Cauchy, B. Riemann 和 K. Weierstrass 的 工 
E. 在 这 一 理论 中 , “过渡 到 复 域 "具有 次 定性 的 意 
X. RRAPI EK T i M EE P rb Bl 
论 ,现在 (20 ie 70 #EJÚ) E 2 I Y X: F 8 Edit Pq Sk ÉS 
一 般 理 论 的 主要 内 容 . 

美 于 解析 性 的 概念 ,有 几 种 不 同 的 定义 方式 . 其 中 
之 一 是 基于 函数 的 结构 性 质 (structural property) 
一 一 甘于 复 自 变量 的 导数 的 存在 性 即 复 可 微 性 ， 这 一 定 
XW i HH Cauchy 提出 ,后 来 Riemann 作出 了 重要 发 
展 ， 这 种 定 尽 方式 与 儿 何 观念 紧密 相 联 ， 另 一 种 定义 
方式 是 由 Weierstrass 系统 地 开创 的 , 它 基于 表示 函数 
ARES 数 的 可 能 性 ; 因 之 它 同 表 孙 函数 的 解析 工具 相 
联系 . 解析 函数 论 的 一 个 基本 事实 是 在 复 平 面 的 任 一 
区 域 上 对 应 的 函数 类 的 同一 性 . 

下 面 给 出 确切 的 定义 , 设 DD 是 复 平 面 各 中 的 一 个 区 
域 . 如 果 对 每 个 点 z ED , 指定 某 一 复数 w 与 之 对 应 , 则 称 
在 D 上 定义 了 复 变 量 z 的 一 个 { 单 值 ) 函 数 并 记 为 w= 
f(z),zED (@, f: D — C). Rw = f (z) =f(x+iy)Wn] hl 
看 作 两 个 实 变 量 x,y 的 定义 于 区 域 D cR (此 处 R: 是 
Eudid 平面 ) 上 的 复 值 函数 .定义 这 样 一 个 函数 相当 于 定 
必 两 个 实 值 函 数 


u = pixy) ú= xy) (x.y)€ D (w = uti} 
固定 点 zED, 并 给 予 z 以 改变 量 A2=Ax tiay {使 
得 z 十 由 2 人 有 ) ， 考 虑 函数 了 的 相应 改变 量 
afz) = flz +Az)— fiz) 
如 果 当 Az 一 0 时 ， 


Af) = AAz +o(Az), 
换言之 , 如果 
Bf) _ 
dm Az 4 
存在 , 则 称 芳 数 了 在 :处 ( 按 复 分 析 意 尽 或 蕊 意义 ) 是 可 
MEY (differentiable) A= /7(z) WA f # z E 69 FH, 而 
4az = f (zz = dfG) 
称 为 它 在 该 点 处 的 微分 ， 在 区 域 已 的 每 个 点 处 可 微 的 
函数 J, RAEE DAE 可 被 的 (differentiable) . 
可 以 把 看 作 两 个 变量 的 函数 f( 按 RR 意义 ) 的 可 
微 性 概念 与 按 CC 意义 的 可 微 性 概念 作 ， -~ 比较 . 在 前 - ` 
情形 ,微分 dí 具有 形式 
Ea 
dx dx+ dy 少 
其 中 
aar, Aed 
dx dx x’ jy dy ay 
是 了 的 起 导数 ， 把 自 变 量 x,y 转化 为 变量 z z, 它们 
之 间 的 关系 由 方程 z=x+iy,Z=x+iy 给 出 , 并 可 形式 
地 视 z ,为 新 的 自 变量 (按照 这 一 现 点 , 函数 f th p| 
Ari, 了)D, 按 通常 的 微分 法 则 把 dx, dy 用 dz, g: É 
示 ， 就 可 将 df SWAER: 


df = I i +L g, 
gz az 


E] 


其 中 


3 = 1 | eE], 


dx af 


öf- 1 
gz 


a 
dx d| 


它们 分 别 是 了 关于 z 和 工 的 (形式 ) 导 数 . 南 此 可 知 ， fE 
C 意 多 是 可 微 的 , 当 且 仅 当 它 按 R 前 义 可 微 ， BREY 
B 8f/87 =0, 后 一 方程 可 写 为 扩展 的 形式 

39 a d Sw 

dx a’ d dx 
WR f # DD 内 扩 CEST., Wl IH DJ X: 3: Ü EAR 
D BJ PUN ARR, 它们 称 为 Cauchy - Riemann 方程 
(Cauchy- Riemann equations). 在 18 ht o J. L. 
d'Alembert fl L. Euler 关于 单 复 变量 函数 的 研究 中 .就 
已 出 现 这 两 个 方程 ， 尝 先 给 出 的 另 一 定义 也 可 更 精确 
地 表达 如 下 ， 定义 于 区 域 D ANAR IHE ED 
处 是 全 纯 的 Lholomorphic) 【解析 的 )， 如 果 存 在 该 点 的 
: 338. 使 得 Terman TERIERY: 

JU) = dotaz znt ee talot: 
恕 果 上 述 性 质 在 区 域 五 的 每 个 点 z AER vr . M| pE 

AR SEKR D AE E H (holomorphic) (解析 
89). 


在 点 z € D #b 2: Bh bt ES ETA. 更 进 一 
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步 , KARRERAK F E ROS :的 任何 阶 导数 
MEAK M 该 项 级 数 的 系数 可 通过 了 在 z, 处 的 各 
阶 导数 由 公式 a, = f (zw Ei. FREA 


K Ca) Sey) 


n 
{z 一 20]} 十 > TU {2 一 z0) 十 . 


flz0)+ 


和 全 四 Zo 处 的 Taylor 级 数 (Taylor series }. 
RA RAER D AH + k ht BE 38 ETE DAE 
-点 处 无 穷 次 可 微 且 其 Taylor 级 数 在 该 点 的 某 个 邻 域 
P e At FR PS 5. 

A- A. fW Sr Pq Sat rh ga Sy Y F RRE E i 
事实 : 如 果 函 数 了 在 区 域 D AF, MNI| E E R bX Bš A £ 
纯 ( 对 于 单个 的 点 ,这 一 陈述 不 真 ; f(ay= |z] =zz 8 u= 0 
处 可 微 , 但 它 无 处 全 纯 } ， 这 样 ,函数 在 -- 个 区 域内 的 复 
可 徽 性 与 全 纯 性 楼 念 是 等 价 的 ; 函数 了 在 区 域 卫 内 的 下 
述 性 质 的 任何 -个 都 可 作为 了 在 该 区 城内 的 解析 性 ana- 
lyticity) 的 定义 : 按 忆 意义 的 可 微 性 ; 按 R ' 意义 的 可 微 
性 并 满足 Cauchy - Riemann 方程 ; 全 纯 性 ， 

解析 函数 的 另 一 特征 与 可 分 概念 有 关 .， AR 
了 = 妾 十 证 沿 (有 辣 可 求 长 ) 基线 卫 : z=z 0) (te[x, 61) 
的 积分 可 由 公式 

ñ 
Í fed: = {fz (at 
定 必 ， 也 可 由 曲线 积分 

ffod = fipds~ydyl+i [iwaw toa] 
EX. 

解析 函数 论 的 一 个 核心 命题 是 Cauchy 积分 定理 
(Cauchy integral theorem): 如 果 了 是 区 域 D ARIK 
析 落 数 , 则 对 任何 所 围 区 域 们 下 D 内 的 闭 曲 线 P = p, 
有 加 Fizldz=0. 其 道 定理 (Morera 定 JE (Morera 
t[heorem)) 也 成 立 : 如 果 了 在 区 域 卫 内 连续 且 对 任何 上 
述 的 曲线 下 有 由 7z)dz =O, W SERR D 内 的 解析 明 数 . 
特别 是 , 在 单 连 通 域内 , 具备 下 述 性 质 的 连续 函数 六 且 只 
有 这 些 连 续 蚜 数 是 解析 的 : f WW E — R T — D 的 积 
分 为 零 { 臣 与 之 等 价 地 , f 漆 任 -… 连 接任 套现 点 2&1, ze 
号 的 曲线 工 的 积分 只 依赖 于 点 3 和 z, kt, J IK ER F ih 
线 工 的 形 妆 1)， 解 析 昕 数 的 这 个 特征 构成 了 它 的 许多 应 
用 的 基础 . 

由 Cauchy 积分 定理 可 时 出 Cauchy 积分 公式 
{Cauchy integral formula). 借助 这 个 公式 ， 解 析 
阴 数 在 区 域内 部 的 信 可 以 通过 它 在 该 区域 边 界 上 的 值 
来 表示 : 


= l (Aai 
fz) = -L ts z€ D. 
RE Dh - POR, cD 是 其 边界 ， 由 有 限 条 不 相交 


的 可 求 长 曲线 组 成 ( 取 OD AA aA ET D HLEH), 
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而 /是 在 某 个 区 域 G SD= Piap 内 解 忻 的 函数 .特别 
是 ， 这 个 公式 提 民 了 这 样 的 可 能 性 ， 邮 把 许 名 与 解析 
附 数 有 关 的 问题 的 研究 归 缚 为 对 于 -个 非常 简单 的 函 
数 一 一 Cauchy 核 (Cauchy kernel) 17 0 一 EDD， 
2 六) 的 相应 问题 的 研究 . 其 网 节 见 解析 函数 的 积分 
$ 示 (integral representation of an analytic function) , 

解析 函数 的 一 个 极其 重要 的 性 质 由 下 述 唯 一 性 定 
理 (uniqueness theorem) 所 表述 : 如 果 丙 个 在 区 域 
D 内 解析 的 函数 在 某 个 具有 位 于 D 内 的 极限 点 的 集 上 
BEHAR. METERT D AR tH H m E). 
特别 是 , 不 恒 等 于 零 的 解析 函数 f(z} CEDE DAR 
BRA A. 此外， 如 果 zs 是 广 的 零点 ， 则 在 z 的 
H-P UE AA SESE- g (2), 其 中 六 1 是 一 
自然 数 ( 称 为 了 在 za 处 零点 的 重 数 ) ,而 yz) 是 U (z) 
内 的 解析 西数 且 g (z6) 直 0. 

函数 不 解析 的 点 , 即 所 谓 解析 虹 数 的 奇 点 (singular 
point of the analytic function ) ERRARE PES 
重要 作用 ,此 处 只 考虑 { 单 值 } 解 析 夯 数 的 孤立 奇 点 ;细节 
BLAA (singular point). š f E E W 0 <|: — z,| < p É) 
回环 内 的 解析 函数 , 则 它 能 展开 为 Laurent 级 数 (Lau- 
rent series) 

fa) = P aez, 
通常 此 级 数 不 似 含有 2 一 z BJ EE, W H S fr z— z B) 
负 筹 .如果 读 组 数 不 含 有 负 嘎 项 { 妈 对 n= 一 1，-2， 
有 =0)， 则 称 z0 为 六 的 正则 感 (regular point) 

TERA. 在 正则 点 处 ， 存 在 有 根 极 限 


lim f(z) = au, 


S feya ,就 得 到 整个 圆 盘 |z-z| <P 内 的 一 个 解 
本 函数 ， 如 果 所 给 函数 的 Laurent 级 数 只 含有 有 限 个 
z= z kI TOE YR - 


fG)= >. a (z-4)", B>0, a 0, 


则 称 点 2 为 了 的 ( 重 数 为 n BJ) 极点 (pole); 极点 z, 
由 
im fiz) = ó 

所 刻画 . 函数 了 在 点 及 处 具有 重 数 为 所 的 极点 ,, 当 且 
ESAR 1 在 该 点 姓 具有 重 数 为 a 的 零点 ， 如果 所 
给 函数 的 Laurent 3 # $ # X3g £ + z hn E mi 
( 即 对 负 指 标 nn BAERE a # 0). 则 称 z 35 f 
的 本 质 奇 点 【essential singular point); 了 在 这 样 的 
点 处 没有 有 限 或 无 穷 的 概 限 . f MAL S Apuy 2 为 中 
心 的 Laurent 级 数 中 的 系数 a .: 称 为 了 在 z, 处 的 残 数 
(residue): 


g = res[f(z2): z =zo]. 


残 数 可 由 公式 
res[/(z);z —z,] = E Aya: 
Y 


定义 , 其 中 y={z:|z 一 261=Pp} 且 D>0 充 分 小 (使 得 图 
盘 1z 一 ?| Sp SG f PJ F za 的 奇 点 }， 直 述 和 定理 清 
楚 地 表明 了 三 数 的 重要 作用 : 如 果 EEI GWE A - 
些 孤 立 奇 点 所 组 成 的 某 个 集 外 的 解析 函数 ，T=O 趾 
其 所 围 区 域 D — G HR AG Pt f BJ E PJ ór s, BS Pd 8, 
Z o, z Æ f EDARRA r sa. MM 


poi = mri Š res fl2): z =z] 
kl 


这 -定理 是 计算 定 积分 的 有 将 工具 , 小 见解 棉 函 数 的 残 
$ {residue of an analytic function). 
了 在 处 的 Laurent 级 数 的 对 应 于 负 指 标 n tJ # 
项 之 和 -1 
> a,G —zo Y 


称 为 点 处 Laurant 级 数 (RAR R ERR (pringi- 
pal part). EMRE SAE z 处 奇异 性 的 特征 . 

能 表示 为 两 个 在 区 域 已 内 全 纯 的 函数 之 商 的 函 
数 ， 称 为 在 区 域 DD 内 是 亚 纯 的 (meromorphic) Æ% 
个 区 域内 亚 纯 的 疝 数 ， 汀 能 除去 一 个 由 极点 构成 的 有 
限 或 可 数 集 外 ， 在 该 区 域内 是 全 纯 的 ; 亚 纯 疯 数 在 极 
点 处 的 值 规 定 为 无 穷 ， 如 果 人 允许 廿 数 取 值 无 穷 ， 则 区 
域 D 内 的 亚 纯 西数 可 定义 为 这 样 移 函数 ， 在 每 个 点 z, 
ED 的 某 叙 域内 ， 它 可 以 表示 为 具有 有 限 个 2 一 5, 的 负 
F (项 数 依赖 于 z) 的 Laurent 级 数 . 

通常 把 在 区 域 D 内 全 纯 和 亚 纯 的 消 数 合 称 为 仁 区 
域 吕 内 是 解析 的 (analytic) . 这 时 也 称 全 纯 范 数 为 王 
则 解析 (regular analytic ) 函数 或 简称 为 正则 (regular ) 项 
数 - 

在 全 平面 上 全 纯 的 函数 组 成 最 简单 的 解析 站 数 
类 ; KAKA EAK (entire function). # =š 
TERRAE YE LARR atat 


+a, 2 十 …， 整 函数 类 包括 = 的 多 项 式 以 及 函数 
; p z" 
e = l+ rtl t 
z? z% 
nz 2 erry 
z2 z? 
COSZ 1-3 t "+(— (m! 
等 等 . 


Weierstrass 定理 (Weierstrass theorem yE F- 对 任 
La: C WS BW SBS M| a (n=1, 207) F 
ERAR F, U h: B.V Tr X b z S Ha (8 E (a, 中 可 
BE B 20 EART F BJ AAEE a). F 
R. BA F T| I 8 RATA ERR We 


积 O83933 RED. Phu. 
0-3) + 六 )…， 


3r 2n 


TATE ERAS RER AE DS SW 2 08 
的 函数 ) 称 为 亚 纯 函数 (meromorphic function}. 
ik 35 PG Wk b) +ë A SË BQ Sk. tg; sinz'cosz ， Cg: 二 
osz /sin z, MMAR., 3%. 

根据 Mittag - Leffler 定 理 (Mittag - Leffler the- 
orem), HEA AE C ARA RRS A ñ. e€ C(n =1, 
2 …), 存 在 亚 纯 函数 G, ED HA f, (=l, 
2，… 为 极点 ， 并 且 在 点 有 ,处 的 主 部 取 和 预先 模 定 的 
1i{z 一 此) 的 多 项 式 . 函数 G 可 以 表 上 所 为 一 些 仅 有 单个 
极点 的 亚 纯 函 数 之 和 (通常 嘴 无 穷 和 )， 例 好 ， 


1 i i + 1 


_ 1 
CE 一 二 + zr s +2m 


sin z=z(1 P. )(]+ 
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具有 预先 指定 的 极点 和 主 部 的 亚 纯 函数 的 存在 性 定 
H, AERE D < C 也 同样 成 立 . 

在 解析 函数 的 研究 中 ， 有 关 的 妃 何 概念 也 很 重 
要 .如果 了 :DD -CERRAR WERD HR f (D) 
也 是 区 域 ( 保 绒 原理 (principle of preservation of 
domains )) 如 果 f(z,) 去 0, 则 映射 f # z, 处 同时 保持 
划 的 大 小 与 符号 不 变 , 即 它 是 保 角 的 ， 这 样 , 解析 性 与 
共 形 映射 (conformal mapping) 这 一 重要 儿 何 概念 
之 间 ， 有 着 紧密 的 联系 ， 如 果 是 区 域 D AHRNE 
#⁄ B 4 z * # z” A f (z:)= f z") (这 样 的 沙 数 称 为 单 叶 
Bs (univalent), WÉ DA (z) # 0 B. SETAR D Sl 
区 域 fp yy TRARRE., 共 形 映射 理论 的 
基本 定理 是 Riemann 定理 (Riemann theorem), 
它 断 言 ， 对 二 边界 多 于 .一 个 点 的 在 何 单 连通 域 ， 存 在 
把 这 个 区 域 保 角 地 有 占 射 到 圆 盘 或 半 平 面 上 的 单 叶 解 析 
函数 RER (conformal mapping): 单 叶 函数 
(univalent function)). 

ERKE DD 内 全 纯 的 函数 fq + i 的 实 部 与 虚 部 在 
该 域内 满足 Laplace 方程 

me R? o Pk. Pp o 

Fl 3y? axt ay? 
即 它 们 都 基调 和 了 郴 数 (WOW nae (harmonic func- 
tion), 由 Cauchy - Riemann 方程 相 联 系 的 两 个 调和 
函数 ， 称 为 共 配 的 【conjugate}， 单 连通 域内 的 任何 调 
和 函数 共有 共 蜀 盟 数 汪 ， 因 而 是 区 域 吕 内 的 某 个 全 
纯 函 数 的 实 部 . 

共 形 上 映射 与 调和 函数 之 局 的 联系 ， 构 成 了 解析 狂 
数论 许多 应 用 的 基础 , 

AA fle12E 匹 ( 开 二 人 是 任 一 集合 ? 称 为 在 点 z S E 
处 是 解析 的 (analytie) ,如果 存在 该 点 的 -- 个 分 域 , 使 在 


*. < w" ú + 


RRRS ED) L. f oon ik. 函数 了 称 
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HERA E F R: 8 Bridšj (analyuc), 如 果 它 在 某 个 包含 E 
的 开 集 上 解析 (更 确切 地 说 ， 如 果 同 时 存在 一 个 包含 E 
的 开 集 和 和 在 该 开 集 上 解析 的 蚂 数 下 ,使 得 下 与 了 在 人 
AELS) 对 于 开 集 ， 解析 性 概念 与 在 该 集合 

的 可 微 性 概念 是 一 致 的 ， 然 而 一 般 情形 并 非 如 此 ; " 
别 是 ， 在 实 直 线 上 存在 这 样 的 函数 ， 它 不 促 具 有 导 
数 ， 而 且 在 每 个 点 处 无 穷 次 可 微 ， 但 它 在 实 直 线 的 在 
一 点 均 不 和 解析， 次 使 解析 汕 数 的 唯一 性 定 埋 成 立 ， 集 
合 五 的 连通 性 (connectedness) 是 必要 的 . 这 就 是 为 什 
么 通常 都 考虑 区 域 (domain ) 即 连 通 开 集 内 的 解析 函 
HHRH. 

L 述 所 有 内 容 涉 及 的 是 在 复 平 面 的 一 个 给 定 的 区 
域 D (REEERE A E) ERRAN (singe - valued) 
AES 3 f. 当 考 虑 函数 了 作为 解析 函数 向 更 大 区 域 的 
可 能 的 开拓 时 , 就 得 到 作为 一 个 整体 考 找 的 即 访 及 它 的 
整个 自 热 存 在 域 的 解析 阵 数 概念 . 这 样 开拓 后 , BAR 
析 性 的 区 域 变 大 , 而 且 可 能 互相 重生 , 以 致 在 平面 上 已 
经 定义 了 阔 数 值 的 点 处 给 出 新 的 函数 值 . 因此 ， 作 为 
整体 考虑 的 解析 函数 通常 是 多 信 的 【muli - valed). 分 
析 中 的 许多 问题 需要 研究 多 慎 函 数 【 例 如 反 函 数 ， 确 
定 原 函 数 及 在 多 连通 起 { 见 多 连通 域 {multiply - con- 
nected domain )) 内 构造 具有 给 定 实 部 的 解析 函数 , H. 
有 解析 系数 的 代数 方程 的 解 , 等 等 ); 这 样 的 函数 包括 
z 几 ,也 =z，arctg z, asin z , 代数 两 数 , 等 等 【 见 代数 
Aft (algebraic function) ). 

28 tH N X H Ñ PE fE ERE SC 2: Ñt e a 8k b — 4 WE 
规 过 程 是 由 Weierstras 提出 的 ， 称 为 Weierstrass 解析 开 
拓 (analytic continuation) 方法 

解析 开拓 的 起 始 概念 是 解析 函数 的 元 素 (element) 
即 具 有 非 霍 收 贫 半径 的 宪 级 数 ， 这 样 的 一 个 元 素 W: 


aqa ta(z—zo)+ ''' 


ERKAN Á K. AETHERE /. Wk z. 是 点 
中 蜡 于 的 点 ， 以 z 为 中 心 展开 f 5300900. Wa 
一 个 新 的 元 素 W. : 


bot+h{z >z} : - ` 


十 anfz —z y'+ etn, 


+b(z—zY +, 


以 K, pit Prikl. 在 K 5 K Be E, #2 
数 W. KATRS W. 所 表示 的 同一 函数 . 如 果 K 扩 
展 到 兵 ,的 边界 以 外 , 则 级 数 W # K,Z #F00 3: 4 E 
【级 数 W. 在 其 上 发 散 ) 上 定义 了 由 W, 确定 的 函数 . 
此 时 元 素 W, RACE 全, 的 一 个 直接 解析 开 丘 ， 设 
Wice. WERK- -AH Er WwW, EWA 
接 解 析 开 拓 (n=0 N), 则 元 素 W, PRALER W, 
一 个 {由 给 定 的 元 素 链 给 出 的 } 解 析 开 所 ， 如 染 回 
# 二 ,的 中 心 在 而 内 ,就 可 能 发 生 元 素 W, TETE W, 
的 直接 解析 开拓 的 情形 , 此 峙 级 数 W, 与 W, 的 和 在 K 
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与 名 ,的 交 上 可 能 会 有 不 同 的 值 ， 因 之 ， 解 棉 开 拓 可 能 
导致 给 定 函 数 在 K 内 的 新 的 值 

£ OE ü 8 W, 所 可 能 得 到 的 一 二 元 素 前 全 
体 ， 构 成 出 W. 生成 的 《Weierstrass 意义 下 的 ) 完全 解 
HTAA (complete analytic funcion), 这 些 元 素 的 收 策 
阅 盘 之 并 就 是 说 函数 的 【Weierstrass) 存在 域 man 
of exstence) . PH ## Br Ba $ BJ Hk: -性 定理 得 到 ， 
trass 褒 义 下 的 解析 郴 数 完全 由 给 定 的 元 素 W. A M 
k; aR uj t E I T 55898) H- W 6 yu R. EATE 
mjx qu EAR r A R. 

把 完全 解析 函数 看 作 平 面 上 局 十 它 的 存在 域 DD 的 
AKAR, EEEN. 为 消除 驳 值 性 ， 就 项 不 
把 了 看 作 平 面 域 五 前 点 的 图 数 ,而 把 它 看 作 某 个 (位 于 
DZ L BJ) HFH BL REANA J T D 的 每 个 
点 ， 曲 面 R Lapas A (fW p] D 09 sy E sx 0 pK ) 的 
AH, HAARE 了 以 该 点 为 中 心 的 本 同 元 素 的 
数目 相同 ; 在 曲 画 R E. 郴 数 了 就 成 为 单 值 的 . 过 渡 到 
这 种 曲面 的 观念 来 自 Riemann, 这 种 曲面 称 为 Riemann 
曲面 (Riemann surface). Riemann 曲面 概念 的 抽象 定义 
使 得 用 Riemann 曲面 上 的 单 值 解析 函数 论 代 替 多 依 解 


析 函 数论 成 为 可 能 ( 见 Riemann 曲面 (Riemann surface). 


固定 包含 于 完全 解析 函数 的 存在 域 DD 中 的 某 个 
区 域名 并 固定 让 的 以 翅 中 一 个 点 为 中 心 的 某 个 元 素 厂 ， 
通过 中 心 属 于 4 的 链 解析 开拓 W 所 可 能 得 到 的 一 切 元 
RHE, 称 为 解析 画 数 了 的 分 支 《bmanch of an ana- 
lytic function). EARNERS ETERA CS AK 
A pERRAS, 例如 , A z" 和 nz 对 应 于 不 含有 
点 0 的 征 何 单 连通 域 的 任何 分 支 是 单 值 哨 数 . 在 这 样 
的 区 域内 ， 函 数 六 怡 有 个 不 同 的 分 支 ， 而 姻 z 具有 
无 穷 多 个 分 支 ， 通过 分 割 存在 域 选 取 单 值 分 支 并 以 单 
值 解 析 函 数 的 理论 来 研究 这 些 分 支 ， 是 研究 特殊 的 多 
值 解析 也 数 的 主要 方法 之 一 . A. A. Tomap Im 

多 复 变 解析 函数 【anaiytic functions of several wom- 
plex variabks). 由 点 z=(z.,-::, z,)(z,= x, tiy ) 和 构成 的 
HFH., 是 复数 域 上 具有 Ewid 度量 


17 
1z1 = PIU „Œ = c, 
的 向 量 空间 ，C" 与 加 维 Eudid 空间 R” 不 同 之 处 在 于 
某 种 不 对 称 性 ; 当 从 RY 转向" (Bl # R” 中 引进 一 个 
复 结 构 ) 时 ， 其 坐标 被 成 对 地 划分 为 复 组 侣 z,= 
ltir 的 形式 . 

如 果 复 值 函数 /=o+ig e FERD < 和 "中 并 在 
所 有 点 2ED kb: REx (PUES n PK EN x , y, 
HAROT., 则 其 微分 可 表示 为 如 下 形式 : 


其 中 da =dx tidy, dz =dx, 一 idy :而 这 号 3f/ 25， 
0f/Əz, 的 定义 与 平面 情形 相同 ， 如果 df 的 形式 为 


-Sify 
df 2 EPA Zk, 


即 如 果 了 7 为 dz... dz, 的 复线 性 组 合 , 则 函数 f PF 
为 按 C" 意 义 是 可 微 的 (differentiable ) 或 在 区 域 D 内 是 
全 纯 的 {bolomorphic ) 或 解析 的 {analytic }. 

这 样 ， few p< C AWE #ti yb 3 tk ih 2 Hz R” 
意 久 可 微 和 满足 nm 个 方程 的 复方 程 组 1/563 =0 (k=1， 

…) 两 个 条 件 构 成 ,后 者 等 价 于 2n 个 一 阶 篇 微分 方程 

39 a 29% __ 

Ken drk’ 9k lx: 
构成 的 方程 组 (Cauchy - Riemann 方程 组 (Cauchy - Rie- 
mann system)). 

空间 情形 (x >1} 与 平面 情形 (r=1) 的 差别 在 
F: 在 前 一 情形 下 ， 上 述 方 程 组 是 超 定 的 ， 因 为 方程 
的 数目 大 于 未 知 施 数 的 数 昌 ， 转 向 单 复 变 最 全 纯 函 数 
到 空间 情形 的 推广 【这 在 几何 上 更 加 自 榴 ) 即 全 纯 逐 
A (holomorphic mapping) f (Z n 个 在 区 域 DcC" 
内 全 纯 的 函数 AREARE f=( f, -, f. y), — 
方程 组 仍 是 超 定 的 . 映射 f: D — G= f (DD) 称 为 双全 纯 
的 (biholomorphic), 如 果 它 是 一 对 一 竟 且 它 自身 连同 其 
Ée fl: G -DREAS WASD — CC" 的 全 纯 性 条 
忻 由 涉及 2n 个 实 画 数 的 28 个 实 方程 构成 的 方程 组 
RR. n > 1 情形 下 的 全 纯 性 条 件 的 超 定 性 是 空间 情形 
的 许多 典型 现象 的 导 因 . 例如 , 在 空间 情形 ,没有 类 做 于 
贡 形 映射 存在 性 的 Riemam 定理 (Ricmann theorem ) 
那样 的 定理 . WME n = 1, 根据 Riemann 定理 , 边界 不 退 
化 为 单个 点 的 任何 两 个 单 连 通 城 是 同 构 的 . 然而 ， 如 
Earl, 甚至 诸如 球 {1z|<1} AMAZE (2AA) 
{fz <1:v=1,… ,rt} 都 不 是 同 构 的 , 在 比较 这 些 域 
ÉJ É E (automorphisms; EMAA AARE 
$ (biholomorbhic mapping ) RENI A 8 8 2 T H 


而 如 果 存 在 一 个 区 域 到 另 一 个 区 域 的 双全 纯 上 映射 ,就 
可 以 建立 这 些 寻 之 间 的 同 构 . 某 于 这 个 康 因 , 复 空间 区 
域 的 双全 纯 觅 射 理论 , 与 平面 上 的 共 形 映射 理论 有 
本 质 的 差别 . 

如 果 它 在 该 点 的 某 一 部 域内 全 纯 .要 据 Cauchy - Rie. 
mann 判别 准则 , 在 点 a 处 全 纯 的 多 变量 画 数 关 于 每 
个 变量 (固定 其 余 变 量 的 值 ) 是 全 纯 的 ,着 命题 也 成 
立 :如果 画 数 了 在 某 个 点 的 郭 域内 关于 每 个 变量 分 别 是 
全 纯 的 , 则 它 在 该 点 全 纯 (Hartog 基本 定理 (Hartog 
fundamental theorem }). 


类 似 于 平面 情形 , 函数 了 在 点 6={o, …，a,) 的 


全 纯 性 等 价 上 它 在 该 点 的 某 邻 域内 可 展 开 为 多 重 寡 级 
数 (mutiple power series ): 


fe) = PAS alzira (z. — ay, 
RUHIN, 
/G) = > c (z — ay, 
Ik |>0 
Et R=(k, o, k.) EAER k. 20 H p 15 3 E Ta bk. 
Ik|=k + +k , H 
人 -gp = (2, -at (z. a," 


ZALAR ECFA, H 上 述 级 数 是 其 Taylor 级 
$. Bp 
l 37 t= 
“ Kt. KAFTI r. 
导数 取 点 4 处 的 值 ， 

单 变 量 全 纯 哨 数 的 基本 事实 串 推广 到 多 变量 全 纯 
函数 , 但 有 时 要 改变 形式 . 例证 之 一 是 Weerts 预备 
定理 【 见 Weaerstrass 定理 (Weierstrass theorem)), 它 把 
单 变量 全 纯 函 数 作 为 z —a 的 整 宪 取 零 值 的 性 质 推 广 到 
空间 情形 .这 条 定理 可 表述 如 下 : 如 果 在 点 a eC" 处 全 
纯 的 函数 了 zx0 在 该 点 处 等 于 替 , 则 在 某 个 邻 域 Qfa) 内 
了 可 表示 为 (可 能 要 作 自 变量 的 一 个 非 退化 线性 变换 ) 


f= (( 


Zn Na, tc (2 Xz a, |+ 

十 +e(z2)@0(2), 
#ih k 21 是 整数 ，c (u=1l, 00, kj 'z=(2, U, 
2 .的 函数 ， 它 们 在 点 asla c, a pE CUR 
个 邻 域内 全 纯 【一 个 字母 左 方 加 搬 表 示 空 间 到 前 mn-1 
个 坐标 的 投影 ), HEA a ERTA, pA Ula 中 全 
纯 且 不 等 于 零 . 

这 条 定理 在 解析 集 (analytic set) 研究 中 具有 基本 
意义 , 解析 集 在 其 每 个 点 的 一 个 邻 域内 获 描 述 为 某 毕 在 
该 点 处 全 纯 的 函数 的 公共 替 点 的 集合 .基于 Weierstrass 
预备 定理 , 这样 的 集合 可 局 部 地 措 述 为 变量 z 的 一 些 多 
项 式 的 公共 零点 的 集合 , 这些 争 项 式 的 系数 取 自 其 余 变 
E’: 的 全 纯 函 数 构成 的 环 . 这 个 事实 使 得 在 解析 集 的 
局 部 研究 中 广泛 运用 代数 方法 成 为 可 能 . 

在 空间 情形 ，Cauchy 积分 定理 也 要 有 些 改 变 , 称 为 
Cauchy - Poincaré Œ H (Cauchy - Poincaré theorem): 
RER ERE DSC" 内 全 纯 , 则 对 任 -ERAF 
呈 中 的 具有 分 器 光 清 边 界 06 E n+l 3tihi G, A 


fre = 0 


如 同 平 面 情形 ,上 述 积分 由 笃定 集合 的 参数 表示 定义 ， 
如 果 óG Rn £ $ p s Wie a t=(t, U, 1) Æ 
—n 维 胞 及 P= (s, < r < B, : ny ERZ, 
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则 定义 
Je = Ja: (A a dt `: diy, 


空间 与 平面 情形 的 不 同 在 于 ， 前 者 曲面 G6 的 维 数 小 于 
区 域 吕 的 维 数 ， 而 在 平面 情形 ，G 与 DD 的 维 数 相 等 
(nt+1=2n). 

对 于 多 圆柱 域 即 平面 域 之 积 ， 空 间 情形 的 Cauchy 
积分 公式 能 号 成 特别 简单 的 形式 . 设 D= D x :-: x 
D 是 一 个 区 域 , JY h p, 是 复 平面 内 具有 分 段 光 靖 边界 
ap (K=1，…，n) 的 区 域 , KA f 在 紧 包 会 上 的 某 个 区 
域内 全 纯 ， 则 逐次 应 用 单 变 量 Cauchy 积分 公式 可 
得 ， 对 每 个 点 2ED, 有 


l 
fa = (Qm) + foz’ 
其 中 F= 扣 | x … x 5D, 是 边界 OD r Ë n 准 曲面 , ¿= 
(L. U, Ú). Hü 
a _ ds, >i at, 


=z (C: O (G z.) 
然而 ， 多 圆柱 域 只 是 一 类 非常 特殊 的 区 域 : 对 于 -- 般 
的 区 域 ， 这 样 分 元 变量 是 不 可 能 的 ， 对 任意 的 具有 分 
EDERRA RII KAR DEC", Martinelli - Bochner 积分 公 
式 (Martinelli - Bochner integral formula) 起 着 Cauchy Ë 
分 公式 的 作用 : TERA D hb35 4 X 388 N + S BQ 
# 以 及 对 于 尾 何 点 zeD, 有 


= 人 1)! 
fiz) = ff o 
H di=dt o dlp 
Blw} = 


= Pi- DEt ta dol : ` 


k=! 


` do, 1 day 1 dw,. 


* w * v * $ + 


ARARA AE DAEA 而 另 一 个 则 是 空间 R” 
的 Laplace 方程 具有 奇 点 +=z WEER. 5 n=1 时, 就 
是 通常 的 Cauchy RIAR. “n >1 hf, 这 一 公式 与 关 
于 平面 域 之 积 的 Cauchy 重 积分 公式 的 差别 在 于 :首先 ， 
公式 中 的 积分 不 是 展 布 在 边界 的 一 个 nt 维 部 分 上 ， 而 
是 展 布 在 所 给 域 的 24-1 维 边界 上 ; 其 次 ， 它 的 核 
(积分 号 中 薪 以 了 的 因子 ) 并 非 解 析 依 赖 于 敌 数 2. 然 
而 ,在 许多 问题 中 ,解析 核 是 必 不 可 少 的， 这 就 要 求 对 
于 尽 可 能 广 省 的 区 域 类 , 构造 具有 解析 核 的 积分 公式 ， 
一 般 Leray 公式 (Leray formula) 提供 了 很 多 积分 公 
式 , 包括 对 于 许 素 区 域 具有 解析 核 的 公式 . 这 个 公式 是 


- old _ 
fe) = = C a ADS 
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其 中 w={wn n, w EER Y z 69 638) 88. de 
与 5 的 定义 如 前 《一 2?，w》= DraGan 假定 
对 任何 固定 的 ze 并 当 取 遍 ADE, <E-z, w(i 
#0. 主 述 公式 中 积分 的 值 不 依赖 于 向量 函数 oy (2) 的 
选取 (假定 对 所 有 2 ED, tiedDp 且 人 一 ， 人 [的 》 关 
0); WR og, 则 这 个 积分 与 Martinelli - Boch- 
ner 积分 相间 . 对 不 同 的 区 域 类 选择 不 同 的 w, 从 
Leray 公式 就 能 得 到 各 种 积分 公式 .在 过 变量 解析 画 数 
论 中 ， 也 考 瞄 别 的 只 对 某 些 区 域 类 成 立 的 积分 表 
示 . 其 中 重要 的 一 类 是 所 谓 Weil 域 ( Weil domain ), 
它 是 平面 域 之 积 的 推广 对 于 这 类 域 有 Bergman -Weil 
$T (Bergman - Weil representation), EHA MNE 
赖 于 参数 的 核 . 


如 间 平 面 情形 , 研究 解析 陌 数 的 奇 点 具有 基本 的 意 . 


必 ; 在 这 方面 ,平面 情形 与 空间 情形 的 主要 区 别 由 关于 
紧 奇 点 华 的 可 去 性 的 Ospood - Brown 定理 显示 出 来 ; 
根据 这 条 定理 ,如果 让 是 忆 (n>1) 中 的 区 域 ,下 是 上 D 的 
紧 子 集 ，D\ 下 是 连通 的 , 则 任 一 在 DNK A&S h$ A 
数 可 雇 全 纯 开 拓 到 整个 区 域 D 上. 由 这 条 定理 ,多 变 
量 全 纯 画 数 不 可 能 有 孤立 奇 点 .在 加 人 >1) 中 , 扳 立 奇 
点 为 奇 集 所 取代 , 当 奇 集 维 数 低 于 2n -1 时, 它 是 解析 
集 . 

上 述 事 实在 名 维 残 数理 论 中 具有 基本 意义 . 名 维 残 
数理 论 研究 计算 函数 的 积分 问题 ,其 中 了 在 区 域 DD < 
C" 内 除去 解析 集 MW ( 它 位 于 与 MAIZA n ERE o 
上 ) 外 处 处 全 钝 ， 由 于 奇 集 奢 的 维 数 比 DD 的 维 数 至 少 
W2, DAM 是 连通 的 . 如果 曲 面 o 不 与 M 相连 ， 
BEDA E DV M F—- 9 ntl #E FHIR G, Mh Cau- 
chy- Poincare 定 理 ,上 fdz=0. 为 在 一 般 情形 下 计算 
Rö fdz, 就 必须 弄 清 楚 e 怎样 与 奇 集 M 相连 ,并 
计算 展 布 在 与 集合 M 的 分 隧 部 分 相连 的 特殊 n 维 曲 面 
上 的 积分 GRH). 

解决 上 述 问题 涉及 很 大 的 拓扑 和 分 析 的 困难 . 用 
E. Martinelli 和 了 .Leray 提出 的 方法 , 常 可 克服 它们 . 
Martinelli 方法 的 基础 是 应 用 拓扑 中 的 Aleksander - 
Tlonrpsruu 对 人 情 性 原理 ,把 集 DAM 的 n 维 同调 的 研 
究 , 归 结 为 奇 集 M ñj n— 1 维 同调 的 研究 ，Leray 的 方法 
更 具 一 般 性 ,其 基础 是 审 察 特殊 的 同调 类 以 及 计算 某 些 
微分 形式 ( 残 数 形式 ), 也 已 发 现 , JERAM HT H 
于 理论 物理 ( 见 Fema 积分 (Feynman integral))， 

Osgood - Brown 定理 揭示 了 空间 情形 与 平面 情形 
的 理论 之 间 的 一 个 重大 的 基本 差异 . 在 平面 情形 , 对 任 
HKR D, TAE D Pa 2: PHIB A BE $r JF Ti #| D 的 
边界 之 外 的 阔 数 请,， PU D t BA ff ire. 空间 情形 则 


不 同 :例如 , 球 这 (È <1z|< 1] 不 可 能 是 任何 全 纯 函 数 
的 存在 域 , 因 为 据 Osgood - Brown 定理 , 任 一 在 该 球 壳 


内 全 纯 的 函数 必 可 解析 开拓 到 整个 球 {|:| <1 k. 

这 就 产生 了 怎样 刻画 全 纯 函 数 的 自然 存在 域 — — 所 
谓 全 纯 域 (domains of holomorphy} 这 -问题 . -tt 
单 的 充分 条 件 可 借助 所 给 区 域 的 边界 点 处 的 障碍 函数 
(2) 来 表述 .f.(2) 在 所 绽 区 域内 全 纯 , 而 当 : 趋 了 时 
无 限 增 长 . 如 果 能 对 区 域 pc C" 边界 中 的 一 个 处 处 笛 
密 点 集 构 造 障 碍 , 则 是 全 纯 bk. 特别 地 ,任何 西域 满 
足 这 个 条 件 : 对 任 A Ce ap, RIAD 在 点 “处 的 
2n 一 ] 维 支撑 平面 中 选取 形 如 


La) = Saai) = 0 
Á l 


的 2n—2 EFM, MRR f.= 1 1/ 工 .就 会 是 一 个 障碍 . F 
是 ,C* 中 的 任 一 西域 是 全 纯 域 . 然而 , 四 性 不 是 全 纯 性 
的 必要 条 件 ; 平面 域 之 积 总 是 全 纯 域 ,但 不 -EEM 
的 .不 过 , 如果 适 当地 推广 凸 性 概念 ,就 可 能 得 到 必要 
充分 条 件 ， 有 一 个 基于 下 述 事实 的 推广 : REKER 
的 凸 包 可 描述 为 这 样 的 点 的 集合 ,在 这 些 点 处 任 一 线性 
函数 的 值 不 大 于 该 函 数 在 兵 上 的 值 的 上 确 界 . 类 比 于 
EE K< Dc Cr 的 全 纯 凸 包 定义 为 


K, = ep: |) ssp | AO |. fe D|, 


其 中 2 (D) 为 所 有 在 D 内 全 纯 的 函数 的 集 . 区 域 D < C" 
称 为 全 纯 凸 的 (holomorphically convex), WE xi D 的 
M TETEK, AREK tB E D W E fd. + kh 
性 是 全 纯 域 的 必要 充分 杀 件 . 但 是 ,由 于 难以 验证 全 纯 
凸 性 ,这 个 判断 准则 并 不 十 分 有 将 . 

另 一 推广 与 和 多重 次 调和 函数 (plurisubharmonic 
function) 概念 相 联 ,这 种 盯 数 是 凸 函 数 在 复 情形 下 的 推 
广 , REKI DP PAART EN ARENAN: EE 
直线 x=x0+eot( 其 中 心 wE R", TI 是 实 参 数 ) 位 了 万 内 
的 线段 上 的 限制 是 !+ 的 凸 画 数 . 定 凡 于 区 域 DEC 内 并 
在 呈 内 上 半 连 续 的 实 画 数 风 称 为 在 吃 内 是 多 重 次 调和 
的 ,如 果 对 每 条 复 直 线 z= +a (z, ae C. ¿ E E 
参数 ), 4 在 该 直线 位 于 DD 内 的 部 分 上 的 限制 是 的 次 
WME. WE p KEET R, 财 由 复合 函数 微分 
法 则 , 多重 次 调和 性 的 条 件 就 是 Hermite 形式 

一 A Fe L 
Hee) = > oadz 
一 一 此 即 所 谓 Levi 形式 (Levi form)—— 是 非 负 的 ， 

区 域 DE C” #k J ih Di 9 (pseudo -convex), 如 果 
函数 ln diz, ƏD) id (2, DAT A z € D P| D HAA 加 
的 Euchd EBE D i E£ R K W 09. ihre u RE 
一 个 区 域 为 全 纯 域 的 必要 充分 条 件 ， 

在 某 些 情 形 下 ,有 可 能 有 效 地 验证 一 个 区 域 的 俯 由 
性 . 


1Y 一 


至 于 对 并 非 全 纯 域 的 区 域 Dp， 就 产生 了 如何 描 纵 
其 全 纯 包 (envelope of holomorphy) 的 问题 ;DD BJ 2 th 
包 是 使 得 内 任 一 全 纯 隆 数 可 解析 开拓 到 其 上 的 最 小 
全 纯 域 .对 于 最 简单 的 区 域 迷 ,能够 有 效 地 构造 全 纯 包 ; 
但 对 十 一 般 情 形 , 这 个 向 题 在 单 叶 域 类 范围 内 足 林 可 解 
K. 当 把 浮 数 解 本 开拓 出 给 定 区 域 疡 的 边界 时 ,名 可 
能 出 现 移 值 性 ;通过 引进 类 似 于 Riemann H B (mW. 
Riemann 曲面 (Riemann surface)) É D LEIER 
bk (covering domain), 可 以 消除 多 值 性 . t) F OB 域 
AE, E EARRAS HRE n A. 这 个 问题 的 解 也 可 应 用 
于 理论 物理 的 量子 场 论 中 . 

从 平 向 转向 复 空间 时 极 太 地 增加 了 与 拿 纯 溯 数 有 
关 的 几何 问题 的 铸 样 性 ,特别 是 ,在 空间 情形 ,不仅 自 
然 地 考 典 区 域内 的 全 纯 旺 数 ,而 且 白 然 地 考 弄 复 流 形 
(complex manifold } 一 一 候 实 数 维 的 光 洪 流 形 ,其 邻 域 
由 双全 纯 映 射 相 联系 一 一 于 的 全 纯 肾 数 ， 在 这 方面 ,St 
ein 流 形 (Stein manifold} 一 一 全 纯 域 的 白 然 推广 一 
RARE Y. 

分 析 中 的 -- 些 问题 可 以 归结 为 下 述 问 题 : 在 给 定 区 
域 中 构造 内 有 给 定 索 点 的 全 纯 转 数 或 基 有 给 定 极点 及 
Laurent 级 数 主 部 的 亚 纯 函数 .在 平面 情形 ,对 任意 的 
区 域 , 这 些 问 题 为 Wejerstrass 定理 和 Mittag - Leffler E 
JE Ë B NE U PF 80 GR ,空间 情形 则 不 朵 ,相应 的 问题 即 所 
询 Cousin 问题 (Cousin Problem) 的 可 解 性 依赖 于 所 
考虑 的 复 流 撒 的 拓扑 和 分 析 特 性 . 

解 Cousin 占 题 的 关键 步 红 号 从 具有 给 定性 质 的 启 
部 定 久 的 函数 出 发 ,构造 定义 本 所 考 虚 的 整个 流 形 上 且 
具有 相同 局 部 性 质 的 人 范围 函数 ¿He (theory of 
sheaves) 可 以 非常 方便 地 实现 这 种 构造 Ete uM T 
研究 解析 函数 概念 的 代数 拓扑 方法 , 它 在 数学 的 许多 不 
同 分 支 中 有 重要 应 用 . 利用 野 论 方法 得 到 Cousin 问题 
的 解 是 由 H. Cartan 和 J.- P. Serre LAR. 

B. B. His6ar # 

解析 函数 的 现代 理论 及 其 推广 这 是 分 析 中 最 重要 
的 分 支 之 一 ， 与 数学 中 很 不 同 的 一 些 分 支 紧密 相 联 ， 
并 在 理论 物理 .力学 和 技术 中 有 很 多 应 用 . 

苏联 的 数学 家 对 解析 是 数论 及 其 应 用 开展 了 基 
础 性 的 研究 . 20 H P 3. 在 俄国 涌现 了 研究 单 复 变 量 
函数 论 的 广泛 兴趣 . 这 与 俄罗斯 科学 家 对 解析 函数 论 
在 连续 介质 力学 中 的 应 用 的 引 人 广 目的 研究 联系 在 - 
A. H. E. Kyon 和 C. A. Yane HAR IA 
论 方法 解决 了 流 体 动力 学 和 空气 动力 学 中 的 非常 重要 
的 问题 ， ÆT. B. Konoco # H. H. MycxceJttrugumm 的 
工作 中 , 这 些 方法 被 应 用 于 着 性 理论 的 基本 问题 . 在 随 
MATIUR REFERERET ARRE. W 
WAR GE A t A R A TF S| A 3 k A 
究 所 次 定 : B. B. Tones, H. H. Aym, H. H. 
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IIpusanos 和 B. H. Cmmpuos (A i E SK BJ J ATER ); 
M. A. Jiaspenmen ( 5 EAR SLAE, MI E kh 94 
段 其 在 气体 动力 学 中 的 应 用 ); M. B. Kerrpasun, M. A. 
Jlaepënrsen 和 JI. H. Cenog {解析 当 数 论 方法 在 连续 介 
质 万 学 问题 中 的 应 用 1) A E. Memo (AWEH i£ ); 
M. B. 开 eoubml，M、 和 ,JIaagpeHTbea MC. H. Meprensga 
(E EBE BOM H). H. H. Bexya (F 2 pP PS Sit 
HIMA) A. O. Temabonn( 3618 it), H. H. Boro- 
Tto6og 和 B. C. Bnamrvudpos ( £ à) 8 ë tr 8 $⁄ yo: 52 Jt 
在 量子 场 论 中 的 应 用 ). ë 53038 403 RER bDre8 3k 
论 及 其 推广 的 发 展 仍 在 继续 进行 . 见解 析 函 数 的 边界 
WO (boundary properties of analytic functions); 
HERH (quasi -conformal mapping); 解析 机 数论 的 
边 值 问题 (boundary value problems of analytic fun- 
ction theory), SEAMS (approximation of fun- 
cions of a complex variable). 
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A. A. Fomap, E. B. Waar PR 
[ 补 注 】 复 分 析 (complex analysis ) iMg t E % ig, 一 
直到 日 前 ， 在 西方 也 是 一 个 活 双 的 研究 领域 . 在 《& 不 列 
MENPAR (analysis, complex) 的 
综述 条 目 中 ,可 以 读 到 关于 解析 函数 论 的 某 些 历史 发 展 
情况 ， 

除了 上述 参 考 文 献 列举 的 之 外 ,还 有 大 量 关 于 复 分 析 
的 教科 书 . 下面 列举 了 新 近 出 版 的 一 些 好 书 , A11 到 
[A10] 是 关于 单 复 变量 的 ,[Allj P [A8] EX FEE E 
量 的 ， 

再 对 多 复 变 分 析 加 一 些 评 诈 是 适宜 的 .在 西方 ， 
“关于 紧 奇 点 集 的 可 去 性 的 Osgood -Brown 定理 "通常 
称 为 Hartogs 扩 张 定 理 (Hartogs extension theo- 
rem). 这 个 定理 的 由 上 Ehrenpreis 给 出 的 现代 证 明 ， 
应 用 子 非 齐 区 Cauchy - Riemann 方程 或 6 盯 程 ， 由 J. 
J. Kohn .和 工 . Hërmander 广泛 发 展 的 所 谓 5 方 法 , 现 已 
成 为 复 分 析 中 使 用 的 三 种 最 有 力 的 方法 之 --- . 例如 , 这 
一 方法 可 用 来 解 Levi 问题 (全 纯 域 与 协 凸 域 是 否 一 
HETA Cowin 问题 ,网 [A15], 早 先 这 些 基本 问题 是 用 现 
在 划 委 到 层 论 的 方法 解决 的 , 这 种 方法 可 追溯 到 加 次 
(1936—1954). m H. Cartan, J. - P. Serre, H. 
Grauert AHA AREA WEE A iks T t Ek, W. 
[A12] 中 的 优美 论述 ,第 三 种 也 是 最 新 的 方法 应 用 适当 
的 积分 表示 , 它 是 由 G. M. Henkin (T. M. Xem ) 和 
E. Ramirez de Arellano 开发 的 , 见 [A14]. 
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解析 函数 元 [ analytic function , element of an ; airewearr 
TH CD Pye | 

按照 某 个 解析 结构 给 出 的 复 变 重 z 的 平 而 C 内 的 
区 域 吕 与 在 到 上 给 定 的 解析 末 数 f(z) 的 集合 (DD, 门 ,这 
个 结构 能 有 效 地 实现 六 2) 到 它 的 整个 存在 区 域 的 解析 
开拓 ,形成 一 个 完全 解析 函数 (eomplete analytic fanc- 
tion). 解析 阔 数 元 素 最 简单 和 最 常用 的 形式 是 用 依 级 数 


Ju) = Žac -af .() 


全 半径 为 玉 > 0 Wika D- (z eC:|z -al<R] R 
ñ) B] 元 [carcular element). 这里, 解析 开拓 由 对 各 个 
中 心 bibas Ry 按 形 如 


fü) = 名 de 的 = c, + 
n=0 
十 [et 一 四 十 cifz —b)]+ 


+[e,(b—ay +2e;(b—aXz: —b)+exX(z—b)']+ -: °: 
的 公式 把 级 数 (1) 重 新 展开 {可 能 重复 ) 来 得 到 . 完全 解 


WO 8 HE POS R (D. DIRE — f SE H A 2 
aeD yb BJ OR. APLIKA, Ml a= o 
的 情形 , 圆 元 取 


fe) = Saz“ 


ko 
HEKA D =1z € C:|z| >R}, 
在 解析 开 丘 的 过 程 中 ，Fz) 可 能 变 为 多 值 并 出 现 相 


应 的 代数 分 支点 ( algebraic branch point), EJE WH 
AD = Sat-ay ", 
k EM 
Ju) = Šege 
k=m 
RIA EG (branched elements), ËR rh v>l1; #y-l 
称 为 分 支 的 阶 (branching order}. 4 x GHE 7# 


本 因数 元 的 概念 ， 因此 ， 解 析 函 数 元 也 称 为 韭 分 歧 
(HA v= 1) ENHA m 2: 0) 3 (unramified regular 
elernent) - ` 

作为 密 复 变量 3 一 (2 > 和 的 解析 明 数 f(z) 
的 最 简单 的 元 素 (D. f), sJ k £ h 52 k 


mw 


JGy= X c(z-ay = (2) 
‘k| =0 


= 
= > ' De, 
k = 0 k. =Q 


Maha=(a, a) u R BJ rh Db. Ik]|=k + etk, 
Cu (zza S(r -a ma)". m D E 3 4 


k k, 
`e (zi a) le ` (z, an) ` 


AFET 
# We 


D = {ze |z —a, | €R j=1,...,.n}. 


HEO DARIEN. 不过， 必须 注意 , 3 n >1 
时 名 刁 柱 并 不 正好 是 每 级 数 和 的 绝对 收 雍 域 . 

解析 西数 元 的 概 仿 与 解析 聘 数 芽 (germ) 的 概念 
相近 ， 
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EOMIUIEKCRHER nepeweHHEDC kf .1964 【 英 译 Æ.: Vladi- 
mirov, V. $., Methods of the theory of Functions of 
several complex variables, M. 1 FT., 19855). 

E M ConoMenDeB HER 
[ 补 注 】 当 n >l 时 , $F 385 28 4 k R ht --- 4 PF 
请 Reinhardt BR (Reinhardt domain), BL[A1]. 
#3rx 
[ALI] Hirmander, L.. An introduction to compex analysis 
in several variables, North - Holand, 1973, Chapt. 
2.4. Riu E WARE 
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M SC ñ [analytic functional ; aa IRTHYECKHÄ YHK- 
HHOH3.I ] 

ELE C" 的 开 子 集 Q EAIA Es E H (0) 
B pss [n] H'AR. PD H ( Q) L BJ spek hk z 
m. 1. 8 É LRK AEREA. TEREK, 
称 为 解析 泛 函 了 的 支 集 (support), 使 得 了 集中 在 K E: 
对 于 任何 开 集 o PK ER f n] LEA SJ H (2), 并 对 于 
HEA u Ee 日 (Q), 下 列 不 等 式 成 并 : 


| fl) | 


其 中 Co 是 依赖 于 上 四 的 常数 .存在 支 集 在 关中 的 三 度 a, 
使 得 


< Cu sup | iu), 


f) = Ju du 


实 值 函数 空间 上 的 解析 泛 了 钞 可 用 类 似 的 方式 来 定 
x. M. H. Bofexopcmaii # 
{ 补 注 】 XT p b BDSM. D [A1]， 
参考 文献 
[A1] Ehrenpreis, L., Fourier analysis in several complex va- 
nables, Wiley {Interscience ) , 1970. 
[A2] Homander, L., An introduction to complex analysis 
in several variables, North -Holland, 1973, Sect. 4.5. 
史 树 中 译 


解析 几何 学 [analytic geometry ; ARAJATHYECKAN TEOM. 
ee 了 pg 二 ] 

几何 学 的 一 个 分 去， 解析 几何 学 的 基本 概念 嘴 最 
简单 的 几何 元 素 ( 点 ,直线 ,平面 .二 次 曲线 和 曲面 )， 丰 
解析 几何 学 中 ,最 主要 的 研究 工具 是 坐标 法 和 初等 代 
数 法 .坐标 法 的 产生 同 17 世纪 天 文学 ,力学 和 工艺 的 
飞速 发 展 有 着 密切 的 联系 ，R. Descartes 在 他 的 和 几何 
学 了》 了 (Geometrie，1637) 一 书 中 , 对 坐标 法 和 解析 几 柯 
基础 作 了 清晰 而 详尽 的 钢 述 ， 与 Descartes 同时 代 的 卫 . 
Fermat 也 热 悉 坐标 法 厌 理 解析 上 几何 学 后 来 的 发 展 ， 
应 归功 于 G. Leibniz, L Newton, 特别 是 志 Euler 的 
研究 工作 . J. L. Lagrange 在 建立 分 析 力 学 时 , G. 
Mong 在 研究 微分 几何 学 时 , 都 使 用 了 解析 几何 学 的 
工具 .现在 解析 所 何 学 作为 . -站 独立 学 科 ， 员 热 没 有 
什么 重要 意义 ,但 是 它 的 方法 已 广 纶 应 用 于 数学 , 力 
学 .物理 学 和 其 他 科学 领域 之 中 . 

坐标 法 的 康 理 如 下 所 述 ， 例如 ,考虑 平面 上 的 两 
条 相互 垂直 的 直线 Dx 和 Oy， 这 两 条 直线 {包括 它们 的 
方向 ), 坐标 原点 各 以 及 所 选取 前 标 订 单位 e, 构 成 所 谓 
的 平面 x 上 的 Descartes 直角 坐标 系 (Cartesian 
orthogonal system)Oxy. 直线 Ox 和 Oy 分 别称 为 模 轴 
(abscissa axis) 和 纵 轴 (ordinate axis). 平面 fr 上 的 任 


WA 好 相对 于 这 个 坐标 系 Oxy 的 位 置 ， 可 以 按 下 述 
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方式 确定 . MA M, E MEOLA Or LARE, 
数 x 和 ?了 是 线段 OM, A OM, 的 大 小 (例如 , 线段 
OM. 的 大 小 x 等 于 这 个 线段 的 长 着 再 加 上 相应 的 符 
=, 如 果 从 口 到 上衣 . 的 方向 与 直线 避 ,的 方向 相间 ,如 
WES: 在 相反 情况 ， 则 加 人 负 号 }， 数 x( 横 坐标 
(abscissa)) Aly (Wbp (ordinate) 8k M ERRA 
Oxy 中 的 Descartes # f Æ £ (Cartesian orthogonal 
œwordinates). ABESE x EET ?的 点 于 用 符 
号 卫 (x, 四 来 表示 ,点 夺 的 坐标 显然 确定 了 这 一 点 相 
对 于 坐标 系 Oxy 的 位 置 . 

设 在 具有 给 定 的 Descartes 直 前 坐标 系 Oxy RE 
Hi z FE. 给 定 一 条 曲线 工 . 利用 点 的 坐标 概念 , 相对 于 
坐标 系 DOxy， 就 有 可 能 建立 曲线 了 的 形 如 下 (x, y)=0 
的 方程 , 当然 . 曲 绕 工 上 的 任何 点 外 的 坐标 xx 和 ?都 将 
满足 这 个 方程 ,而 不 在 工 上 的 任何 点 的 坐标 都 不 满足 这 
个 方程 

平面 掌 标 法 的 基本 思想 足 : 通过 用 分 忻 的 和 代数 的 
工具 研究 线 天 的 方程 F(x, y)=0, 便 可 得 知 工 的 几何 
性 质 . 例如 , 确定 一 条 直线 和 -个 圆 的 交点 个 数 的 几何 
问题 , 便 可 化 为 这 条 直线 和 这 个 圆 的 方程 联 立 类 解 的 问 
题 .这 是 一 个 分 析 问 题 . 

AEL, BEEMKA MN (ellipse). XZ Atg 
(hyperbola) 1803828 (parabola) 性 质 的 方法 , 这 三 种 
曲线 是 圆 稚 与 不 过 其 项 点 的 平面 之 玄 线 ( 见 圆 锥 曲线 
{oonic sections). 

所 谓 一 次 和 一 次 代数 曲线 {algebraic curves of the 
first and second orders) E T i t AJLA # 36 W 3 
的 对 象 ;在 Descartes A fB ë ta 8 rh, X E RAE- - 
次 和 一 次 方程 来 描述 . -KAREAR 2. HIS 
线 都 能 用 -次 代数 方程 Ax+By+C=0 来 描述 . 二 次 
曲线 用 形 如 Ax: 二 Bxyt+Cy?+Dx 十 Ey+F=0 的 方程 来 
描述 .对 于 这 些 划 线 进 行 研究 和 分 类 的 基本 性 程 基 : 选 
择 适当 Descartes 直角 坐标 系 ,使 得 曲线 的 方程 具有 最 
简单 的 形式 ,然后 来 研究 这 个 简单 的 方程 .( 见 二 次 曲线 
{seoond - order curve).) 

在 空间 解析 儿 何 学 中 , Descartes AH EIE xX, y 
# z (WI. MOORE En), a 古 的 位 轿 完 全 像 在 
平面 解 忻 几何 学 中 那样 来 措 述 ， “E E h ir prsi eE BU Wa 
面 $ 在 坐标 系 Oxy: 中 都 具有 它 自 己 的 方程 F(x,y.z) 
=0, 而 通过 用 分 析 和 代数 的 方法 来 研究 这 个 方程 , 便 可 
得 知 曲 面 5 的 几 柯 性 质 ， 空间 中 的 曲线 工本 以 作为 责 
个 曲面 S 和 5, 的 交 线 来 给 唱和 如 果 S HS, 的 方程 分 
IA F (x,y, z) =Ü fl F (x,y, z2)=0, 则 这 两 个 方程 联 立 
恒 是 曲线 上 的 方程 . 例如 ,空间 中 的 直线 了 可 以 看 作 
MATRE. EEA R ILA R. P POR K 
MRAR (alæbraie surfaces of the first and se- 


oond orders} 进 行 了 系统 的 研究 . 结果 发 现 . 只 有 平面 


基 一 次 代数 曲面 . 一 次 曲面 (surfaces of the second er- 
de HA FIERAS: 
Ax? + By? + Cz + Dxv + Eyz — Fxe 1 


rGx + Hy + M: + N = Ü. 


对 这 些 曲面 研究 和 分 类 的 基本 方法 是 :适当 选择 
Descartes 直角 坐标 系 , 使 得 曲面 的 方程 具有 最 简单 的 
形式 , 然 店 再 研究 这 个 方程 .{ 见 二 次 曲面 (sufaees of the 
second order). } 
参考 文献 
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解析 几何 学 | analytic geometry ; 9EUMTH CNA reo- 
METpEN | 
解析 空间 (analytic spac) MA, aAA T.P. 
Serre Ætt FRAL ARS ([1]). 
f x RL 
[1] Serre. J. - F., Géométrie algébrique et pënmetne ana- 
bBytique, Ann. hhg. Fourier (Grenoble), 6 (1955 — 1956). 
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解析 群 [ amalytic group ; asa wrnsuecg=as rpyuma ] 
-个 集合 G, ERR B. A IR e E (topologicai 
group ) 构造 及 有 限 维 解析 流 形 (analytic maailold) 构 
造 (在 域 K L. 它 对 基 个 非 平 凡 范 数 是 完全 的 , 见 域 上 
的 范 数 (norm on a fi ec 中 ))， 使 按 规 则 (月 一 并 定 


义 的 映射 GxG ~ G 是 解析 的 ,解析 群 慨 为 Hausdorff 
HEME, WE k EARE, U GERREA. 如 果皮 
分 别 为 实数 域 、 复数 域 或 p Pt bp, M G 分 别称 为 实 
的 . 复 的 或 进 的 解析 群 . 直上 向 量 空间 如 的 一 般 线性 
BÉ GL (n. k) (Eikit $t s Ë ( linear classical group y), 
AAE - 般 地 ， 由 天 上 有 单位 元 的 性 何 有 了 眼 维 结合 我 
数 的 所 有 可 闭 元 素 组 成 的 群 是 解析 群 的 例子 ， 一 般 说 
来 ,kK 上 定义 的 代数 群 (algebraic group) 的 大 有 理 点 组 
成 的 群 是 一 个 解析 群 。 解析 群 妇 的 子 群 如 果 层 吕 的 子 
流 形 , 则 称 之 为 解析 子 群 (analytic subgroup); 这 种 
子 群 必定 在 6G PEG. Hin, EZE O(n,k) 
= lg eGLG(,k): 9=1} 是 GL (n , k) 中 的 解析 子 群 . 

实 的 或 p 进 解 析 群 的 所 有 闭 子 群 都 是 解析 的 ,这 种 群 的 
ATEREA (Cartan 定理 (Cartan the- 
orems }, 见 [1]). ` 

ATREA BJ SRW Lie ¥ (Lie group) ([1]), 但 是 
Lie 群 通常 指 的 是 实 解析 群 , 见 [2], [3] Æ Lie # (Lie 
group). 复 的 和 中 进 的 解析 群 分 别称 为 复 Lie PER pi 
Le Ë. 

上 面 所 述 的 Cartan 定理 表明 , 实 的 或 p 进 的 解析 
HRR (category) 是 局 部 紧 拓 扑 群 的 范畴 中 的 完全 
子 范畴 ， 这 些 范 贱 相 益 有 多大. 即 何 时 -- 个 局 部 紧 群 
如 为 实 解析 群 或 p HRR, 这 个 问题 可 用 穷 举 法 予以 
同 答 : 如 果 G 是 实 解 析 天 , 则 它 必 含有 单位 元 的 -个 邻 
域 , 其 中 没有 非 平凡 子 群 ( 见 [5] 一 [9 四 ); 如 果 它 是 p 进 解 
析 和 群 , 则 它 必 合 有 一 个 有 根 生 成 的 开 子 群 UU 是 一 个 
射影 p 群 (Pro- p-group), 且 其 换 位 子 群 包含 在 由 已 的 元 
素 的 次 笑 组 成 的 集合 U* 之 中 ( 见 [10]). 特别 地 ,任何 
拓扑 群 .只 要 有 单位 元 的 一 个 分 域 同 蚂 于 一 个 Euchd 空 
间 ( 所 谓 的 局 部 Euclid 拓扑 群 (locally Euclidean topologi- 
cal group ) , 见 轩 ), 它 就 是 一 个 实 解析 群 ， 换言之 ,如 果 
在 ~ 个 拓扑 群 中 存在 连续 的 局 部 坐标 , 即 可 推 得 解析 的 
局 部 坐标 存在 ,这 个 结果 对 Hilbart 第 五 问题 (Hiber 
fifth problem ) ( L [ 5], [11]) 给 出 了 肯定 的 回答 . 

如 果 域 天 的 特征 为 0, 那么 研究 解析 群 的 最 重要 的 
方法 是 研究 它们 的 Lie 代数 (见解 析 状 的 Lie 代数 
(Lie algebra of an analytic group)). 

AXAR HTE, DL Banach [ie 8 (Lie group, 
.Banach). 
#- x t 

[1] Sene, JfF.- 


1965 (FARK). 

[2] Tourparma, JL C. ，HeripepemipRE rpyrmmsi 3 H31., M., 
1973 【中 译本 : Momper, J. C. ,连续 群 {上 .下 
期 )， 科 学 出 版 社 ，1978 ) 

[3] ChevaWey, C. , Theory of Lie poup, 1, 
Univ. Press. 1946 (HARY). 

[4] Helgason, S.. Diffeentia geometry and symmetric 


P., Lie algebras and Lie grou, Benjamin, 


Princeton 


ANALYTIC “LANDSCHAFT” 163 


spaces, Academic Press, 1962. 
[5] TIpo5mewpl Pyom6epra, M., 1969, 101— 115. 
[6] Gkason, A. M., Groups without small subgroups, Ann. 
of Math. (2), 56 (1952), 2, 193—212. 
[7] Montgomery, D. and Zippin, L., Small subgroups for fi- 
nite dimensional groupe, Ann. of Math (2) 56 (1952), 
2, 213— 241. 
[8] Yamabe , H.. On the conjecture of Ewasawa and 
Gleason, Ann. of Math. (2), 58 (1953), 1, 48 — 54. 
[9] Yamabe, H., A generalization of a theorem of Gleason, 
Ann. of Math. (2), 58 (1953), 2, 351 一 365. 
[10] Lazard. M., Groupes analytiques p- adigues. Publ. 
Math. IHES, 26 (1965). 
[11] Kaplansky, I., Lie algebras and locally compact groups, 
Chicago Univ Press, 1971. B. JL Tlonos Ë 
[ 补 注 】 在 西方 的 文献 中 连通 Lie 群 (connected Lie 
group) 常 称 为 解析 群 (analytic group). 
Cartan 定理 通常 可 追 淹 到 J. von Neumann 
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解析 形 [analytic image ; ama mmraueckaž 06pa3 ] 

完全 解析 函数 (complete analytic function) 概念 
的 推广 ， 是 通过 考察 一 个 解析 画 数 的 所 有 共有 广义 模 
级 数 (Puiseux 级 数 (Puiseux series} ) 


£ = ra 
-r 
Saa- Saz” e) 
二 m 


形式 的 元 夫 而 得 到 的 概念 . 此 外 z 是 复 变量 ，m 是 整 
数 ,nn 是 自然 数 . 两 种 级 数 分 别 在 区 域 1z 一 z,| <r 和 
|z| >r 之 0 中 收 侣 ,解析 形 等同 于 所 有 具有 形式 (*) 且 互 
HREH (analytic continuation ) 的 元 素 组 成 的 类 . 

解析 形 同 完全 解析 函数 的 区 别 是 语 加 了 所 有 具有 形式 
(*) (m >>1) 的 分 歧 元 素 , CEAR S n= 1 的 正则 元 
经 解析 延 拓 得 到 的 . 引 人 适 当 的 拓扑 ,可 将 所 给 函数 
的 解析 形 转换 成 该 议 数 的 Riemann 曲面 (Riemann 


surface). 


参考 交 献 
[1] Mapxyumspus, A. H. , Teopgg aaTDTTEJOCRHX dynxuuñ, 
T. 2, M., 1968, rm. 8( 中 译本: A. H. 马 库 雪 维 育 ， 


解析 郴 数 论 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1957， 第 八 章 ). 
E. A. Commence # HEt 译 


Ag iE NB j analytic “landschaft” (或 analytic relief); 

anam myeckaă magr], # ih E (modulus surfac). 
解析 函数 f(z) 的 模 |f(2)| 的 几何 图 形 ， 其 中 

z=x+iy. BB. f(z) 的 解 FERH (x,y) 平面 上 其 
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# z eb | f(z)| 的 曲面 . 有 时 ,解析 浮雕 能 对 特定 函数 
U PE hit Ahar BIR AHB. í F — S KE PS 3k 
B r pk EE DL [2]. 
#+* x 
[1) Mapxymauu, A. H., Teopun akamtaka yem , 
.1. M.,1968, rn. 2 (PHE A. H. GERTH. 
解析 函数 论 ,高 等 教育 出 版 社 ，1957， 第 2 章 ). 

[2] Jahnke, E. and Emde, F. , Tables of functions with for- 
mulae and curves, Dover, reprint, 1945 (8 A W i., 
EREL) 

[3] Maer, B. B., Benne B KOMIUERCHEbÄ asaTH3, 2 

mwa., 4. L. M., 1976. E. Jl. Commune IE 
[ 补 注 】 也 可 用 莱 文 字 *landscape" 代 替 德 交 字 “Land- 
schaft” . mayi 
解析 流 形 [analytic manifold ; aammseckoe miioroo6- 
pame | 

一 个 具有 解析 图 册 (atlas) 的 流 形 . 在 拓扑 空间 上 
的 完全 非 商 散 赋 范 域 上 上 的 一 个 中 维 解析 流 形 M 的 结 
构 是 这 样 定 义 的 : 对 好 确定 上 上 的 一 个 解析 图 册 ， 
也 就 是 那些 取 值 于 k" HN 52 M 的 坐标 卡 (chart) 的 全 
体 ,使 得 其 中 任 两 个 航标 卡 都 是 解析 相关 的 .所谓 两 个 
图 册 定 义 一 个 相同 的 结构 , 是 措 它们 的 并 也 是 一 个 解 
WEAR. 在 一 个 解析 流 形 上 可 以 定义 大 值 解析 沙 数 的 
昔 层 地 ,由 这 种 方法 得 到 的 环 式 空间 (M, OAST k 
上 的 光 请 解析 空 咎 类 . 
lytic manifolds}; 如 = k 是 复数 域 C， h xE W 
析 流 形 (complex -analytic manifolds) 或 简称 复 流 形 
(complex manifolds); WÉ k p HH Q, 称 为 p 
进 解析 流 形 (P _ adic analytic manifolds) .解析 流 形 
的 例子 包括 n 8k Eudid % B] k", k L 85 n d $J W = 
间 . 上 上 没有 奇 点 的 仿 射 和 射影 代数 簇 , 以 及 -Lie 群 和 
它们 的 齐 性 空间 . 

解 机 流 形 的 概念 可 追 湖 到 B. Riemann #l F. 
Klein ,但 日. Weyl([4]) Œt # Ë Riemann 曲面 即 一 维 
复 流 形 的 情形 时 首次 对 解析 流 形 给 予 确切 的 描述 ， 现 
在 (70 年 代 ) 册 自然 地 将 解析 流 形 看 作 吓 解析 空间 
(analytic space) 的 一 特殊 情形 , 它 可 粗略 地 被 描述 为 
“具有 奇 点 的 簇 ”， 和 解析 空间 的 概念 是 50 年 代 引 进 的 
并 且 已 成 为 解析 函数 论 中 的 主 费 对 象 ， 对 解析 流 形 得 
到 的 许多 基本 的 结果 都 可 成 功 地 应 用 于 非 光滑 的 情 
形 , 关 于 任意 域 上 的 解 本 流 形 的 一 般 性 质 的 叙述 匈 {3] . 

在 实 解 析 流 形 和 微分 流 形 (differentiable manifold) 
埋 论 之 间 存 在 着 一 种 紧密 的 联系 ,并且 在 实 和 解析 流 形 和 
复 解析 流 形 理 论 之 间 也 是 这 样 ， 显 热 ， 在 每 -KE 
流 形 上 可 以 定义 一 个 C* 类 流 形 的 自然 结构 . 1936 年 


H. Whitney WH W AA ERIR: 在 任何 -个 仿 紧 


的 C" 类 流 形 上 可 以 定义 一 个 在 民 上 的 解 忻 结 构 , 而 此 
解析 结构 诱 尝 出 原来 的 光滑 结构 . 由 Grauert 关于 在 及 
上 的 仿 紧 解 析 流 形 可 以 族人 到 Euelid 空间 的 定理 可 知 ， 
这 个 解析 结构 在 同 构 章 尺 下 是 明确 地 被 确定 了 的 (不 必 
是 恒 等 的 ) ([2])， 
在 所 有 复 流 形 M 上 可 以 确定 一 个 (二 维 的 ) 实 解析 
沈 形 的 自然 结构 . 道 问 题 ( 即 在 给 定 的 实 解析 访 形 上 
是 否 存在 一 个 复 结构 并 且 它 是 否 唯一 ) 只 是 在 最 简单 
的 情形 才 得 到 解答 . A., WE M 是 一 个 连通 的 二 
维 实 解析 流 形 ， 那 么 M 上 存在 复 结构 的 充分 必要 条 
忻 是 邮 为 仿 紧 的 和 可 定向 的 ， 而 这 些 结构 的 分 类 问题 
则 等 同 于 Riemann 曲面 的 经 典 的 敌 模 辣 题 ( 见 Riemann 
曲面 的 模 ( moduli of a Riemann Surfaee)) .存在 紧 
解析 曲面 ( 即 二 维 复 流 形 ， 见 解析 曲面 analytic 
surface)) 的 一 个 分 类 ， 它 给 出 了 关于 四 维 实 解 析 流 形 的 
上 述 问题 的 部 分 解答 ， 另 一 方面 ,可 以 用 拓扑 方法 来 对 
不 具 确 复 结 构 或 者 不 具有 复 结构 的 实 流 形 进行 分 类 ， 
这 样 的 流 形 包 括 球 5*, kk 关 1, 3， 对 足够 接近 于 -给 
定 复 结构 的 那些 复 结构 的 描述 , 可 由 解析 结构 的 形 
$ (deformation) 理论 给 出 ,其 中 Banach 解析 流 形 (无 
穷 维 的 解析 流 形 ) 起 了 重要 作用 ， 
#*x 
[L] Bourbaki, N., Elements of mathematics .. Differentiable 
and analytic manifolds, Addison - Wesley , 1966 { 译 自 法 
x). 
[2] Narasimhan, R., Analysis on real and wmplex mani- 
folds, Springer, 1971( 中 译本 : R. AAAS., x W 
形 和 复 流 形 上 的 分 析 ， 科 学 出 版 社 , 1986). 
[3]Serre, J. - P., Lie algebras and Lie groups, Benjamin , 
1965 (H AEX). 
[4] Weyi, H., Die Idee der Riemannschen Fläche , Teubner, 
1955. A. Jl. Omume PE 
GHE ”在 复 分 析 中 一 个 与 比 很 有 关系 的 基本 问题 是 
在 射影 空间 上 除了 通常 的 一 个 结构 外 是 否 存 在 任何 复 
结构 (并 且 诗 举 相 同 的 拓扑 } 的 问题 ， 当 n=1 时 , 这 是 
十 分 经 典 的 (所 有 亏 格 为 零 的 Riemann 曲面 都 闻 构 于 
Pi) . 当 n=2 时 , 复 结构 的 唯一 性 由 F. Hirzebruch , K. 
Kodaira ([A4]) 和 S. T. Yau([A5]) 的 工作 一 起 得 到 ， 
4 n=3 时 ,对 于 一 个 驱 上 映 人 自 同 构 地 等 价 于 一 天 直 leT 
流 形 并 且 还 是 拓扑 地 为 P3 的 紧 流 形 , 它 必 是 解析 地 同 
构 于 Pe([A6]). 
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解析 映射 [analytic mapping ; amajnmnnecxne oro6pase- 
me ] ， EHA (analytic morphism ) 

解析 空间 (analytic sPace) 作 为 戴 环 空间 (ringed 
space) 的 态 射 . 空 间 (天 ,到 空间 (Xe 的 解析 映射 
是 一 对 (而 , 斤 ) ,其 中 


fa: X Ə Y 
是 EZH, 而 
fifo (0) > 0 y 


是 无 上 环 的 层 之 了 间 的 同 态 . 者 空间 为 复 的 , 则 解析 映射 
也 称 为 全 纯 映 射 (holormnorphic mapping). 

车 (7 和 {7,2 是 约 化 解析 空间 , M| j A: 广 
完全 由 映射 而 决定 而 且 是 相应 于 乒 的 郴 数 枉 的 道 哑 射 . 
于 是 ,这 时 解析 映射 是 一 映射 广 天 一 了 ,使 对 任意 x e X 
及 任意 pE os fee. 

解析 映射 


f = (ao fy (X, On) = (Y, 0) 
在 一 点 ?了 了 处 的 纤维 是 空间 (故人 站) 的 解析 子 空间 
f 0) = Oh Ox /fum)0 x| g'o), 
这 里 m,eE ,是 在 点 y 上 为 0 的 函数 芽 的 层 . $ 
dix) = dim, f fox} x EX 
本 得 不 等 式 
dim, X < dimgi Y + d(x). (°) 


FX, Y 是 约 化 复 空 间 ， 峙 对 任意 上 20, 集合 
X, = (xe X: d(x)>l) 


晨光 中 的 解析 集 . 

RIRN S RAE -点 xE 关上 平坦 的 , 若 
人 x 是 环 9y rto 上 的 平坦 模 (flat module) .这 时 (*) 
成 为 等 式 . 若 一 解析 映射 了 在 一 切 点 x e X 为 平井 的 , 则 
ARA TRS (flat). 复 空间 的 平坦 解析 映射 必 为 开 的 ,上 反 
之 , 苦 而 为 开 的 , 了 为 光滑 的 且 一 切 纤维 均 为 既 约 的 , 则 
J 为 焉 坦 解 析 映 射 . -个 复 空间 或 刚性 解析 空间 (rigid 
analytic space ) 革 中 使 得 解析 映射 矿 为 不 平坦 的 点 构成 X 
的 一 个 解析 和 集 . 车 X,V 为 约 化 复 空 间 而 X 有 可 数 革 , 则 
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7 了 包含 “个 稠密 的 处 处 开 的 集合 ,使 了 在 其 上 为 FE 
解析 了 映射. 若 复 空间 上 的 解析 映射 


FX On — (Y, 0) 


是 半 坦 的 , 则 使 得 纤维 fF"()) 不 是 既 约 的 ,或 不 是 正规 的 
点 了 5 了 构成 (六 ,x) 中 的 解析 集 ， 

令 了 XX 一 了 为 约 化 复 空间 的 解析 映射 ,车 
dim X < %, 则 必 有 一 分 层 结构 

Ø = XONG XO C: EXE, 


HP XG ARE, H FRR r, X(r)= X , RAAT 
BPEBR: f — A x€ X(r) NX(r— 1): E X PRU, 
使 f(U( XG(r) E FERRARE. BS 2EBSPH AA 
可 约 分 量 在 A(x) 的 维 数 均 为 r- E S ERRA Myx) 
É x PERAE. 这 是 解析 映射 的 有 限 性 定理 的 特例 . 

SX, YAMM X S WÉ. 则 所 有 解析 映射 
f: X -— Y 所 成 的 集合 Mor(X., Y) 可 赋 以 复 字 闻 结 构 ， 
使 得 把 (了,x) 映 为 fx)] BBS 

Mor(X, DXX — Y 

为 解析 的 ， 特 别 是 , RAZA X 的 自 间 构 群 是 解析 作用 
于 X FB) Lie 群 . 
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A A Tonoape 所 FRA 译 


浇 言 的 解析 模型 analytic mode of a muge 或 
analyzing mode) of a language ; ABAMTEIECKAN MONTEI 
AILA | 

BRE SP rh HE G RA A At — A =ë 8 3 
法 . 这 些 构造 方法 用 于 基本 语言 范畴 和 语言 学 研究 过 
程 本 身 的 形式 模型 化 ， 换 句 话说， 用 关于 语言 的 (或 者 更 
确切 地 说 ， 关 于 育 语 的 ) “无 序 " 材 料 的 一 些 集合 ， 以 得 
到 关于 语言 的 构 阁 机 制 ( 在 更 广泛 意义 下 关于 语言 的 文 
法 ) 的 某 些 信息 . 这 样 一 个 模型 的 “行为 "并 不 总 有 能 行 
的 构造 特性 ， 因 为 初始 材料 集合 不 一 定 是 一 个 构造 对 
象 ; 原则 上 , 这 不 会 减少 这 种 模型 的 意义 ， 

在 充分 发 展 的 语言 的 解析 模型 中 ,初始 材料 的 集合 
通常 是 这 样 一 个 对 象 ， 它 可 以 作为 自 热 语言 的 文法 多 
子 和 集合 的 一 个 模型 ， 妈 一 个 给 定 字母 表 玉 上 的 某 一 形 
式 语言 (mal languag). wE LEEFER 了 上 的 一 个 
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语言 ， 并 且 Vu, 8 P'[uxaeL=—uyo8 L], 那么 就 
H. X F VL x TP H iB y 838; 如 果 关 于 下 和 工 
中 xx 和 申 ， 中 的 每 一 个 可 以 用 另 一 个 蔡 换 ， 那 么 就 说 x 
和 ?关于 下 和 开 可 以 互相 蔡 换 ， 互 相符 换 概 伪 具有 简 
单 的 语言 学 意 交 : 如 果 把 工 视 为 革 一 自然 语文 的 文法 
人 包子 的 集合 ， 那 么 可 以 互相 蔡 换 的 串 就 是 "语法 等 价 
的 "{ 即 有 相同 的 语法 功能 的 } 字 的 组 合 , 特别 地 ， 如 果 
一 个 单 -符号 申 a (在 语言 学 中 解释 为 “个 单词 ) 与 “个 
EE >1 的 串 x 可 以 互相 震 换 ,那么 x 是 一 个 “可 能 的 
构成 成 分 *， 即 可 以 是 这 个 语言 的 语法 句子 的 语 寺 学 上 
自然 构成 结构 的 构成 成 分 { 见 语法 结构 (syntactic 
structure) ); 在 这 种 情况 下 , tB x KOT i LERAAR 
(resultant) a 的 秩 (rank) 为 1 的 构 形 (configuration). 4n 
在 英语 中 ， 串 “unjfonmly oontinuous” HUARERE 
靖 式 "oontinuow”* 的 秩 为 ] 的 构 形 , 然而 秩 为 1 的 构 形 
不 能 穷 居 所 有 的 “可 能 的 构 或 成 分 ". 例如 ， 字 的 组 人 台 
“continuous fimection "不 是 秩 为 1 的 构 形 ， 因 为 只 是 
Ë “function”, “derivative” 等 这 样 一 些 词 可 以 被 它 蔡 
换 ， 伍 它 本 身 不 能 用 这 些 词 中 的 任何 一 个 词 来 替换 
(“fO 8 a uniformly continuous function" 是 -正确 的 陈 
述 ， 但 是 “fo = a miom function "M| E). 因此 引 人 
PREX: 如 果 r>1 是 -个 自然 数 , MH EF L BJ sk 
为 二 fi 2 ?一 习 的 攀 形 概念 已 经 定义 , 那么 长 度 
>18J8 x 称 为 一 个 语言 上 的 具有 结 式 alae 仆 的 秩 为 r 
HHE. WETIRE: WRAT VA L, a 可 以 用 
x 蔡 换 ，zxziEL， 并 且 zixz2 不 包含 秩 比 Fr 小 ,与 x 的 一 
部 分 重合 , 但 不 整个 包含 于 x 中 的 构 形 , 则 zzzEEL， 在 
英语 中 , 字 的 组 合 “continuous function” 可 以 认为 是 秩 为 2 
的 构 形 ， 字 *function" 时 一 个 结 式 ( 字 “derivative "也 是 一 个 
结 式 ) ， 可 以 证 明 , 在 某 种 意义 上 , 一 个 语言 完全 由 它 的 
HERRE. 

构 形 模型 属于 语言 的 模 组 合 解 析 模 型 (syntagmatic 
analytic model), 它们 试图 刻 丙 请 言 豚 诸 元 素 之 间 的 关系 
(在 语言 学 中 此 种 关系 称 为 横 组 合 关系 ) . ET ADE 
型 的 另 一 个 类 是 纵 豪 合 模 型 (paradiematic model) , 
刻画 纵 诸 合 美 系 ， 即 一 个 语言 S RARAN 
关系 . 在 这 样 一 个 模型 中 ， 通 常 的 方法 是 构造 字母 家 上 
的 其 些 关系 ， 这 些 关系 往往 是 等 价 关系 (但 不 总 是 等 
价 关 系 })， 特 别 地 , 语 圭 的 纵 案 全 馈 狐 模 衬 也 
传统 语言 学 范畴 的 形式 类 亿 物 ， 诸 如 词类 ， 词 格 ， 河 
性 ， 音 素 等 等 . ea 
子 集 合 也 可 作为 "起 始 材料 "; 替换 性 概念 应 用 于 这 个 
类 型 的 各 模型 中 .用 这 种 方式 得 到 的 最 简单 的 等 价 关 
于 是 字母 表 (( 即 所 有 一 个 元 素 的 串 的 集合 } 上 的 互相 过 
换 性 关系 ; 由 这 个 关系 学 出 的 等 价 类 称 为 族 (family) . 
如 果 在 字母 表 上 直人 另外 一 个 关系 ,由 同 -个 字 的 不 同 
形式 构成 的 关系 (更 准确 地 说 是 由 一 个 词 位 构成 的 ， 例 


如 在 美语 中 的 “tw jimit* 和 "linmitmg" 之 间 的 关系 ， 或 
者 “number” 和 "numbers" 之 间 的 关系 ; 其 中 包含 了 和 某 
些 理 想 化 的 东西 ,如 假定 一 个 词 仪 叮 能 有 一 个 词 位 形 
式 ;各 自 的 等 价 类 称 为 邻 城 (neigbourhood)), 那么 这 两 
个 美 系 可 以 用 来 引信 另外 - 些 分 类 ,可 以 把 它们 看 成 问 
类 及 其 他 传统 文法 概念 (特别 足 词 格 和 词性 概念 ) 的 形 
起 化 类 伺 物 的 近 概 .上 和 面 两 个 概念 已 被 特别 地 深入 研究 
过 ; 为 了 它们 的 形式 化 ,已 提出 基于 文法 概念 的 一 些 模 
型 以 及 其 他 类 型 的 模型 .特别 是 在 一 个 模型 中 , 名 词 的 
每 一 个 贴 被 看 作 名 词 的 -- 致 定向 ”形式 的 -个 集合 , 而 
每 -个 词性 则 被 看 作 “ -到 定向 "的 名 词 的 集合 .在 这 个 
模 列 中 的 初始 材料 (用 以 决定 词性 ) 是 学 生 表 , 分 域 集 ， 
名 词 集 和 字母 硼 上 "可 能 从 局 "的 二 元 关系 : 如 果 在 这 
个 语言 的 一 个 文法 包子 的 “语言 学 上 自然 的 "依赖 性 结 
构 中 ( 见 庄 法 结构 (syntactic structure)), b 的 某 一 出 现 
(ÉR) F a 的 某 一 出 现 ,那么 就 说 a 可 能 从 属于 怀 . 
同样 性 质 的 其 他 初始 材料 也 用 于 决定 词性 .基于 “可 能 
从 属 " 概 念 或 其 他 与 依赖 性 站 攀 有 关 的 概念 的 模型 比 仅 
含 串 的 模型 显然 可 以 给 出 忧 统 文法 范畴 的 更 好 的 形式 
化 ,因为 前 一 类 模型 中 语法 关系 和 线性 关系 是 可 分 的 
( 见 变 换文 法 (grammar, transformational) ) . 

在 建立 语言 的 解析 模型 时 所 利用 的 数学 上 具 通 常 
是 相当 简单 的 . 在 某 些 模型 中 仅仅 用 到 集合 论 中 的 最 
简单 概念 {这 样 的 模型 道 常 称 为 集合 论 模型 ， 这 个 称呼 
有 了 时 可 推广 到 一 切 语 言 的 解析 模型 }、 在 其 他 情况 下 ， 
也 用 到 一 些 代数 概念 ， 特 别 是 半 群 理论 和 一 元 关系 的 
代数 理论 中 的 概念 ， 这 就 是 语言 的 解析 模型 的 理论 有 
时 也 称 为 代数 语言 学 (algebraic linguistics} 的 原因 . 
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解析 数论 [analytic number theory ; aaremaeccaa Teo- 
pm ken] 


数论 的 一 个 分 去 . 解析 数论 尼 计 论 各 种 素数 分 布 问 
题 . 研究 数论 函数 的 性 质 以 及 已 数 数 和 超越 数 的 理 
论 . 

素数 分 布 (distribution of prime numbers). a) 素数 
分 布 问 题 是 解析 数论 中 最 有 是 ,最 困难 的 问题 之 一 ， 关 
于 素数 分 布 问题 的 第 个 结果 是 Euclid 得 到 的 : 素数 有 
ERED. 设 ftc 是 不 超过 工 的 素数 的 个 数 .Eucld 
的 定理 可 表述 为 : 当 x = qu b], zü) 一 十 所 下 -个 
进展 属于 了 JL vicGsunes (1850). WFAA r: 

1) xtx) 满足 不 等 式 

< mix) < PE. 

H a >{(n2)}/2, bp 所 2In2. 

2) 如 果 当 x 一 +o H$, n(x)(In x) /jx 存在 极限 , BB 
么 这 个 极限 必 为 1. 

这 个 极限 的 存在 性 问题 在 1896 年 被 了 
Hadamard 和 Ch. J. de la Valëe - Poussin 解决 ， 他 
们 证 明了 


(x) 一 Tu ot), 


de la Vallée - Poussin 证 时 了 一 个 更 为 里 要 的 缚 论 , 即 
E 


m(x) = [E Rix), 
Tij 

R(X) = Q(xe “in ), 
其 中 > 人 9 是 一 个 绝对 常数 (M. de la Vallée - Poussin 
定理 (de la Vallée - Poussin theorem)). iz: J £ A: 
函数 沦 的 方法 解决 的 . ARORAA E: 4 38 EA 
数 的 性 质 紧密 相关 ,这 个 函数 首先 是 由 B, Riemann 在 


1859 年 研究 的 ， 因 此 称 为 Riemann ¿ 38 Ë (zeta - func - 
ton), EHE X E 


Hs = PUAI Heo en teo, 
在 更 早 的 时 候 (1737,17497，L. Euler 就 研究 了 5 RE 
值 时 的 < 函数 , 他 让 明了 -个 阐明 “fs) 与 素数 之 间 的 关 
系 的 恒等式 : 


= 人 一 2 


上 式 右 边 对 全 性 素数 求 积 .对 o>1. 用 级 数 形式 给 出 
的 这 个 函数 $5) 可 以 解析 开本 到 整个 复 平面 ,所 得 到 
的 函数 除了 点 s=1 外 在 整个 复 下 面 内 其 解析 的 ,s=1 
足 它 的 厂 数 为 1 的 单 极点 ， 素 数 分 布 的 渐 近 会 式 中 的 
余 项 只 Ce 的 估计 问题 同人 @) 在 * 临 纤长 条 恬 科 5 到 1 中 
的 零点 的 分 布 问题 有 密切 联系 . 按照 Rieman 猜想 ， 

S05) 在 临界 长 条 人 所 g 志 1 中 的 全 部 零点 都 位 十 直 线 a= 


soti G>]. 
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VIE. Fak ataman. 则 可 推出 ROSO Ix). 
友之, MXR R) =O (x! 215 0 1 3 Hi k 45 TF 
(5) 的 零点 的 Riemann 38 tE. 这 里 上 是 一 个 任意 小 的 
IE & ( 见 Riemamn 假设 (Riemann hypotheses )). 
Hadamard 和 de la Vallée - Poussin IE Efit üF BH "4 
o>] io 没有 零点 来 推出 素数 分 布 的 渐 近 公式 的 . 
对 只 (站 还 可 以 证 明 下 向 的 所 谓 全 定理 : 厅 在 两 个 数列 x 
一 +2, Y = +, 使 得 


2 Ininin X 


_yl 
RAGS -X miny ` 


1 2 Inlnln Y 
R(Yy > Y in Y ` 


b) 关于 素数 分 布 的 第 -个 问题 是 帖 计 两 个 相 邻 素 
数 的 差 , 即 数 A Sp 一品 ,其 中 本 是 第 个 素数 X 
于 这 个 问题 的 第 -个 重 瘟 的 结果 也 属于 Yes, fE 
EHT: WE N 21, 在 入 和 2N 之 间 至 少 包含 一 个 素 
数 (Bertrand 假设 (Bertrand postulate)). 各, 的 估计 和 
AH N(x, 了) 紧密 相关 , N(a T) Ë th) Æ JE 
12 SaS Sl, t| 所 二 中 的 零点 个 数 . AN Nig,T) 和 和 函 
数 f (1 2+ 褒 有 密切 联系 .有 这 样 两 个 假设 ; N(x, T)= 
OTT "h BERS (density hypothsis)) Æ ¿(12 + 
i) = O (| t° ) ( Lindelöf 假设 (Lindelaf hypothesi )) , 
这 里 8 是 任意 小 的 正 数 .从 美 于 tis) ñj Riemann 
假设 可 推出 Lindelif 假设 ; M Lindelöf 假设 可 推出 密 庚 
Eit: 以 及 从 密度 假设 可 推出 A-O mt. 已 经 证 
明 : 存在 正常 数 y< 1 Oe a, (n. 

cj 算术 数列 nk+ (k, D=1, n=0, 1, 9 PRE 
数 分 布 问 题 导致 讨论 :类 特殊 “《 KAAT aA, x 
类 特殊 的 了 画 数 就 是 所 谓 的 Dirichlet L 级 数 , 当 
>l R ETRA 


arl tay? T t -Tan +, 


其 中 上 依赖 于 “及 数列 的 公差 大 (EK k bJ Dirichlet 特 
征 标 ) , 

Dirichlet 了 级 数 的 霍 点 分 布 问 题 及 算术 数列 中 的 
素数 分 布 回 题 有 它们 自己 的 特色 . 这 一 领域 内 的 主要 
成 就 之 一 属于 C. L. Siegel (1935): 设 xtx.k, 站 是 数 到 
nk+i ((k !I)=1, n=0, 1,…) 中 不 超过 x 的 素数 个 
数 .那么 ,对 任意 给 定 的 正 数 4 和 8B, % 1< k< In”x HA 

a(x. k.) = s £ ron In x). 
这 里 p (ky k: Ewe A% (Euler function). X THR 
数列 中 素数 分 布 的 知识 被 广泛 地 用 于 解决 包含 素 变 数 
的 加 性 问题 . 也 见 豪 数 分 布 (distribution of prime 
numbers ). 

加 性 问题 (additiwe problems). 解析 数论 中 的 加 性 问 
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ERAPR -类 特殊 类 型 整数 方程 的 问题 . 这 种 类 型 
的 主要 问题 是 :证 明 给 定 方程 的 可 解 性 ,以 及 站 出 给 定 
方程 解数 的 渐 近 公式 ， 后 一 问题 要 困难 得 包 , 而 且 ， 
在 某 种 意义 上 解决 了 后 一 问题 也 就 解决 了 前 一 问题 . 
加 性 问题 的 经 典 例子 有 Waring 问题 (Waring problem), 
Golbach 问题 (Gelqbach probem), 及 Hardy - Litte- 
wood 问题 (Hardy - Litticwood Problem). 

Waring 问 题 (1770) 可 表述 如 下 : 设 Aa (N) E his 


XN d) 


的 正 整 数 解 的 个 数 , 其 中 N21 是 整数 . SIERA 
DIARRE Fn KIR ka=k,(n), fE 8 4 k2k, B J. (N) 
21. 换 人 话说 ， 就 是 要 证 明 ; 任意 整数 N2 1 一 定 能 
表 为 正 整 数 的 m KZ fü, 旦 这 表示 式 中 的 项 数 仅 和 
有 关 . 当 n=2 时 , J. L. Lagrange (1770) 解决 了 这 一 
问题 ， 他 证 明了 任 一 正 整数 是 四 个 整数 的 平方 和 ， 对 
于 一 般 的 n, D. Hiber (1909) 首 先 解 决 了 Waring F 
EE. G. H. Hardy Æ J. E. Littlewood (1924) 利 用 他 
们 的 圆 法 证 明了 : 4 k2n2"+1 时 ， 对 小 ,(N) 有 渐 近 公 
式 : 


wa = ANTI TO (2 


YFiRy>0 A A= A(N)2c>0, cc 是 一 个 绝对 常数 . 由 于 
存在 无 穷 多 个 整数 NN, 3 k=nh E fl E nZ 
和 , 即 寺 .的 ==0, 因 此 就 提出 了 如 下 的 问题 :把 上 看 必 
是 nH 的 盟 数 ,去 确定 上 的 确切 的 阶 ， 使 得 方程 (1) 可 解 
东 公 式 2) 成 立 ， 半 于 这 一 河 题 的 最 强 的 结果 是 H. M. 
` Buuorpanos (1934) 得 到 的 , 他 证 明了 : 

a) 3k2 3nlnn+lln 时 ,对 NEN MA J, (N 
21. 

b) #%k2>4rlnn t, AROR. 

第 二 个 经 典 的 加 性 问题 — Goldbach - Euer 问题 
{1742) 一 一 是 这 样 的 : 设 J(N) 是 方程 p Tp, + p, —= N É 
素数 解 p, p,, p, 的 个 数 ,证 明 对 于 奇数 N2 7 A JN) 
21. 1937 年 Beaorpanos 证 明了 对 J{N) 的 渐 近 公式 : 


HN) = BN? In 2 N + O(N2 In 25 t: N), 


这 里 B= B(N)2>0.6 (NARR), Ae E f 8 89 IE 
数 . 特别 地 , 让 此 推出 当 N2 N.B J(N)>1, Ilir qK 
的 点 解决 了 Goldbach - Euler 问题 . 

加 性 问题 也 包括 下 面 的 Hardy - Littlewood 问题 
(1923): 每 个 整数 N>2 可 以 表 为 N=p+x ty, 这 里 p 
是 素数 , x iy EW S. EWN) 是 这 个 方程 和 的 解 
数 ,1958 年 K). B. Jammm 证 明了 渐 近 公式 : 
sN 
In N 
这 里 s= 6(N)2c >0, 6c 是 一 个 绝对 常数 ,由 此 推出 ， 


WiN) = FO In ER N). 


4 NPN E WZI RARER A NRT Har- 
dy - Littlewood 问题 . 有 许多 加 性 问题 ,提出 了 上 几 百 年 
甚至 几 千 年 .至 仿 还 没有 解决 ， 这 些 问题 中 有 : 例如 , 有 
无 穷 多 对 挛 生 素数 的 问题 ,所 谓 率 生 素数 是 指 一 对 素数 
p. q Wi |p—q|=2 ;二 元 的 Goldbach - Euler 问题 ， 
HERBS 宕 4 一定 是 两 个 素数 之 和 ;以 及 在 形 如 n* 二 1 
的 数列 中 存在 无 穷 儿 个 素数 的 问题 . 也 见 加 性 问题 
(additive problems). 

数论 函数 (number - theoretic functions) A tE M . 
在 数论 中 有 上 儿 个 典型 的 函数 : p (n) — r n BA 
n ERRESA AS (Euler 函数 ); rn — n ËJ 
除数 的 个 数 ; ú (n) —— Müobius A $& ( Möbius func- 
tion); A(n) Mangoldt Å% (Mangoldt function) 
等 . BATARE EAA ERE BH W Rb“ AS Re”, 但 
ERRIAN AEREA. AE f(n) 的 均值 是 指 平 
均值 Dac Rn)/x .估计 a(n) 153548 P]28 5 9 T 
Æ Riemann MRAP A LI N. A(n) ÉS 3 fB 
渐 近 性 质问 题 等 价 于 (xz 的 渐 近 公式 问题 , 即 等 价 于 
Riemann ¿ 获 数 的 零点 的 界限 问题 .关子 所 有 这 些 问 
题 所 得 到 的 结果 与 素数 分 布 问 题 中 所 得 到 的 结果 是 同 
样 的 .但 是 ,这 一 点 不 适用 于 r+{n) 的 均值 的 渐 近 性 质问 
题 , 或 者 稍为 改变 一 下 形式 , 不 适用 于 tn) 的 值 的 和 的 
渐 近 公式 问题 , 设 

DN) = +T(1)+ -e AAN}. 


RE DN 就 是 双 曲 线 y= N/x F Jr R s: n A E E $x 5 
整 点 的 个 数 . 国 此 , RE DUN) 的 渐 近 性 质 就 相当 于 要 
确定 在 所 说 扩张 区 域 中 的 整 点 的 个 数 的 渐 近 性 质 ， 这 
一 类 问题 还 包括 贺 内 整 点 问题 , 即 硫 定 量 
GO) en 

的 问题 ,其 中 x 和 ?是 整数 . 这 类 问题 还 可 以 进一步 推 
广 旬 平 放 及 空间 的 任 前 区 域 中 去 ，1849 年 ，P. Dirichlet 
证 明了 


PN) = NInN+{2¥+ DN + R (N), 
其 中 R (N)=O (UN); 1863 年 , C. F. Gaws 证 明了 
GIN) = TN + RN), 

其 中 ROSON ). 3: R(N)#l RN) 的 量 佳 可 能 估 
计 间 题 分 别 锌 称 为 除数 问题 (divisor problems) AN 
问题 (circle problem). T. ®©. BopoHoñ (1903) 证 明 
了 公式 

R (N) = O(N In WN), 
而 公式 


RAN) = ON'D). 


则 是 由 W. Sierpinski {1906) 得 到 的 . 此 外 ， 还 证 明了 
下 面 的 全 定理 : 


R (N) = (N! 3) 和 RAN) = ON) 


EF 119761 所 得 到 的 R (N) 和 RD 的 估计 比 Boponoñ 
和 Sierpinski 的 居 计 要 稍 好 些 . 

与 刚才 讨论 的 那些 问题 相关 的 一 个 问题 是 关于 各 
种 类 型 的 函数 的 分 数 部 分 的 和 的 渐 近 性 质 ,成 者 一 个 等 
价 的 问题 , 即 各 种 类 型 的 函数 的 分 数 部 分 的 分 布 问题 . 
设 ia} 表 未 实数 % 的 分 数 部 分 , F(x) 是 -个 实 函数 . HE 
么 ,所 说 的 问题 就 是 研究 以 下 两 个 函数 的 渐 近 性 质 : 


N) = 2 F). 
y 1 


Tiy; N) = 

Osin. 

如 果 对 任意 的 0<y?y 择 1, 一 定 有 
T,(y;N) = YN +o(N), 
那么 就 说 F(n) 的 分 数 部 分 是 一 致 分 布 的 ， 也 能 利用 
TO 的 源 近 性 质 来 表述 Ftn) 的 分 数 部 分 的 一 图 分 布 概 
念 ， 关 于 多 项 式 的 分 数 部 分 的 一 致 分 布 ,及 一 致 分 布 的 
判别 法 方面 的 最 早 的 一 些 结果 是 由 H. Weyl 在 1916 
年 给 出 的 .这 一 领域 内 的 最 精确 的 结果 是 Buuorpanon 
得 到 的 ,他 还 给 出 了 以 下 情形 的 T (N) A TON 的 渐 提 公 
式 : 卫 仪 取 值 于 不 超过 评 的 正 整 数 集合 的 -- 个 子 集 , 特 
草地 , 仪 取 值 于 不 起 过 入 的 素数 组 成 的 集合 .关于 上 比 
儿 项 式 增长 得 更 快 的 函数 的 分 数 部 分 的 分 布 知道 得 很 
少 ， 例 如 ,关于 阅 数 (3 所)* 的 分 数 部 分 的 分 布 就 -- 无 所 
知 . 
代数 数 (algebraic number) 和 超越 数 (transcendental 

numbers). 代数 数 和 超越 数 的 理论 包括 与 给 定 的 数 
和 数 类 的 算术 性 质 有 关 的 一 些 问题 . 考 虚 首 项 系数 为 1 的 
整 系数 多 项 式 . 如 果 r 是 这 样 的 一 个 器 次 多 项 式 的 根 ， 
但 不 是 较 低 次 的 这 样 的 多 项 式 的 根 , 那 么 wx 就 称 为 次 
代数 数 (algebraic number) ; q z = 1 时 rw 称 为 有 理 数 
{rational number)， 曙 一 方面 ， 如 果 a 不 是 代数 数 , 则 
称 为 超越 数 (transoendental number)， 人 代数 数 比 超 
越 数 要 “ 少 得 多 ”; “几乎 任意 ”个 数 都 是 超越 的 ,但 
是 ,判断 一 个 特定 的 数 是 超越 数 还 是 代数 数 则 十 分 困 
难 ， 人 代数 数 的 主要 "特征 "是 :用 有 理 数 来 逼近 代数 数 
时 ,只 能 得 到 很 * 坏 的 " 台 近 ， 这 一 结论 《Liounille 定理 
{Liouville theorems), 1844) 可 表述 如 下 : # x E n 次 
代数 数 , 则 对 尾 意 整数 p 和 4 有 

| 

a £| Deg", 

l 

RE k =n, c 二 ctx)>0 ARIETA. 在 这 个 问 
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题 上 ,下 一 个 典 定 性 的 贡献 是 由 A Thue (1909) 给 出 
的 ,他 的 思想 对 起 越 数理 论 的 发 展 起 着 主要 的 影响 .他 
证 明了 HJ 取 k=nj Ite, te>0. 以 后 ,一 些 数 学 家 又 改 进 
了 xx 的 取 值 ,最 后 ,在 1955 # K. F. Roth 证 明了 
K=2+z (E Nlc2 2). Bš Y Liouville 定理 之 外 ,所 有 这 
16 FERRAT EAEE E 2 q. BD A c x #l ë 
AMRITA H c BJ 48. 

逼近 问题 和 不 定 方程 理论 中 的 某 类 问题 有 关 . A 
如 ,Thue 利用 他 的 过 近 定 理 证 明了 :方程 下 {x,y)}=a 的 
整数 解 的 个 数 是 有 限 的 , 其 中 F (x,y) EBRE n 
MEDRA A a 是非 零 整数 (这 个 定理 也 是 非 实效 
的 , 即 不 能 给 出 方程 的 解数 的 上 界 ). 

这 个 理论 的 男 一 个 方面 是 数 的 超越 性 的 证 明 、 关于 
这 一 课题 的 基 初 的 结果 是 在 近 19 世 纪 未 由 Ch. Hermite 
(1873)# F. Lindemann(]1882) 得 到 的 ,前 者 证 明了 数 
e 的 超越 性 ; 后 者 证 明了 数 «的 超越 性 , 从 而 证 明了 人 兹 
图 为 方 的 问题 是 不 可 解 的 .1934 E.A. O. Tepo 
和 T. Schneider 证 明了 :若是 代数 数 ,a 了 0, 1.2 B 


是 次 数 22 的 代数 数 , 则 wf 是 超越 数 (Hitbert 第 上 上 


问题 ). 1967 年 初 , A. Baker 得 到 了 美 于 代数 数 的 对 
数 线性 型 估计 的 若干 实效 定理 | 由 此 , 也 就 给 出 了 关于 
一 个 型 表示 整数 的 表 法 个 数 的 Thue 定理 的 实效 性 证 
明 . 在 超越 数论 中 仍然 有 许 包 未 解决 的 问题 , 它们 中 有 
Euler 常数 

] 1 


= lim IllIna—!1 =- 
Y n— x; 2 H 


的 超越 性 , 数 e 和 zx 的 代数 无 关 性 问题 ,等 等 . 

解析 数论 中 的 若干 方法 a) 复 积分 法 (method of 
complex integration ) 这 个 方法 来 自 Euler 的 母 函 数 
法 ,经 常用 于 解 初等 数学 问题 .这 一 个 方法 基于 下 
述 公式 (不 连续 轿子 ): 


l #x>1 
Ti Res PED 
p ë 0<x<1 


其 中 的 积分 取 在 直线 Res=c >0(s=o+i) L. H 
WH, q Re s> | 时 ， 


fs) = -10 - š A(n ', 


因此 ,对 x= 和 N+] 迪 有 
YAm = -È f xf ds. 


2miR > 5 


La: 


这 个 等 式 的 左边 是 Udana 函数 (Chebyshev finc- 
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tion)， 求 它 的 汤 近 公式 问题 就 等 价 于 求 不 超过 =< 的 于 
数 的 个 数 的 渐 近 公式 问题 ， 右 边 的 积分 在 分 出 它 的 主 
要 部 分 后 ,积分 线 巾 愈 往 左 移 ,积分 就 变 得 筷 小 (W N 
积分 法 (complex integration, method of Y) 

b) (Hardy - Littlewood - Ramanujan) BILIK (circle 
method). 这 是 在 各 性 问题 中 最 常用 的 方法 . 下面 以 
应 用 Brsorpanos 三 角 利 法 解决 三 元 Goldbach - Euler 
问题 为 例 ,来 介绍 加 法 的 本 质 及 应 用 ， 没 m 是 整数 , 则 
有 (不 连续 乘 子 )， 

1 lm =Ü, 
因此 有 ， 
INY= [Sae da, S(ay=Y et, 
0 


HRN 是 方程 记 十 p,+p;= 入 的 素数 解 的 个 数 . 然后 ， 


把 积分 区 间 分 为 两 部 分 基本 区 间 和 余 区 出 . 基本 
区 间 由 以 下 形式 的 所 有 小 区 间 组 成 : 
I 
在 ”一 | 二 一 
g 


其 中 {a,9)=1, 0<aSqg,gSIn"N, r=NIn "N; AK 
间 则 由 所 有 其 余 的 小 区 间 组 成 . 这 些 基本 色 间 是 两 两 
A 808069. 对 于 基本 区 也 内 的 a, 和 Sta)* 接 近 " 于 有 理 
#lS(a/q). 而 对 于 “小 的 "qtg 扎 In"N) ,在 公差 为 可 的 入 
术 数 列 中 的 素数 分 布 规律 是 已 知 的 (例如 ,Siege] 定理 )， 
也 就 是 知道 了 这 些 和 $$ (ajg) 的 渐 近 性 质 . 用 这 种 方法 ,分 
遍 出 了 这 个 问题 的 主要 项 , 这 就 是 圆 法 的 基本 思想 . 如 
里 给 出 TIS (中 | 在 余 区 间 上 的 非 显 热 估计 O Bmorpano5 
法 (Vinogradov msthod))， 那 么 就 得 到 了 j ú Gold- 
bach - Euler 疝 题 中 的 IU 的 渐 近 公式 . Ok EA 
(circle method }. ) 
c} 三 角 和 法 (method of trigonometric sums ). 解析 
数论 中 的 绝 大 多 数 问题 都 可 以 用 三 AA 即 形 如 
s = > 


KARA REE HH F(x,. U. x EER M x,,… 
Xx; 在 -个 nt 元 整数 组 集合 中 取 值 , 这 个 集合 的 元 素 个 数 
AP 这 样 ,许多 问题 实质 上 就 是 研究 这 种 和 , 特 草 是 去 
导 求 这 种 和 的 模 的 最 佳 可 能 犀 计 ， 和 (3) 的 显然 估计 是 
P. FE, 何 题 就 是 要 得 到 形 如 


gmt nb (3) 


|S| < AP 


Kiat RP OSASI 称 为 收 第 因子 . 1919 年 , Weyl 
首先 对 让 = Fl 是 多 项 式 ,x 取 值 1,…, 中 的 情形 ,得 到 
TT 三 角 和 的 非 显 然 估 计 ; 同时 ,他 利用 三 角 和 得 到 了 
一 个 函数 的 分 数 部 分 的 一 致 分 布 判别 蒜 . 三 角 和 方法 
是 Bmaorpanpa 创造 的 , 他 利用 这 种 和 的 内 在 的 算术 性 


”的 "逼近 , 那么 ， 


质 , 对 一 大 类 这 种 和 的 权 得 到 了 十 分 强 的 居 计 . 用 这 种 
方法 ,使 他 得 以 在 数论 的 若干 问题 【Waring H A. 
Hilbert - Kamke 问题 (Hibert - Kamke problem )， 
É Wey 和 (Weyl sum)) 上 得 到 了 接近 于 最 体 可 能 
的 若干 基本 结论 ，Barorpanpe 法 (1937) 6 B --- 4 PZ 
HER : 些 关 于 素数 的 加 性 问题 ,特别 是 Goldbach- 
Euler 问题 ， Brorpanoa 法 的 基本 思想 是 * 光 请 化 " 
《对 三 角 和 取 宁 ,然后 把 大角 和 的 估计 归结 为 估计 Weyl 
租 的 均值 定理 :在 估计 素 变 数 的 三 角 和 时 .引进 二 重 三 
角 和 ,等 等 )，( 亦 见 三 角 和 法 【trigonometric sums, 
method of ).) 

d) 离 差 法 (dispersion method) AAT (me- 
thod of the large sieve). 在 1958 至 1960 年 问 , IO. B. 
Nama 所 出 了 离 差 法 用 以 解决 数论 中 的 若干 加 性 问 
题 . 他 解决 了 Hardy - Littlewood 问题 ,关于 除数 的 
Titchmarsh FIM í Titchmarsh problem)， 及 加 性 除数 
问题 (additive divisor problem). 这 个 方法 的 基本 概 
念 是 一 个 给 定 的 和 主要 方程 有 关 的 辅助 方程 的 解 的 个 
HHBE OUE; (dispersion method), Jelaruuk 
在 19 竹 年 为 了 解决 最 小 二 次 剩余 问题 提出 了 大 第 法 
(large sieve)， 后 来 利用 这 个 方法 得 到 了 一 些 深刻 的 
HR, 

e) 民 数 数 和 超越 数理 论 中 的 方法 . AT EHE 
的 关于 用 有 理 数 允 近代 数 数 的 定理 ，Thue 构造 了 整 系 
RETA 

fy) = of pt fA a), 
JF f 8 EREET A (M. Thue 法 (Thue method )). 
Bala ay K iY q. q. SPS p. q, ü p, q, E: z B9 “tf 
È m = ing, ng ,并 证 明 当 x= pig. 
y=p. fa, bl fix TETE, H kaRiA3) is. 

在 证 明 数 的 超越 性 时 , A. O. Tempon 8| HT 8 


Ck + ~ Ina 
f= È Bo ° Ë ing 


BE a ERR, A, AA Dirichlet i RA RT A 
取 不 全 为 零 的 整数 c 使 得 f(z) 及 其 * 放 多" 阶 导 数 有 


“许多 "零点 .由 零点 的 个 数 有 "足够 多 "可 以 对 " 足 各 


多 " 阶 导数 在 “足够 儿 的 "点 上 推出 “好 的 "上 界 估 计 : 而 
由 此 , 利用 从 Liouville 定理 得 到 的 下 界 和 估计, 就 可 推 
出 f(zy 划 其 * 许 狠 " 阶 导数 将 比 原先 有 更 志 的 堆 点 . 重 
复 这 样 的 推理 让 得 :或 者 4 是 有 理 数 , 或 者 C. 全 为 零 ， 
这 就 和 它们 的 选取 相逢 盾 , ALR algebraic num- 
ber); MRR (transcendenta? number). 
参考 文献 
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¥mogradov, 1. M., Selecteq works, Springer, 1985), 
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[12] Hua, E-K., Abschátzungen von Exponential ummen und 
ihre Anwendung in der Zahlentheorie, En-yklopaedie der 
Mathematischen Wisenschafen mit Finschluss ihrer 
Anwendungen, Vol, 1, 1959. Heft 13, Teil 1 (HHA: 
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社 , 1963). 
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【 补 注 ]】 Liouv 记 定理 和 连 分 数理 论 有 密切 联系 ( 见 连 
AM i continued fraction ) ) . 
关于 加 性 问题 及 算术 数列 中 的 素数 分 布 所 得 到 的 
各 种 结果 的 章 绍 可 见 大 第 法 (arge sieve), Kam 
(distribution of prime number), 98 (sieve method) 
参考 文献 
[AI] Yaughan, R. C., The Hardy - Littlewood method, 
Cambridge Univ. Press, 1981. 
[A2] Halberstam, H. and Richert, H E., 
Acad. Press, 1974. 
[A3] hic, A. , The Riemann ælta - function. Wiley. 1985. 
【译注 】 
参考 文献 
[B1] 华罗庚 ,数论 导 引 ,科学 出 版 社 , 1975. 


topea wn, M., 


L- þyakmă 


Sieve methods, 
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[B2] HRE, e pan, EL iB 83. 1984. 
[B3] AEM. OKB, EE. EE, 1990. 
BRE P BEE 


解析 算 子 [ analytic operator ; amamriraecionñ oneparop ]， 
在 点 如 上 的 
由 一 个 Banach X [B] IB: P 23 --— 4" Banach 空间 的 县 
有 下 列表 达 形 式 的 算 子 4: 
A(xo+h)— Ax = Š Gh’, 
Pe 


Kah c, 是 点 次 型 , 且 级 数 在 某 个 奈 | hl erti. 
一 个 算 子 称 为 在 区 域 G 中 解析 的 (analytic in a domain), 

如 果 它 在 该 区 域 的 所 有 点 上 是 解析 的 ， 解 析 算 于 是 无 

限 次 可 微 的 . 在 复 空间 情形 下 ，-- 个 算 子 在 某 区 域 中 

解析 是 它 在 该 区 域 的 每 -点 上 (Gaiteaux 意 儿 下 ) 可 微 

的 推论 , 连续 函数 空间 C 上 的 Jismyuop 整 宪 级 数 以 政 

具有 光滑 核 的 Hammerstcin 算 子 和 Ypercon 算 子 ， 都 

是 解析 算 子 的 例子 . 

参考 文献 

[i] Hile. F. and Phillips, R., Functional analysis and 
semigroups, Amer, Math. Soc. , 1957 Chik k. E. # 
F R. S.A. EEAS HR, 上 海 科 学 技术 
EEH., 1964). 

[2] Kparnocesmekañ, Wi. A. H. ap., IIPHÜUTH3maHOe peneme 
oncparopapm ypamrenmÄ, M., 1969 (3 PÉ A.: Krasno- 
se] skii, M. A., et al., Approximate solution of 
operator equations, Wolters - Noordhoff. 1972). 

M. TI. 336pejixo 所 Ept E 


解析 平面 [analytic plane ; akanMrimecka ILIOCKOCTE | , E 
解析 平 身 {complex -analytic plane) 
由 复 向 量 空 间 C" 中 满足 方程 组 


Sas, =b. j/=1,.....k; a, b EC; 


G 
ranka | = ken 

Wak Z=(z, U, Z) HARR ERREA. Sk K ROMA SR Sr 
平 面 的 复 余 维 数 (complex codimension) , 而 n —k 称 为 
复 维 数 (complex dimension). 这 个 解析 平面 的 实 维 数 
等 二 2 {4 一 k), 昌 为 偶数 ,但 在 R” =C" 中 偶 维 数 的 实 
下 面 不 都 是 解析 下面 . K - 维 解析 于 上 向 有 时 也 称 为 复 据 
线 (complex straight lines) # 或 解 本 É 线 (analytic 
straight lines). J M. Aeir h mi (analytic surface}. 

E JL Coioweunuucs, E. M. uapa Ë EZAT PE 


解析 多 面体 「 analytic polyhedron ; anagmrrudeckuñ no- 


mp | 
可 用 不 等 式 |f (z)| <1 表示 的 复 空间 C'(n 21) rh 
的 区 域 II, 其 中 函数 (2)4=1,…, m) 在 包含 TI 的 某 
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-区 域 DcC" 上 是 全 纯 药 ， Plrr=/:epi|f.(z)i<1. 
i=l e,m) 同时 假定 可 在 DD 内 是 紧 的 .如果 (z) 
是 多 项 式 , 则 解析 多 面体 称 为 多 项 式 多 面体 fpolynomial 
polyhedron). WÈ m =n H. f. (z)= az, WERE I [k 
称 为 - -Smg (polydisc) ， 集合 g= {z ED: |f (2)|= 1; 
lytic polyhedron). 任意 天 个 不 同 面 (2 < k Sn) ZRN 
K £ 81 E B) (edge of the analytic polyhedron), 如 
$m 2n 且 所 有 的 面 的 维 数 为 2n 一 1, 而 每 一 条 楼 的 维 
数 痢 不 超过 2n 天, 则 此 解析 多 面体 称 为 Weil 域 (Weil 
domain). nÆ o. =6 门 … Oa HEARR 
解析 名 面 体 的 骨架 (skeleton of the analytic polyhe- 
dron). 解析 煞 面 悼 的 概念 在 多 个 变量 的 解析 困 数 的 
积分 表 术 问题 中 起 着 重要 的 作用 . 
参考 文献 

[1] Waar, E. B., Baenegne B koOMrTICECHL 记 aaarnt3，2 Ha., 

9. 2, M., 1976. E. A. Commen 摸 
CREI 上 面 定 立 的 解析 密 面 体 I 有 时 称 为 m 阶 和 解 
WERA). 
参考 文献 

[Al] Hilmander, L., An Introduction to complex analysis 

in several variables, North - Holland, 1973. 


钟 同 德 详 


RHET [analytic representation ; aar meae nper 
CTABEHHE], 全 纯 表 示 (holomorphic representation) 
设 G 为 复 Lie 群 ，g 为 G 在 拓扑 向量 空间 五 中 的 
表示 志 为 EE 的 对 侦 拓 丰 向 量 空间 ， 如 果 所 存 知 降 元 
X loge, EEE, EE EG EEM., MoA CGH 
REAT. WEMA EBE £ Z AEU, EE, 
HEE 'ÆE G L 2 šh, 则 gp 称 为 G B) BE Sr # F 
(anti - analytic representation). 一 个 连通 复 Lie RH 
解析 ( 反 解析 ) 表示 由 此 Lie 娩 的 Lie 代数 的 相应 表示 
唯一 决定 , 见 Lie RADAR (representation of a Lie 
algebra). 如果 G 为 复 半 单 Lie BË, 则 所 有 拓扑 不 可 约 
解析 ( 反 解 析 ) 表 示 都 是 有 限 维 的 . 
#+* xW 

[l] Hañmapk, M. A., Teopus npencranmenm rpymr, M.. 
1976 (HH$: Naimark, M. A., Theory of group repre- 
sentations, Springer, 1982). 

[2] Renodegro , JL II, Kowarakrubg: rpymi Ju ú Hx npe- 
manem, M., 1970 ( 3 P K: Zhelobenko, D. P., 
Compact Lie groups and their representation, Amer. 
Math. Soc., 1973). 

ATI Kawen # 许 以 超 译 石生 明 校 


解析 环 [analytic ring ; aaJtHTHecKoe Ko:auo] 
解析 函数 在 解析 空间 (analytic space) 中 的 一 点 的 芽 的 
环 .下 面 是 一 个 更 确切 的 定义 . 命 上 为 一 具有 非 平凡 范 


数 的 域 { 见 域 上 的 范 数 (norm on a field)) (通常 假定 它 
EZKE k AX o A 是 系数 在 上 内 关于 闫 |， 
A 的 罕 级 数 的 上 代数 ,此 徊 级 数 在 中 心 为 (0,…， 
DMR EMELEK HHN 级 数 都 在 其 本 身 的 多 
WE P SR. IE K MX... X U BD 838882 k L hi 8 
析 环 或 解析 上 43 (analytic k _algebra); 通常 大 是 实数 
域 或 复数 域 C. 任 一 解析 环 是 一 局 部 环 ，Noether 
环 , Hensel 环 ; 它 的 剩余 域 同 构 于 大 .一 解析 环 下 1 生 ， 
… X, 用 是 一 正则 (和 一 析 因 ) 丈 , 耐 它 用 根 大 理想 
(X, XA ) 所 定义 的 拓扑 进行 的 完全 化 与 形式 桥 级 数 

BER k [X X] — 3k. ERES] 
lemma) 成 立 : 一 整 解 桥 环 是 一 解析 环 天 (X. X. 
KARPE. Ek UX 瑟 及 上 有 限 的 代数 一 般 称 为 


” 氢 解 析 代数 (quasj -analytic k - algebras) ,如 果 上 是 


b a + ar a 


-完全 域 , 则 解析 环 称 为 忧 环 (excellent ring). 
参考 文献 
[1] Dieudonné, J. and Grothendieck, A., Critéres differ- 
entiels de régularité pour les localisés des algóbres ana- 
lytiques, J. of Algebra, 5 (1967), 305-324. 
[21 Magang. B., Indeals of differentiable functions, Tata 
lnst. Fundam. Res., 1966. 
[3] Abhyankar, S. 5., local analytic geometry, Academic 
Fress, 1964. B. H. amwen PE 


- 【上 补 注 】 


参考 文献 
[A1] Gravert, H. and Remmert, R., Coherent analytic sh- 
eaves, Springer, 1984 (3 AWER). 钟 同 德 译 


解析 集 [analytic set ; atanarramecnne MOKeCTBO ] 

全 可 分 度量 空间 的 子 集 , CALARE A iE 
续 象 . REENE E H. H. lyi FAK. 他 的 
经 典 定义 已 被 推广 到 广义 度量 空间 和 拓扑 空间 ， 

1) 任意 拓扑 空间 天 中 的 解析 集 是 该 空间 的 子 
集 , 它 是 无 埋 数 空间 的 闭 子 集 在 其 有 点 的 紧 象 和 闭 图 的 
L k PE S£ £ fB Ph 9 TA 39 ([2]). # X E: Hausdorff 空 
Bj. HJBRIS EI Sit A SB. 2 X ETTEREN, 
则 此 定义 等 价 于 经 典 定义 . ， 

2) 在 完全 可 分 度量 空间 中 ， 既 典 解析 集 恒 等 于 
< E (jz -set). 在 广义 度量 空间 和 拓扑 空间 中 ， 这 
个 事实 形成 解析 集 其 他 定义 的 基础 ( 它 的 容量 如 v 
集 )([3], [4] , [5] 》 在 完全 正则 空间 类 中 , 1) 的 意义 下 
的 解析 集 是 2? 的 意义 下 的 绝对 解析 集 ， 在 不 可 分 可 度 
量化 空间 类 中 使 用 定义 2)， 因 定义 1) 产生 可 分 解析 
集 

3) Hausdorff 空间 的 解析 集 ([6], [7] ) Æ Fa 型 的 
紧 空 间 的 子 集 的 连续 象 . 

4) RIELE TA 天， 的 集合 的 连续 象 ， 其 中 天 
是 革 拖 扑 空间 的 所 有 闭 紧 子 集 族 ([8]). 在 Hausdori =: 


m 


i 


间 类 中 ,定义 1), 3814) R 38 H. 

3) 7A AKARE LA 从 拓扑 空间 的 闭 集 通过 广 
Xr 运算 得 到 上 解析 集 ( 见 .w 运算 (wr - operation); 
可 数 术 的 Baire 空间 (Baire space) 用 权 友 的 Baire 空 
BHAE), E ERETT 2) 意义 下 的 推广 . 
riw 

0} Luzin, N. N., Sur la classification de M. Baire, C. R. 

Acad. Sci. Pans Sé. I Math., 164 (1917), 91 — 94. 

[2] Frolik, Z , Respectability of the graphs of composites, 

Mathematika, 16 (1969), 153-157. 

[3] Sierpiñski, W., General topology, Univ. Toronto Press, 
1956 (WB 02 K). 
[4] Stone, A H., Non -separable Boret sets H. Gen. Topol- 

and Appl., 2 (1972), 249- 270. 


[5] Kuratowski, K. and Mostowski, A., Set theory, 
North - Holland, 1968. 
[6] Haciinep. B. F., < Yu. 3an MTY., 135 (1948), 


37—85, 
[7] Choguet. G., Theory of capacities, Ann. ins. Founer 
(Grenoble), 5 (1953- t954), 131—295. 
[R] Sion, M., On analytic sets im topological spaces, Trans 
Amar. Math. Soc., 96 (1960), 341 — 354. 
[9] Jayne J. E., Structure of analytic Hamdorff spas, 
Mathematika, 23 (1976). 208 — 211. 
[10] Rogers, C. A , Jayne J. E. and Dellacherie, C., et al. 
(eds.), Analytic sets, Acad. Press, 1980. 
A. T. Emm #8 
6) 在 解析 函数 论 中 ， 解 析 集 可 局 部 地 定义 为 有 限 个 
全 纯 函 数 的 公共 汰 点 的 集合 . 如 果 SHH n Hiss [H] C" 的 
J f k 也 中 的 解析 集 , 这 意味 着 对 任 一 点 aeE U, FER 
域 耻 = 已 及 有 限 个 在 了 中 全 纯 的 晒 数 A... £, tE SY — 
(z8 V: A= = f(z)=01. EAEAN y (f 3 58 bk 
了 中 ) 使 Jacobi EPF |ôf 16z | 在 点 4 的 秩 为 r， 则 称 
4 为 解析 集 3 的 正则 点 (regular point); 数 n 一 r 称 
为 8 在 点 4 的 ( 复 ) 维 数 (dimension), itk dim, S. 
解析 集 S 的 上 及 有 正则 点 的 集合 58* 是 5 的 开 的 处 钼 筒 密 
FEISE U BJ J k 诱导 拓扑 下 ). 它 的 补 集 
”5%\S*(S 的 奇 点 集 ) 在 U 中 是 解析 集 , 在 S 中 无 处 笛 
wF. 
HE 
dim, $ = lim dim, S, aeS; 


TR 5 的 维 数 是 数 

dims = sup dim, $. 
解析 集 S 称 为 纯 大 维 的 (purely k - dimensionat), W% 
对 所 有 aes, dim S= k. WILE 所 上 去 dim 5, 上 集合 


5.={aeS :dim,S=k} 是 UNU aS, 中 纯 k 维 解析 集 . 
于 是 上 U 中 任意 解析 集 可 表示 为 纯 解 析 集 的 有 限 并 ，S = 
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US, 在 奇 点 上 dim (SN S*)<dim, S, T B U th £h ki 
解析 集 的 奇 点 解析 集 的 维 数 小 Fk. 5* 的 连通 分 支 是 复 
流 形 . 因 对 解析 集 SSE, 故 得 到 解析 集 的 复 流 
形 分 解 . 

S= S U(SNASYU ` 
分 解 


S= SSN SDa U 


EADAE ( 82 hI 960 R E, d=dim S$S); 它 称 为 
S 的 层 化 (stratification) ; 此 和 的 第 个 被 加 数 的 连通 
分 女 称 为 解析 集 S 的 kk 维 层 (strata). 

解析 集 S 称 为 可 约 的 (reducible) (在 UF). w 
果 它 是 口中 除 本 身 外 的 两 个 解析 集 的 并 ; 否则 称 为 不 
可 约 的 (irreducible) (在 U h). U 中 所 有 不 可 约 解 
析 集 是 连 道 且 纯 的 ，U PRIE S 是 不 可 约 的 ,当日 区 
当 它 的 正则 点 集 %* 是 连通 的 ， 8* 的 每 个 连 明 分 六 的 
闭 包 在 U 中 是 不 可 约 解 析 集 ;这 样 的 解析 集 称 关 5 的 
不 可 约 分 支 【irreducible components). UU 中 所 有 解 
析 集 是 它 的 不 可 约 分 支 的 局 部 有 限 并 . 旭 打 两 个 解析 集 
没有 共同 的 不 亲 约 分 支 , 则 它们 药 训 的 维 数 严 格 小 于 每 

TERHES. WREE 豆 中 两 个 不 可 约 集 的 交会 有 一 

个 集合 , 它 在 这 两 个 集合 中 都 是 开 集 , 则 这 两 个 解析 集 
是 恒 等 的 ( 恒 等 定 理 (identity theorem )) . 

U PRSTE S 称 为 在 点 aeS AHS, 如 果 存 在 点 
a 在 U 中 的 基本 邹 域 系 卢 ,使 所 有 解析 集 ST YV, 在 了 上 中 
是 不 可 约 的 ;此 时 a 称 为 解析 集 5 的 不 可 约 点 (irredu- 
ciblity point), 在 每 个 不 可 约 点 的 邻 域 中 ， 解析 集 有 纠 
析 覆 盖 (analytic covering) 的 铺 构 , 即 对 每 个 这 种 点 点 
4ES,dim,S= 上 ,存在 连通 邻 域 了 rc LU， 线 性 映射 :CC” 
*C* 和 解析 集 oA), E E SOV 的 限制 是 到 2(F) 
RARS m AES OVA (oB EBE ¿(VN 
上 的 有 限 对 一 的 局 部 双全 纯 覆 盖 . 对 不 可 约 - 维 解析 
集 , (在 坐标 的 近 当 线性 变换 之 后 ) 存 在 形 如 


z = O. z = fo z, = Ft, 


的 局 部 参数 表示 , HF CEC, |Ë |< r. m 是正 整数 , Ag 
天 在 团 盘 | 上 |< 中 是 全 纯 的 .于是 在 每 个 不 可 约 点 的 郭 
域 中 , 一 维 解析 集 是 拓扑 流 形 。 对 高 维 解析 集 ,， 这 通常 
是 不 对 的 ， 

口中 解析 集 的 有 限 并 和 任意 变 在 U Hi E: SE Wr: 
E. 中 任意 解析 集 在 U 中 是 闭 的 ，USC" 中 任意 紧 
解析 湛 由 有 限 个 点 组 成 . 如 果品 是 连通 的 且 解 析 集 
S 关 局, 则 US 在 下 中 是 开 的 处 处 稠密 的 ,而 且 也 是 连 
通 的 . U PERENA ARA E 口中 没有 
极限 点 . 而 且 所 有 解析 集 是 局 部 连通 的 .连通 解析 集 
是 道路 连通 的 . 

中 任何 d 维 解析 和 集 在 UU 中 具有 局 部 有 限 24 3 
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Hausdorff WA mes. WE dim, S= k . MAE T 88 o 和 
CRH a 种 5). 使 对 所 有 充分 小 的 r >. fr 


cr 全 < mes, (S 门生 一 terhes rË, 


解析 集 旅 在 双全 纯 映射 (biholomorphic mapping) 
FEAH. MH, SEE U 中 解析 集 , f U 
HEARR, ISS) EU, 中 的 解析 集 . 

在 复 流 形 上 和 解析 集 的 定义 类 伺 于 闫 计 0" 的 业 义 ， 
并 旦 在 上 边 列 出 的 所 有 性 质 中 除了 -个 外 都 保持 兰 : 在 

- 般 情 形 下 ,存在 紧 非 离散 解析 集 ， 人 在 特殊 流民 中 , 解 
析 集 可 能 有 某 个 附 如 的 性 盾 ， 富 如 ， 在 复 # 绯 射影 宝 
间 中 ,所 有 解析 集 都 是 代数 的 , 即 和 某 有 限 个 齐 次 多 项 
式 的 共同 零点 的 集合 重合 { 周 ( 炜 良 ) 定 理 (Chow the- 
orem)). 

R" JF F iF Ae r ME AT H al FE ih E N, H E 
MI AEAT 83840 F skin. 任何 实 解析 集 部 足 某 解 
析 集 (在 C" JE F s F) 利 实 子 空间 Rs C HE. 
3-5 x WA 
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MHE [analytic sheaf ; ananaTaseckHĂ nyuok ] 

WA 2] X P É) — + E F. t 5 wt If a x £ X. 
集合 .是 在 点 x 的 全 纯 函 数 的 芽 组 成 的 坏 — FE Bi 384 
(module), 并 且 在 偶 对 {了 , %) 组 成 的 集 上 定义 的 有 映射 
(f. w) — 了 a 是 萎 x 下 到 下 内 的 一 个 连续 映射 ,其 中 六 Ee 
m QEF, x€ X. 
(NEJ 
paa 

[A1] Grauert, H. and Remmert, R., Theory of Stemm 
spaces, Springer, 1979 (£ Ë #& > ). 

[A2] Grauert, H. and Remmert. R.. Coherent analyte 
sheaves, Springer, 1984 (YE Ë MX). 钟 同 德 译 


M H. Bointexopceni JÉ 


解析 空间 [analytic space ; aa 了 Tavweoe npocrpaHucrso] 
解析 流 形 (analytic manifold) 的 概念 的 拓 广 ， 
设 上 是 完全 非 离 散 同 范 域 . U Ek LE nr h k” 
区 域 . 上 的 解析 空间 的 个 局 部 模型 (同时 也 是 最 
重要 的 例子 ) 是 上 U 中 由 方程 f= =f,= 0 定义 的 解 
H% (analytic set) X, fj f E U 中 的 解析 了 薄 数 , 且 
在 解析 集 上 其 有 层 2, 二 是 由 层 二 1 在 下 上 上 的 限制 
得 到 的 ; 这 里 ,是 U 中 解析 函数 的 芽 层 , 而 了 是 由 
Jott J, ERRARTE. k 上 的 解析 空间 analytic 
space) 是 一 戴 环 空间 (ringed space), 它 局 部 柯 构 于 上 
述 具 型 的 环 式 空间 (天 , e) mR k R S KO R ,我 们 称 


Z ARRAT D 间 (real - analytic space); WE k ÈE 


€ w s.a 


一 个 从 解析 空间 ( 互 . — OHB- -解析 空间 Y, 
“六 的 解析 (全 纯 ) k 3J (analytic (holomorphic) 
mapping) 是 指 在 虐 环 空间 理论 意义 下 的 - OM (X. 
一 个 对 (go, 0). EP p X = Y 
基 一 连续 映射 ,而 py: iPr w 2 E PRAS. 
解析 空间 (X. < ÜU zá x 称 为 简单 的 (simple) (或 正则 
的 (regular), 或 非 奇异 的 (non — singular)), 如果 x 存 
在 一 邻 域 ， 使 在 其 上 CX， RATHA, 由 的 室 
间 , 这 里 U 是 "中 的 一 个 区 域 ， 否 则 x 称 为 一 奇 点 
(singular point). -空间 称 为 光滑 的 (smooth), WA 
间 的 所 有 点 都 是 简单 的 . -光滑 解析 空间 等 同 上. - 8 
析 流 形 . 

一 解析 空间 在 点 xe 关 的 维 数 (dimension) 
dim. 基 定义 为 在 局 部 模型 中 相应 的 解析 所 (analytic 
el) 的 维 数 . 整体 维 数 (global dimension} 由 公式 

dim X = supdim, X 
x€ X 
EX. 9m AARE e (x€ X)BUAK K PBH k EEN 
BEHT =m, miy 称 为 站 在 点 x 的 切 空间 
(tangent space). WJ TI (和 =m, jm, PERTE 
(cotangent space) . 数 U 


emdim, X = dim T.(X) 


称 为 在 点 x 的 切 维 数 (tangent dimension) # Bx A #t 3 
tembedding dimension) (后 一 名词 与 这 样 的 事实 有 
ER: emdim, XÆ (X, AEA x 的 一 加 域 同 构 
F kph -局 部 模型 的 最 小 数 n). RIA dm, x < 
em dim, X 8 9 3 BR M 4 xE -简单 点 ,我 们 也 
ENER 


em dim:X = sup em dim, X. 


BETB B) S — RUER p= p) (X, . )-= 
{7Y ,ry) 确 定 一 个 线性 映射 dp: T (X) -= Tae (X), 称 
为 它 在 点 x € XX 的 微分 (differential) . 

一 解析 空间 ( 久 , À) 称 为 约 化 的 (reduced) , 如 果 在 
任意 一 点 的 邻 域 内 它 的 局 部 模型 有 下 面 的 性 质 : 5 由 所 
有 在 XSL ARH eaS. AAA k 
的 情形 下 ,这 个 陈述 柑 当 于 说 层 的 纤维 (x€ X) K 
BS F JU. 所 有 光滑 空间 都 是 约 化 的. SO (X. 
让 ) 是 约 化 的 , 则 可 以 说 人 由 芒 上 的 某 些 连续 阻 数 的 芽 
组 成 . 层 7 在 约 化 空间 ( 玉 ,) 上 的 截面 等 同 于 名 上 的 
RARO EB E. A WR RRI (analytic mapping) X — 
.对 任何 解析 空间 LX, c) Æ B PR09108 red: 


==, (Eri —- yE AER RE). ENA E 
为 约 化 (reduction) - WH yerli r); J: 2 BJ 
W. 我 们 可 以 讲 六 在 一 点 x e X69485 CEARTA Sk red f 
在 x 的 值 一 致 ]， 由 于 这 个 理由 ， 基 至 在 非 约 化 的 情 
形 , 代 数 OX, 2 yt 8 W st SR t (X, z) L É WE F (+ 
ARARA. 在 -解析 空间 (站 , 一) 上 的 一 模 的 层 
也 称 为 解析 层 analytic sheaves) . 

MEN, ”是 一 解析 空间 ,那么 每 - 开 集 Uc X 
定义 - 开 子 空间 (U, Sjo. ， 另 一 太古 ,我 们 可 以 引进 
(X, 7 的 解析 子 空间 的 概念 , 它 必 须 是 闭 的 ， 一 集合 
YOX ARHAN. 如 果 在 每 一 点 x € X BJ $ g, E H 
有 限 个 解析 方程 所 和 确定. 由 所 有 在 Y 232 iT PS S 
的 芽 组 成 的 理想 了 ce, + Rl FEB E EH WK 
的 . 反之 ,有 限 型 理想 1 三 的 每 个 解析 屋 tanalytic 
shea 个 确定 一 解析 集 Y c X. WR Z = ||, ,我 们 就 
得 到 一 解析 空间 (Y, 7), 它 称 为 (X77)} 的 解析 子 空间 
{analytic subspace) ;在 在 一 个 白 热 的 射 (1,， wp): (Y, 
o> (X. C), (X, YBJ--- AART = j t B| T E: 
这 个 空间 的 约 化 ， 

Sub ë [s] BJ EK: i E BiP MU OS OI ， 这 样 
的 折 广 主要 是 由 代数 世 何 中 提出 的 ， 夺 代数 几何 中 对 
具有 奇 点 的 空间 早 已 系统 研究 过 . ELA R e E 
响 直 接 反 映 到 解析 空间 概念 的 基本 并 述 上 ( 关 丁 约 北 复 
空间 见 [0]; 对 - 般 的 情形 见 [名 ) .特别 地 ,在 一 完全 的 
赋 范 域 上 上 的 有 限 型 的 任意 - -个 格式 自然 地 决定 上 上 
的 一 解析 空间 ,上 的 概 形 与 解析 空间 之 间 的 这 个 对 
应 对 钓 化 复 空间 的 情形 在 [9] 中 有 研究 ,其 中 解析 空间 
的 理论 称 为 “解析 几何 "， 此 后 这 上 新 种 几何 平行 地 发 
展 , 月 两 者 之 间 思 想 的 交流 对 这 两 个 领域 内 所 到 得 的 成 
就 作出 了 本 质 的 贡献 . 

在 和 多 个 复 变 量 的 函数 理论 中 , 首先 出 现 了 县 有 奇 点 
的 空间 ， 首先 是 Riemam 域 (Riemannian domain). 
CHUT -个 复 变 函数 的 Riemann 曲面 ， 用 这 些 作为 
局 部 模型 ,H. Behnke fl K. Stein Æ 1951 年 定义 卫 -- 
类 环 式 空间 ,如 象 [ 引 中 指出 的 那样 , 它 和 一 类 约 北 正规 
解析 空间 (normal analytic space) 是 一 致 的，C” 中 的 
解析 和 集 的 局 部 几何 时 在 1932 年 W. Ritchert 就 已 研究 
了 .最 后 , 非 光 背 解析 空间 是 作为 解析 流 形 对 闫 巾 离 散 
自 同 构 群 的 商 空间 在 自 守 函数 论 中 自然 产生 的 ( 见 疮 散 
TAR (discrete group of transformations)). p 进 解 析 
集 于 1935 EH I. Skolem 联系 某 些 数论 问 态 而 首先 被 
引进 ， 

”解析 空间 理论 有 两 个 方面 ， 局 部 方 血 和 整体 方 
而 .局 部 解析 几何 与 上 有 上 上述 类型 的 层 的 空间 k" ri S 
FEB 8 X. WK k F n TEERAA HIE 
数 性 质 和 它 的 商 代 数 { 所 谓 般 析 代 数 ) 的 研究 起 着 主 
要 的 作用 ,其 基础 是 由 长 .Weierstrass MER. 局 部 理 
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EREHE, A L BUR 3 , E Er A $x 6) 5 aR FE PE 
和 映射 等 等 .在 这 领域 所 得 到 的 最 重要 的 结果 是 代数 闭 域 
k 5816 ([1]. H, [7)) .在 那里 出 现 了 -个 凝聚 解析 属 
(coherent analytic sheaf} 的 重要 概念 ， 它 在 整体 理论 
中 继续 起 着 主要 的 作用 . 特别 地 解析 空间 (X. c ) 的 结 
HEAT -解析 集中 的 理想 上 的 层 对 任何 代数 初 
域 RAS SE). k= R 的 情形 也 凯 经 被 彻 床 地 研究 
T. 

EE dk t EJLA A 38 8 Sr a 9k. Bh 3 FU HO R “W K 
HB "E Xr 88 TSS Hro aj JAWA BUJtEpE, Pl OZ 
些 空间 的 上 儿 何 性 质 . 在 研究 复 解 析 空 间 的 过 程 中 它们 
的 自然 类 是 分 离 的 . 其 中 首先 包括 Stein 空间 类 【 见 
Stein 空间 (Stein space)) 可 粗略 地 描述 为 一 类 有 具有 足够 
大量 整体 全 纯 昭 数 的 空间 ，Stein 空间 是 单 复 变 函数 的 
经 典 理论 中 所 考虑 的 复数 和 下面 上 的 区 域 最 自然 的 多 稚 
拓 广 .这 类 空间 事实 上 与 CC 空间 中 的 解析 子 空间 类 是 
一 - 致 的 . 它 的 代数 类 亿 物 是 仿 射 代数 入 的 类 ( W. th ST 3E 
(affine variety), 

一 个 区 域 DC" 的 全 纯 完 全 性 等 价 二 DD 是 一 全 地 
BR (domain of holomorphy) 这 个 事实 , 即 存 在 记 上 的 
一 个 全 纯 函 数 , 它 不 能 拓展 到 -更 大 的 区 域内 ， 全 纯 城 
的 边界 尾 伪 凸 和 的 ， 即 它 对 于 局 部 解析 下 流 形 的 行为 正 
象 凸 明 面 对 于 实 线性 子 流 形 的 那样 ， 逆 定理 的 正确 性 
问题 { 见 Levi 问题 (Levi probletm)) 引 起 了 -- 系 列 研究 
并 产生 Stein 空间 的 一 个 新 表征 . 

在 某 种 意义 上 来 说 , 紧 空间 类 是 相反 的 情形 . FA 
Liouville 既 典 定理 的 折 广 是 成 立 的 : 在 一 约 化 紧 空 间 
上 全 纯 的 范 孝 在 这 个 空间 的 每 一 连通 分 支 上 是 常数 , 因 
此 形成 -有 限 维 的 向 量 空间 . 这 个 定理 的 拓 广 是 那些 
有 限 性 定理 (finiteness theorems), JA AMA T AtA F 
一 凝聚 解析 层 的 同调 群 的 维 数 的 有 限 性 . 2n M = 
E, q 完全 空间 ,了 人 懈 凸 空间 ，《# hl M (它们 是 Stein 
FEHR h 以 及 紧 空 间 也 都 被 考虑 了 { 见 全 纯 凸 复 空 
间 (boiomorphicallyeonvex complex space)). 

在 全 纯 了 有 喘 射 理论 中 , 这 些 复 空间 类 都 有 它们 的 柴 似 
物 , 因 此 , 紧 空间 对 应 厦 真 全 纯 映 射 ; 全 纯 完全 空间 对 
应 着 Stein 映射 ,等 等 .对 于 许多 定理 “相对 "的 类 亿 被 
发 现 了 ,而 一 个 定理 的 “绝对 "的 差异 是 从 它 的 相对 差异 
得 天 的 ,如 果 整 个 空间 被 映 为 一 点 的 话 . 有 限 性 定理 的 
HEH ERREA EAER g) TK AA ga 
REH, DEA REER rHS 一 个 也 是 最 重要 的 - 
个 (对 真 映 射 ) 是 由 H. Grauert 证 明 的 ([6Al). 

一 个 特殊 类 型 的 全 纯 映 射 在 复 空间 理论 中 起 了 重 
雪 作 用 ， 那 就 是 所 谓 的 凌 改 (modification), EIE 4t f: 
X 一 了 诱导 出 开 子 宝 间 的 一 个 同 构 X. X, — Yx Y, 
其 中 ccX， Veye. aiai Y EMAX 
HRR EXD Y, 上 的 方法 得 到 的 ， MAXEY 
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° EJE" 子 集 Y 到 大 ,的 方法 得 到 的 ， 特别 有 趣 的 是 
可 以 收缩 到 一 点 的 解析 二 集 ( 例 外 解析 集 (exceptional 


analytic sets )); 这 些 都 是 由 H,Grauert 描写 的 ([6B]). 
在 解析 几何 中 一 个 自 热 的 问题 是 下 述 奇 点 的 分 解 问 
题 : 是 省 可 将 一 解析 空间 * 脱 胀 "以 使 整个 空间 迹 为 天 
WA? 应 当 指 出 , 早 在 19 世纪 代数 几何 中 就 所 研究 了 
收 改 ， 而 它 在 解析 几何 中 却 是 1951 年 由 Behnke 和 
Stein Æ Riemann 区 域 的 概念 音义 上 引进 的 . 

另 一 与 代数 几何 思想 也 有 紧密 联系 的 自然 研究 对 
每 是 复 空间 上 的 亚 纯 函数 和 它们 的 拓 广 一 一 亚 纯 映射 
(例如 - -个 产生 相反 于 修改 的 运算 的 映射 ; 见 亚 纯 函 
数 (meromorphic function); E # aé} {meromorphic 
mapping)) # — H RER XER EAKR — 38 8 
W (X) Sdim XERGA E C. L .Siegel 在 1955 年 
对 光滑 的 情形 得 到 证 明 ). 对 1:( 和 X)=dim X 69 2 j x 
( Moñumson 空间 {Moishezon spaœ)). 构成 一 个 十 分 
接近 于 射影 代数 策 的 类 ; 它 位 是 光 沁 射影 代数 入 的 修 
改 , 这 个 事实 表征 了 这 个 类 另 一 十 分 接近 于 代数 短 的 
解析 空间 类 是 Kahler WE (Kähler manifold) ， 人 们 已 
经 知道 很 多 关于 判别 紧 复 空间 的 射影 性 的 淮 则 {[3]， 
[6B], [13])， 包 个 复 变 量 的 自 守 函数 的 研究 已 经 对 这 
个 课题 的 发 展 作 击 了 重要 的 贡献 ， 

解析 结构 的 形变 理论 ( 见 形变 (deformation)) 是 研 
究 对 一 个 给 定 类 型 的 解析 对 象 的 分 类 问题 (例如 ， 在 一 
给 定 实 解 析 艇 上 的 所 有 复 结 构 ， 在 一 纵 定 复 空间 的 所 
有 解析 子 空间 等 等 ), 日 的 是 在 这 些 对 象 的 集合 上 引进 
复 空间 的 “ 自 然 "结构 ,并 且 为 了 描述 所 有 “足够 接近 "于 
给 定 对 象 的 解析 对 家 ,的 者 称 为 整体 模 问 题 , 而 后 者 称 
为 局 部 模 问 题 .一 个 整体 模 问 题 的 例子 是 紧 Riemann 
曲面 上 所 有 复 结构 的 分 类 问题 ( 见 Riemann 曲面 的 模 
(moduli of a Riemann surface). 

整体 解析 几 和 的 主要 工具 是 由 凝聚 解析 层 及 其 上 
同调 空间 组 成 . 上 同调 方法 的 第 一 个 成 功 的 铺 妇 是 加 
性 Cousin 问题 和 全 纯 函 数 从 Stein 流 形 (X, z)85 —Bj 
CX 的 开拓 问题 的 Cartan 解 ( 见 Cousin 问题 (Cousin 
problems); [8]) ; 我们 看 到 这 些 问 题 的 解 苍 别 蕉 上 
沁 调 群 H'OX,2)8UH'(X, 41) 所 阻碍 . 


整体 理论 的 大 多 数 结果 最 初 都 是 对 复 流 形 证 明 


的 , 热 后 将 它们 拓 广 到 解析 空间 .在 这 个 过 程 中 过 到 的 
困难 常常 需要 发 展 完 全 新 的 方法 ， 一 复 流 形 上 的 一 局 
部 自由 解析 层 的 上 同调 空间 可 以 用 袜 分 形式 表示 
(Delbeault - Serre 定理 ， 也 见 微 分 形式 (differential 
form)) ,这 使 得 能 够 应 用 棋 圆 型 微分 方程 理论 的 方法 和 
其 他 解析 方法 来 研究 它们 . 在 非 光滑 的 情形 这 个 方法 
遇 到 了 较 大 的 困难 ,常常 需要 用 其 他 方法 来 定义 上 同调 
类 ,例如 应 用 一 适当 槛 盖 中 的 Cech Eet. 将 Banach 
胃 杭 空间 的 技巧 应 用 到 模 问 题 ,已 被 证 明 在 这 方面 是 有 


用 的 ( 见 Banach 解析 空间 (Banach analytic spaœ)). 
ERRENTE (real-analytic space); 刚性 解析 
空间 (rigid analytic space). 
参考 文献 
[1] Abhyankar, S. $., Local analytic geometry, Academic 
Press, 1964. 
[2] Banica, C. and Stanasila, O., Algebraic methods in the 
global theory of complex spaces, Wiley, 1976 (H Ë 2 
GEET). 
[D] Gunning, R. C. and Rossi, H., Aanalytic functions 
of several complex variables, Prentiœ - Hall, 1965. 
[4] Grauert, H. and Remmert, R. , Analytische Stellenalgeb- 
ren, Springer, 1971. 
[5] Grauert, H. and Remmert, R., Komplexe Räume, Ma- 
th. Ann., 136 (1958), 245 —318. 
[6A] Grauert, H., Ein Theorem der analytischen Garbenth- 
eorie und die Modulršume komplexer Strukturen, Pu- 
bl. Math IHES, 5 (1960), 233—292. 

[6B] Grauert, H., Ueber modifikationen und exzeptionelle 
analytische Mengen, Math. Ann., 146 (1962), 4, 
331- 368. 

[7] Narasimhan, R., Introduction to the theory of analyte 
spaces, Springer, 1966. 

[8] Cartan, H., Variétés analytiques complexes et cohomo- 
logie, in Coloque sur les fenctions de plusieurs variables. 
Brixelles, 11 au 14 mars 1953, G. Thone and Masson, 
Litge - Paris, 1953. 

[9] Serre, J. - P., Géométrie algébrique et géométrie anal- 
ytque, Ann. Inst. Fourier ( Grenoble), 6 {1955—1956}, 
1-42. 

[10] byzc, B. A., Ciwxmuumuya rmagtl TEOPHH aHa rH- 

HX 由 ET MHOTAX KOMIDEKUHED DCTCMEHHEIX, 2 830 .， 
M., 1963 (3: 322; Fuks, B. A., Special chapters in 
the theory of analytic functions of several complex va- 
riables, Amer. Math. Soc., 1965). 
[H1] Hormander, L., An introduction to oomplex analysis 
in several variables, North - Holland, 1973. 
[12] Hirzebruch, F., Topological methods in algebraic wom- 
etry, Springer, 1978 (FH 88). 
[13] Chem, $. S., Complex manifolds without potential 
theory, Springer, 1979. A. JI. Orunma ## 
[ 补 注 】 我 们 也 可 以 参考 1A2] 来 代 蔡 [8] 
引进 现在 称 为 Moishezon 空间 (Moishezon sp- 
ace) 的 原始 论文 是 [A3]， 它们 是 一 个 检验 紧 复 空间 
的 射影 性 问题 的 自然 方法 , 特别， 第 工 部 分 包含 这 个 
结果 : Moishezon 空间 是 代数 射影 , 当 且 仅 当 它 具 有 一 个 
Kšhler EM. 
参考 文献 

[AL] Grauert, H. and Remmen, R., Coherent analytic sh- 

eaves, Springer, 1984 (F HIMEK ). 

[A2] Cartan, H., Sem, E. N. S. t951 —1952, Ecole Norn. 

Super.. 


[A3] Moisbezon, B., On n-dimensional compact complex 
varieties with n algebraically imdependent meromorphic 
functions. Amer. Math. Soc. Trgnslaton Ser. 2, 63 
(1967), 51—177. Pmi iE 


解析 曲面 [ analyte surface ，ateuarraqecFa DOnepxBocre ]， 
Euclid 空间 中 前 

空间 Rin >2) 中 的 任意 -- 维 解析 子 流 堪 X, R 
而 ,术语 “RR" 中 的 解析 曲面 "常常 在 更 ) 的 意义 下 表示 
一 个 可 以 (局部) 解析 地 矢 数 化 的 流 形 ， 这 意味 普 点 x= 
《XE 的 坐标 可 以 表 为 实 备 数 r= (t. U. L.) 
的 解析 函数 x =x (t), Bpr 在 某 一 范围 A 
Rt (L&S keny pte. 如果 Jacobi 矩阵 | x jr |l 
HRAT- FRAKE A 中 是 到 处 极 大 ， 且 等 于 上 ， 
那么 解析 曲面 区 的 维 数 是 天， 

存 复 空间 C" 中 术语 "解析 曲面 "也 用 来 表示 Cr" 中 
的 复 解析 曲面 (complex -analytic surfac) X, 即 允 许 全 
纯 ( 复 解 析 } 参 数 化 的 流 形 . 这 意味 着 点 z=(z,…, z,)s 
矢 的 复 坐 标 可 以 表 为 参数 *= (zi,…, Tk) 652 bh E S 
z,=zi (z), AF r fE EE AC C' Eken) 8 E 
(也 常 假设 az /Br| BP = k). WE ACHEN 
有 的 函数 z,fr) 都 是 线性 的 ,就 得 到 一 复 解 析 平 面 
(analytic plane) ,如果 上 &=1， 有 了 时 也 称 为 全 十 曲线 
(holomorphic curve) (RHAH hR (complex - analytic 
curve) ): 如 果 所 有 活 数 z (中 是 线性 的 ， 就 称 六 其 合 数 
ERA 


z=ar+b;a b, 8C,i=Y 2. n 
(Qa, A 
的 复 直 线 (complex straight line). 
参考 文献 

pi] Masar, B. B., Becmuwe a KOMIJIEKCHAÄ anami, 
4, l-2, 2833., M., 19765. 

[2] Brammmapoe, B. C., Meran Teopun yiki MHOPUX 
KDAOUIENCHRIX HOPPMEHHMEK. q. 2, M. , 1964. (HHA: 
Vladimirov, V. $., Methods of the theory of functions 
of several complex variables, M. I. T, 1966, Chapt. 2.) 

E. A. Conosenuesa, E. M. Unpka 8 HEW 译 


解析 曲面 [ analyte surface ; AHALTIMECKAN MOREPXHOCTEH |, 
代数 几何 学 中 的 

一 个 二 维 ( 复 ) 解 析 流 形 (analytic manifold}, EI. 
有 复 结构 的 光 祖 四 维 流 形 .虽说 甫 析 曲面 的 理论 是 复 
医 形 的 一 般 理论 的 -- 部 分 ， 但 二 维 的 情形 还 是 孝 分 开 
处 理 , 因 为 人 们 对 解析 曲面 的 了 解 比 n(n 之 3) 维 流 形 多 
HE. 此 外 ， pe - 维 情 形 特有 的 ， 这 些 结 论 涉 
受到 解析 上 曲面 的 分 类 ， 它 与 代数 曲面 (alpebraie sur- 
face) 的 分 类 相似 ， 由 于 这 ， -事实 , 解析 曲面 理论 多 数 
归结 为 代数 曲面 的 理论 . 解析 曲面 分 类 的 主要 结果 是 
AEE (DJ. [2], {3]} 得 出 移 , 他 的 工作 以 十 上 典 的 意 
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大 利 代 数 几 和 何 学 派 在 代数 曲面 分 类 方面 的 结果 为 基础 ， 
下 面 讨 论 的 解析 曲面 都 假定 是 紧 连 通 的 , 
例 . 1) 代数 曲面 (algebraic surfaœ). 设 


FAET reaa Xs). 1- 1..... m 


为 一 组 复 系 数 齐 次 多 项 式 . 方程 了 (=0 所 确定 的 复 
射影 空间 P*(C) 中 的 闭 子 集 是 一 个 解析 曲面 ， 如 果 它 
是 非 奇 异 , 连 通 的 , 且 复 维 数 等 于 2. 这 是 解析 曲面 的 
基本 例子 ， - 

2) 复 环 面 (complex tori). t C'E R POR L M 
3 [n] Bl >ë |H] (E y 38k 9k. WJ j 8k =E |a] 2 F R, 
Brz ECP -- 48. WE] X=C' F E 4 8 
HAm. EOS MEER JE, X @ EE F Pd OR i, Ë X 
上 的 复 结构 依赖 于 格 下 ， 复 环 面 X=C'/T & 2 Ë :h 
起 着 重要 作用 ,因为 这 种 环 面 上 的 亚 纯 函 数 就 是 C2 上 
的 周期 亚 纯 函 数 ,以 格 了 为 周期 ，C37 型 的 解析 曲面 
并 不 总 是 代数 的 . 也 存在 格 工 使 得 在 相应 的 环 面 C2/ p 
上 根本 没有 亚 纯 函 数 { 常 函数 除外 ) ,这 种 坏 面 的 具体 例 
FW [5]. 

3) Hopf 曲面 (Hopf surface), 设 Y= C7- 
是 一 个 正 数 ， 


(Zi z} —Ə (ctay. ctz h kez. 


foj c 
考虑 下 式 给 出 的 群 Z 在 了 上 的 作用 : 


群 忆 在 了 上 的 作用 是 离散 的 县 无不 动 点 ， 商 空间 
发 -了 / 工 微 分 同 证 于 $1 x $;， 商 空间 六 有 解析 曲面 的 
自然 结构 , 称 为 Hopf 曲面 ， 

解析 曲面 的 分 类 .解析 曲面 分 类 中 的 主要 不 变量 是 
解析 曲面 XX 上 亚 纯 函数 域 COO 的 超越 次 数 .根据 Sie- 
gel 定理 ,对 于 任何 紧 连 通 流 形 X, RCO RARER 
的 ， 而 且 它 的 超越 次 数 不 大 于 天 的 复 维 数 .因而 对 一 
个 解析 曲面 六, 坟 .C( 和 或 者 全 两 个 独立 的 亚 纯 代数 函 
数 ， 或 全 一 个 这 样 的 画 数 ,或 具 含 常数 .这 些 可 能 性 导 
出 以 下 定理 . 

解析 曲面 为 代数 曲面 的 充 要 条 件 是 存在 六 上 两 个 
代数 无 关 的 亚 纯 函数 ， 

如 果 和 解析 曲面 有 超越 次 数 等 于 1 KEARN 
域 , 则 XX 是 椭 贺 曲面 , 即 存在 到 代数 曲线 了 上 的 一 个 全 
纯 映 射 P:XX 一 了 , 使 得 


PCY = C(X) 


3: B. P ËJ Br+8 #F 3:82: Y 8 R 2k A E: 88 [8] fi 29 (3 ye 2T 
维 只 可 能 其 有 非常 特殊 的 形式 ,而 且 已 被 彻底 地 研究 
ił). 

如 果 在 解析 曲面 A LEA AE T A g W Sh PS 
数 , 也 不 存在 六 上 的 例外 有 曲线 ( 见 例外 于 艇 (exceptional 
subvariety)), W X HÆ- -个 Betti 数 5, R ERZA: 
4, 1 或 0, 33 b =4 时 , XER i, 4 b =0 Ri, X # T 
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凡 典 范 纤 维 化 . x uni r h a K3 曲面 . 它们 都 
HAREE. b = 的 情形 还 没有 详细 研究 ,但 是 通过 推 
广 Hopf 曲面 的 构造 法 ,已 得 到 b=1 的 一 些 和 解析 曲面 
HAF. 

解析 Kähler Bi ñE R AA E. 但 当 它 们 的 第 
一 个 陈 ( 省 身 ) 类 (Chern class) 的 自 交 数 为 正 数 时 , E 
们 县 代数 的 ， 所 有 b >0 的 解析 Kahler i Im 8 E eA 
曲面 的 形变 ， 
#*>x 

[1] Kodaira, K., Matematika. 6 (1962), 6, 3—17. 

12] Kodaira, K. ,On oompac (complex) analytic surfaces, 
I - W, Ann. of Math. , ?1 (1960), t. 111—152; 77 
(1963), 3, 563—626; 78 (1963), 1, 1-40 

[3] Kodaira, K. , On the structure of compact (complex) 
analytik: surfas I — IY . Amer. J. Math. ,86(1964), 
751-798; 88 (1966), 682—721; (1968), 55-83, 90 
(1968) 1048 — 1066. 

[4] Anmreñpamecrne uonepxaocra, M. , 1965 (& Tpym Martem. 
uH -Ta AH COCPY, 75 (1965). 

[5] Hllabapenaa, H. P., Oononbt anreopanaeekoñ reoMerpuu, 
M.. 1972 ( S£ EE K: Shafarevich, L R., Basic algebraic 
geometry, Springer, 1977). E. E Benos ## 

[Er] 上 面 定 义 的 概念 也 称 为 复 解 析 曲 面 (oom。 
plex -analytic surface) ， 因 为 考虑 的 是 复 结构 与 复 
SK C. 如果 考虑 的 是 实 结构 与 实数 域 , 就 称 为 实 解 
trih Éi (real - analytic surface)， 不 过 解析 曲 面 总 是 更 
解 为 前 一 种 意义. 

参考 充 献 

[Al] Barh, W., Peters, C., Ven, A. van der, Compad 
complex surfaces, Springer, 1984. 陈 志 杰 W 


微分 方程 解析 理论 [analytic theory of differential equa- 
tions : 8F8JmrusecKau FeODER 0 中 小 cpeuramEE Yp- 
HEHE HE 前 ] 

从 解析 函数 理论 的 观点 来 研究 解 的 常 微分 方程 理 
论 的 -- 个 分 支 ， 微分 方程 解析 理论 问题 的 典型 表述 是 : 
纺 定 一 定 类 型 的 微分 方程 , 它 的 解 邦 是 一 个 变量 的 解析 
畏 数 , 找 出 这 类 方程 解 的 解析 了 晴 数 的 特性 ,在 这 一 广泛 
的 意 尖 上 ,微分 方程 解析 理论 包含 代数 函数 论 , Abel 积 
分 论 ,特殊 函数 论 等 .特殊 函数 一 一 Bessqd 函数 (Bessel 
functions) ，Airy FÑ $ (Airy fimctions), Legendre š 数 
(Legendre functions), Laguerre Æ É& (Laguerre func- 
tions), Hermite $ $ (Hermite functions), Heðenues g 
$ (Chebyshev function), Whittaker i $ ( Whittaker func- 
tiom). Weber šñ $ (Weber function), Matheu ñ 数 
(Mathieu functions), #8 JU fif i $ ( hypergeometric fims- 
ton), Sonin HKU Sir RE g A 392 —— RERA R 
WRAHA J E. 

HRH (limar theory). 考虑 用 矩阵 表示 nt 个 方 


ArH: 
š = A(x + fit). (1) 


1) 设 短 降 4(1), (OEKE GC C(ryN 35 EHN, 
其 中 CD 是 复 ! 平 面 , 那么 方 得 (1) 的 任何 解 在 G 中 都 
是 解析 的 (但 是 如 果 如 不 中 单 连通 的 , 一 般 来 说 解 不 是 
PAK). 假定 AG) 4E G 中 为 亚 纯 的 , 考虑 齐 次 方程 组 


x = A(tk<. (2) 


RER AORERE G HESA CEARA), 则 称 4 (t) 
# G F 3 全 纯 的 (holomorphic ) { 1E 纯 的 (meromorp- 
hic))) 如 果 存 点 如 EC 的 -个 给 定 邻 域内 ， 


AZA (tu) A) +B), 


其 中 AARRE, A- 20, H BE BOE w EE + 
Bh), MI fk o € G AER AGO 00— v (> 1) 阶 极点 
(pole of the matrix A(t )), RI v= 1 WJER v EHR t 2 oo 
AERA pA (regular singular point)， 如 果 2 2, 则 称 
HAREMA s (irregular singular point). 用 变量 变换 + 
— t, p| t, = so 的 情况 转换 成 二 =0 的 情况 , 由 此 得 
出 与 关 oo ， 

2) t k: ADB -个 极点 ,那么 方程 组 (2) 存 在 一 
个 如 下 的 基本 第 阵 


XG) = DUK- hP, (3) 


HERDE -常数 和 矩阵， 对 某 一 p> 人 0, 车 上 6 为 正则 奇 点 ， 
MZ jelem, O (和 是 全 纯 的 ， 若 b 为 非 正 则 奇 点 ， 
则 当 0 <|, [< 时 ,全 UEAK. (根据 定义 , 这 
E ((—t)”p=exp (In( 一 HjD).》 对 于 正则 奇 点 , 矩阵 卫 
可 以 用 4 以 显 式 表示 (0 , [2]); 对 于 非 正 则 奇 点 , 则 
不 是 这 种 情况 . 

对 具有 亚 纯 系数 的 n 阶 微分 方程 引进 了 类 似 的 奇 
点 分 类 方法 . 所 有 奇 点 均 为 正则 的 微分 方程 和 微分 方 
程 组 称 为 Fuchs 微分 方程 (组 ) (Fuchsian diferential 
equations (systems)), 对 这 样 的 方程 组 , 4 人 0 的 — 88 
形式 是 : 

Aí) = $u- A, A SRR, kaw, 

1=] 

超 几 何方 程 (hypergeometric equation ) 就 是 Fuchs 
微分 方程 的 一 例 ， 

3) 设 4A(D) =tB(t)， 其 中 了 区 作为 整数 ， 并 设 B (D 
E t= oo 处 是 全 纯 的 (如 果 呈 focy 天 0 , M co EE Bl 
AAA). 如 果 S ERDERA: |t| >R, a<agte p, 
那么 存在 一 个 形 如 

XU) = P(ty exp RE) (9 


WEEER, HHO RENE, R(t) EAE, 
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H Gor aM. p 21F 3. 日 当 |1| = 
oo 和 ES 时 ， 有 
pa) ~ Spa 2 P 
ph 
FECR 4 A BT IE, Fir 3 h fE 8 一 
个 形 如 忆 4) 的 基本 矩阵 {[3], [$j; 3F U [2]). 

4) 作 为 消 -- 条 闭路 花 ;解析 开拓 的 结果 , 基本 算 阵 
X(03EL B: XG) — XHB, 其 中 B. RE — W SK HE |ë ; nj 
以 获得 此 微分 方程 的 单 什 群 (monodromy group). H. A. 
Jamo -Mamea ([5]) 研究 了 Reimann 问题 (Rei- 
mann problem): i£ AA HAMAR, Hirit 
BE X(O D W ss C MI. R AR. 

SEAR z — p (r) A L: F F Ë Im (>O #J -gig 
形 内 部 的 保 角 映射 , 多 边 拒 的 边界 出 有 限 个 直线 段 和 图 
WHR, IARR oO Wa Schwarz 方程 (Schwarz 
equation ): 


epaia] -ro (5) 
z z 


其 中 RG) ARKE. ü 3 8 
w+ 7 Rw = 0 (6) 


为 Fuchs 型 方程 . ERER- ETARKI £; 
z=w//w,, 其中 w, A w. A R (6) 的 线性 独立 解 ， 
设 G 为 无 限 离散 群 ， 并 设 pA GKH- T B TE 8 
(automorphic function), # Z, p(0 TARRE p= 
ww, Aew, w, DAR (6i Eh w BR. mi RG) 
EERE ( alpcbraic function). 

非 线性 理论 (non-linear theory}. 1) # E Cauchy 
问题 : 

k = Ax) ap) = xO, (7) 
Jere C(0, x= e, x)8 C" (x), (fi 
f.y. 

Cauchy E (Cauchy theorem): AA f(t,x) % 
tx) 在 区 域 GSCI) x C"(x} 内 是 全 纯 的 ， 并 设 点 
{t,x jE GG. 那么 存在 一 个 上 >0. 使 得 在 区 域 |1 一 | 所 6 
内 存在 Cauchy 问题 (7} 的 一 个 解 x(7; h. x°), E EE- 
的 和 全 纯 的 . 

解 x(t; l, x?) 的 ~ 个 解析 开拓 也 将 是 系统 (7) 的 一 
TE, EEREN AS EH 1 É) ps $ç nJ 8Ë £ ë x, 
而 且 在 一 般 情况 下 是 上 的 一 个 密 值 函数 . 何 题 可 这 样 
提出 : 这 一 图 数 可 能 具有 什么 样 的 奇 点 以 及 如 和 何 能 
构造 通 解 ” 在 线 忻 情 况 下 这 些 问题 已 得 到 确定 的 回答 ， 
ERTER TAREE RE, 其 至 在 jf.x) 为 1,x 
的 有 理 盘 数 的 情况 下 ， 也 并 未 完全 清楚 ， 

2) PERNAR: 


dt OU, x) 


prec xec PAQE -i G PA 38 (t. x) É 
HR K. 如果 POL, x )=0. Ql. xY =0. 那么 称 点 
(k. x) 为 方程 售 ) 揭 一 个 (本 质 A <š essentially) singu- 
lar point). 上 下面 说 明 解 在 方程 的 奇 点 邻 域 内 的 结构 . 
38 P Ml Q RIE Taylor i #: 


P(t, x) = d (x xo)Tau(t — igt e 


Qina) = ayl xot anl t o, 


并 设 A A DAREI a, | 的 本 征 值 . FEB Y. 
Ba EO, AA AAA, PEA AERE ENER 
也 不 是 负 实 数 . IARE., X00033 U. 5 r =0, 
0 的 邻 域 广 以 及 函数 T(t,x) 入 =X(1,x)， 使 得 
由 这 些 函 数 定 义 的 里 射 U 一 为 双全 纯 的， 以 新 变 
E 3280 Jr Pt (8)8RCF 213 2 (16]): 


gx _ Àx 


di pai 


EREET DFW Pr 8 W n] TAE A X=Ci “ ”' #l 

= 0. Bit, 方程 的 奇 点 对 于 方程 (8) 的 所 有 解 是 一 个 
无 限 阶 的 分 去 点 {平凡 解除 外 ) 的 有 点 三 各 的 有 
点 重合 时 称 为 平稳 的 (stationary )， 与 线性 情况 不 同 的 
是 侨 线 性 方程 的 解 可 能 不 仅仅 在 方程 的 厅 ALARA 
解 的 这 种 奇 点 称 为 流动 的 tmovable ) . Painleve 定理 (Pain - 
leve theorem) hk yr: 方程 


的 解 没 有 流动 的 超越 奇 点 , 其 中 P ht x Fu Xx B) 3 $ U t 
HERRERAN. 

如 果 方 程 (8) 中 和 器 为 1,x 的 多 项 式 ， 那么 从 
Painieve 定理 来 考 虚 ， 所 有 流动 奇 点 都 是 代数 的 , tE dF 


H t=1f7' x= x ft, 则 上 方程 (8) 取 如 下 形式 : 
dx Plt.x) 
Ç Qu x` 


其 中 只 和 人 为 多 项 x. Ë x, S XH P(O. x)= 0 的 根 ， 


singular points ): oe 了 解 在 这 些 点 的 
邻 域 中 的 结构 ([6]). 

设 P 和 为 n 次 多项式, 因为 P,Q 是 由 它们 的 条 
数 确 定 的 而且 (4P, 40) 定 义 了 同样 的 方程 ， 所 以 在 
方程 (8} 和 复 射 影 空间 Cp" 的 点 之 间 著 得 一 个 一 对 一 
的 对 应 ，NN= 二 tn 十 Ltn 一 2 一 1 下面 的 定理 成 立 : 如 时 
ACP HER “个 测度 为 零 的 集合 ,那么 留 下 的 方程 (8) 
将 有 以 下 性 质 : WERE x=) E C=C) x C(x) 
中 处 处 稠密 ([8]). 
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3) 者 虑 自治 系统 
k = G). (9 


te C(t), LECE) J=. £). WMR f(x) =0, 
BË Z S x E R SK (9) ñj ñr mk (singular point of the 
system ). ，Paincare 定理 {Paincaré theorem) 成 立 : i 
x? 为 自治 系统 (9) 的 -个 凋 点 . 同时 设 a) Jaoobi tE 
阵 了 tx") 的 初等 因 于 为 素 因 于 ;和 b) 这 个 矩阵 的 本 征 值 2， 
处 于 蕊 (0) 中 经 过 举 标 原点 的 某 一 直线 的 一 边 . 那么 存在 
M x= x X=069385R 上 ,和 一 个 双向 全 纯 的 映射 x= 
x(X): WF 一 U, 使 得 用 变量 表示 的 系统 (9) 为 形式 
{9]): 


< = hp l<; en 
WERE a), WAREK x= p(tX)}， 这 里 p) 
R— t AES 3, HEROE- AARAA 
转换 成 - up jk 8109 (9. N0. 但 是 ， 这 些 级 数 
的 收 化 性 在 接近 a}，b) 的 假定 下 得 到 了 证 明 . WR 
数 Xx) 和 变换 x= p(X) 对 实 的 x, 详 为 实 的 . 那么 一 个 类 
{l Poincaré 定理 的 定理 得 到 了 证 明 ([1i)， 一 般 和 情况 下 ， 
BREA, Rehy(x) 2 £ hik. H n 2 3, CWR 
8926348 3: 2 (20 ti 加 年 代 ) 还 未 得 到 研究 . 

参考 文献 

[1] Coddington, E. A. and Levinson, N. , Theory of ordi- 
nary diferential equations, McGraw - Hill, 1955. 

[23] Wazov, W., 
differential equations, Interscience, 1965 

[3] Birkbof, G. D., Singular points of ordinary linear 
differential equations, Trans. Amer. Math. Soc., 10 
{1909}, 436 — 470. 

[4] Trjitzinsky, W.J., Analytic theory of linear diferential 
equations, Acta Math. , 62 (1934), 167 - 226. 

[5] Lappo - Danilevsky. J. A., Mémoire sur ta théorie des 
systèmes des 的 Uations différentielles linéaires, Chelsea, 
reprint, 1953. 

[5] Bieberbach, L., Theorie der gewöhnlichen Differenti- 
alpleichungen auf funktionentheoretischer Grundlage dar- 
gestellt, Springer, 1965. 

[7] Toytea, B. B., Jeepa no anamrrineockoñ opm 
Anbpepennmamer ypanacauñ. 2 wmi., M. - N., 


Asymptotic expansions for ordinary 


1950. 

[8] Kymai- Bepenon, M.T. , Marew c.p, 56 (1962), 3 
301 — 308. 

[9] Hemen, B. B., Crenagon B. B., Kawcremmas 
Topa IE 中 小 cpeHrairerbx — ypaskenmÄ, 2 M3., 
M.- Jl... 1949 【中 译本 : B.B. RAE., B.B. 斯 捷 包 


诺 去 ， 微 分 方程 定性 论 ， 科 学 出 版 社 ， 
(10] Epoo, A. M., 
1276 一 1279. 


1956}. 
&JHoxn. AH COCP $, 157 (1964), 6, 


[il] Siegel, C. L.. Ueber die Normallorm analvytmcher 
ThnBerentialgleichungen in der Nähe einer Gleich- 
Nachrichten Akad. Wissenschaft. 
Göttingen (1952), 2] ~ 30. 
[12] Pomcaré, H., Qeuvers de Henri Poincare, Vol. 3, 
Gauthier ~ Villars, 1916 ~ 1965. 
[13] Ford, L. R... Automorphic functions, Chelsea, 
reprint, 1951. M. B. empor PE 
CEJ 上 面 提 到 的 Riemann # (8 H E8 (Riemann 
monodromy problem ) 在 完全 可 积 的 现代 理论 或 孤立 子 
方程 中 是 极为 重要 的 ， 如 孤立 子 (soliton )， 
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pewichtslosung, 


Ordinary diferential equations, Do ver, 


, Ordinary differential equations in the com- 


和 解析 向 量 [analytic vector ; amanare pesropl, Lic 
PF G 55k 8 T bs | V PS 

问 量 cer, 043 G 到 的 映射 9 -TERG 
上 上 实 解 析 向 量 函 数 ， 见 表示 论 {representation theory}. 
WE VA Banach % B], T 3 Lie # G REZE 
T. JU rinl t K 六 为 了 的 稠密 子 集 {[1], [2], [3]}. 
这 个 定理 已 经 推广 到 很 大 一 类 表 求 ， 其 表示 空间 为 局 
WÉ ru s B) ([5]). 也 已 证 朋 (16]): 连通 Lie 8 G 在 一 
Banach 空间 了 上 的 表示 由 此 Lie 群 C 的 Lie 代数 在 空 
间 了 ”上 的 相应 表示 所 唯一 决定 ， 

Banach 空间 了 上 无 界 算 子 (anbounded operator) 
4 的 解析 向 量 (analytic vector) 是 在 一 域 DD(4) 上 定义 
的 如 下 的 向 量 : 


£ c ADU’ 
n 1 
级 数 
DAA EI 


FERREE. KAASEN, E B 8 T 
量 的 一 般 概 念 的 ' -种 特殊 情形 ; 这 里 ， 实 灿 上 具有 可 
法 运算 的 点 集 扮演 了 Lie 群 如 的 和 角色. 已 发 现 它 在 
Banach 空间 上 算 于 理论 及 椭 贺 微分 算 子 理 论 中 是 有 
用 的 ， - 
参考 文献 
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tions des groups, Buil. Soc. Math. France, 88 (1960), 


73 — 93. 
[4] Cartier, P., Vecteurs analytiques, in Sem. 
19587 1959, Vol. 131, 1959, 12-27. 


[5] Moore, R. T. Measurable, continuous and smooth 


Bourbaki 


vectors for semigroup and group representations, 
Mem. Amer. Math. Soc., 78 (1968). 
[6] Harish - Chandra, 
Lie group on à Banach spaœ 1, Trans. Amer. Math. 
Soc., 75 (1953), 185- 243. A Á Kupurnos 所 
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Annponon Barr 定理 | Andronov - Witt theorem ; Ang- 


ponosa - Barra reopema | 
( 关于 韭 自治 微分 方程 组 周期 解 的 稳定 性 的 ) 


Tamos 定理 在 自治 系统 
= Xe (#l1.....n. (1) 
的 情况 下 的 修正 ， 设 
x, = p (t) (2) 
B y Bš 5] (1 的 周期 解 , 而 
. m AX AP.. ,Pp,) . 
t 一 — S. 1 二 |,... .nn, G) 
之 9x， ; 


J>] 


是 相应 的 变 分 方程 组 ,对 于 这 里 考虑 的 情况 , 它 总 是 有 
一 个 特征 指数 等 于 熏 . 该 时 ,下 述 Anponon-Birr 定理 
成 立 ; 如 果 上 方程 组 (3) 的 mn 一 1 个 特征 指数 部 具有 负 实 
部 , 则 方程 组 (1) 的 周期 解 (2) 是 在 Jayo Ë 2 F E $ë 
定 的 { 见 mye HEM (Lyapunov characteristic ex- 
ponent}; Jupe WE tE Lyapunov stability) }. 

Aruiponos - Burr 定理 是 A. A. Angponos 和 A. A. 
Burr # 1930 年 首先 提出 的 ,并 由 他 们 在 1933 年 给 出 
证 明 (BL [1]). 

#*x ü 
[1] Aurnpogog, A. A., Cobpamme Tpynon, Mi.. 1956. 
[2] Tiourpsruu, JL. C., Oonaoecanpe -QH 中 中 epPeHDsamabi 
ypanacunq, 2 aan, M., 1965 (tb E k JL. C. EA 

雅 金 , 常 微分 方程 ,上 海 科学 技术 出 版 社 , 192). 

E. A Jieontosen - ARnpoRoBa W 
LINE] Adnponon- Burr 定理 在 一 些 两 方 以 “hyper- 
bolic periodic attractor {站 曲 增 周期 吸引 于 为 题 的 
文献 中 常常 出 现 ， 

下 向 的 补充 文献 [A1] , [A2}, [A3 是 很 好 的 .- 般 
文献 . 这 个 定理 在 [A2] 中 足 和 作为 关于 周期 吸引 于 的 陈 
述 而 出 现 移 ，Amaporsos 和 Burr 的 原始 文章 是 [A4]. 
参考 文献 
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Anger Eñ $ [Anger function ; Amrepa ÈyYHKUHS ) 


A 


T 


Jiz = 二 jeesoe-: sing) do, (*) 
Ó 


EJEA Bessel 方程: 
zy +zy' +(z2 — yy = 二 — s) sin pr. 


AFE =n, J (357,2) R n Et Bessel 函数 (Bessel 
functions). 对 于 非 整数 *, TAERA: 


4 


J, {z} = 


stn vm i- z z 


二 
Zp (2-4 r) 


z 
(P -PAF -r KE m) 


才 


+ Sin yT z __ z? ; 
T |P (一斑 X 一 到 
5 
+ ~ T m - . 
(P -PAF S r) 


4z — oo Margs en BF, FA A DE EA Z: 
Jiz) = (十 
q Sin pr ! 和 piir) _ |- 
J 


s: w 


z £ 


_ Sin pm — A-r e — y _ pas 
mz z z’ 2 Ë 
这 个 函数 因 C. T. Angr MRA] fb 6 3: T 
类 型 AER, 但 是 取 2= EARL. 
参考 文献 
[1] Anger, C. T., Neueste Schnfien der Natarf d. Ges. m 
Danzig, 5 (1835). 1729. 
[2] Watson, G. N. , A treatise on the theory of Bessel 
functions, Cambridge Univ. Press, 1952. 
A. M. pyme $ 张 鸿 林 详 


角 [angle; yron1 

从 同 -- 点 出 发 的 两 条 射线 所 构成 的 几何 图 形 . 这 
两 条 射线 称 为 角 的 边 (sides of the angle), Emmas 
出 发 点 称 为 角 的 顶点 或 角 项 (vertex of the angle) . 
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[BA), [8 是 一 个 角 的 两 个 边 ,B EE i a E: H E 
的 两 个 边 所 确定 的 平面 ， 图 堪 栈 =[B4)L ORCH EM x 
分 成 两 个 相 邻 的 区 域 y (= 1.2): w ly. 二 x* 丁 ， 区域 
x= UG = 1.2) tP 2 sk P i f (planc angle), a 
BO E w REKE. ““” 

PTAR AE 3 (equal) 或 全 等 的 teconpgruent)， 
Rl TSP Bë, 使 得 对 应 边 和 顶点 彼此 重 台 . L E 
Ai EET zo 3-1. E EAI TE E KY — N| nf DA PEME — BJ 
一 个 角 , 使 之 等 于 纵 定 的 骨 . 可 以 按 上 上述 陶 种 方式 来 比 
较 两 个 角 的 大 小 ， 如 果 把 角 看 成 具有 公 具 质点 的 一 对 
射线 ,那么 为 了 确定 两 个 角 中 嘱 一 个 衣 比 较 太 ,就 需要 
在 给 定 的 平面 上 使 这 两 个 角 的 顶点 和 :对 对 应 边 相 重 
合 ( 见 图 1) 如 果 第 一 个 第 的 另 一 边 处 于 第 -个 角 的 
内 部 , 则 称 第 一 个 角 小 于 第 二 个 角 . 

比较 钊 的 大 小 的 第 一 种 方法 是 : 为 每 一 个 角 指定 -- 
个 确定 的 数 . 相等 的 角 上 有 具有 相间 的 度数 或 强度 数 { 风 下 
x) 人 角 越 大 ,对 应 的 度数 或 弧度 数 也 越 大 ,让 越 小 ,对 应 
的 度数 或 弧度 数 也 越 小 . 


两 个 角 称 为 互补 的 (supplementary)， 则 染 它们 其 
有 公共 的 俩 点 和 一 个 公共 边 , 而 另外 两 边 构成 一 条 直线 
(WA 2)}.， - 艇 地 说 ,具有 公共 顶点 和 一 个 公共 边 的 两 
个 角 称 为 相 邻 的 (adjoiningj， 两 个 角 称 为 对 项 节 
(vertical angles); HHRJECR-—- 8 BN Fun pr `. -个 
第 的 两 个 边 壳 过 顶点 的 延长 线 . 对 项 和 角 彼 此 相等 .两 
个 边 构成 一 条 直线 的 角 称 为 平角 (straight ange). Y 
前 的 一 半 称 为 得 甫 (right angle)、 直 角 也 可 以 等 价 地 
证 交 如 下 : -TA WEE THA, MRA. + K 
于 平角 的 平面 角 的 内 天 区 域 称 为 平面 上 的 风 域 . 

可 以 采用 直角 的 90 分 之 | 作为 角 的 度量 单位 , 称 
为 ] H (degree). ETR AIE (radian, cyclic) fE 4 # 
的 度量 单位 . -个 前 的 弧度 值 是 这 个 角 的 两 边 在 单位 
贺 上 所 割 取 的 强 长 ，1 弧度 相应 于 这 样 的 一 个 第 ,这 个 
骨 所 对 之 张 的 长 度 等 于 它 的 半径 . FAY FaMi. 


当 平 面 上 4 的 两 条 和 直线 问 第 二 条 直线 相 变 时 ,形成 只 
个 角 ( 见 图 3):1 和 5.2 和 6, 4 和 $8.3 和 7， 栋 为 同位 
# (corresponding angles); 2 相 5,3 相 8, CETLE 
ffi (interior anges on [he same side); i 和 6. 4 和 7, 
称 为 M $t f (exterior angles on the same side); 3 
和 5， 2 和 8. 称 为 内 错 角 (interior opposite angles); 1 
和 了 , 4A 6. 称 为 外 错 角 (exterior opposite angles). 


图 3 
在 实际 问题 中 , 把 角 看 成 为 一 条 固定 的 射线 绕 甚 原 


眠 到 一 给 定位 置 的 旋转 的 度量 是 方便 的 ， 在 这 种 情 沈 
下 ,可 以 根据 旋转 的 方向 把 形成 的 钊 看 作 正 的 或 负 的 . 
内 此 ,这 种 意义 下 的 戎 可 以 取 任 何 实 数值 . & - fh 8 8 
的 埋 论 中 ,就 是 把 和 角 看 作为 射线 旋转 的 度量 的 : 对 于 自 
变 景 {前 ) 的 仁 合 值 ,都 可 以 定 交 下角 辐 数 的 值 ， 在 根据 
点 向 量 公 开 系 统 建 并 的 几何 体系 中 的 角 的 概念 , 捉 作 为 
EIJE A A EE E A Jaf 在 这 种 公理 系统 中 ,把 
— T ffi P SE 338 bb 88 4" 18] Bt nt $t: Bi ER |B] iX 5 A= a B EE: 
系 着 的 个 完全 确定 的 数量 .也 就 是 说 ,每 -对 向 最 3a， 
b EX - P 8 EB fn. HI 6 Et 2 


=e pana 
a 


H PRO 其 中 Ca,b) 是 这 两 个 癌 量 的 纯 最 积 . 
作为 瑟 商 竟 形 和 作为 基 一 数量 定 闪 的 角 的 概念 适 
用 于 各 种 不 柯 的 几何 辣 题 ,在 这 些 问 题 中 角 起 背 特 殊 的 
作用 ， 鲍 如 , 当 两 条 曲线 相当 时 , 如 果 在 它们 的 交点 上 
具有 确定 的 沿 条 切线 , 则 把 两 荣 切 线 构 成 的 角 理 解 为 这 
两 条 曲线 的 交角 . 

- :条 直线 和 :个 平面 的 交 东 , 指 的 足 这 条 直线 同 它 
在 这 个 平西 上 的 垂直 投影 所 构成 药 划 ; H R qr p 0° H 
90 ”之 间 . 了 珂 条 相 错 直线 之 间 的 淆 前 , 指 的 中 这 两 条 直 
钱 的 地 向 之 问 的 交角 , 即 通过 ' 锐 定 中. 分别 与 是 给 定 
直线 平行 的 两 条 直线 构成 的 和 角 . 

立体 角 (solid angle) 是 由 某 一 锥 向 所 界定 的 空间 
部 分 ; 立体 角 的 种 特殊 情况 是 多 而 角 ( polyhedral 
angle }. 

fk P 8E JLE iF, E X T 3 3ËE F hj 2 BJ 8. 直线 
ADP Bl 2 aA, 3826. A: J: Euclid 空间 中 ,也 定义 了 
直线 之 间 的 节 . 直 线 和 平面 之 问 的 角 , 商 维 平 面 之 间 的 
H. JL A. Canoposa £ 


Fr. 


bi LY t 


【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Greenberg, M. J., Euclidean and non-Euclidean ge- 
1974 . 
EIA E 


otmetres, W. H. Freeman and Cu., 


AANE [angular boundary value: yrJ:omoe rpammumoe 
38aqeume ] 沿 非 切线 路 径 的 边界 值 (boundary value 
along a non : tangential path} 
对 于 定义 在 单位 圆 盘 D={z EC :| z|=< 1) ÉS SE 8 Pa 
数 flz), 它 在 边界 点 <=e" 的 角 边 界 值 等 于 f(z) 在 角 
域 点 集 
lim fz) = f'(b 


z—t 


上 的 极限 
S08) = os: | arget —z) <h 


并 假定 对 所 有 e, 0 < z <2/zn, LARREA. AmE 
限 不 依赖 于 e. 这 个 概念 有 时 在 更 一 般 的 意义 下 应 用 于 
任意 域 吕 上 (包括 高 维 情形 ) 定 义 的 函数 f(z)， 此 时 
S, 2) 是 DD 与 角 域 (或 锥 ) 之 交 ， MEWAH ED, 
并 以 边界 OD 在 6 点 的 法 线 为 轴 ， 半 顶 角 为 X12 一 #， 
DO<s<217n. 

参考 文献 

[1] Mappen A H, Tëéobus anaymeruaeckux ynipi, 2 
uag. , T. 1—2, M. , 1967-1968 (PHE: A HU DE 
当 准 奇 ， 解 析 证 数论 ,高 等 教育 出 版 社 ,1957)， 

[21 Ipan, A H. T'parniinpie CHOBCTER AHATATHYECKHX 
yun , 2 aan. M-JE, 1950 (中 译本 : H BH # B 
BEA M OPSSKPDH EER. 科学 出 版 社 ，1956). 

E 用 Conme E 
[ 补 注 】 角 边 界 舍 亦 称 非 切 边界 值 (non - tangential 
boundary value). ， 见 解析 画 数 的 边界 性 质 (boundaty 
properties of analytic functions). . 
HARIZ FRR 校 


非 迷 向 群 [anisotropic poup ; sssrsyrponmaau rpyna ] , 城 
上 上 的 

定义 在 域 上 上 的 ,上 秩 鸭 零 的 基 不 含 非 平 几 k ay 8 
环 面 的 线性 代数 群 (incar algebraic group) G， 见 可 
SEE (splittable group). 非 迷 向 群 的 经 典 例 于 包括 天 
上 不 为 零 的 二 次 型 的 正 交 群 及 上 上 可 徐 代 数 中 约 化 范 
数 为 1 的 元 素 的 代数 群 。 如 果 G jk m BJ E. k B! 特 
EEF, W GEk EEIE RR HA G, 包含 非 平 
HAET. (ERRA p 进 数 域 , 这 相当 于 称 G, ER 
的 . ) 域 直上 任意 半 单 群 的 分 类 本 质 上 化 为 非 迷 向 群 的 
分 类 . 
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参考 文献 

[1] Borel, A. , Linear algebraic groups, Benjamin, 1969. 

[2] Tits, J. , Classification of algebraic simpe groupe, 
Proc. Symp. Pue Math. , Vol. 9, Amer. Math. Soc., 
1966, 33 — 62. 

B. II. Timaronos 押 五 生 明 译 许 以 超 校 


非 迷 向 核 [ anisotropic kernel; aaoTpomroe sapoj 
ELE k ERRE (algebraic group) G 
的 子 群 D T LIRA k 2AE S< G BJ dL 4k F 5 188 
Ñ fB, Bp p—=[Z. (S), Z (S)]. 非 迷 向 核 DD 是 定义 在 义 
上 的 半 单 非 迷 向 群 (anisotropic group ); rank D = 
rank G - rank,G, 非 迷 向 核 的 概念 在 研究 G 的 上 结构 
中 起 重要 作用 ((1]). 设 DP=G, 即 rankG=0, 则 G 在 久 
上 是 非 迷 向 的 ; 如果 D=), ME GRIE k LEM 
3205 (quasi - split} . 
参考 文献 f 
[1] Tits, J., Classification of algebraic simple groups, Proc. 
Symp. Pure Math., Vol. 9, Amer. Math. Soc., 1968, 
33 一 62. 
[2] Borel, A and Tits, J., Groupes reductifs , Publ. 
Math. IHES, 27 (1965), 55 一 150. 


B. HL TUmrogoa $ 石生 明 译 许 以 超 校 


潭 没 算 子 [ annihilation operators ; ydinmnoamemma omepa- 
Toph: | 

BJ 3k {a(f): f e H Y, 3trh H BM + 
Hilbert 空间 ,作用 在 由 五 构成 的 一 个 os 空间 {Fock 
space) (HD 五 上 的 对 称 化 或 反对 称 化 张 量 积 空间 ， 
THE Ar HE, Ugh H 中 一 系列 元 素 万, …， 
f.€ H (n=1, 2，…) 的 对 称 化 (ae=s) 或 反对 称 化 
(=a KARAREHE D … O frh ETH) 
(x 二 # ,4) 的 作用 ,在 对 称 情况 下 由 公式 


af KNB BF) = (1) 
= SHINO Bf Bf 1B Df) 


给 出 ,而 在 反对 称 情况 下 由 公式 
a(f/Xf.9 . @f,), = (2) 


= SOVER 81818 Eh) 


给 出 ; 60 N ë r“ (H) (x=s, a) (BJ T E) F # g 
+ [B] Pš BJ 8 V J 3k) HH a ( f) 31 95 € ERRERA 
中 , (+ . + ) É H h É 8 81. 3 T a (f) RAAF 
{a (J): f E 五 } 称 为 产生 算 子 (creation operators); 
它们 对 向 量 (f, D o @ f.) (w =s, a, 
2,…) 的 作用 由 公式 


NND = @/, = /@f,@ Bf B) 


n=l, 
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和 
a (f) = f 
Au h F3kaksp 2 th. tn>, HEARE 
或 反对 称 化 nt 阶 张 量子 空间 ru (H) (a =s, a) H 
DRAHA TrA O (HYWH aO RR T pa (H). 

在 量子 物理 学 中 ,oz 2 [j p° (H) (47s, a) BE 
解 为 由 任意 (有 限 ) 教 目 全 同 粕 于 组 成 的 系 锁 的 态 空 
障 , 空 间 下 是 单 粒子 的 态 空 间 , 子 宝 间 T* d) 对 应 于 
ETRADE 即 其 中 恰好 有 nn TEATHA RA nt 
答 子 的 一 个 访 , 由 a( 站 映射 到 具有 nn 一 1 个 粒子 的 态 
(一 个 粒子 的 “ 带 没 ”), 而 由 a 0) 瑞 射 到 具有 十 1 个 粒 
子 的 态 (一 个 粒子 的 “产生 ") . 

算 子 al 和 a( 门 形成 不 可 约 算 于 族 ; 在 对 称 情况 
下 满足 对 易 关 系 (oommutation relations) 


EGG 一 Get 六) = (0 
= a (fa ata (f) = 0. 
alfe (fpi (f) a(J)=(/., f.) E , 


=. è k p u 


relations} 
alf pafat afai) = (9 
= a (fija (f) a pa On = 0. 


afha (ata (f.ya(f)=(J, „JDE, 


EF ERr Rr 中 的 恒 等 算 子 . 除 这 里 所 描述 
WW fk aD e Hš, EKR 3: = lj H 
HA TF EFFERRE TARA (4) 或 (5) 的 其 好 不 
可 约 表 示 , 与 上 述 纳 出 的 那些 不 等 价 .它们 有 时 也 称 为 
产生 和 尘 没 算 子 .在 有 虑 维 空间 所 的 情况 下 , 对 易 和 反 
对 易 关 系 的 所 有 不 可 约 表 示 都 是 酉 等 价 的 . 

WT (a(f), a'(f): f š H) 在 许多 场合 是 必用 
TZAT (H) (w=s, 4) 的 所 有 线性 算 子 集 方 便 的 “ 生 
成 元 " ,而 把 这 类 算 子 作为 任意 产生 和 淹没 算 于 之 和 的 
表示 ( -个 算 子 的 范式 ) 在 应 用 中 是 很 有 用 的 . 关于 这 个 
形式 体系 , 称 为 二 次 量 于 化 方法 (method of second 
quantization}, W, [1]. 

对 于 应 用 来 说 重要 的 特殊 情况 H=L (R, dx) 
(y=1, 2, ---) 《或 者 更 普 让 的 情况 H=L,(M , Q), 
Rh (M, Q) W FE S al), W F k [a (fy, a" (f): fe 
L (R', d's ë M.B KOT XAA a(x) sl a`(x), 138 


oD = faod, a") = fatada 


对 于 二 次 量子 化 形式 体系 , 引进 aA a (x) E f) 
(Win, 它 使 人 们 可 以 直接 考虑 下 列 形 式 的 算 子 


ETE Xa sya) (xi): ` ` EA E: 
(R +a 
xaliy) .. aiya) d” xi '. dxa d'y; e. . dy... 
n m=l,2,..., 
其 中 K(x, tt, Xa is Ua Pan) 是 某 个 "充分 好 的 ” 


函数 )， 无 需求 助 于 将 它们 分 解 为 单项 式 级 数 
a"(f) a (f)a(9 `: (gs), 


其 中 
fu... fa... 8. E LR", d" x). 
参考 文献 
[1] Bepewmi,， T. A., Meron BroOpHAOm KPAHTOBAHHS , 


M. , 1965 (Æ+: Berezin, F. A. , The method of 

second quantization , Acad. Press, 1966). 
[2] Ro6pyans. P. JI. , Mmo, P. A., 

MATEM. Hayk, 32 (2) (1977), 67-122. 
[3] Garding, L. and Wightman, A., Proc. Nat. Acad. 


< 了 Ce 


Seci. U. S. A., 40 (1954), 7, 617—626. 
P. A. Munnoc $ 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Glimm, J. and Jaffe, A., Qunntum physics, 


Springer, 1981. 

[A2) Boromo6oa, H, H, Joron, A. A. , Tompo% , H. 
T. ，Deaosbl awCHOMGITWSCCKOFTO MOMONA B KEAHTOBOH 
Top nona, M. , 1969 (2 E 本: Bogolyubov, N. 
N., Logunov, A. A. and Todorov, I. T. , Intro- 
duction to axiomatic quantum field theory , Benjamin , 
1975). 

[A3] Boer, J. de, Construction operator formalism in many 
particle systems, m J. de Boer and G. E. Uhlenbeck 
(eds.), Studies in statistical mechanics , Vol. 3 , North- 
Holland, 1965. 徐 锡 申 译 


零 化 子 [annihiator ; amuymrop]， 民 中 全 合 区 的 去 
及 中 所 有 使 yX=0 的 元 素 m 2 B (X). 这 里 

的 灵 是 环 或 具有 去 的 半 群 (或 一 般 地 , 广 群 })， 用 类 似 
的 方法 ,R 中 集合 的 右 零 化 子 (right annihilator) 定义 
为 集合 

BM = {zeR: X:=0) 
集合 

dD = BOD I 
F X W WK kf (two sided annihilator) . 在 结 


合 环 ( 或 半 群 ) RR 中 任意 集合 半 的 左 零 化 子 是 左 理想 ,如 
导 是 及 的 左 理想 , 则 8 (2 是 只 的 双边 理想 ;在 非 结 全 
的 情形 , 这 些 结论 通常 不 成 立 ， 


K A 并 eanaros 提 FERH 许 以 超 E 


LY 


ti cho ARE. 


EI [anlar domain; KolJeneñas o6JacTb] 
1) 两 条 没有 公共 点 的 闭 Jordan 曲线 之 问 的 一 个 复 
连通 平面 区 域 ,其 中 的 一 条 包 国 另 一 条 . 
2) 关 于 二 次 微分 的 图 环 域 , 见 二 次 微分 的 轨道 的 整 
tki (Global structure of trajectories). 
E. JL. Conowesuea Æ BER. TRR, ER 详 


反 交 换代 数 [ati -commutative algebra ; satrimayiMyrs- 
TH arepa] 
在 一 个 域 上 满足 下 列 等 式 的 线性 代数 ; 


x = 0 (=) 


如 打 域 的 特征 不 为 2， 刚 等 式 (*) 等 价 于 等 起 xy =— yx. 
自由 反 交 换代 数 的 所 有 子 代数 是 自由 的 .最 重要 的 反 交 
换代 数 类 是 Lie 代数 (Lie algebra)， 二 元 Lie 代 数 {bin- 
ary Lie algebra), Manes 代数 (Mal’ tsev algebra). 
# wx 
[1] Uinpuas, A MgMarem c Y, 34 (1954, 76, 81 ~ 88. 
A T. Taiince BE 林 亚 南 译 


EKER [at - conformal mapping ; anruscompop- 
Mioe omwópasenme ], 第 二 类 共 形 映射 (conformai map- 
ping of the second kind) 

复 z 平 面 上 点 z0 的 邻 域 到 复 w 平 面 上 点 w 38 8 
LEERS, CARE z 的 曲线 间 的 角度 但 改变 
其 方向 . 产生 反共 形 映射 的 函数 f(z) 是 反 全 纯 函 数 
(anti - holomorphic function). A M AE S {coon- 
formal mapping ).- 
参考 文献 

[1] Mapxyueanu , A. H. , Tepus aaTITEMIECKNX hyni, T. 

1, M., 1968, ra. 2 (HEE: A. H. BEES t ar. Æ 

HAR. AFAFA. 1957, 3 2 章 )， 

F. JL Conon É 杨 维 奇 WK 


反 离 散 空 间 [anti discrete space ; anrumakperuoe mo 


CTpaneTEo 1 
KAZARAS HANRAHAN, 
A. A. Mama E 
5 补 注 】 关于 这 个 拓扑 空间 经 常 出 现 的 其 他 术语 是 密 


* Ó" * a <+ “ 


topological space). JARE 
反 离 做 拓扑 [anti -discrete topology ; samumerpermsa 
Torm ] ,集合 上 的 
由 空 集 和 全 空间 组 成 的 开 基 (base) xH Jn fh. 
A. À. Mama BE JAR kE 


反 全 总 函数 [anti -holomorphic function ; amrürojgdossop- 
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中 aa 中 ya |, 反 和 解析 阔 数 (anti -antianalytic function) 

一 个 或 儿 个 复 变 量 z=(21…， 5) 的 函数 f(z)= u + 

in, HARTARA (z) =u — in B5 58 3 $k (U 88 18 Š 
数 (analytic funcuon)). 

E. A. Conmourune R Hi E 


F RRE [anti - isomorphism of partially ordered 
sets ; AATOM OpDEIM dacnanan YIKVWNUNOWOHBIEAK MEBURECTE | 

ARTE AARRE BASSYE, B -- 
一 映射 %: 4 一 B， 司 得 由 a < b (a, 请 E4), 可 得 出 
BPH agp > 书信- Q. A. Hamon E RHP PF 


环 的 友 同 构 [ anti - isomorphism of rings ; AHT HE3OMOp- 

pmm woe] 
环 4 到 环 且 的 一 个 映射 多 ， 它 是 4 的 加 法 群 到 号 
的 加 法 群 的 同 构 , 并 且 满 足 (ab)e= bo-ag(a,be A). 
O. A. Memon B ”起 春来 译 


反 运 动 [ anti - motion ; aaTamBHxeeame | 
fb Eudid 空间 的 一 种 变换 ， 它 把 彼此 间 实 时 离 a 
的 点 变换 成 纯 虚 乃 离 上 的 点 ， 协 Euclid 空间 的 运动 和 
反 运 动 一 起 构成 一 个 群 ， A B. Henw 所 
W Mk. KRF, RER 译 


反 平 行 钱 [anti -parallel straight lines ; asrunapannpemawae 
mam), 关于 给 定 的 两 杂 直 线 m fm, 65) 
与 本 和 m, 相交 且 使 得 1 = 人 2 的 两 条 直线 4 


MRLE). 


mR 1 FQ 1, 2 F m Q m, ERT frt Canti- parallel), 
H) m, f m. X F 1 1, 也 是 反 平 行 的 ， 在 圆 内 接 
四 边 形 中 ,任何 两 对 边关 于 另外 两 边 是 反 平 行 的 . 如果 
直线 mm, 和 ms 相交 于 点 O, MG 3k L fl X T f 
miOm: 是 反 平 行 的 ， 如 果 直 线 m fl m, 重合 ， Wak], 
mn, 关于 - -直线 尾 反 平行 的 ， 

A. B. Tiparoa $ WIA 译 


反 平 行 四 边 形 [anti - parallelogram ;atrrtimpeuuieIEarpaMM) 

一 个 平面 罚 边 形 , 其 中 每 对 对 边 分 别 等 于 另外 两 

边 ,并 县 关于 另外 两 边 是 反 平 行 的 ( 见 反 平行 线 
(anti - parallel straight lines)). 

A. B. Hpagon E ” 张 鸿 林 jE 
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FEE [anti- Prism ; arunpw3Ma ] 

一 个 半 正 多 面体 (semi- regular polyhedra), 其 中 
两 个 平行 的 面 是 全 等 的 正 m 边 形 , 其 余 328 个 而 是 正三 
角形 { 见 图 ). 


A b. Mbano 扎 张 鸿 林 i£ 


反对 称 张 莉 [anti - symmetric tensor; aaMMerpa- 
Sus Tea3op ] 


MER (tensor caiculus). 


FE 3489 [antiloganthm 或 inverse logarithm ，mhTHreore- 
papm]. # n 65 

数 N. 记 为 ant logn, ERIL < 为 底 的 对 数 等 于 
n. TE, 


antlog,n = N = a", 


即 
bg, N = n. 


张 福 林 译 


FË [amtinomy, paradox; awurunosmu,úapa)Üoxwc] 

这 样 一 种 情形 , 在 其 中 可 以 证 明 两 个 互相 蔬 盾 的 命 
题 成 立 , 遍 每 一 个 推出 过 程 的 工具 都 是 在 疝 -TEE A 
观点 下 可 信 的 . 

通常 的 诡辩 (sophism) 是 有 意 给 出 的 -- 个 错误 结 
论 , 它 含有 僵 装 过 的 错误 .与 此 不 同 , 悖 论 则 常常 指出 了 
所 讨论 理论 的 一 种 较 深刻 的 不 足 . 一 个 导论 的 发 现 常常 
会 导致 整个 理论 的 履 正 , 把 注意 力 吸 引 到 新 的 研究 领域 
上 去 并 最 终 促 进 对 该 理论 更 识 人 的 研究 ,从 古代 起 , PP 
论 的 这 种 特点 就 引起 了 许 密 哲学 家 的 兴趣 .例如 ,人们 
A A REHE E. Kant 的 哲学 中 所 起 的 重要 作 
用 .在 古代 有 许多 悖 论 被 研究 过 并 称 为 “aporium". 这 
里 我 们 援引 两 个 著名 的 导论 ,它们 都 以 埃 利 亚 的 Zeno 


(公元 前 了 世纪) 命名 , 称 为 Zeno HEt (Zeno paradox) 


“Achilles 和 = & (Achilles and the tortoise)”, 
个 司 论 涉及 到 包含 在 送 动 的 某 些 属性 中 的 邢 盾 , q 
如 下 : 赛跑 人 Achilles 站 在 出 发 点 A. 乌龟 处 在 离 
4100 325685 B R. Achilles 开始 从 4 点 跑 向 p y É 
同时 , 乌龟 彰 着 远离 4 点 的 方向 离开 BB 点 ,并 且 假 定 乌 
BREA WE Achilles 要 慢 100 人 入, 经验 告 诉 我 们 ,在 这 
种 情况 下 ,Achilties 将 在 很 短 的 时 间 内 追 上 乌龟 ,但 另 一 
方 商 也 可 得 到 这 样 的 结论 , 即 Achilles 将 永远 追 不 上 乌 


龟 甚 至 将 到 不 了 8B 点 ,这 是 因为 当 Achilles 到 达 AB B) 
中 点 CC 的 时 候 . 乌 包 已 经 离开 丁点 .虽然 可 能 是 很 短 
的 距离 .下 :站 ,Achilles 将 到 达 CiB 的 中 点 已), 然后 是 
CB 的 中 点 CC,, 等 等 . ENH EGE MAN B. 
Achilles 为 了 要 到 达 吕 ， 他 必须 要 在 无 穷 点 列 C, 
C,, 中 的 每 一 点 上 出 现 过 , 世 是 在 一 个 青 穷 的 时 间 
县 内 不 可 能 在 无 穷 多 个 点 上 出 现 . 因此 ，Achilies 将 永 
AART BA, 3EHB b kisiB A E 658. 

根据 运动 的 现代 数学 理论 ,这 类 悼 论 是 很 容易 解决 
的 .仔细 分 析 后 可 以 看 出 , 对 这 种 悖 论 的 解决 实际 上 依 
赖 于 虚 认 实数 域 的 Archimedes 2 AH (Archimedean axi- 
om): 对 任何 实数 @,b>0. 存 在 一 个 自然 数 n E 
an > 上 .不 过 ,由 悖 论 所 说 明 的 问题 也 是 非常 实在 的 ,这 
本 能 使 得 用 通常 的 数学 模型 来 刻画 实际 的 运动 显得 不 
方 熏 和 不 合适 .为 了 能 刻画 无 穷 大 的 和 无 穿 小 的 物理 量 
这 种 梳 念 .人们 曾经 不 断 地 添 图 构造 一 种 实数 理论 使 得 
Archimedes 公理 在 其 中 不 真 .总 之 , 非 Archimedes 有 
序 域 构成 了 近世 代数 中 的 一 个 关键 部 分 .这 种 非 Ar- 
chimedes 有 序 域 ( 即 非 标准 实 直线 ) 在 非 标 准 分 析 
(non - standard analysis) 中 起 了 决定 性 的 作用 . 

“WHEE E (sandpile paradox) "可 以 叙述 如 下 , 显 
然 ，- 粒 神 于 不 能 形成 一 个 沙 堆 . 如 果 粒 沙 于 仍 没 形 
成 - -个 钞 淮 的 话 , 那 么 ,给 它 再 加 上 另 一 粒 沙 施 也 不 能 
形成 一 个 沙 堆 ,这 样 一 来 ,在 何 数 晶 的 沙子 都 不 能 形成 


HE, 


只 要 利用 现代 的 术语 并 说 完全 数学 归纳 法 不 能 应 
用 到 不 确定 体积 上 去 , 例如 "水 座 "就 设 有 确定 的 体积 ， 
那么 ,这 个 迟 论 就 订 解 决 .在 近代 数学 中 (120 世纪 下 半 
叶 ). 不 确定 体积 概念 在 数学 基础 中 应 用 于 建立 经 典 理 
论 的 相 容 性 , 以 及 用 精确 的 方法 来 研究 这 些 报 念 . 用 数 
理 逮 辑 的 方法 可 以 建立 起 这 样 一 种 情形 , 在 其 中 尽管 仍 
然 保 持 了 很 多 关于 自然 数 的 性 质 ,但 是 .- 般 形式 的 数学 
妇 纳 法 不 能 应 用 到 和 任何 自然 序列 上 去 { 这 就 是 所 滑 的 非 
标准 算术 模型 }. 

然而 ,对 数学 来 说 真正 有 意义 的 悖 论 是 那 种 将 一 些 
概念 以 不 同 寻 常 的 方式 表述 而 成 的 蛋 论 .这 些 迟 论 就 是 
A W K E H FE 36 (logical antinomy) 和 E e 
(semantic antinomy) {也 见 Skolem t#it ( Skolem par- 
adox )). 

下 面 给 出 三 个 还 辑 蛋 论 的 例子 . 

Russell Fë jè (Russell paradox) (B. Russell, 
1902), 它 也 由 E. Zermelo 独立 地 发 现 . 考虑 关于 集合 
的 下 列 性 质 D. BE — T E 6 X R Art R D HAAS 
它 不 是 自身 的 一 个 元 素 . 在 数学 中 所 讨论 的 绝 大 多 数 焦 
ARRAN D. 例如 ,自然 数 集 或 所 有 实数 的 集合 
都 不 是 它们 自身 的 元 素 . 现 在 考虑 集合 T， 使 得 它 的 元 
素 恰 好 是 那些 其 有 性 质 DD 的 集合 ,现在 问 究 竟 是 eT 


还 是 了 天 了 为 真 . 如 果 了 E 了 , 则 依 定 六 ,了 只 有 性 质 卫 ， 
MATET. TESMER 全 和 了 ,但 这 也 会 产 牛 省 盾 的 
结果 , 国 为 如 果 Té T, MJ T Rf D. AT Te T. 

如 果 把 上 面 所 证 明 的 一 切 看 成 仅 仪 表明 了 集合 T 
的 不 存在 性 , 即 呈 根本 不 能 刻画 任何 集合 ,那么 ,这 个 
眉 论 就 能 避免 . 然而 ,这 是 不 能 被 接受 的 .因为 从 “朴素 ” 
集合 论 的 观点 来 看 ,很 自然 地 要 援 定 任何 精确 盾 述 的 关 
于 客体 的 性 质 吾 可 以 定义 一 个 集合 和 ， 其 中 的 元 寒 从 
是 上 共有 这 个 性 后 的 客体 ， 只 ussel 悖 论 对 这 个 自然 的 现 
念 是 个 很 大 的 打击 ,人们 必然 会 得 到 这 样 的 结果 : 3E Z 
把 某 些 非常 简单 的 性 质 看 成 是 没有 精确 描述 的 ,或 者 涯 
认 有 些 精 确 描 述 的 性 质 不 能 定 久 一 个 集合 ,这 转 而 又 出 
现 了 儿 个 困难 的 问题 ,什么 是 “精确 描述 "的 性 质 ,而 什 
么 又 不 是 “精确 描述 "的 性 质 ? 了 蜡 些 性 质 可 定义 集合 而 
哪些 又 不 能 定义 集合 ? 在 集合 论 中 广泛 使 用 的 性 质 中 
入 ,是 否 还 有 会 导致 矛盾 而 必须 抛弃 的 ? 是 否 可 能 至 少 
确定 一 个 可 靠 的 领域 ,在 其 中 可 以 排除 收 论 而 又 足以 包 
请 通 常 的 数学 内 容 ， 

随 着 严格 的 逻辑 - 数学 语言 的 出 现 , 关 于 性 质 的 
精确 描述 问题 可 以 认为 已 经 满意 地 解 快 了 .可 是 要 刻画 
哪些 性 夸 可 以 定 尽 集 人 台 这 样 一 种 剂 别 准 由 则 是 一 个 远 
设 解决 的 问题 .更 糟 的 是 公理 集合 论 中 新 近 的 结果 表明 
对 这 个 问题 没有 最终 的 答案 ,有 Russell 导论 给 他 的 同 代 
入 巨大 的 影响 , 因为 它 权 涉及 到 集合 论 中 非常 初步 的 内 
容 . 不 过 ,有 许字 方法 来 避免 舍 论 ,虽然 它们 绝 不 是 最 终 
的 或 自然 的 方法 , 但 在 实践 中 它们 是 很 方便 的 ,并 且 也 
HA THE 本 身 的 性 质 及 集合 论 其 他 各 原理 之 间 的 联 
系 .用 公理 的 途径 来 处 理 集合 论 基 本 原理 被 证 明 是 相当 
成 功 的 { 见 公理 集合 论 (axiomatic set theory )). 全 如 
到 本 文 写作 时 (1970 年 ) 为 止 , Zermelo -Fraenkel 的 
形式 公理 系统 是 一 个 最 有 用 的 公理 理论 , 它 对 经 典 集 合 
论 内 容 中 “无 导论 "的 部 分 给 出 了 最 合适 的 刻画 . 

"$ 村 理发 师 (village barber)” t936. < E: Russell 
停 论 的 一 个 变种 ， 它 的 表述 涂 乌 以 日 常生 活 的 情形 {与 
这 个 性 论 形式 稍 有 不 同 的 基 Gonseth 悖 论 ) .具体 情形 
是 这 样 ,有 一 个 乡村 理发 师 , 他 要 给 而 且 只 给 村 上 那些 
不 是 自己 刮 脸 的 村 民 乔 蛤 .那么 ,理发 师 要 不 要 给 自己 
AERE? 用 与 Russell 蛋 论 类 似 的 推理 将 得 到 , 6 8 = 
给 和 白 己 刊 脸 久 不 给 自己 刊 脸 .如 果 由 此 断言 没有 这 样 一 
个 理发 师 , 即 这 个 理发 师 要 满足 的 条 件 是 当 相 了 矛 央 的 ， 
从 而 不 会 被 满足 .那么 这 个 困难 便 很 容易 就 克服 了 .很 
明显 ,这 个 难题 提出 了 如 何 判 别 一 个 性 质 是 否 自 相 矛 
上 盾 的 问题 , 得 与 民 usseli 悖 论 不 同 ,这 不 是 一 个 十 分 紧要 
的 难题 . 它 涉 及 到 一 个 日 常生 活 的 情形 ,而 大 计数 这 样 
的 情形 都 不 是 严格 表述 或 可 车 地 定 祥 的 ,再 说 ,和 良 我 相 
容 性 并 不 是 日 常生 活 推理 中 公有 的 可 接受 性 准则 (甚至 
不 是 最 重要 的 准则 ] ,这 种 情形 与 数学 推理 完全 不 同 ,数学 
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推理 的 要 求 是 韭 常 精确 地 定 尖 和 非常 可 党 的 ,在 这 样 的 
推理 中 ,自我 相 容 性 是 一 个 重要 的 部 分 . 

Cantor ## ië (Cantor paradox) (G. Cantor, 
1899) . 设 M 为 由 所 有 集合 所 组 成 的 集合 .而 P (M) 
为 它 的 所 有 邯 梨 所 组 成 的 梨 合 ,由 MEX WP PM) 
是 包含 在 M PH. 另 一 方面 , fk Cantor 的 著名 定理 ， 
PUM) 的 基数 大 于 M 的 基数 ,由 此 推出 PUM) 不 是 M 
的 子 集 ,粗略 地 说 ,由 Cantor 悖 论 所 得 到 的 结论 与 由 
Russel 悖 论 所 得 到 的 差不多 .特别 是 可 以 认为 Cantor 
悖 论证 明了 所 有 集合 组 成 的 集合 M 不 存在 .与 此 有 关 
的 -一 忻 很 有 有 趣 的 事情 是 有 些 集 合 论 公理 系统 ,如 著名 的 
W. Quine 的 “新 基础 "系统 ,是 可 以 建立 这 种 M ËJ fF Ë 
性 的 .而 “新 基础 "系统 中 避 开 Cantor 迟 论 的 方法 是 
Cantor 的 基数 定理 只 有 一 种 特殊 的 形式 能 在 该 系统 中 
证 明 . 而 这 种 特殊 的 形式 又 不 足 书 “证明 " 健 论 ,一 般 地 
说 ,用 以 构造 Cantor 悖 论 所 需要 的 集合 论 概 念 要 出 用 
LH Russel 悖 论 时 多 一 些 ( 如 子 集 概 念 . 一 一 对 应 
等 ) . 

5 Cantor 蛋 论 相 估 的 另 一 个 迟 论 是 Burali -Forti 
停 论 (Burali -Forti paradox) . 它 涉及 到 全 体 序数 所 组 
域 的 类 .这 个 类 的 序 型 必定 要 比 它 所 会 的 任何 序数 都 
K. 

RI EEA ATANDE tE ERES, 它们 
Bi E Pr W EFFIE (semantic antinomy) . 5 32 $ FP 
论 不 同 ， ERRETA “AKU. 7. RER. S * 
一 些 术 语 , 另 一 方面 ,这 种 由 Ramsey 于 1926 年 所 提出 
的 这 两 种 类 型 蛋 论 的 差别 有 很 大 的 随意 性 .许多 语 尺 蛋 
EHEER RIFE, M ZIR. Ramsey 指出 了 在 
通常 的 遵 辑 - Ae PRAHE h 8 Ee, 原因 很 
简单 ,因为 在 这 种 理论 中 没有 表述 语义 眉 论 所 必须 的 语 
义 概 念 ,在 这 种 意 尽 下 ,语义 眉 论 要 比 逻 辑 导 论 更 E 
全 " 些 . 热 而 ,必须 指出 的 是 有 些 现 代理 论 中 含有 表述 
某 些 语义 争论 所 需 的 概念 , SP | B: f Richard tie {但 
这 种 悖 论 总 可 以 用 特殊 的 方法 来 避免 ) .下面 给 出 了 两 
个 著名 的 语 交 悖 论 . 

Richard # iÈ (Richard paradox) (G. D. W. 
Berry T 1906 年 所 给 的 形式 ) ,考虑 这 样 的 一 个 自然 数 
集 , 其 中 每 个 数 都 能 用 不 超过 1000 个 音节 的 一 自 有 意 
湾 的 文字 所 唯一 地 确定 . 显 热 ,这 样 的 文字 数目 有 限 ， 
因为 具有 1000 个 音节 的 所 有 文字 数目 是 有 限 的 . 现 考 
虚无 法 用 上 述 方法 定 尽 的 最 小 的 自然 数 . 

A+ — E R: 8 8 DXF., 它 的 音节 不 超过 1000 
T+, BE —Hif E T E B SSO IREX BARRE 
无 法 用 这 种 形式 刻画 的 .显然 ,只 要 断言 这 段 文字 不 旺 
有 意义 的 (或 者 它 不 确定 一 个 自然 数 ) ,这 个 蛋 论 就 可 以 
寻 免 ,但 这 样 一 来 , 同 前 面 一 样 , 使 会 出 现 判 别 一 段 文字 
是 和 否 有 沉 凡 的 准 购 这 样 的 -- 些 困难 等 ， 
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Eubulides trit 《Eubulides paradox) {公元 前 4 
世纪 ) ,一 个 人 说 ， “我 现在 正 说 的 是 -A eW.” E ia 
是 真 的 还 是 人 慨 的 ? 如 果 是 真 的 , 它 的 真正 含义 表明 它 是 
盘 的 .如 果 是 根 的 允 直 接 推出 它 是 真 的 .这 个 蛋 论 有 许 
多 变种 , 如 说 谱 者 悼 论 (liar parodox), Epimenides 
ET (Epimenides paradox) 3. XZ ht it ËJ SE. 8 E A 
了 形式 公理 理论 中 著名 的 Gidel 不 完全 性 定理 (Ga - 
del incompleteness theorern) PJ F8H APJ 3 Ri. 

通常 ,对 这 种 悖 论 进 行 分 析 , 会 促进 关于 数学 基础 
的 观点 进行 根本 性 的 考察 ,并 发 展 出 许多 现代 的 数理 时 
辑 思 想 和 方法 . 
参考 文献 

[l] Faenkel, A. A. and Bar-Hillel, Y. , Foundations of set 

theory, North - Holland, 1958. 

[2] Kieene , S. C. , Introduction to metamathematics , North - 

Holland, 1951 CFR: S. C. 克 林 ， 元 数学 导论 , 科 

学 出 版 社 , 19853、 
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对 径 点 [ antipodes ; sarrmnozrti ] 
球面 上 同一 直径 的 两 个 端点 ,对 此 ,有 Borsuk 对 种 点 
定理 (Borsuk antipodal - point theorems) ([1]): 1) 对 
于 球面 9" 到 Euclid 空间 E" 的 任何 连续 映射 , 都 存在 
具有 公共 象 的 对 径 点 ; 2) 使 对 径 点 的 象 仍 为 对 径 点 的 、 
球面 S" 到 自身 内 的 任何 映射 都 是 李 质 映射 ， 
**x 
[1] Borsuk, K. , Drei Satze über die n -dimensional euklidis - 
che Sphäre, Fund, Math. , 20 (1933), 177—190. 
oLan. A. B. Uepnapexun 所 
GEI 上 衔 提 及 的 第 一 个 结果 称 为 ( 关 于 对 径 点 
的 ) Borsuk - Ulam 定理 . 下 向 这 一 结果 也 称 为 Borsuk 


E n +] 维 球 体 B"*! SD n S" W 035 ik 9 f, 


W f(x)=-f(_x), 见 {Al], p. 131. 
参考 文献 
[AI] bträtescu, V. 1. , Fixed point theory, Reidel, 1981. 
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反 库 映射 [ antitone mapping ; amgroaaoe orobpexense ] , 
RAR 
B PK A SAFE 下 内 的 映射 p, itk a < b 
(a,beEA) 可 得 由 sg 之 bg. 反 序 映 射 的 对 偶 概 念 是 保 
序 映 射 (isotone mapping). 
O. A. Mnaona P tup i 


非 周 期 自 间 物 | aperiodic automorphism ;amepwomPieaehi 
aaTOnstofp 中 Hg ] ， 济 度 空间 的 
测度 空间 上 满足 如 下 性 质 的 自 向 构 T: TRR x 


{ 苑 对 革 个 上 >，Txx=x) 的 全 体 构成 一 个 零 测 度 集 . 
对 这 种 变 加 之 所 以 引进 这 样 的 特殊 名 称 , 是 基于 以 下 
的 事实 :在 遍历 理论 (ergodic theory ) 的 某 些 定理 中 ,有 具 
有 "* 太 多 "周期 点 的 自 同 构 被 视 为 平凡 的 例外 ( 见 [1]). 
A. B. AHocoB P 
参考 文献 
[1] Poxmm, B. A., 
57—128. 
CHEJ BAA HAP h) AnA 及 okhlin - Halmos 引 理 
(Rokhiin -Halmos lemma ) z$ H A 8 E 88 i8š T Lebes- 
ge 空间 的 自 同 构 是 重要 的 (JAWE HRE (appro 
ximation by periodic transformations)), Æ MWWTA11 3 75 
页 或 [A2] 第 390 页 . 
参考 文献 
TAI] Cornfel'd, L. P. , Fomin, S. V. and Sinai, Ya.G., 
Ergodic theory, Sprmgær, 1982. 
[A2] Halmos, P. R., Lectures on ergodic theory, Math. 
Soc. of Japan, 1956. ERA PE 
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从 配 极 网 [apolar nets; anorgpiamae cerw] 

在 二 维 流 形 的 同一 个 区 城 G 上 给 出 的 两 个 网 ， 使 
得 在 每 一 点 xEG， 一 个 网 的 切 方 向 调和 分 割 另 一 网 的 
切 方向 ， 例如， 在 Eudid 空间 中 人 昔 面 上 前 渐 近 网 
(asymptotic net) 关于 曲率 线 网 (curvature lines, net 
of) 是 从 配 极 的 . B. T. Eanna WE 沈 一 兵 译 


Apollonius 问题 [Apqllonius problem ; Anorni Jae 
wa] 

作 图 问题 :在 给 定 平 画 上 , 作 一 个 图 与 三 个 给 定 的 
BEH. Apolonius 问题 可 用 反 演 (inversion) 法 来 解 
闫 ， 所 作 之 图 称 为 Apolionius m {Apollonius circle). 
这 个 问题 因 理 加 的 Apolonius (公元 前 3 人 世纪} 而 得 
£. 
参考 文献 

[1] Senes 


JEMEHTApPROH MmTCMABYHKH, xH. 4, 


Tomer, M., 1963. A E. Hanos $ 
【 社 广 ] 
参考 文献 
[A1] Baker, H. F., Principles of geometry, 4, F, Unpar, 
1963. 张 鸿 林 译 


Apollonius Æ 38 [Apollonius theorem ; Amorumsng TeopeMa] 
1) —ë | B; BS Jt 1 oF 648 ERAR, 等 于 
其 两 半 灿 长 度 的 平方 和 . 
2) 外 切 于 一 椭圆 的 .其 边 姓 干 共 堪 方向 上 的 平行 由 
边 形 的 面积 为 常数 ,等 于 糖 回 两 直径 长 度 之 积 . 
A. E. Msanos IR 
【 补 注 ]】 对 高 继 情 况 的 推广 , 见 [A1]. 
参考 文献 


[At] Borsuk, A., Analytic geometry, PWN, 1969. 
TEPA 译 


边 心 距 [apothem ; M0 中 eMa ] ， 正 多 边 形 的 

其 正和 多 按 形 的 中 心 向 它 的 任何 : 边 所 引 的 垂 线段 
(K HRABE). IE n BB B jM U 5 S: J Z BJ ATA B) `F 
Brn , F 5353089014 a, MER S. 2 Bj fF & F 9] X: 
系 : 

a, = 2r, tan = S, = artian = 

正 楼 锥 的 边 心 距 (apothem of a regular pyramid) E 
它 的 侧面 的 商 . 张 袜 林 W 


Appel 方程 [Appell equations ; Ameng ypamseuns] 

HB P.E. Appell ([1]) 建立 的 描述 完整 系统 和 非 
完整 系统 运动 的 常 微 分 方程 有 时 Appell 方程 称 为 
Gibbs - Appell 方程 (Gibbs - Appell equations), 区 
为 J W. Gibbs([3]} 首 先 建 立 了 完整 系统 的 微分 方程 . 


在 独立 的 Lagrange 坐标 系 4, 二 1,…, n) P, Appell 方 
程 具有 二 阶 柚 分 方程 形式 
3S or i=1,... ken (D) 
4, 


其 中 


n: 


N 
Dm 
(m, 和 w, Jë # 805 N T 8 AO A bn EE ) J: R eE 
ERER. 它 这 样 表达 使 其 仅 售 坐标 q (=l, ok) Z 
阶 导数 ,而 其 变 分 认为 是 独立 的 ，Q' EATER q, 
的 广 闵 力 , 它 是 给 定 的 主动 力 了 在 可 能 的 位 移 ,上 所 
作 基 本 功 之 和 的 表达 式 中 独立 变 分 6q 前 的 系数 : 


>i- 


N K 
2 F,r, = 之 064- 

计算 Ss 各; 时 ， 通 过 求解 以 广义 坐标 q, 表达 的 
n 一 k 个 不 完整 约束 方程 ( 见 非 完整 系统 (non - holonomic 
systems }) ( 洒 可 通过 求解 从 n 一 上 个 方程 得 到 的 关于 6 
的 方程 组 ) HERE 4, (dg) OG = 上 十 1…',n) 通过 独立 
速度 ( 变 分 ) 来 表达 . 将 求 得 的 贞 的 表达 式 对 时 间 上 + 微分 
TAAU AREH IHRER. 

方程 组 (1) 与 不 可 各 约束 的 n 一 上 个 方程 一 起 组 成 
含 n 个 未 知 量 吕 的 个 (n+ 大 阶 ) 机 他 方程 的 方程 组 . 

在 完整 系统 的 情况 下 k=n， 所 有 速度 ME e, 
是 独立 的 ,= 名 ， 方 程 组 (站 是 第 二 类 (力学 中 的 ) 
Lagrange 方程 组 (Lagrange equations (in mechanics)y 
的 另 一 种 表示 形式 . 

以 氢 党 标 系 (quasi- coordinates) z, 表示 的 Appell 
方程 具有 以 下 形式 
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% Dag r=l..... k (2) 
i=l 
其 中 . 
3S _ H. rsl... k&n., G) 
Jz, 


这 里 $ 是 以 氢 坐 标的 对 时 间 的 二 阶 导 数 元 表示 的 
加 速度 能 量 . 口 ,是 相应 于 拟 坐 标的 广义 力 . 方程 (3) 与 
n-k 个 不 可 积 约 昌 方 程 以 及 大 个 方程 《2) 一 起 组 成 
ntk PENN g (s=1,-, n) fl k.(r=1,--, k) 的 同样 
数目 的 一 阶 微分 方程 的 方程 组 . 
Appl 方程 是 最 一 般 的 力学 系统 的 运动 的 方程 . 
参考 文献 
[1] Appel, P.E., Sur une forme génerale des équations de 
la dynamique, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 129 
(1899). 
[2] Appell, P. E., Sur une forme générale des úquations de 
la dynamique et sur le principe de Gaws, J. Reine 
Angew., Math., 122 (190), 205 — 208. 


[3] Gibbs, J. W. Où the fundamental formula of 
dynamks, Amer. J. Math., 2 (1879), 49 — 64. 
B H. Pyas JBE 
【 补 注 】 
参考 文献 


[Al} Whittaker, E. T. Analytical dynamis, Cambridge 
Univ. Press., 1927, 258, 朱 治 强 译 


Appel 多 项 式 [Appell polynomials; Amem Maoronieum] 
复数 域 土 的 一 类 多 项 式 ,其 中 包括 许多 经 典 的 多 项 

式 系 ，Appell 多 项 式 是 也 E. Appell 引信 的 ([1])， 

Appel 多 项 式 序列 {A Go 由 下 刑 形式 等 式 来 定 久 : 


Afte” = = 之 4 (2)i”, (1) 


其 中 AOE 2 a t E RA 3 8 Ék a (k=0, 1, 
mm 天 0) 的 形式 项 级 数 ，Appell 多 项 式 4 P[ b 38 pH ŠK a, 
明显 地 表示 如 下 : 


d, 


ee 
= — 天 = 
A,(z) 之 CR 7 O.1,.... 


Aitari W 33 F 532 ik A (2) 8) K Pk E n. 
Appl ETALASE. 设 


fai 
A(D) = Ya, D*, D= a ay £0 
k- Ü dz 


BEXELL z=x+iy ERNE ER P tk 
分 算 子 ,一 般 为 无 穷 阶 的 ,这 时 ,有 


ae) = dO no1 


即 4 全 是 函数 z"/n! 在 映射 p=4 (D q (p, g€ P) F Bl 
fe. 
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4 类 的 Appell EARE XA AR A E in (1) A 
生成 函数 的 多 项 式 系 {d (jj 的 集合 . 多 项 式 (n 次 ] 系 
[PEAT 各 类 ,相当 于 说 关系 式 

Paiz) = n (2), n=1,2,... 


成 立 ， 
AY 类 的 Appel 多 项 式 有 时 由 下 列 关 系 式 来 定 


A,(z) = al) n=k2,.... 


徐 了 规范 化 不 计 外 , 这 同上 面 给 出 的 定义 是 等 价 的 . 
APH Appel 多 项 式 可 以 用 来 解 形 如 


A(Dy(z) = flz) © 
MTR. HAYES yO- O AD) 其 中 


可 以 把 (2 的 解 写 为 下 列 形 式 : 
y) = Sa lG ), 
k=ñ 


HHA (Z 是 具有 生成 医 数 ejA (t) B) Appel 多 项 
Z. 在 这 方面 , 把 解析 函数 展开 为 Appel 多 项 式 级 数 
具有 特殊 和 意义. 此 外 , Appel 多 项 式 在 研究 函数 方程 
(包括 不 同 于 (2) 的 微分 方程 )、 插 值 问题 , 遇 近 论 以 及 求 
和 法 等 方面 有 着 广泛 的 应用 ( 见 [1] 一 [6}， 关 于 4 类 
Appeli 多 项 式 理论 的 更 一 般 的 考虑 , 以 及 各 种 应 用 , 见 
[6]. 

A 类 中 包 揪 大 量 的 经 典 多 项 式 序列 作为 其 特殊 情 
BL. 例如 下 列 多 项 式 ( 除 了 规范 化 不 计 外 ): Bernoulli 多 
项 式 (Bernoulli polynomials) 


gerth = 
Laguerre SAX ( Lapuerre polynomials) 
aser = Sue Per 
等 等 ,许多 其 他 例子 , 见 [2] 和 [3] ,着 3. 


Appel 多 项 式 具 有 各 种 推广 ,它们 也 称 为 Appel 多 
muk (systems of Appell polynomials). 其 中 包括 具 


有 形 如 


Abe = Sp, zw", 
n=0 
(3) 


>= 
Uiw) = Dewi, c10, 
k=1 


Éq E RSS K 08 Appel 多 项 式 , 以 及 具有 更 一 般 的 生成 
函数 


Aiwa U(w)) = Š gew” (a 
rn=0 
的 Appel 名 项 式 ( 例 如, W.[2] 81131. %3. 如果 w (U) 


EEK U (wy 的 反 函 数 , 则 多 项 式 系 {p Cha ATR 
有 类 型 (3 的 生成 函数 的 Appel 多 项 式 序 列 类 这 一 事 


实 ,等 价 于 关系 式 
= 
p= 

成 立 ， 


总 共存 在 五 个 在 实 轴 上 加 权 正 交 的 Appel EWA 
序列 系 ,它们 具有 形式 为 (3) 的 生成 函数 ; 其 中 包括 了 唯 
一 的 一 个 具有 形式 (1) 的 生成 函数 的 正 交 系 , 它 足 由 实 
轴 上 的 具有 权 函 数 e-*? 的 Hermite 多 项 式 组 成 的 (W 
71). 

3: Ti RA sk (3) fü (4) HERAA Appel 多 
项 式 的 级 数 展 开 , ARRESTA A Rh 4 38: E BS 
互相 联系 , 见 [2], [7]. [8]. 

AP EER ) 类 的 Appell 多 项 式 定义 如 下 : 它 
是 所 有 这 种 儿 项 式 系 {4 的 集合 ,对 于 其 中 每 个 {4.}， 
形式 表示 式 


w(Dy,,(z) = p, Wz), n=1,2,... 


二 | 1 的 
S Adet = BAE 
k£=ñ n=0 


成 立 ; 这 里 o, =e2 A(O) (k=0,1, 7, p- DREAN 
级 数 , 它 的 自由 项 使 得 多 项 式 4 RRA n. WER n 
次 名 项 式 序列 {Q(z)} ETA”, 那么 就 等 于 说 关系 式 


DP O,(2) = OPH) = Q@,- G) A=p p+l,.... 


成 立 ， 关 于 解析 函数 按 4 中 类 的 Appel 多 项 式 的 级 数 
展开 癌 题 , LP]. 它们 同 求 形 如 


-i 
‘FAs (DY (zwt) = fe) 
大 


的 函数 方程 的 解析 解 的 条 题 密切 相关 . 

二 元 Appel 多 项 式 (Appell polynomials in two 
variables) tE E H P. Appell 引信 的 ([19) .它们 由 下 
列 等 式 来 定义 ; 

Jman y.) = yx 
CYCY Ja 


”是 类 似 的 .Appell 多 项 式 了 上 ， 


g" +A 


* Daray" 


{x Ym yr “a-i yp "i" YY， 


m,n=0,4,..., 


FOB EE(0) =1,()=y(y+1)- (ytn-1l), a>]; 这 
EE Appel # Im% [B| Jacobi EAR oori polynomials ) 
LAËR T LEWE 
E TE n ik St K F m+n n HAS 
为 


x) = xY (x=. O 
二 角形 域 为 :x >0,y>0,x+y <]; 热 而 ,它们 并 不 构成 


ER TEKA (x.y ARREAK E (例如 , 见 [3]， 
#2). 


参考 文献 
il] Appell, P. E., Ann. Sci. École Norm. Sup., 9 (1880). 
119- 1#. 


[2] Boas, R. P. and Buck, R.C.. Polynomial expansions 
of analytic functions, Springer & Acad. Press(U. S.A. 
& Canada), 1958. 

[3] Bateman. H. gnd Erdélyi, A., Higher transændental 
functions , Yol, 1—3, McGraw - Hill, 1953—1955. 
[H Wood, B., Generalized Szdsz operators for the 
aproximation in the complex domain, SIAM J. Appl. 

Math. , 17 (1969), 790-801. 


[5] Szegö, G., Orthogonal .pobnomials, Amer. Math. 
Soc., 1975. 
[Š] Bourbaki, N. , Elements of mathematic, Functions of 


a real variable, Addison - Wesley, 1976 (AEX). 
DP] Meixner, J., Orthogonale Polynomsysteme mit einer 
besonderen Gestalt der erzeugenden Funktion, J. 
London Math. Soe. , (1). 9(1934), 6—13. 

[8] Anderson, Ch. A., Some properties of Appel -like 
polynomials, J. Mah. Anai. Appl.. 19 (1967), 
475 -491,. 

[A] Kaz'min, Yu. A., Expansions m series of 
Appell polynomials, Math. Notes, 5 (1969), 5, 
304-31] (Mat. Zameki, 5 (1969), 5. 509-520). 

[9B] Kaz'min, Yu. A., On Appell polynomials, Math. 
Notes, 6 (1969), 2, 556-562 (Mat. Zametki, 6(196%, 
2.l161-172). 

[10] Appel, P. E., Anh. Math. Phys. (1), 66 (18838), 
238-245. O. A. Kamm # 

【 补 注 了 对 于 两 个 变量 的 Appell £ 项 起 ,已 知 一 个 明 
显 的 双 正 交 系 ， 还 存在 一 个 具有 权 函 数 (5) 的 明显 正 交 
系 , 它 是 由 两 个 Jacobi 多 项 式 与 一 个 军 之 要 组 成 的 , 妮 
[AI]. p.454. 

priit 

[Al] Koornwinder, T. H., Two - variable analogues of the 
cdassical ortbogonal polynomials, in R. Askey (ed.). 
Theory and applications of special Pumcrons, Acad. 
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Press, 1975, 435—4595. 
张 鸿 林 P 将 下 新 WR 


Appell 变换 [ Appell transformation ; Anne ng upeo6pa3ao- 
baune] 

质点 在 仅 随 其 坐标 x,y 变化 的 力 F(x, 让 的 作 
用 下 的 平面 运动 方程 的 变换 . Appell 变换 是 坐标 x, y 
AR x, y, 的 单 应 变换 (homographic transforma- 
tion): 


x, = A t by-Le Axthyte 

1 ax +b'y+c ' a"x+b y+c ` 
KE, EFAA nE z: 
kdt, = di 


(ax+b ' y+c yy 


作为 Appel 360658 8, ERREI, y, 的 力 
Fibe, ERFA (x, y) 893838, 对 应 于 在 力 F(x, y) 
作用 下 点 (x, DED. IA PREISE Bb 
一 般 形式 的 公式 


x, =@(x,y), yi = jx, y), du = A(x.,y)dt (s) 


进行 变换 ,得 到 点 (x, v) ETRE x,, y, BO J BD E 
用 下 的 运动 方程 ， 如 果 (+) R 2 e Eb 09 Appell 
变换 可 以 用 来 解决 确定 在 怎样 的 力 的 作用 下 才 可 使 质 
点 运动 轨道 成 为 贺 锥 厚 线 的 Bertrand 问题 (Bertrand 
problem). Appel 变换 因 P. E. Appell 7 MAE. 

参考 立 献 

[1] Appel, P. E. , De ] bamographie en mécanique, Amer. J. 
Math, , 12 (1890), 103—114. 

[2] Appel, P. E., Sur les lois de forces centrales faisant 
décrire à leur point d'application une conigue quelles que 
soent les conditions initiales, Amer. J. Math. , 13 (1891), 
153—158. JE H. Cperaomä W ia 泽 


TEE [applicate amumkara] 
三 维 空间 中 点 的 Descartes 坐标 【oooniinates ) 之 
一 . 张 鸿 林 译 


iN iT TE [approximate compactness ;antipokrusarrupuaq 
KOMOAKTHOCTE ] 

Bf =s E] X 中 集合 好 所 具有 的 如 下 性 质 : 对 任何 
x€ X, 每 个 极 小 化 序列 (minimizing sequenæœ) y, € M 
( 即 满 足 p(x, y) ~ PCx，M) 的 序列 ) 均 有 .个 极限 点 
ye M. 给 定 集合 的 通 近 紧 性 保 江 了 对 任何 xs 天 最 佳 
通 近 元 察 竟 存在 性 ， 扯 近 紧 性 这 -~ 概念 是 在 [1] P S S 
J Banach 空间 中 tTe6ennen 集 (Chebyshev set) mt waz] 
和 的， 从 面 有 可 能 描述 某 些 空间 中 的 办 geleimiea fE, 
事实 上 ， 令 下 为 一 致 凸 的 光滑 的 Banach 空间 . Mc Xx 
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A UeG6snnes 集 的 必要 和 充分 条 件 是 M HETEN. 
由 此 ， 特 别 推出 : 分 于 和 分 母 次数 轿 定 的 有 理 分 式 的 
集合 当 分 秀次 数 不 小 上 1 时 不 是 L. O <per) 空间 中 
的 efwnuen $E. SE [I]. 
关于 这 方面 的 进一步 研究 可 参看 [2]. 
参考 文献 
[1] Epon, H. B., Crenn C B., <io AH CCCP). 
140 (1961), 522 一 524. 
[2] Papxapn ,点 JL, Hrom HaYHH NaTeMBaTHHecwHE ananma., 
1967, M., 1969, 75 ~ 132. 
I H. Cy66orn Æ Ej E. Wp H HAR Fe 
近似 连续 性 [approximate continuity ; ampowmwarmmaan 
HeEpPePzBtiocT ] 
连续 性 摄 念 的 -种 推广 ,其 中 普通 柜 四 用 近似 最 限 
(approximate limit HÈ. 函数 了 (x) 称 为 在 点 x, 是 
近似 连续 的 (approximately continbous)， 是 指 


lim ap f(x) = fixo) 


在 最 简单 的 情形 ，f(x) 是 n Æ Euclid 空间 上 的 实 值 函 
数 ( 一 般 地 , 它 是 向 量 值 函数 ). 下 面 的 定理 成 立 . 1) 实 
AAR (x) ER E E Lebesgue 可 测 的 充 要 条 件 是 ,上 了 
在 三 上 几乎 处 处 近似 连续 ( 见 人 reraHoa - Denjoy 定理 
(Stepanoy - Denjoy theorem ))，2》 对 于 任意 的 有 界 
Lebesgue TW AH /(x), 在 它 的 每 个 近似 连续 点 xo， 
FARZ: 


lim-o rga o= Joh 


HF u E: n E Lebesgue 测度 ,RR 是 包含 x, EBER n 
ARE, THERE. 
SEL 
1] Saks, S. , Theory of the integral, Hafner, 1952 (É 
BW 5X). T. T. Tencrea Ë 
{ 补 注 】 有 关 其 他 禾 考 文献 , 见 近似 极限 (approximate 
lirit ). ERE 译 ” 郑 维 行 校 


近似 导数 [approxdrmate derivative ; amipowcuvraruwssax npo- 
mnanaa | 

导数 概念 H Sh ET , JEF 3636 9 8 B 408 m 
(approximate limit 4889. i f(x) ARTER x BJ 88 
数 , ERR 


TE, MEER f Dy fE x, AEE (approximate de- 


rivative }, 并 记 为 f. (x). 最 简单 的 情形 是 ，f(x) 为 实 
恒星 数 ， 一 般 地 , 它 基 -一 个 向 量 值 函 数 ,近似 导数 可 以 
为 有 限 或 无 限 ， 关于 导数 的 和 , 差 . 积 , 商 的 经 典 微分 法 


则 ,对 有 限 近 已 导数 也 成 立 :复合 销 数 的 求 导 定 理 , 对 近 
杞 导数 而 言 ,一 般 不 成 立 . 近似 导数 的 概念 首先 由 A. 
Ya. Khinchin 于 1916 年 3 引入. 

对 于 通常 的 Dini 导数 (Dini derivative ), po 以 类 
位 地 定义 近似 Dini 导数 (approximate Dini derivati - 
ves): A, [x,) — EAR lim sup; lufxo- 一 右 方 取 的 
lim mf; A (x) — AHR B lim sup; 1 (x) — EAR 
的 lim inf; Wl 
ap dO Jx) —Axo) 


Axo) = Jim Xx 


FHH Denjoy - mm 定理 {Denjoy - Khinchin the- 
orems) Rr. REAN OERS ELARRE 
Lebesgue 可 测 , 那么 对 于 E Bj JU E Br J 8. f(x)sk 
者 具有 有 有限 的 近似 导数 ,或 者 

Aalx) 


车 


=A,(x) = +e, Aa(x) = (x) = -— =o. 


FO) = Jaya: 


:为 Denjoy - Khinchin 积分 , 则 在 所 考 虚 的 区 间 上 , JLE 
MAA F. {x)= 了 (x) ( 营 通 导数 可 以 在 一 个 正 测度 集 
EREE). 这 个 定理 说 明了 近似 导数 在 积分 论 中 所 
起 的 作用 . 
在 给 定 区 间 上 ,存在 着 这 样 的 连续 函数 , 它 处 处 不 
存在 普通 导数 或 近似 导数 . 
过 元 函 教 的 近似 偏 导数 也 可 以 同样 考虑 . 
参考 文献 
[1] Saks. S. , Theory of the integral, Hafner, 1952 { 译 自 
VESSE T. [L Torro Fë 
【 补 注 】 有关 其 他 文献 ， 参 见 近似 极限 (approximate 
Hrnit). EWE 译 


近 忆 可 微 性 [ approximate differentiability ; mpokcu - 
MATHANAS uhepemimpyeMmocrs ] 

可 微 性 概念 的 一 种 拓 广 ,其 中 普通 极限 用 近似 籽 限 
(approximate limit fE. 一 死 实 什 Ei O) 在 点 


指 存 在 数 4， 条 
ap — fixy) A(x — xu) -0 


üma X Xü 


量 Aix- 称 为 了 (x) 在 各 的 近似 微分 (approximate 
differential). P838 六 x)] 在 点 x E MT ARE 条 
HA f r ik k A-G 8 (approximate derivative ) 

f; (x ,)=A. n 453225 Bb ñi) A Ë PR S£ Bi j l pJ Pk JP 2É 
PHREN. Ain, 3 n =2 BE, (x,y) 称 为 在 点 (xo, w 


IN -二 


【1 


是 近似 可 微 的 ， 是 指 


* w +” . 


Jü, y) fxo, po} ` Alx xp Biv- Yo) 
wig. P 


Rob AR BATHE, p= a +(y— y 
表达 式 Alx x tB yy 33 f (xy) DV (x. .yo) 
muaj. 

Crenanos 定理 (Stepanov theorem): 3 fH = W 
函数 S(x, y ERA E EJL PARME TTAR AE 
是 , EE EEEIEE F x 52 F y 4 fi W 59 n ul 
AFTA ERFARE E y JU abs EA 
中 的 系数 4 与 B. 

近似 可 徽 性 概 便 同样 也 可 以 推广 到 一 元 或 密 元 的 
IJ B P 32. 
参考 文献 

[1] Saks, S., Theory of tbe integral, Hafner., 1952 (g A 
H>). r. M. Toncrom # 


【 补 注 】 % FR 3 RS XE., o DL A LB R approxi- 
mate litnit}. LE B #EA 校 


= ü. 


近 亿 极限 [ approximate limit; anuporcuMarmpussñ npe- 
ner] 

KA f(x) 当 x Ey E LE F aR, # 
中 x, E EMEA (density point). 最 简单 的 情形 
Æ, f(x) E n $ Euclid Z lJ LAHAN- : 般 人 情况 
R, f(x 为 向 量 什 函数， 近似 极限 记 为 


m ap fx) 


- ME Bh. yr (148 RB) E E F: R P #ñ & 3 38 AK PE 05 8 AE 

HE. 近 亿 极限 的 定 尽 显示 出 极 根 的 某 些 基本 属 忻 一 HE 
一 性 以 及 有 关 两 站 数 和 , 差 , 积 , 商 的 极限 定理 . 

W x, 为 实 值 函数 f(x) 的 定义 域 的 -- 个 窗 点 ， 假如 
HERM im。 ,了 (x) 存在 ,那么 近似 极限 也 存在 并 
且 等 这 普通 极限 . 育 数 PO) 在 点 x。 处 的 近似 上 极限 
tapproximate upper limit) 是 使 x 成 为 点 集 1x: 有 x)> 

1 的 笑 芍 点 的 y{ 包 括 y=+ 吕 ) 的 下 确 界 . 类 似 地 , f(x) 
在 xo ME FR (approximate lower limit ) EË AE x, 
成 为 点 集 {x :了 (DO)<y} BO KB y (EU $h = — 5) B! 
上 确 界 . 这 些 被 限 , lin s 


lim apf(x) 和 limapfix) 


近似 极限 存在 的 充 要 条 件 是 近似 上 极 眼 与 近似 下 极限 
相等 ;它们 的 公共 值 等 于 近似 极限 . 

# x 为 实数 ,那么 单 边 ( 右 与 邢 } 近 似 圭 极限 与 下 极 
限 也 会 用 到 (EBI, x, 应 当 分 别 为 阻 数 定义 域 的 右 
MEARE) 近似 右上 极限 可 记 为 
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lim ap f(x), 

其 他 情形 人 癌 用 类 似 的 记号 ， 当 近似 右 二 极限 等 于 近似 
A TRR. RITA A E ERR (right appioximate 
limit); HAE LRR TAE FRR, RITTAA 
堪 近似 极限 (left approximate limit}. 

`” À. Denjoy 与 A. Ya. Khinchin 在 研究 不 定 积分 
( Lebesgue 音 儿 以 及 Denjoy - Khinchin 意义 } 与 被 积 
A Li AUE tE {approximate continuity) Ai 
导数 (approximate derivative )) 的 微分 关系 时 , 首次 利 
用 人 近似 极限 的 概念 . 


参考 文献 
[1] Saks, S., Theory of the integral, Hafner, 1952 (iÉ Ë 
波兰 文 }. T. I. Toncros BE 


(HEI Mug (point of dispersion) E X WD F: 设 4 
A R" 中 的 点 集 、 又 设 ec HAMES EAEAN 
全 加 性 集 函 数 , H o (E)=s (ENA) EDA 的 外 测 
R.T x= R', L 3k5SP3$& (upper strong derivative ) 
D o, 0 与 下 强 学 数 (lower strong derivative ) D og, (x), 
分 别称 为 集合 4 在 x 的 上 外 密度 (upper outer densi- 
> 与 下 外 密度 (lower outer density). 点 x 是 集合 4 
-个 稠密 点 (point of density), 如 果 4 在 x 的 外 密 
An, 而 称 点 x 是 集 台 4 的 一 TRH WR AE x ËJ 
ERAO. EARME. 那么 4 的 几乎 所 有 的 点 均 
为 4 的 稠密 点 ,而 4 的 余 集 的 几乎 所 有 点 均 为 4 的 稀 
BR M- DREE 4 可 测 的 充分 条 件 . 
ptr 
|A1] Bruckner, A. M., 
Springer, 1978. 
[A2] Munroe, M. F. . Introduction to measure and integ- 
ration, Addison - Wesley, 1953, 
[A3] Thomsen, B. $. , Real functions, Springer, 1985. 
- EWE 译 Mefi 


Differentiation of real fimetioms, 


IRAE 3E [ approximately- compact set ; anmposruMaTupnsao 
KOMIAKTHOE MB0oxecTao ] 
RATEI approximate compactness) 的 集合 ， 
fi MK R deGbunmep 集 上 的 度量 射影 都 是 连续 的 . 空 
HJ 上 上,(0 <p< 名 ) 中 的 有 界 紧 集 和 阅 吓 集 以 及 分 子 ， 分 
母 次 数 此 男 定 的 有 理 分 式 集 都 是 逼近 紧 集 . 在 通 近 论 
和 一些 不 适 定 问题 中 ， 常 用 到 这 样 的 空间 ， 其 中 所 有 
闭 集 都 是 遂 近 紧 的 . 
pttk 
[Edoa H. B, Crem. C 5., «oxn AH COCP> 
140 (1961), 3, 522 — 524. 
D] Bnacogm JL fL, é Venexg Mare uayk y. 28 (1973). 
3— ob. 
I. H Cbom ICE. WK PE PER Ft 
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通 近 [approximation ; annpokcemaums |. AKAFA 

把 一 些 数 学 对 象 用 另 一 些 在 某 种 意义 下 与 其 相似 
的 对 象 来 代 符 ， 采 用 这 种 方法 ， 可 以 把 研究 一 个 数学 
对 得 的 数值 特征 和 量 的 性 质 的 问题 ， 转 化 为 研究 另 一 
些 比 较 简 单 ， 比 较 方便 的 对 象 (例如 县 有 和 容易 计算 的 特 
定 和 己 知 性 质 的 对 象 }， 在 数论 中 ， 研 究 Diophantus 
起 近 ， 特 别 是 研究 用 有 至 数 通 近 巨 理 数 ， 在 儿 币 学 和 
拓扑 学 中 ,研究 曲线 、 曲 面 、 空间 和 有 映射 的 逼近 . 实际 
鞋 ， 某 些 数 学 分 支 几乎 专门 研究 逼近 ， 例 如 函数 通 近 
论 和 数值 分 析 方 法 的 理论 . EC3-3 kmh 译 


周期 变 接 逼近 [approximation by periodic transforma- 
HONS ' rampOrCHM aL eptOJRFPICCNEMH IpPOOŬPEJORMHHEMH | 

iS HPR (ergodic theory) 中 的 一 种 方法 . 具有 潮 
E e Lebesgue 空间 义 的 任意 -一 个 自 同 构 了 了 ， 均 可 在 
自问 构 组 成 的 空间 所内 ,以 自然 弱 或 均匀 拓扑 ,通过 — 
列 周期 自 同 构 工 的 极限 求 得 {[1]). 为 了 定量 地 刻画 遂 
近 度 , RREFERA RHA T, BEMART T, 不 变 的 
下 的 有 限 可 测 分 解 (finite measurable asom positions ) 
D X PRNARTERAZKTRMR Ca 
它们 在 T, EHEH T. iat. 数 


`, C... 


Sc, A T,C,.) 


1=1 


AT, Tain) = 


EH [XF ,T. 4E (proximity) T Tü) -种 估计 ， 


这 里 A 基 对 穆 差 (symmetric difference) 
AAB = (ANB) U (BNA) 


EA g 给 定 , 那 么 可 以 选取 上 和 T. RAA EAE 
E) E dT TE O AED. aR T H RE 
最 不 变 最 是 明显 的 , MERI EBER FA T A, 
使 得 对 每 个 可 测 集 4， HA IEA, BBT A, 
HAEE C | 的 并 ,在 

lim uAAA,) = Ü 


0 X Fimo AGR z, 收 全 于 在 点 上 的 分 解 ), 如 果 
4(T, T og) < f(a,). Jer f (n) ARAF 0 B9 E 
PRAI TARARE (rate) f (n) 的 第 -类 周期 变 
aE jh (approximation of the first type by periodic 
transformations ) ; 除 此 之 外 , 假如 T, 循环 地 置换 集 C, 
则 称 为 周期 宰 换 循环 通 近 (cyclic approximatibn by 
periodic transformations). 还 有 其 他 的 通 近 , 可 见 见 [2]， 
[6] , 7]. f 

4 THR A phisu Beni, N HD H HH T 的 某 些 性 
质 影响 着 极限 自 同 构 卫 的 一 些 性 质 ， Aim, ETRE 
周期 变换 的 循 坏 逼近 , E E ejn, Meet 
时 ,了 是 遍历 的 ; 当 c<2 时 ,了 不 是 混合 的 ;而 当 c< | 
时 ,相应 的 本 位 移 算 子 的 谱 是 单 的 ， 工 的 某 些 性 质 还 可 


LL HHB r HE HE. PW, E THAN ERN 2ec/ logn 
的 第 一 类 周期 变 找 过 近 , 则 这 种 c 的 下 界 正 好 就 是 T GU 
i (entropy) ([2], CD- 周期 变换 过 近 被 用 来 研究 许 
多 简单 例 于 ,和 包括 : 维 曲 击 上 的 光滑 流 . 也 用 于 构造 许 
多 微分 动力 系统 , 有 的 上 共有 某 些 不 期 望 的 度量 性 质 , 有 
的 具有 某 种 不 期 望 的 度量 和 微分 性 质 的 组 合 ， 
WRR SEF RAKT W 中 周期 自 同 构 的 密度 
的 命题 ,还 可 以 大 大 加 强 如 下 : 对 于 任意 单调 数列 f (n) 
>0, RAEE S S R 8 PF38 rB PH 28 Ë lal 39. 
构成 A 中 第 二 范畴 的 集 (I[2] }. 由 此 , JHH 3E3 m F a 
供 了 所 谓 的 范畴 定理 (category theorems), REWA: A 
中 具有 给 定性 质 的 自 同 构 ( 在 蜡 岳 扑 下 ), 必 为 第 一 范畴 
或 第 二 范畴 集 ( 例 如 ,过 历 梨 均 为 第 二 范畴 集 , 而 混合 集 
则 必 为 第 一 范畴 集 ([1]). 
设 六 为 拓扑 或 光滑 流 形 ,又 设 其 测 讼 与 它 的 拓扑 
威 微分 结构 相 协 调 ， 在 保持 的 同 胚 或 微分 同 胚 类 
中 , 自然 的 拓扑 并 不 是 弱 拓 扑 , 而 是 其 他 的 拓扑 ， 此 
时 ,类 似 于 关于 外 的 范畴 定 霸 对 于 同 胚 仍然 成 并 ; 有 关 
此 何 熏 的 大 史 及 其 发 展现 状 , 见 [5]. 
参考 文献 
[1] Halmos. F. R. , Lectures on ergodic theory, Math. Soc. 
of Japan, 1956. 
[2] Kaw A. EB. , Crënmgna, A M. 
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(1973), 3, 539—576, 
[5] Karon, A. B. , Crima, A. M. , 
yk, 25 (1970). 2, 193-220. 
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[7] Schwartzbauer, T. . Entropy and approximation of mea- 
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sure preserving transformations , Paaific J. Math. , 43 
(1972), 753—1764. 
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一 502， J.B. Auocos 所 
[ 补 注 】 V. A. Rokhlin 34 T 5 E HE ib 0 3 B tb, WW ih Y 
贡献 { 见 [A2] ). 


菩 在 周期 变换 逼近 中 ,下 式 关 于 序列 {6r, TE 


3: 
Sare, AT, Cn )< f(a), 


其 中 工具 有 周期 阶 q. ;同时 在 L(x, p) 中 ,在 算 子 强 
拓扑 意义 下 , U, ~ Ur, 那么 称 了 为 具有 速率 .fm ) 的 
第 二 类 周期 变换 通 近 {approximation of the second 
type by periodic transformations ). SELA [A1] 是 
基本 的 ,也 是 众所周知 的 . 
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参考 文献 
[A1] Cornfel'd, I. P., Fomin.S. V. and Smal, Ya.G., 
Ergodic theory, Spnnger, 1982, Chap, 15; 16. 
[A2] Rokhlin, V. A., Selected topks from the metric thec- 
ry of dynamical systems, Amer. Math. Soc. Transl. 
Series 2, 49, 171—240. 王 斯 雷 译 郑 维 行 校 


平均 通 近 [approximation in the mean ; opainmeegne B 
cpemmaew | 

函数 g(t)} 对 在 区 间 [a , 届 上 给 定 的 可 积 函 数 f (r) 
在 度量 


b 
Mfp = fro- | d: 


TARN. 
更 一 般 地 ， 在 度量 


b 
MAP = JID- l dot) (9>0) 


下 的 逼近 称 为 关于 分 布 do 了 nD) 的 ( 带 指数 g B) 93638 
(mean -power approximation), 其 中 oD 为 [a b] L 
算 于 常数 的 非 减 菌 数 , 如 果 oE Sr B ot)=elt), 
则 可 得 到 带 权 (r) ËJ ROM H. 如 果 gt) 是 在 [a, b) 
AEA t, RARER c 的 阶梯 函数 ， 则 得 到 在 度量 


KP) = 2 | Ande) |? 


下 关于 点 系 {]} 的 加 权 Sisa (weighted mean-power 
approximation). TOTI 

AEEA REG W uj Ë AR E S| £ ER A B) TW 
E. 
参考 文献 
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12] Huxomcxü C M., TipmGmpeeene hymm Mhormx re- 
DEMEHHEX H TeODOMEL BIOREHHE, 2 Hag, M., 1977 ( *& 
译本 : Nikolskil, S. M., Approximation of functions of 
severa} variables and imbedding theorems, Springer, 
1975). 

[ Riee, J. R., The approximation of functions, 1.Linear 
theory, Addison - Wesley, 1964. 

H. IL Kopseñuyz, B. IL Moropsnü 38⁄ 
[ME] 
参考 文献 

[Al] Timan, A F., Theory of approximation of functions 

of a real variable, Pergamon, 1963 (FARE). 

[A21 Rivlin, T. 1, An introduction to the approximation 

of functions, Dover, reprint, 1981. 
[A3] Cheney, E. W., Introduction to approximation theory, 
Chelsea, reprint, 1982. 
` ECE. WAKI HERH 


RAAE T [approximation of a 
differential boundary value problem by difference boun- 
dary value problems ; ampokcamaym UüGeabdeprumaarnoi 
Kpaenoü 3nJRRSM pa3smocraoš | 

ITAAS ERK _E BJ ë y A E (通常 是 代数 
MARRIDEI RIAR. 通过 
使 差分 问题 的 参数 (网 格 步 长 ) 赵 于 等, 这 种 逼近 会 越 来 
越 准确 

考虑 微分 边 值 问题 Lu=0, lul = 08 u 的 计 
算 , 其 中 Lua=0 是 微分 方程 , ul, =0 是 一 组 边界 条 
B. u 属于 定义 在 边界 为 工 的 给 定 区 域 Du 上 的 函数 所 
组 成 的 线性 赋 范 空间 U. 设 Dr 是 一 网 格 ( 见 微分 算 
子 的 差分 算 了 于 双 近 (approximation of a differential op- 
erator by difference operators )), 并 设 U, 是 由 定义 在 
该 网 格 上 的 函数 4; 所 组 成 的 线性 赋 范 空间 ， 设 [,], E 
A b E D,, 的 点 上 的 值 表 、 在 中 引进 范 数 使 得 对 
任意 的 函数 EL， 以 下 等 式 成 立 : 


üm [loh a = folo. 


h—0 


”现在 用 近似 计算 w Æ D,, 中 的 点 上 的 值 表 [u], 的 问题 


[u], =04639 3889 u 的 问题 . 这 里 .2 fx] 是 一 组 关于 
网 格 画 数 uE U, 的 值 的 ( 非 微分 } 方 程 . 

设 韦 是 上 ,中 的 尾 意 隙 数 , 令 必 0, 一 加 ， 并 设 o, 
是 弘 性 赋 范 空间 , 对 任意 的 seU,，， 有 中 ,ETP,， 称 
;= 是 对 微分 边 值 问题 Lun=0, lul =0 在 其 解 空 
间 上 的 p 阶 有 限 差分 通 近 ， 车 


| sul lie, = Oh) 


方程 组 z,u TO 的 实际 构造 涉及 分 别 构造 它 的 两 个 子 
HRA L ww; 二 和 uln=0. 对 鞋 ,us=0, 使 用 柚 分 方 
程 的 羔 分 方程 入 近 (approximation of a differential 
equation by difference equations) .附加 方程 1 uy|r =0 
利用 边界 条 件 iu1|-=0 来 构造 . 

对 无 论 怎样 选取 的 U. 与 中 ,的 范 数 ,上 面 所 描述 的 
逼近 都 无 法 保证 差分 问题 的 解 u, O SR S ET W ú (W. 
[2]), 即 等 式 

im | luh- lu, = 0 
R. 

PEHE r Sie tE B Ri b 3 tF E: 38 E tE CLIS], [S] — 
[8]) ,有 限 差分 问题 必须 具有 这 一 性 质 . 称 有 限 差分 问 
B ru, =) 是 稳定 的 , 车 存在 正 数 5>0, h. >0 使 得 
对 任意 p ED, lg, l< š, h< h JE > z= 9,85 
唯一 解 z € U. , 旦 此 解 满 足 不 等 式 


Il zain le, < C Pr le» 


其 中 忆 是 与 广 或 右 端 尝 动 o K X 3k. u, EARD 
问题 us =0 的 解 .如 果 微 分 问题 的 解 u 存在 ,同时 差 
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分 问题 u =0 TA u 以 p Eri N ar ee, hi 
EEREN. 32 pn 8 B.S isj FET k ait. Eu 
lluk — tn ji = O(h} 


例如 ,问题 
— ðu ðu 
Li) = x x = Ü, >00, —w < x< s, 


(i) 
ful = u(Ü,x)—j(x) = O, —oəoc< x< o, 


其 中 (x) 是 一 个 给 定 的 具有 有 界 — W Sh 8 R 8, 可 
被 有 限 差分 问题 


一 
Liti, = 了 = Ü 
F = 
ti hu) 三 地 Wm) = 0 (2) 
= ü £ 中 


KARESE. Khuru, f (x. t) =(mh,n<) 
的 值 ，t=rh, rr 一 常数 .如果 加 的 范 数 取 为 方程 组 
EU) 中 所 包 省 的 各 个 方程 右 端 项 视 的 最 大 
和 值 . 则 向 题 (2) 关 于 解 刀 对 问题 (的 通 近 是 一 阶 的 ， 如 
果 了 >1， 则 无 论 取 和 什么 范 数 都 无 收 笋 性 ， 如 果 么 |， 
且 范 数 为 


la lle, = sup | us |, 
HAR EREK Elm #r ik yt (9 [2], BD: 


lk ~ [a = Olh). 


35 AERE R E A T 38 L R 88 8 Sy 
边 值 问题 的 最 通用 的 方法 之 一 ( 见 [9] ). 

微分 问题 用 其 差分 的 近似 代替 开始 于 H], 人 2] 和 
[4] 等 著作 ， 这 一 方法 有 时 还 用 来 证 明 微 分 问题 解 的 存 
在 , 控 下 述 方案 进行 , 先 证 明 微 分 边 值 问题 移 差 分 近似 
的 解 2 的 集合 对 下 是 紧 的 ,然后 即 可 证 明 某 -- 子 序列 
t. 在 加 一 各 时 的 极限 是 微分 问题 的 解 4 .如 果 该 解 
已 知 是 唯一 的 , 则 不 仅 子 序列 ,而 且 整 个 如 RE h~ 
0 时 都 收敛 到 解 4 . 
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rence operator ] 的 参考 文献 , 金保 使 详 


概 分 方程 的 天 分 方程 通 近 [approximation of a differen- 
tial equation by difference equations ; STPOKCMM ALME 
Id 中 petmmavibhoro ypapiñeguu PA3HOCTELIM | 

微分 左 程 用 关于 未 知 语 数 在 某 种 网 烙 上 的 值 的 代 
KFE, 当 网 格 的 套数 (网 络 . 步 长 ) 趋 于 零 时 
可 使 得 通 近 更 加 精确 . 

PË L(Lu =f y t TPO f. L (Lu ,=/f,. u E Up 
瑟瑟 ) 是 某 个 有 限 差分 算 子 ( 见 微分 掉 于 的 整 分 算 子 
ÑA (approximation of a diferential operator by df 
ferenoe operators)). 如 果 算 子 L, 关于 解 u DEAT L, 
HFA p. Mink 


| Lieh | K OQ(hP), 


那么 有 限 差 分 式 Lu, =0 (08 F,) RAATH uA 
方程 La =Ü ËJ p Hribi. 
构造 有 限 差 分 方程 Lu, =0 关于 解 u BEA 
程 Lu =0 的 最 简单 例子 是 将 Lu 的 表达 式 中 每 个 导数 
用 相应 的 有 限 差 分 来 代替 . 
例如 ,方程 
du 


Lu = EEO S tq) = 0 


可 用 有 限 差分 方程 


Hmi —Zu Tu, ~ 


h: 
tp) +q, = 0 


作 二 咏 精 度 通 近 ,其 中 网 格 Di 和 Du 由 点 x, =mh 3 
成 {m 是 一 整数 1,w。 EAR u EA xn 的 值 . 又 ,方程 


O u Fu 


HAX TRR O A AT ia iti E E MEE: 


ppa 二 
h = m h? 
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CE AAR (explicit scheme) ) 利 


Um Um _ Ma- 2u | tun 


T h? 


( 隐 式 格式 (implicit scheme)), B RR D 和 D,, tH 
点 (x,， 1) ={mh nO H, =r r= We 3. jln E € 
Hur 是 函数 如 在 网 格 点 (x LODE. 存在 这 样 的 
有 限 差 分 算 子 Lu, 它 对 微分 算 子 工 的 通 近 , 仅 关于 方程 
LH= 必 的 解 忒 特别 好 ,而 关于 其 他 琐 数 则 差 一 些 ， 情 
如 , 算 子 工 , ， 


Liu, = = Ü 


Hin +H 
2 


Um 411 E, 


L, u, = h 


h _ 
P| Amt =h 


2 


(HP G=u, tho XT I. h) XW 8 Sk o) 是 算 
T L: 
u= anu) = 
i pix, u) = fix) 

的 一 阶 通 近 (关于 如 ,而 关于 方程 Lu =0 的 解 却 是 二 及 
逼近 (假定 函数 & 充分 光 涡 )， 在 利用 有 限 差 分 方程 
Liu =0 R y h ië Lu = 人 的 边 值 问题 的 数值 解 时 , >: 
T Lu =Ü ËJ u 存在 算 子 L, 对 筹 子 工 的 逼近 性 质 ,而 
关于 任意 光滑 函数 划 不 存在 这 种 通 近 性 质 . 对 一 大 类 
微分 方程 和 方程 组 存在 构造 逼近 它们 的 善 分 方程 的 方 
法 , 同时 还 满足 各 种 附加 条 件 : 解 如 关于 计算 中 所 允许 
的 会 人 误差 的 稳定 性 ; 对 微分 方程 的 解 % 成立 的 某 些 积 
分 关系 起 对 刀 的 有 效 性 ; 利用 任意 网 格 D. 和 Dhr 的 
可 和 容许 性 {这 在 连续 介质 运动 的 计算 中 是 重要 的 ); 为 了 
计算 解 所 必须 的 算术 运算 次 数 的 限制 ;等 等 ， 

为 了 近似 地 求 微分 边 值 问题 的 一 个 解 ,微分 方程 的 
差分 方程 下 近 是 微分 边 值 问题 的 荆 分 边 值 问题 通 近 
approximation of a differential boundarm value prob- 
lem by difference boundary value problems) 的 一 个 
HE. 
参考 文献 

D} T'onynuosa, C, K., Psom, B. C, Bpeneane n Tcopsuo 

paHOCTHALN Chem, M., 1962, 

[2] Canape, A. A, Becruac a Teopsno pasrocrusm CAEM, 
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(El 其 他 参考 文献 可 见 微分 算 于 的 整 分 算 子 值 近 
(approximation of a differential operator by differ- 

ence Operators) 的 补充 备考 文献 . 
HAE 译 MER KE 


MAATHAI TME [approximation of a diferen- 


x. + 


— 
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tial operator by difference operators ; AIPOCHMSIHA mab- 
中 cpemaarnuuoro onmeparopa pa3smocrbiM | 
用 依 趟 于 参数 的 算 子 对 微分 算 子 的 一 种 逼近 . Ik 
融 王 参数 的 算 子 对 某 -一 函 教 的 作用 结果 由 该 画 数 在 某 
离散 点 集 一 网 格 -一 上 的 值 硫 定 . ah M 
{ 网 格 步 长 ) 赵 于 零 而 变 得 越 来 越 准确 
ë L(Lu= 六 是 一 个 将 画 数 类 U PERKY uT 
换 到 线性 赋 范 空间 下 中 某 一 函数 了 的 微分 算 子 . 设 Du 
是 U PAR ER. FED, 中 有 某 离 散 子 集 即 网 
格 Day, CEA- 0 而 越 来 越 稠密 ， 设 UU, 是 所 有 只 
定 尽 在 网 格 ( 点 ?上 的 函数 由 1 EA, l], 在 网 格 点 上 
的 值 同 一致 、 将 U, PHR ANER F P A 
数 太 的 任意 算 子 工 ,定义 为 差分 等 子 .如 果 对 任意 的 函 
#ueU, 5 h— 0 BJ # 
|| Lu — L [uy ||; — 0. 
i| £u — Laleh ||; e=c(u)—= 89 3, 


则 称 算 子 L,(L,[u], = f, ) EE 己 上 对 微分 算 子 工 的 
BUMN. 有 时 也 把 各 近 理 解 为 某 种 弱 收 敏 意义 下 的 等 
式 


= ch”, 


lim Lailu = Lu. 


微分 算 子 的 差分 表 近 用 于 通过 隔 数 4 在 网 格 点 上 的 值 
表 fx] 来 近似 计算 函数 La ,也 用 于 微分 方程 的 闫 分 方 
FWE (approximation of a differential equation by 
differenæ equations}, 

有 两 种 基本 方法 来 构造 遂 近 L 的 算 子 L. 

在 第 一 种 方法 中 ， 工 ,( 茹 , 定 尺 闪 微分 算 子 荆 对 避 
中 一 个 函 教 的 作用 结果 ， 该 函数 是 根据 网 格 匡 数 [4]， 
用 某 种 播 值 公式 求 得 的 . 

第 二 种 方法 如 下 ,在 F 中 函数 /的 定 尽 城中 中 引 
HR D HAREE DEKRA y, PiE 
的 线性 空间 巨 ， 算 子 上 [uj 定义 为 两 个 算 子 的 积 ， 

个 算 子 将 函数 [4], 变换 成 FF 中 的 网 格 务 数 f,， 即 /的 
近似 值 表 , 另 -一 个 算 子 将 从 Dis 延 拓 到 整个 区 域 D，. 
例如 为 了 通 近 粕 分 算 子 
= £, H = fx}, 0<x=<1, 
构造 由 点 x, (k=0,…， 
0 = x, < 


N) 组 成 的 网 格 De 
二 
maxtxxr +1 — Xa} = h. 
RAA 
x = "er 


< 8 = l 0 = W 3⁄ 
组 成 的 网 格 DD;;, AT Luh EA x, 的 值 由 方程 
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u(x, 十 上 ) _ u( x. ) 


Xk. | Xk 


. = AG) = 


x, 


Laleh 
k=Ù, ... AL 


RME. L [u], E A H REEM, Dp, tP ER t 
ERE x (k=l, =, N-I) 88248 i. 
设 下 中 范 数 由 以 下 公式 定义 ; 
l ellr = sup |px). 


这 时 在 二 阶 导 数 有 和 界 的 请 数 类 UU 十 ,对 于 8=0 与 9= 
h/2 ATL 2RR L=djdx 的 一 阶 与 二 阶 租 
近 . 在 二 阶 导 数 有 给 的 函数 类 UU 上 ,对 于 任意 的 9E[0， 
Il, L, 只 表示 一 阶 通 近 ， 

有 时 如 果 只 定义 在 Dr 中 的 点 上 的 网 格 画 数 


Laleh = ñ = F, 


的 构造 方法 已 经 找到 , 则 可 有 条 件 地 认为 差分 算 子 对 微分 
F T BB F] 88 2 ERR 而 不 考虑 函数 f, Pl D, 
的 延 扼 问题， 在 这 种 情况 下 , 为 定义 通 近 ,可 认为 F, 
是 赋 范 的 ， 并 假设 对 于 纵 定 的 网 格 和 范 数 , 在 Dr 的 点 
上 间 任 意 的 耳 数 了 EF 相等 的 函数 1 站 ,EF 满足 等 式 


lim | h ls = Ife 


算 子 工 ,可 理解 为 从 U, 到 F, 89 8 T. MD 5 h — O 
HÍ, 
l {2u} — Llu lle, — 0. 
| (Lu Lalu i! = ch”, 
则 称 工 ,在 口上 是 Li p WEF 
为 构造 在 充分 光滑 的 函数 类 中 以 指定 阶 过 近 上 的 
AFL, ZAARA tti L 的 表达 式 中 的 每 


个 导数 . 这 种 方法 基于 以 下 事实 : 对 于 任意 整数 i j 
及 和 任意 的 Kk (2 后 十 1 关 计 门 在 方程 


ko 
h $ cyu(x +kh) = 


k= 一 站 
= uU (x)+8 (x, h, C ke „r.i: Ek) 


中 ,通过 待定 系数 法 及 Taylor AA, B| 1 k EE hE 
的 数 c, 使 对 ;rtr 冯 杂 阶 导数 为 有 界 的 任意 函数 (x), 
以 下 形式 的 不 等 式 成 立 ; 


[ex AE kyo oR < A, sup | uv |h', 


IHd RRT, j. 例如 ,要 构造 Laplace wF A 的 
通 近 算 子 
d? dy? Ph 


设 D, 是 闭 正 方形 |x| 志 1,|y| S< 1,D, REAR |x| <1, 
ly el. XšFh=l1/N, NEARY., HJ EL F 5 tg 35 F$ 
格 : 


(x.y) = {mh ah} |mh | < 1, |nh | < 1. 
这 些 点 属于 Div. 点 

(x,y) = (mh, nh} | mh] < 1, nk|< 1, 
则 属于 D, (m,n ESH). 由 于 


Te +h)—2y(x)+ p(x —h)| = y (x)+ FD, 


车 在 Dis 的 点 上 令 
Um + ln Lmn Flm -Ta 
了 rn = — r 
+ Ma, +1 Zn Hmn — = Enn 


其 中 ,和 了 ,是 函数 [ae], 及 f, dst (mh,nh)8 
值 , 则 在 充分 光 清 的 函数 空间 中 , A 可 由 有 限 差分 算 子 
L, 以 二 阶 精度 逼近 ， 
还 有 其 他 的 方法 构造 在 微分 方程 Lu =0 的 解 空间 
中 带 近 工 并 满足 附加 条 件 的 算 子 L. 
Prr 
[1] quomtmon , A. ©., Coxa. AH COCP», 100(1955), 6, 
1045 — 1045. 
[2] Bepa , H. C., 3Kungon, H. I. ，Meroam nBbnceyemnü, 
3 mn.,M. ,1 (1966) (£ PE £: Berezin, I. S. and 
Zhidkov, N. P., Computing methods, Pergamon Press, 
1973} B. C. Paĉemană H 
[ 补 注 】 ÉE OT6J3E y MWOT3MIRE 03 PO 
分 方程 通 近 (approximation of a differential equation 
by difference equations) X EM 238 PI 003 y is 
(RIP UNE (approximation of a differential boundary 
value problem by differenœ boundary value prob- 
lems ) 的 组 成 部 分 因此 在 关于 常 微分 方程 及 偏 
微分 方程 差分 方法 方面 的 文献 中 有 广泛 的 论述 . 下 面 
所 列 文献 不 仅 介 绍 了 微分 方程 及 边 值 问 题 的 离散 化 ， 
也 介绍 了 这 些 问题 的 求解 ， 文献 [A1] 一 [A3], [A5], 
[A6] 是 人 门 性 的 教科 书 ,而 [A4]. [A7], [A8] 及 [A9] 还 
提供 了 更 高 深 的 资料 . 
参 才 文献 | 
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ER PE 


AM iT [approximation of functions ; mpnimeoxemae 
pym ] 

按照 确定 的 规则 ， 函数 了 长 预先 给 定 的 集合 外， 
EDE E (approximating set} F (E RHAN RES 
的 两 数 多 所 取 屁 的 过 程 ， 般 定 了 定义 在 实现 过 近 过 得 
W) m 维 Euclid 空间 (特例 是 实 轴 } 的 集合 QQ 上; 了 或 者 
借助 于 基本 函数 表 成 显 式 或 者 是 某 个 方程 的 解 . 如果 
仅仅 知道 有 关 了 的 不 完全 信息 ， 则 实质 条 题 便 是 考虑 
由 已 知 信息 确定 的 整个 隔 数 类 的 通 近 

在 各 种 实际 问题 中 ， 诸 如 用 更 光滑 的 函数 或 更 简 
单 昌 便于 计算 的 函数 来 代替 给 定 的 函数 时 ， 或 起 于 实 
验 数 据 而 建立 某 个 函数 美 系 时 等 等 都 要 涉及 函数 通 
B. 

在 一 般 的 函数 通 近 问题 中 ， 显 得 更 为 突出 的 是 下 
ALAARE: BER 纺 的 选取 ， 有 逼近 误差 度量 的 先 
取 ， 通 近 方 法 的 选取 (例如 ， 按 照 某 种 规则 使 四 PR 
数 gp 对 应 于 方 ) 碎 及 对 逼近 误差 的 研究 和 估计 ， 

关于 逼近 集 N 的 选取 ， 除 了 无 条 件 地 保证 所 需 的 
KEE, 还 须 选取 结构 简单 、 HA E BJ Pa fk o 
使 之 能 满足 事先 要 求 的 ， 例 如 与 光滑 福 有 关 的 条 性 . 

经 典 的 通 近 工具 是 单 汉 量 或 多 变量 的 代数 多 项 式 
(如 果 Q 是 有 界 闭 集 ) 以 及 三 角 多 项 式 (在 周期 情形 
下 ) .代数 多 项 式 或 三 角 多 项 式 作 为 逼近 和 集 之 所 以 得 到 
广泛 应 用 是 因为 它们 能 按照 事先 给 定 的 精度 来 通 近 
任何 连续 函数 ， 原 草 上 可 以 通过 增加 多 项 式 的 次 数 来 
提高 逼近 精度 ， 然 而 ， 这 就 使 得 逼近 过 程 复杂 化 并 增 
可 了 应 用 上 的 困难 . 实际 上 ， 可 以 将 固定 次 数 的 代数 
ETERA EMAR TA HEE E ERE 
F F E f) ;8 AS E Di E: F TË # A 69 1K W FL TT BË 8 
É. PE AETA 


PO) = cpt 十 Cntt， 
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恒 可 闭 得 更 一 般 同 时 也 较 灵 活 移 通 近 工具 ， 其 中 gi， 
仿 基 线性 无 关 函 数 系 ， 它 们 满足 关于 wm 的 各 种 茶 
tF. 
在 许多 问题 中 ， 从 计算 的 角度 考虑 ， 样 条 {spline) 
畏 数 已 成 为 较 之 于 经 典 包 项 式 更 外 然 且 更 方便 的 道 近 
IR. # 


Åy = fa EEE `. <T =h}, N22, 


(1) 

为 区 间 [a,b] 的 一 个 前 分 ， 那 么 美 于 As 的 次 亏 量 为 
k(k=1,:` ri (ERER (polynomial spline) 58 
EW s. UE N Tr RRAZ ERER q, 
tw_i 处 * 粘 结 * 而 成 的 并 且 s 及 其 直到 fr 一 后 阶 导 数 在 
整个 区 间 [4, 四 上 是 连续 的 , AN , seca, b], RE 
EPEE r) G=1,:, A 上，s 是 至 多 7+ 次 的 代 
ETR. 例如 ， 以 节点 (nodes (knots, joints) t, #E# 
顶点 的 折线 便 是 次 数 为 1 SHA 1 的 样 条 ; £la, 5) E 
连续 可 微 且 在 [FE_，, x] G=1,: MEAZ WK £T i) ñ 
H s EEFE dekad) 为 2 的 三 次 样 条 (cubic spline), 
等 等 .可 类 似 地 定义 两 个 或 更 多 变量 的 样 条 .由 于 有 
限 的 光滑 性 策 , 样 条 函数 较 之 于 包 项 式 恒 具有 更 大 的 局 
部 灵活 性 ; 样 条 函数 什 在 区 间 (&, 有 内 的 变化 很 少 ' 影 响 
(或 根本 不 影响 ) 它 在 (ec, 甸 外 的 性 质 ,除了 在 计算 机 
上 实现 比较 简便 外 ， 样 条 阔 数 的 优点 还 特别 表现 在 只 
知道 繁 诞 近 函 数 了 的 离散 特征 的 时 懂 ， 例 如 ， 只 知 
道 了 或 它 的 某 些 阶 导 数 在 某 些 点 上 的 值 . 

如 果 f 有 奇异 点 或 逼近 是 在 某 个 无 界 区 域 上 进行 
H, MARKS pjg 恒 战 为 有 效 的 温 近 工具 ， 其 中 pp 
与 9 均 为 代数 多 项 式 (ED BR, Pak Mii (Pade ap- 
proximation). 定 史 在 整个 实 轴 上 的 非 周期 函数 也 可 
用 指数 型 整 孙 数 来 通 近 . 

逼近 误差 度量 (measure of the error of approxi- 
mation) a (f, 9) 的 选取 常常 要 考虑 到 具体 问题 的 条 件 
以 及 被 通 近 了 渗 数 的 有 甘 已 知 信息 . oK p IO F. fl 
题 归结 于 寻求 包 合 f 的 函数 空间 使 得 在 其 座 量 意义 下 
恒 于 估计 通 近 误 善 . 如果 

Kp = sup | Ju) -@() |: 


则 所 指 的 是- 致 (unifprm) 或 Te5amuee iSi (Chebyshev 
approximation), 而 当 


MAP) = JIA- pn) |P de, p>0. 
Q 


BT, PFE3j8 ROTE EH WE R jr (mean-power approxima- 
tion), 或 上 E (L, - approximation), 其 中 当 p=1 
H$. KA PEEK (approximation in the mean). 
p=2, 即 均 方 通 近 (mean -square approximation} 其 
有 特别 重要 的 意义 ， 这 时 ， 由 有 限 维 子 空间 对 f 作 的 
最 佳 百 近 的 误差 可 借助 于 行列 式 淮 确 地 表示 出 来 ， 在 
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某 些 问题 中 ， 要 求 函 数 了 与 p CARRARA AEREE 
程度 ， 沟 此 ， 有 必要 引进 入 函数 (weight function)p(r) 
20 并 考 进 相应 的 加 权 表 近 (weighted approximation), 
这 时 ， 记 这 误差 的 度量 取 为 

Mp) = sup | AO—04) [p(n 


或 
Mw) = FIAD- rer) dt, p>0 
Q 


WBS 34k É B| À M RET ESAE S 8 Bi. RE 
仍 是 有 限 的 ， 若 只 须 考虑 函数 了 与 o # Q rh 3 2648 BU 


点 & 区 三 1,…, 且 处 的 带 近 误差 ， 则 可 将 j(f, pp) 取 成 
max | A pn) | 
或 N 
È ISen)’, p>0, 
并 且 在 上 述 两 式 中 均 可 配 上 加 权 系 数 、 


当 要 决定 按 和 规则 从 集合 R PARTAR pl) ` 


Sof DEt, Æ, APEAREN, BAA ARA 
最 高 的 通 反 精度 同时 在 兼顾 有 关 了 的 信息 的 前 提 下 使 
9( 六 已 的 结构 尽 可 能 地 简便 ， 前 者 要 求 9 pB 


@ RÈK, M o, 满足 
Mf Pr) = inf pf 8} 
Ë F iB j A S 


t, B kas Y 8 X: 83 p, (H, 

(function of best approximation)) 的 存在 性 - 唯一 性 
及 特征 性 质 等 问题 ( 见 [5]) 如果 9 基 闭 局 部 紧 集 ， 
特别 地 ， 如 果 9 是 有 限 维 了 于 空间 ， 则 存在 性 将 能 得 到 
保证 ,唯一 性 不 仅 与 逼近 集 9 的 性 质 有 关 {( 见 Harg 
件 (IHaar condition); Yedema $ (Chebyshev system)), 
而 且 也 依赖 于 用 以 定义 站 ( 凡 g) PJ ER. REAR 
9 在 众 包 场合 下 满足 许多 著名 的 充分 必要 茶 件 (LB 
HEINIS IA (polynomial of best approximation); 
Uei EË (Chebyshev theorem); Miaapsos 准则 {Ma 
rkov criterior)). AAT. 仅 依据 这 些 准则 还 不 能 获得 构 
BAK {tf) 的 有 效 方 法 , 因此 , ATRETAN 了 的 有 
美 信息 ,， 找 出 能 行 之 有 效 好 构造 在 外 中 进行 于 近 的 函数 
th) 的 方法 便 显得 非常 重要 . 应 当 首先 提 及 的 是 线 
性 方法 (linear methods) (它们 满足 ela, fi + x, f, = 
aol, Dtp, t, 搬 值 方法 自然 应 属 此 列 : 选 定 
OPRLA hs t. BLM 外 的 满足 插值 条 件 


Pin) = fü) k=<=l.....N. 2) 


的 函数 o PER e,t 如 果 负 蚌 某 个 线性 流 形 并 
BBA RS EM o (t) =l, e (8) =0(k=i)É) 8 3⁄2 £ 
Pha Phys 则 隔 数 


N 
@(/. ty = 之 HA) 


ATR APE) 这 样 也 就 得 到 了 -种 线性 插值 遇 
近 方 法 (interpolation method of approximation). 有 
时 需要 选取 这 样 的 函数 (Ft) 使 得 pt DS S EA tz 
处 和 不仅 疼 数 信 相等 而 且 某 些 阶 导 数值 也 相等 ; 此 时 的 
WEA BN ak a E i A i d (interpolation with multiple 
nodes). W Q =[a b] 及 aSr <: <t Sb, 则 存在 唯一 
WN- 1) 43 EI A [相应 地 在 周期 情形 由 一 如 一 27， 
tmt cb F, FERE Bi n — | K = ff m £ ], 其 在 
m te Rb BJ 8 SS f BB 138. = zs up B ni [BE BJ F Hermite 
名 项 式 来 实现 ，Taglor 多 项 式 便 是 它 的 TEA, 此 
BI. n 次 代数 多 项 式 在 给 定 的 点 处 插值 给 定 的 果 数 太 
Hirn 阶 导 数 . 

样 条 插值 有 其 独特 之 处 ， 它 不 仅 与 插值 节点 的 选 
取 有 关 而 且 也 依赖 于 保证 插值 样 条 的 存在 性 与 唯一 性 的 
边界 条 件 , 例如 , 若 边界 条 人 忻 是 以 m TRES UOS 
Sr 1) Ë mie e e SŠ (b) (0S%as<r —1, m +m, =r) 
H. MERKA (a. bA N 4 ABD Ga S<, < 
r i=1,:, NY REO S E IB bJ X: F rik (D 的 亏 量 为 | 
的 次 (>2) 样 条 存在 且 叭 一， 如 果 令 SUC z)= 
JWO=0 k 1; imll, N) Ñ B 3 k<r WJ 35 J 
piq WAR eG la, b] 与 亏 量 为 
kl 所 天 过 站) 的 关于 分 法 11) 的 2r 一 1 次 样 条 SC. 9 之 间 可 
以 建立 一 一 对 应 ， 当 上 = 时 ， 此 样 条 即 称 作 Hermite 样 
条 (Hermite spline) 或 局 部 样 条 ( local spline)， 这 是 
因为 此 样 条 在 区 间 (r, t) 内 的 性 质 由 了 及 其 导数 
VOS, e, kO ÉA na Sa RAAE. 

在 函数 逼近 中 ， 基 于 将 函数 按 某 个 正 交 系 展 成 
Fourier 级 数 的 线性 方法 也 起 着 重要 的 作用 ， 特 别 是 在 
导 期 情形 下 ， 按 三 前 西数 系 展开 的 Fourier 和 及 其 各 种 
平均 已 成 为 广泛 使 用 的 通 近 开具 ( 见 函 数 带 近 ， 线 性 方 
法 (approximation of functions, linear methods)). 

从 实用 的 观点 考虑 ,对 逼近 误差 的 研究 和 估计 是 一 
个 很 重要 的 课题 , 同时 也 是 函数 甬 近 的 二 个 内 涵 丰 富 的 
分 支 . 更 确切 地 说 ， 正 是 对 误差 估计 的 研究 ， 对 误差 
与 裤 遂 近东 数 的 光 清 性 之 间 关 系 的 研究 以 及 对 各 种 般 
近 方 法 性 质 的 分 析 与 比较 才 导 致 了 函数 逼近 论 这 个 在 
数学 分 析 中 发 展 得 最 为 进 速 的 分 支 的 形成 . 

P. L. Chebyshev 1454 — 1859 FHATH 项 式 
和 有 理 分 式 对 连续 函数 进行 最 佳 一 致 逼 近 的 著述 
CHAIDH Æ K, Weierstrass 的 工作 ( 见 [2]) 为 函数 通 近 
MEMET. K. Weierstrass 1885 年 证 明 ， 区 间 
[a. bl 上 (或 整个 实 轴 上 以 2x 为 周期 ) 的 任何 连续 函数 均 
可 用 nt=1,2, 一 ) 次 代数 (或 三 角 ) 多 项 式 序 列 P (f. r) 
HERE, 即 当 hn < ow 时 有 

M. P, = max | ANPA — 9, 


Et Q 是 [4, 器 (或 整个 实 轴 }， 当 允 近 误差 度 最 以 积分 
形式 定义 或 所 讨论 的 是 多 变量 函数 时 均 有 类 似 的 结论 
成 立 ， 数 列 ptf P. (U) 随 着 被 台 近 函数 性质 的 变化 以 
及 遂 近 多 项 式 瑟 人 六 的 选取 而 减 小 的 速 应 的 研究 特别 
TE. KTR BIU R A E W H Re AE Ei 
A P(S, ESER TEJA H Jr kh 32 |P] e 2 a 3 A hi E 
nk. 落 数 近 近 沦 发 展 中 的 一 个 重要 阶段 是 与 Ch. J. de 
la Vallée -Poussin , D. Jackson H A C. H. BepsnmrreiiH 
(S. N. Bernshtein) 的 名 学 联系 在 起 的 . 他 们 开创 了 了 当 
利用 适当 选取 的 n KENA R, t) tn = oo) 3E GB FE 
KASET. Mirian yk E HE ts 1 的 差分 微分 性 质 
之 间 的 关系 方面 的 研究 .他们 发 现 ， 在 许多 场合 下 ， 

有 关上 的 导数 的 存在 性 ， 光 举 性 等 特征 可 借助 于 通 
近 多 项 式 序 列 及 相应 的 下 近 误 闫 的 性 壬 来 刻画 ( 见 
通 数 通 近 ， 正 定理 和 诞 定 理 (approximation of func- 


tions, direct and inverse theorems)). 这 就 有 可 能 以 


新 的 构造 性 的 方式 来 描述 连续 可 微 函 数 . 20 世纪 和 初 
期 ， 对 这 种 问题 的 研究 曾经 是 逼近 论 的 主流 ; 因此 ， 
这 -领域 也 被 人 们 看 成 旦 函数 枸 造 论 (oonstructive 
theory of functions). 

20 世纪 三 、 四 十 年 代 , A H Komoropos, J. 
Favard AAC. M. Hmkonrcmdt 等 发 表 的 论文 开创 六 
TRAMA, SEARE TE H E e 
REH F O RA 25 r A a Ek E (U ak E 38 i 
误差 佑 计 . 其 目标 是 为 了 得 到 


sup 网 Pt 
在 条 


Hp uig ,多 是 所 选 定 的 表 近 误差 度量 ， NETA 
OE, P (f. 日 是 ( 广 六 ) 通 近 多 项 式 ， 其 系数 由 交 近 方 
法 确定 ,这 些 研 究 成 果 使 得 有 可 能 从 通过 可 行 性 的 角 
度 对 各 种 逼近 方法 进行 比较 并 有 利于 阅 述 一 个 重要 的 
实际 问题 ， 即 ， 对 给 定 的 函数 类 ， 寻 求 ( 维 数 为 N 
W) K (KE iM LR. 基于 具体 通 近 方法 的 -~- 些 性 
质 以 及 泛 葡 分 析 的 最 一 般 原 理 ， 这 个 方向 的 研究 在 思 
想 方 面 也 变 得 十 分 丰富 ， 正 是 在 这 种 研究 的 过 程 中 发 
现 了 各 种 极 值 问题 之 间 的 相互 关系 并 使 人 们 能 获得 画 
数论 中 许多 闪 人 而 精妙 的 结果 ， 从 而 ， 有 盯 能 最 货 解 
Hti 8 SE PB $k 2 J: EE ;B E BJ AR 18 E (W. [5], [7]. 
WUER. 5 e 5938 ik a E (approximation of 
functions , extremal problems in function classes)). 
X F 8 GM Khu — BE RL db Jy b. 对 9 eE A 
AoD DTR EARR. 如果 函 数 了 与 
约束 条 件 设 有 什么 鞠 系 (例如 ， 通 近 多 项 式 系 数 之 间 的 
站 系 或 约束 ), 那么 问题 实际 上 便 归结 于 确定 更 精确 的 集 
傅 负 .如 虚 被 通 近 函数 了 与 附加 在 名 t) 上 的 约束 条 
忻 之 间 存 在 某 种 联系 的 话 ， 情 况 就 有 所 不 同 了 ; 其 中 
一 个 有 趣 的 情形 就 是 单 侧 逼 近 (one -sided approxima- 
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tiom). HÆR of, 门 满足 不 等 式 olf, tS (sk 2) fü) 
并 县 在 积分 度量 下 估计 误差 {( 风 [19])， 

古 实 际 问 题 中 ， 除 了 通 近 显 式 函数 外 ， 还 要 考虑 
以 鲜 数 形式 给 出 的 曲线 与 山 面 的 台 近 ;， 这 时 ,例如 ， 矢 
数 样 条 就 可 以 作为 逼近 工具 . 由 于 Hausdorff E 88 
理 地 反映 了 数学 对 象 之 间 的 几何 近似 关系 ， 因 此 ， 用 
它 来 刻下 过 近 误 差 季度 是 最 自然 不 过 的 了 ， 例 如， 两 
条 曲线 i 站 与 二 的 Hausdorff EE W E % A 


= i in MAP, Q)! 
rfid) = max [pax mina. Q max min p( Q) 


E+ p, Q 2 A P 55 Q ZW Euclid( 或 任何 其 它 意 
ATHER. 在 子 求 用 来 衡量 逼近 误差 的 工具 时 ， 
ATHERE Hausdorf ES; RIIET 3 E 88 2& B 3 
HAAF. DU, SAAN PS SKOR im R £ B 5 8 8 
mit E ande CILL 6l). 

ROEN E rh F2 [P| ER 5 88: ET PS S #: Jë T 
的 多项式 的 极 值 性 质 ( 鲍 如 ， 多 项 式 导数 不 等 式 ， 最 小 
零 偏差 多 项 式 ， 等 等 ) 之 间 有 着 密切 的 联系 . 函数 通 近 
论 中 道 定理 的 证 明 人 在 很 大 程度 上 依赖 于 由 代数 或 
TAFTA E 身 的 性 质 给 出 其 某 些 阶 导 数 的 范 数 
(或 在 某 固定 点 上 的 值 ) 的 不 等 式 ， 在 这 方面 已 得 到 
了 许多 精确 的 结果 并 将 它们 推广 到 了 整 晤 数 的 情形 
c E] 一 [10]). 

RTRMH [a , b) Et C sk L, 度量 { 首 项 系数 知 定 
的 ?的 = 次 代数 多 项 式 的 最 小 零 偏 差 癌 题 ， 或 等 价 地 ， 
关于 用 至 多 ?一 工 次 多 项 式 对 画 数 巴 进 行 最 佳 通 近 的 问 
题 已 由 Jets (Xf C 空间 ) ARE Of L, A 
继 进 行 了 研究 , & C sZ ||. L, 空间 及 工 , 空间 度量 
下 ， 最 小 零 偏 差 多 项 式 分 别 为 第 一 类 Uee 多 项 
A. H Yea 多 项 式 以 及 Legendre HR, 
它们 在 理论 与 实际 问题 中 均 有 广泛 的 应 用 ， 在 更 一 
般 的 情形 下 ， 即 当 包 项 式 的 所 有 系数 均 服从 某 些 约 
束 条 件 时 ， 也 得 到 了 许 名 的 结果 ( 见 [可 ) ， 鉴 于 在 许多 
场 侣 下 ， 获 取 最 佳 求 积 公 式 的 问题 等 价 于 寻求 最 小 范 
数 的 单项 样 条 问题 ， 因 示 ， 了 寻求 对 函数 t sk E s 
近 的 带 自由 结 点 的 ma 一 上 次 样 兴 就 显得 特别 重要 , 

KTT PHARE. LEEA ME app- 
roximation of functions of a complex variable). 
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AW., EERME [approximation af functions, 
direct and inverse theorems ; mpriimzemwe dyma, 
OMMA H OPATHEIE TeopeMH] 

RER M n PS 3k 5 25 2y 8 E ts 8 Rh Jy k p= e 
的 过 近 误 差 量 (及 其 特征 ) 之 间 关 系 的 定理 和 各 不 等 
式 . 正定 理 异 助 于 函数 了 的 光滑 性 质 ( 具 有 给 定 的 各 阶 
FA. / 或 其 某 些 导数 的 连续 覃 等 )， 给 出 了 的 逼近 误 
Zi. AAEN, Jackson 型 定理 
及 其 多 种 推广 均 是 从 所 周知 的 正定 理 , 见 Jackson 不 等 
xü (Jackson inequality) 和 Jackson 定理 (Jackson theo- 
rem). 道 定 理 则 是 根据 最 佳 通 近 或 性 何其 他 类 型 通 近 
的 误差 趋 于 零 的 速度 来 刻画 函数 的 微分 差分 性 夺 . 
S. N. Bernstern 首次 提出 并 在 某 些 场 合 下 解决 了 函数 
性 近 中 的 逆 定 理 问 题 ， 见 [2]， 比 较 正道 定理 ， 有 时 就 
可 以 利用 ， 例 如 ， 最 佳 通 近 序列 来 完全 刻画 县 有 基 种 
光滑 性 填 的 消 数 类 . 

间 捧 畏 形 下 正 逆 定 埋 之 间 的 关系 最 为 明显 . SČ 


为 整个 实 轴 上 周期 为 2x 将 连续 函数 空间 ， 其 范 数 定义 
为 
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[7 1s =Z max | A0; 


Ef Ta = w jele 
PET, 


为 至 多 nt 次 的 三 角 名 项 式 子 空间 T, 34 C rh BS 8 SR 
ERR, of, 5 是 了 的 连续 模 ，Crr=1, 2. yg ë 
中 于 整个 实 轴 . 上 r 次 连续 可 微 的 朱 数 集 {C?= C). 正定 
理 (direst theorem 指出 : Wm fe C, 则 ` 


` 


EU. T, 1) = Ma h L 
n # 


(D 
m = 12,..... r=01,..., 


其 中 常数 村 与 寺 无 关 ， 可 以 构造 出 与 扎 中 函数 f(1) 相 
关 的 多 项 式 序列 U (f, DET, 使 得 对 了 会 -， (1) 的 右 端 可 . 
作为 误差 上 了 一 (四 中 的 上 界 ， 这 是 较 (1) 更 强 的 结 
Æ. MM (inverse theorem) 指 出 : eC, WR 


Il $l 
f5) < ME S EU, Tai), 8>0, O 
A= . 

(其 中 好 是 绝对 常数 ，[115] 是 1 的 整数 部 分 ) 且 对 某 
个 正 整数 r 级 数 

Sar ET, 1) 

二 | 
收 化， 则 可 推 得 fs C', 28010), oQ”, nye Ti 
助 于 EC, T.) @m=1, 2, --) BE 41458 1F (W.[3], [8] 及 
[12)). 特别 地 ， 如 果 有 


ET = OTU r=01 0<a<1, 
M| fe C' Hzf0<s<1, r0) 38 E. Hölder 不 等 式 
(Holder inequality) 

ON-ON Krr O 
masl, WE Zygmund 不等式 (Zygmund inequ- 
ality) 


Etr” 


Poa t HOO ak ir | 9 


车 用 KH"** 表 示 上 述 函 数 类 ， 则 可 得 到 其 结构 特征 如 
T: fe KH'**, SHARH 

Ef Ta 1) = Oa ") 
AMA 的 函数 在 整个 实 轴 上 无 穷 可 微 当 且 仅 当 对 所 
#r=1, 2, …。 有 

lim m E(f, T, - ) = 0. 

# LO, 2m) (1<p <o) ER F > T J A $k ht) 8 

EULERI REESE T 33 EE 20 OF 


J 8 05) PS #k A 5 E ME 28 LB PE PE Ñ y ON [7], 
BP. 如果 把 让 (或 7 的 基 阶 导数 ) 的 关 阶 光滑 模 ay (f. 6) 
(k=1, 2，…) 看 作 旦 差分 微分 特征 的 话 ， 那 么 关于 
SEČ BEKEAREN A [4], [8]) ， 

# HPC] L S rE Pq A Ei H., ARA A m. 
$ C=Cjs, b| 33 [a,b] EHEAR ROS BOE X 
为 


be = max | fü |. 
令 C'=C'[a,b]) 为 [a,bj 上 + 次 连续 可 微 的 函数 集 ， 
C=C, KH "a, bh) 为 当 1t*'E14, 吕 时 由 不 等 式 (3) 
HI (4) Pr E X BJ 8 9 2. MEF n- W SE Th K 
于 空间 4_|， 对 fsC' 的 最 仁 副 近 

ES Anua b= iM |/-ple ah2 
可 借助 于 2 在 [@, 呈 上 的 连续 模 得 山形 如 (1) 的 情 计 . 


然而 ， 与 有 有 不 等 式 人 2) 的 周期 情形 类 似 ， 相 反 的 结论 ， 
具 对 (a, b JBE i Ci sr. 例如 ， 车 


Ef A. a b) < Man TT, 

r =Ü. 1,..., Ü =< a =< 1, 
则 只 能 断言 SEKH [a,b] k B KHE" fa, b] A 
等 式 (3) 定 义 且 0<a<l, [a, b.]C (a, b); WS K fk sh 
Fa,a, b. 4b 且 随 着 4 一 a 和 5 一 上 5 而 无 限 增 大 . 
实际 上 存在 函数 六 尽管 有 


E(f, An -1 1 8, b) = Ofn") 


(5) 


Ef EKH [a,b]. 例如 ,尽管 有 
EVI-P, Au, D) < — AELB o, 


但 在 [-1， 了 上 对 每 个 s> 均 有 JIT $ KH. B 


TENKA [a b] REBR fe CHH SRB R M 
0832 mi 25 ZE KE 63 PIA A 28 38 P= E E A 05 8 
近 ， 这 一 现象 是 由 已 N Hamami Ë 4 32 80 BJ ( 见 
BD. #5, WR fe KH't"Ja b], W HE n > r, Æ 
EETA p,(1)5 A. Eda 


fp Dl < |+ Vean (@ 
a = í = b, 


其 中 常数 M 与 和 上 鬼 无 关 . 与 15) 不 同 的 是 , 这 个 结论 的 
逆 也 成 立 : 如 果 对 feC, 存在 多 项 式 序列 p4) EAn 
使 得 对 某 个 rtr=0,， 1,180 cal, (6) 式 成 立 , 则 有 
fe KH'ts[a, b]. 借助 于 光滑 模 与 连续 模 恒 可 得 到 
fe c'a, b] 的 正道 定理 ( 见 [4] , [8]). 
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RIFE RHEA A A 6 [8] 和 [9] ), 特别 对 
(RERE SE) E (pline) OLDO), 已 借助 于 被 
通 近 函数 的 差分 微分 性 质 建立 了 关于 丫 近 民 益 阶 估计 
的 正定 理 . 

在 Hausdorff ER F A AOE H ED EEG 为 人 知 
EUL). RESTE EERE. 尤其 是 利用 
最 佳 Hausdorff ;& jz 24 mi PS 3k 35 ih 25 E BP R BE ET 
而 且 也 牵涉 到 相应 不 等 式 中 的 常量 . 3 T # E F Be E 
H, MERER (approximation of functions of 
several real variables). 
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H. IL KopHeiiqyx #8 
【 补 注 1 
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- Fd. WWE) h Fe 


ARU. Ae X hiie 48 E | approximation of func- 
tons, extremal problems in function chasses; mpsGJrunge- 
Mie Pyh , yar pOM3JI5amae JAIAHH HB HBCCaX dbyuanst] 

PF30883 B DR 25 0) F L 3 w IK E ph S: S F É 
RIEW E LR. A H Komaoropos (网 [1],[2]), J. Fav- 
ard (m [31.14] AA C. M. Hakone ( n, [5], [6] ) 为 这 
KARANA AE TÆR. 20 世纪 50 年 代 ， 对 这 些 
PD J k y M K k. AEA A B| EE A I£ (E y 
面 ， 共 而 促进 了 计算 教堂 的 进一步 发 展 ， 

如 果 在 赋 荡 空间 X r S 8 8 E E S 9 < X rh) 
数 对 函数 类 中 OJ Bir, RAAE L fE: 1 R 


E(t, y = sp EÇ, Yehya (1) 
以 及 
SO, Ux = sup 1 uf x: (2) 


其 中 
EQ, Hx = in | F — 9 


是 办 对 函数 /(r) BU B3Mir, U EH X ZÚ % 的 某 个 
算 子 定义 的 具体 逼近 方法 ， 从 几何 上 看 ，(1) 中 的 上 确 
界 描述 了 在 针 的 度量 下 集合 路 对 小 的 偏差 ,实际 
士 ， 天 (加 ,和 的 意义 在 于 : 首先 ， 它 给 出 了 用 仅 知 
属于 M 的 阔 数 对 9 进行 量 佳 通 近 时 的 最 小 可 能 上 
界 ; 其 次 ， 可 借助 证 它 对 M LHRH a 
性 杆 进 行 分 析 和 比较 ， 避 ) 中 的 一 个 重要 情形 是 当 
=r ANEZHE U ARIES EARE. x< 
于 具体 的 线性 方法 GIES MIAE R D EtA 
2 ËJ 8 igk CIE] Y — # 2138 A A X A T R E ( kL 
[l1— [12], [19]), 然而 ， 在 所 有 从 站 到 Ry 的 线性 有 界 
算 子 上 中 获取 下 确 界 


SO Rah = N ENE Hy, Uy (3) 


的 问题 ， 亦 即 ， 寻 求 所 有 关于 M 的 最 优 线 性 方法 问 
题 却 引 起 了 人 们 的 极 大 兴趣 ， 显 热 ， 


EPE Ny) < ECN, Raho 


Hak $= E T EPP ERREKIE. RT% X 
是 Hilbert AAZ E E 8 E AREE h X T Rr 
的 某 个 正 交 基 展 开 的 Fourier 和 给 定 这 种 平凡 情形 外 ， 
在 非 Hilbert 空间 中 也 得 到 了 一 些 关 于 整个 耳 数 类 S 
上 最 佳吉 近 的 结果 . 

因此 ， 如 果 半 是 周期 2x 的 活 数 空间 L= L, [0,22] 
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(I#p<%), W. Enl 阶 三 角 多 项 式 子 空间 
(dim NZ =2n—1), MIW/(r=).2.::) E h f (0) T 
[0.21] EEIE B | S? | z SM W R /e L, 构成 
HARA, MA 


EMW, RL = EMW, L-I, 一 MK `”. 
p= lo mr == h2., 


Et K B Favard 常数 ， 此 外 ， 通 过 在 Fourier 和 的 基 
础 上 建立 的 线性 方法 U. (W B SON IH. 线性 方法 人 app- 
roximation of functions, linear methods) 中 的 公式 
G) TRIAT MW 及 MI, 的 最 住 逼 近 ， 为 此 只 
须 适当 选取 因子 AT U= An (r). 在 交 献 [1 人 0 ,和 11] 中 己 
建立 了 这 样 一 类 线性 算 子 ， 它 们 在 ni 中 取 值 并 在 
PERRA (IEA MW. 和 MW, 这 里 7>0 为 
A Bls) k Thi PR 3k2s F EREE LAR. 

对 于 以 2r 为 周期 ,上 xin J 58 8 B. = # h 1 ËJ m 
阶 样 条 子 空间 Sdim S£ =2n) 所作 的 过 近来 说 ， 下 述 
FARN: 


E(MW;, SÇ, = (MW. Siti, = MK a. 


p = l.so; nr= 1,2,.... 


这 时 ， 根 据 r 的 奇偶 性 而 分 别 在 (2k 十 1)xj2n 和 kx 加 对 
函数 了 进行 插值 的 样 条 ，a,.,(f, NESI! 提供 了 两 种 最 
ERETTE., 这些 样 条 关于 年数 类 MW RA eE 
的 授 近 性 质 ， 因 为 它们 在 任何 也 空间 中 都 可 以 对 函数 
fe ML ATA IFNA OLL], [151) ， 

34 (1) 与 (3) 等 价 且 可 以 构造 具体 的 线性 方法 来 解 
决 这 两 类 问题 时 ， 所 考虑 的 情形 在 熟知 意义 下 吓 最 优 
的 ， 鉴 于 一 般 的 对 偶 定 理 反映 了 儿 何 站 分 析 中 的 基本 
关系 ， 事 实证 明 ， 在 其 他 场合 下 ， 采 用 基于 这 些 定理 
的 方法 求解 () 是 富有 成 效 的 ( 见 [7], BD. 例如， 车 站 
是 任 一 赋 范 线性 空间 , 允 ' 是 其 对 个 空间 ， nE X dab) 
同 集 ， 则 对 任何 x eX 有 


l= ap [rs © 
IF |<! 


特别 二， 若 9 是 子 空间 ， 则 有 


inf jx cu | = sup {Fix FeX"` |F] =l, 
ue (5) 
(人 = 和 ,对 一 切 ue m). 

在 某 些 场合 下 ， 借 助 了 了 (4) 或 (5)， 就 可 将 上 硝 界 1) 
的 计算 与 估计 问题 转化 为 更 明显 的 寻求 定 尽 在 某 个 困 
数 集 上 显 式 污 炒 的 极 什 问题， 其 中 ， 若 中 为 子 空间 ， 
还 得 考 虚 此 蚂 数 集 的 止 交 性 条 件 ， 负 如， 利用 { 引 和 已 
知 的 不 等 式 ， 就 可 将 EO Ra k. (Sp, q<co) 的 
估计 问题 转化 为 在 满足 条 件 


= coskt 
Piin t = Ü. k=0 x... 好 一 l. 


ñ 83 eW. p'=pl(p—- 1) Ë 8 SE & L WW 


范 数 1 gl, = gi(9 一 i 的 上 确 界 问题 ， 当 函数 类 
的 约束 条 性 不 是 由 Fr 阶 导 数 " 人 0 的 范 数 而 是 由 其 连续 
模 offo,5y 给 定时 ， 则 在 此 活 数 类 上 求解 问题 (1 就 会 
得 出 更 精确 的 结果 .特别 有 趣 的 是 当 9 = WH "(r=0, 
1yo; W'H== W° 35488 E RI 


(fÜ) 8) = af, 8) = od) 


HERY 21 HAR SECC = CNE RN AKAR, 
Hp axó) E EREE, Au, o(6)= 5°(0 cast, 
人 06H， 应 用 (5) 式 需要 异 助 于 形 如 关于 导数 模 的 比 
较 定理 和 Kumroropog + $ z (Kolmogorov inequality) 
中 的 关于 可 微 周 期 函数 方面 的 精致 结果 ， 这 里 的 定理 
点 不 等 式 是 利用 (等 可 测 函 数 的 } 重 排 方 法 进行 描述 
H. 若 中 的 是 上 了 凸 的 ， 风 下 述 等 式 ( 见 [了 ].[15]) 成 


MAL: 
EWH”, ME) = EOW H”, Sadr = | feko) hn, 
n = 2 ...; r=01.... 

Et X=C L, £. (o. tE WH rh WE 39 2r B 
在 周期 上 的 平均 值 为 0 的 函数 , Ph yo b E 0, m/2n] 
+ 3 F [o (mm-—2t:)]/2, Æ [z /2n. n 上 等 于 
[eo t—zh)| 2 HAR. W A o 1 ,具有 显 
Ka R, MA, 


nl 


| foto) le = +e 


dt. r=i.2...., 


pn 
ls = 去 [or | : 


Rohi (t) 6: [0,x] 上 由 下 述 递 推 关 系 式 给 出 : 


i) = > b(t) 一 š J Or- tudu 


关 下 函数 类 WH KA ČH nI S SL 的 最 佳 线性 
方法 当 四 全 = 站 50 < ó Sn) k Bl PMI 时 
EEA. Si 中 的 播 值 样 条 a (f, 1 对 任何 凸 由 (6]) 只 
A r= 时 才 达 到 上 确 界 KFH”, Sie. 

关于 有 旁 区 间 上 没有 刚性 的 边界 约束 条 件 的 郴 
数 类 根 值 问题 的 解 ， 不 可 能 得 到 像 周 期 情形 下 那样 完 
美的 结果 ， 因 区 和 间 的 端点 对 极 值 函数 具有 扰动 影响 , M 
此 需要 增加 函数 的 可 微 阶 . 关于 这 方面 已 得 到 了 一 些 
较 精 确 的 渐 近 辣 果 ， 若 MWH" 人 =0 1 0<e<l， 
MW"H"= MH") 是 由 满足 
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EEPO < M| í(-( |“ (r. el— 1,11) 
的 fsCT-1 1 组 成 的 函数 类 ， 则 对 上 =- 1 次 代数 多 项 


式 子 空间 R 在 [一 1,1] 上 所 和 作 的 最 佳 一 致 再 近 ， 下 列 
关系 式 成 立 : 
lim I° E(MH° Riy = a, (6) 


lim nt EMW H<, Ay = H faen" d 0) 
H— x i 
r Z=12..., 


将 这 些 结集 与 周期 情形 下 的 相应 结果 进行 比较 是 有 所 
神 益 的 ， 当 &=1 时 ，(6), (7) 的 右 端 分 别 等 于 MK 和 
MK.. 如 果 放 弃 对 最 佳 台 近 多 项 式 的 要 求 ， 那 么 就 林 
以 获得 较 强 的 结果 ， 这 些 结果 实质 上 改善 了 在 [--1.1] 
端点 处 的 表 近 并 保持 了 整个 区 间 上 的 最 性 渐 近 特征 . 例 
如 , 对 任何 feMH', 存在 代数 多 项 式 序 列 p,(f,t) Es， 
En < 吕 时 , 下 列 关 系 式 在 1e[ 一 1,1] 上 一 致 成 
X: 


a 


T 


|) ni < jb I 


= E(MH RAP? +o. 


+o{n °” = 


对 MW 'H (= 1,23 td AMRA ( 见 [11]) ， 关 于 
(最 住 及 插值 型 ) 样 条 欢 近 给 定 在 区 间 上 函数 类 的 问 
题 ， 若 干 精确 及 渐 近 精确 的 结果 {主要 是 对 于 低 阶 样 
条 ) 已 公 诸 于 世 ( 兄 [15]). 

就 (积分 度量 下 的 ) 单 边 逼 近 而 言 ， 关 于 上 述 函 数 
类 用 多 项 趟 和 样 条 进行 最 住 通 近 的 误差 估计 也 已 得 到 
了 一 系列 精确 的 结果 { 见 [14])， 在 推导 这 些 结 果 的 过 
程 中 ， 实 质 上 利用 了 最 佳 过 近 在 锥 约束 下 的 对 但 关 
E. 

对 给 定 的 函数 类 gn , FRE E 83k 00 ) EE 
近 上 具 将 导致 确定 所 谓 的 宽度 (width) 问题 ， 亦 即 确 
E (8 (1), (3)) 

d(I, X) = inf E(M, Ry), 


dx(®, X) = inf EDM, Ry)r, 


{ 其 中 下 确 界 取 自 支 的 所 有 NETZE ny (ARTH yp, 
以 及 确定 实现 这 些 下 确 界 的 (最 佳 ) 极 于 空间 问题 dy 
B d. AER Ba E(3, 9 y ML EMN, Nara 
出 ， 对 于 其 体 的 子 空间 gw ÆR, EM, W) MrR, 
Ns), 是 已 知 的 .宽度 问题 中 的 主要 困难 是 获取 下 确 
界 . 在 某 些 场合 下 ， 可 借助 于 拓扑 中 的 Borsuk 对 映 定 
理 ( 见 [81) 而 得 到 这 些 下 确 界 .在 用 名 一 1 阶 三 角 多 项 
式 } 子 空间 入 1 或 ( 美 于 节点 knin 亏 数 为 1 的 向 阶 


样 条 ) 子 空间 SP 解决 函数 类 MW; 及 周期 函数 类 


人 只 。 的 最 伟 道 近 问题 时 ， 已 知 的 上 确 界 E(N, Ny) 

几乎 在 所 有 的 情况 下 同时 也 就 是 这 些 函 数 类 的 凡 fa. 

此 外 ， 对 周期 函数 类 还 有 dd，, dn. $8407), [8]. 

[151 [16] 

dm We C) = da(WE C) = dy (Wi. L) = 
= dy (Wi, Li) = Kn ', n r=l.)..., 


Hx Er ao(6) m X=C sà L. 有 


dy, AWH”, X) = ay(W'H°,X)= feto lia: 
n=l, 2... r=01..... 


应 当 注 意 到 ， 就 所 考 碟 的 函数 类 而 言 ， 对 所 有 的 r, 


Nin 是 最 佳 的 , 并 且 对 这 些 函 数 类 来 说 ， 没 有 任何 2n 


维 子 空间 能 产生 比 (2n 一 1 维 的 ) RI EREE. HR 
FEAS E C rh š m =r hz) W WH" 在 字 中 
q mariat W SEREN. C t WARE PI i 
线性 宽度 均 为 d,, 它们 是 由 以 上 提 及 的 最 佳 线 性 方法 
E Rg Sp ERAH. 当 N=2n 一 1 时 , WE L, h 
的 宽度 dy 5 4 N=2n 时 的 宽度 di 相等 且 由 Fou- 
rier 三 角 和 实现 . 在 某 些 场合 下 ， 关 于 区 间 上 函数 类 的 
宽度 已 得 到 了 若干 精确 的 渐 近 结果 ， 例 如 ， 在 C[-1, 
1P, WWR dyt d; 相等 并 由 关于 非 均匀 前 分 下 
的 + 一 1 阶 播 值 样 条 实现 ( 见 [8]) ， 

车 XY' 是 由 羡 中 函数 的 + 重 积分 组 成 的 ( 非 局 部 
紧 ) 集 ， 则 在 各 上 舍 计 通 近 误差 的 问题 就 可 以 合理 地 
BAEN SEX 和 固定 的 Y>0 估计 l 


E (f, Ny jx 
(f, Y)x 


(o (9, 5 是 9 在 起 中 的 连续 横 ) 或 者 (26 E IKB) Bin 2 
法 下 ) 估 计 
l f U, f Ix 
Af", y)y 


HEM. ME F EBR OCE X' PRELAS HATIRA 
应 于 Jackson 不 等 式 (Jackson inequality) 中 的 最 小 党 
数 ; 从 而 就 可 以 讨论 所 有 对 维 子 空间 的 极 小 化 问题 . 

在 许多 场合 下 ， 这 些 问 题 已 得 到 了 解决 . 例如 , 在 不 等 
式 


EY, Sia) < Mn "e e. zl o fe Ç, 
cC 


中 ， 最 小 常数 为 M= 兵 /2 , 并 且 用 任何 同样 维 数 的 其 
它 子 空间 来 代替 Sr 都 不 可 能 改善 这 个 常数 ( 见 [15]1) . 
在 美 于 三 角 通 近 的 Jackson 不 等 式 中 ， 忆 得 到 了 一 致 
度量 和 积分 度量 下 的 准确 常数 ( 见 [7]). 在 非 周 期 情形 
下 ， 也 已 得 到 一 些 渐 近 结 果 . 


APPROXIMATION OF FUNCTIONS, LINEAR METHODS 207 


HERDER 38E UE W E M d h EBI, AAA 
EXTRAER EEH ARA M, Ea — 8 8 
类 9 的 问题 引起 了 人 术 的 兴趣 ， 这 个 问题 最 初 只 是 
发 人 生 于 寻求 圭 确 界 


E(He RE (M= H°, WM, = MW.) 


过 程 中 的 一 个 中 间 环 节 ( 见 [7]); 后 来 被 看 成 是 一 个 独 
立 的 问题 而 对 其 进行 研究 ， 在 菜 些 场 全 下， 可 利用 
(4} 获 得 其 精确 结果 . 

对 于 


M = M | Wp, 
M = M,W: (O<r<k) 


ADERAREA f x] nl 8 8 T h Er EB ik EA X 
导数 范 数 的 不 等 式 之 间 存 在 着 某 些 联系 { 见 [13]). 

阔 数 通 近 中 的 许多 极 值 问题 此 可 解释 成 最 优 恢 复 
问题 { 见 [15], [17], 08D. 假定 函数 EX 的 信息 由 向 
ETAO A (ymi, ria, X Ese 
的 泛 画 (例如 ，j 或 它 的 某 阶 导数 在 回 定点 的 值 ) ， 已 知 了 
属于 某 个 函数 类 N, TERRAE T(f. A) 以 最 小 的 
误差 恢复 了 或 j 的 某 个 线性 证 画 Lm, LOSE 


+ 
r=| 7od， 33%). ， 极 小 化 问题 不 仅 要 考 虐 将 向 量 


TEASA (t) = 了 (1) (REANO = LNH 
对 应 的 方法 $, MECE PARKA (k=1. NB 
取 . 根据 误差 度量 及 方法 5 类 的 选取 ， 函 数 的 最 优 巾 
复 问 题 有 时 可 转化 为 确定 宽度 dydy, Yee 中 心 
或 9 的 其 他 特征 问题 根据 形 如 {fF (6 或 1G) 的 


有 关 信 息 ， 对 | 7 进行 最 优 饥 复 的 何 题 将 导 到 关于 


1N 的 最 佳 求 积 公式 问题 .在 某 些 场合 下 ， 样 条 可 以 充 
当 最 优 恢 复工 具 ; Aw, S 中 在 等 距 节 点 4 处 插值 了 
的 样 条 -1(f, 了) 就 可 以 根据 信息 AS ES tt, 
点 处 恢复 fe pi 并 在 整个 函数 类 W. 上 具有 最 小 让 
É. 
在 多 元 函数 室 间 中 ， 除 了 月 关 Hilbert 空间 中 的 平 
上 凡 通 近 外 (至 1983 年 ) 还 没有 得 到 任何 极 值 问题 的 精 
确 解 ， 在 少数 场合 下 ， 关 于 Fourier 和 或 其 革 个 平均 对 
函数 类 进行 一 臻 通 近 的 误差 已 获得 了 某 种 渐 近 关系 (W, 
[12]}. 
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[AWE] A. Pinkus 的 近 作 [ 太 1] 中 列 出 了 一 份 详尽 而 有 
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由 线性 算 子 所 定义 的 逼近 方法 、 如 果 在 赋 范 线性 
空间 蔷 中 将 线性 流 形 { 线 性 子 空间 ) 选 作 芝 过 集 ， 则 在 
何 将 函数 eX 变换 成 函数 UCI, ty=(U/)G)e N B W 


Æ Uii tafa t) = w Uf yros, Ufa t) 


(HEP x, A z, 为 任意 数 ) 的 线性 算 子 U je W Y % 中 
ES$ zf X P BB Sky) — h R EE 38 j Jy I (linear approxi- 
mation method), — REEE Jr E 35 5 EL 9 8 0 
(projective 如 果 对 所 有 JER, UC, ty= (t); 称 为 是 
正 的 (positive 》 MIENEN SE UC, r)>0. 
最 有 意思 的 是 有 限 维 数 的 情形 . 此 时 , 2 9 =% x 
是 入 维 子 空间 ， 则 有 
N 
USD = UD = ZY yeli), (1) 
其 中 {gy (u 是 Ny 的 基底 ,上 为 定义 在 天 上 的 线性 泛 
m. 线性 无 关系 1 piY ME m Ele YU R 5 FE tk t + 
构造 线性 方法 和 时 所 用 函数 的 有 美 信 息 . WR RNA) 
{这 里 {是 了 的 定义 域 中 的 固定 点 组 是 eiD, 
Gk), Bh)=1, W URFA) (R=l.:::, N). Ék bJ 
得 到 一 种 播 值 方法 (interpolation method) (#m, Lag- 
range 插值 多 项 式 或 揪 值 样 条 ( interpolation spline). 
如 果 X-H RHilbert 空间 ，c.() 为 函数 了 关于 标准 正 
ZEL pE H Fourier 系数 ， 则 (1) 的 右 端的 和 式 导 致 
T XJ W, 上 的 正 交 投影 线性 方法 (linear method of 


orthogonal projection); 此 时 ， 


IS- UQ) |a = int 


N 
f- AA 

K=] H 
了 因此， 可 用 函数 p AREH yx] f ER EB r. 

Ek OM Vr rE BJ Bë Ë H NR 5) À H: Bi R Ec ik e faj 
E. $ X3— Banach ZA. ioth) e X E 
某 个 线性 无 闫 函数 系 。 令 Ry 为 这 个 系 的 前 N(N=1, 2, 
个 元 素 形 成 的 子 空 间 ，trw 为 天 到 W. (N= 1,2,::) 
上 的 有 界线 性 算 子 ， 对 任何 JE 总 dR XK Lp 
— fE) CE WU,-fl,— ON -> 中) 的 意义 下 ) 戌 立 ， 
YEM: TDv 的 范 数列 1 U. AA, 见 Banach - 
Steinhaus 定理 (Banach - Steinhaus theorem); 2) 对 
于 天 中 处 处 得 密 的 千 侣 4 上 的 所 有 阔 数 三 有 UG. t) 
flt) .特别 地 ， 在 周期 为 ?xz 的 函数 空间 己 = 记 [0 ,2z1] 
(0 <p<co) 中 ， 当 算 子 5, 由 .的 三 角 Fourier 和 


$, (f. 1) = + Š (ay coskt + b, sin åt), (2) 
£= 


n = 1,2,..., 
定义 时 ， 上 述 两 个 条 件 可 得 到 满足 ， 帮 可 以 将 所 有 三 


角 多 项 式 集合 取 作 使 ) 满足 的 集合 4 若 天 是 (全 实 
轴 上 周期 2r 的 连续 孙 数 ) 空 间 C =CI0,2=] RX A T, 


w li $ 1 ~inn, nn = (W Lebesgue 常数 (Lebesgue 
constants))}， 从 调 ， 在 空间 它 及 工 | 中 存在 有 使 序列 
{6,01 在 适当 度量 下 木 收 全 的 瑞 数 天 为 在 范 数 其 
有 平移 不 变性 的 Banach 2 8] X B, 3# X E 3 83 n 
次 三 角 儿 项 式 子 空间 T 上 的 线性 算 子 U METEL 
LUI 2 I sI ( 见 [3])， 于 是 序列 {UJ 在 空间 C 
与 工 ,中 也 是 发 散 的 .特别 地 ， 这 个 绪论 对 于 C 中 任何 
三 角 点 降 上 的 Lagrange 插值 算 子 列 为 真 ， 即 使 在 非 辕 
MEET. TAZ Ca, b] A Lfe, b] AMEE n x 
代数 多 项 式 子 空间 4 0=1,2, 0 LAREREH TE 
说 ， 类 仅 的 反面 结论 仍然 成 立 . 

对 于 己 中 某 些 函数 ， 序 列 (2) 是 发 散 的 ， 因 此 有 
必要 考察 笃 神 平均 Fourier 和 各 以 弥补 这 一 不 足 . Fajr 
求 和 法 (Fejér summation method) 和 Bepmureiin- 
Rogosinski 求 和 法 ( Bernshteit -Rogosinski sunsmtion 
method) Ë 29 Fourier 和 的 平均 的 特例 ， 它 全 都 是 形 如 


Li 
UDS F+ Zate, cos kr +b sinkt), (3) 
=| 
n = 1,2,... 


的 多 项 式 ( 只 不 过 数值 系数 2 TATE). RA 


了 
“ l 
u= TÍ 


5+ EA cosk( —uy| f(u) du, (2) 
点 -上 


故 平 均 和 式 (3) 属 于 一 类 很 广 的 线性 逼近 方法 ， 这 类 方 
法 可 以 表 戌 了 与 某 个 (奇异) 核 的 郑 积 形式 ， 而 奇 辟 核 
的 性 质 (此 时 脚 为 三 角 数 阵 {24 扣 的 福 质 ) 直接 决定 了 收 
敏 阿 题 的 结论 ， 如 果 

tima) = 1, k=1,2,.... 


财 当 AZALIR, MEO Sk ak. AT Ri 
2) 得 到 满足 .为 使 从 它 到 蕊 的 算 子 UU 的 范 数 是 有 界 
的 ， 必 须 对 站 及 下 做 =1,……,m) 一 致 地 有 


A ‘ny 
a. p 
n L 


= HI} 


及 | 
a=). 


fl xE BE (AP EE — S RFA, + sk 2] É5 
DRD) MERRER LAT } 的 有 界 性 
也 是 充分 的 ， 类似 (3)， 利 用 系数 矩阵 {4)}， 我 们 还 
可 以 通过 Fourier - He6bmmee AA (ECI IDHA 
[-41 上 结 点 为 xi Qnt+1) (周期 情形 ) 或 
cos [2k I)z/@n +2) 的 Lagrange #8 EMA 1⁄0 ë 
其 他 各 种 平均 { 见 [60)， 

JA C[a, bla A. 或 从 C 到 二 的 线性 正 算 子 U (3 
别 是 形 如 人 4) 的 带 正 核 的 竺 子 ) 的 收 伍 性 向 题 已 通过 三 个 
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测试 函数 面 得 到 租 决 { 见 [L]) : 算 子 列 UTU ty uka F 
f(DeCla, b] RADEČ W Ea y E 38 E Bo o (t= 1. 
t, U sk g=, sint, cost, U lg, ty -RA F git). 

WEHRT pe k EJ BIRERE SË 3 WE 3E 
U, (f. F fa) EER, EAR GB E PS 30) 3 
分 性 质 去 估计 误差 以 及 随 着 (家 逼近 晒 数 的 ) 认 请 性 质 
的 改善 而 考究 线性 方 鞭 引 起 的 反应 等 问题 . 

在 讨论 钱 性 通 近 方法 (和 的 通 近 性 质 时 ， 子 空间 
W. 的 元 康 对 了 的 最 佳 表 近 EU, R.) AREE RE 
用 ，Lebesgue 不 等 式 (Lebesgue inequality) 


| SE =< EY. T,k (Inn 3) (9 
以 及 Jackson TH (Jackson inequality) 


EF T, y < Mno 六 1 


(其 中 olg, 8) ERR g e C 的 连续 模 ) 表 明 : 尽管 Fou- 
ner HÅBER Z TEER AE (Syri Pj lnn 
TERENE) Biz sein 38 8 W 8 F AAT $K 
阶 数 的 增高 而 受到 影响 , +T EEE D ER, 
AAR filu ni k PE DH ji if, 362484 N S F 3 
+ EW (Hud St (phenomenon of saturation)). 这 
样 ， 正 线性 多 项 式 算 子 U; 的 逼近 界 不 可 能 高 上 0 n y, 
对 Féjer 和 来 说 ,其 饱和 阶 为 O m h, 对 Bepret- 
Rogosinski WH A., Ap O). 适当 选取 插值 
样 条 的 结 点 不 仅 能 保证 对 于 函数 本 身 有 最 好 的 通 近 
阶 ， 而 且 还 能 保证 对 于 它 的 某 些 导数 ( 依 丈 于 组 成 此 样 
休 的 名 项 式 次 数 ) 具 有 最 好 的 逼近 阶 {( 见 [7], [8]). 

在 一 些 特殊 场合 下 ， 对 于 具 昼 的 线性 瘟 近 方法 ， 
已 得 到 了 对 于 某 些 函数 类 通 近 误差 的 准确 或 斯 近 
准确 的 估计 ,严格 地 说 ， 这 类 问题 的 非 平 凡 结 果 最 先 
是 由 AA H Komaoropos 得 到 的 ， 他 于 1935 年 证 明 
r 


AK Inna 


p SD he = S ton” 


nf 
其 中 W'Ke=1,2, 9 EA [0,2 L. fr a E Sy, 
县 几 乎 处 处 满足 [VOSKA AR f s C 所 组 成 的 函数 
类 .随后 ， 关 于 其 他 重要 函数 类 的 Fourier 和 {及 其 某 些 
平均 ) 也 得 到 了 一 些 具 有 类 似 特征 的 结果 ， 例 如 ， 伴 助 
于 + 阶 导 数 连续 模 的 上 界 来 短 计 误差 ( 见 12],[6], [9]) . 
特 苏 有 趣 的 是 ， 对 于 某 些 用 子 空间 Na 进行 逼近 的 函 
数 类 ， 线 性 遂 近 方法 (1) 能 产生 最 住 通 近 的 上 人 确 界 ， 对 
于 函数 类 全 民 =1,2,…)， 适当 选取 i 中 后 这 种 性 质 
对 形 如 人 3)] 的 和 式 也 成 立 ， 例如 ， 当 r=1 时 就 应 取 


kr cte tT. 
2n +2 ËA +2' 


AY = 


这 个 性 质 还 适用 于 以 kx n (k=0,1,--) fE uñ Pa BJ r—1 
阶 亏 数 为 1 的 插值 样 条 O., WAANT, A% 
bI ig tA o E (approximation of functions, extremal 
problems in function classes); 最 佳 线性 方法 (best 
linear method)). 
参考 文献 
O] Koposen IL IL, neiigpe Oneparopti m reopus mpr- 
Gurgen , M., 1959 【中 译本 : II IL Kopomm tŠ 
性 算 子 与 逼近 论 ， 高 等 教育 出 版 杜 ，19607 
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mma , M., 1976 《中 译本 : H. IL sim e w. jKH 
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TeTEROTD ipEMEHROTrO , M,，1960 [ 英 译 本 :Timan， A. F., 
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përgamon, 1963). 
[7] Ahlberg, J. H., Nilon, E. and Walsh, J. L., The theory 
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TETEHOi MBTeMaTWRE , M., 1976. 
[9] Cemer, A H., PagHosepsake rupuGunmongsanr TPHTOHOME- 
TPmECKEAMK NONEOMAMYE , JIHHCHHEE METON. , K., 1981. 
[10] Kopsaeñuygk , H. IL, Cnmiiny B opm rIpuGUDnDgRerHHs ， 
M., 1976. 
[11] Rice, J. R., The approximation of fumctions l, linear 
theory, Addison - Wesley, 1964. 
[12] Schumaker, L. L., Spline functions, basic theory, Wilty, 
1981. 
[13] Davis, P. J., Interpolation and approximation, Dover, 
reprint, 1963. H IL Kopteihew BE 
[HE] ZANA E DL W A Cla,b] HARA 
C 到 THREES + PJ t; — S£ lk 9k bt k — 35 3: B iH 
H. Bobman ( 见 [A2]) 得 到 的 ， 它 可 视 为 Bemshtein 定理 
(Bernshtein theorem) 的 一 种 推广 ( 见 [AAl] 第 3 童 第 3 
节 )， 美 于 积分 算 子 ，P. P. Korovkin 得 到 了 类 似 的 结 
$. 
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sñ É S i £ [approximation of functions, measure of ; 
meiek bywa Mepa] 

IRIS EREET. SENAM oMa% f 
时 , ARBA fA ohig a rh t EE EE X B ir 
Epp Ha, EA o R E BB] (a, b] E 85 Ë R 
数 ， 则 通常 使 用 Cia, 上 的 一 至 度量 作为 通 近 度 ， 即 


H.P) = max | AOAN) [. 
如 果 不 能 保证 被 逼近 函数 是 连续 的 或 问题 的 条 件 暗示 


了 了 和 在 [a,b] 上 平均 意义 下 接近 的 重 归 性 ， 则 可 采 . 


用 空间 Lla, b] 中 的 积分 度量 作为 逼近 度 ， 即 


b 
a) = JOAD) Pdi p>0, 


其 中 4 四 是 权 函 效 ， 就 实际 丫 题 而 言 ，p=2 的 情形 是 
最 常用 也 是 最 方便 的 ， 见 函数 的 均 方 运 近 (mean squ- 
are approximation of a function). 

表 近 度 可 以 只 涉及 到 了 和 ww 在 [a, 中 上 茶 些 离散 点 
tk 二 1,…,#) 的 值 ， 倒 如 : 


a.p) = pax | fidan) | 
Kfe) = Za CARO 
k= 


其 中 q EERS. 

12848 ros BE 2 BS sk EEA E BË 31) PS 3KOB Ir 
E. 

函数 族 严 对 函数 了 的 逼近 度 通常 定义 为 最 佳 盘 近 
(best approximation) 


E(f, P) = wf. F) = inff, o). 


E(N, F) = M, F) = sup inf (f, 9) 


8 5 8 E eE ET lal EI F P BQ BS 9k p xF £ ER PR 
SOE N HEEE. CAET N dqhús8305 aire 
(16 FRKA ARARE . 
在 任 一 度量 空间 X HERRE, — A x 

和 wu( 或 集 F) 之 间 的 度量 距离 plx ,wu) (s p (x, FIRE 
元 素 u (或 集 下 ) 对 元 素 x 的 通 近 度 uix, u). 
参考 文献 

[1] Teonmpon , B. JL, Teopnn marepuornmapapaana H Imps0Jn- 


we 中 yerma ，2 mag, M., 1954 (HEEB JI 
RARR, 画 数 插 补 与 通 近 理论 ， 科 掌 出 版 社 1958). 
[2] Homex, C M. Tiputunrnaeune þykk MHOTHX Te- 
BeweHHP H T€OPesMmI RIomenaa, 2 ag, M., 1977( 英 
译本 : Nikol'ski, 5. M, Approximation of functions of 
several variables and imbedding theorems. Springer, 
1975). 
[3] Riæœ, J. R.. The approximation of funcions, 1 — 2, 
Addison - Wesley, 1964 一 1968. 
H IL Kopay B IL Moropgsdi #Ë 
【 衬 注 】 EE EARE REE (error measure). 
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[AI] Lorentz, G. G., Approximation of functions, Holt, Ri- 
nehart and Winston, 1966. 
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AFERE [approximation of functions of a complex 
variable ;IgpuGiaeune Dye KOMIKI O Depemennoro | 

Pome, B EWR T 163 e R s8 
HERET OND RFEA. Ær e a ge 
H BEELER A ERATA GT AAR 
A. EXS MAS Faber 多 项 式 级 数 ， 连 分 式 与 Padé 
通 近 ， 指 数 多 项 式 序列 与 Dirichlet 级 数 ， 等 等 ) 的 通 
近 性 质 等 问题 榴 成 了 自 变 函数 逼近 理论 的 基本 问题 . 
复 变 函数 下 近 论 与 复 分 析 的 其 他 分 支 芒 至 与 整个 数学 
均 有 着 密切 的 关系 ;在 通 近 论 中 ， 保 角 上 映射、 积分 政 
示 、 执 理论 及 活 函 代数 理论 等 方面 的 方法 和 结果 均 起 
着 重要 的 作用 . 

复 变 函数 台 近 沦 的 中 心 问 是 涉及 到 : 借助 于 多 项 
式 和 有 理 踢 歼 的 吉 近 ， 特 别 是 最 性 通 近 和 多项式 利 有理 
沙 数 (存在 性 、 了 唯一 社 、 特 征 性 质 } 以 及 关于 针 项 式 与 
有 理 通 数 的 极 信 问题 和 各 种 估计 (增长 估计 ， 关 于 多 项 
式 与 有 理 泪 数 的 导数 不 等 式 ， 最 小 零 偏 莽 ， 等 等 ). 

A A Towmap I 

复 变 画 数 异 助 于 多 项 式 和 有 理 苗 教 的 逼近 . 复 变 函数 
开 近 论 的 这 个 分 支 可 分 成 以 下 几 个 方面 : 

1) BEDAR EBA. ME p 的 度量 
性 质 以 及 函数 (2) 本 身 的 福 质 ,研究 多 项 式 和 有 理 敬 
数 在 任意 给 定 精 认 下 对 复 变 函 数 及 2) 进行 通 近 的 可 能 
性 (possibility of approximation) . 7 
` 2) 研究 最 佳 通 近 多 项 式 (poiynomials of best 
approximation) AR f: 8 it A AA {rational func- 
tions of best approximation) W HE. MOR RIEME 
EAM S EREA Bl pü 31 E 3B IK Sk A W T n 
m=0.1, RETA P G; f. E py 4 PE Pq Sk R (z: f. 
E, p, ENHE 


Pif, Pai f, E, ph = 


APPROXIMATION OF FUNCTIONS OF A COMPLEX VARIABLE 211 


def 
= É,(/. E, p) = inff p(f. PY deg P <n1, 
Mf, Razif, E, p) = 


def 
= kK,(f, E, py = inf{fp(f, R): deR enh, 


其 中 下 确 界 分 别 取 自 所 有 次 数 degPsi 的 多 项 式 和 所 
有 次 数 degR&n BJ Fl pq 32 (sk 5 R B MAA T [T Taj EE 
条 件 的 这 些 多 项 式 或 有 理 函 数 的 子 集 ) ， 事实 上， 这 里 
所 讨论 的 正 是 有 关 某 类 极 值 问题 解 的 性 质 . 其 他 的 有 关 
对 多 项 式 集 、 有 理 函 数 集 和 某 些 解析 函数 类 的 极 值 问 
里 的 研究 以 及 对 多 项 式 和 有 理 函 数 解 析 性 质 的 研究 ( 特 
别 是 这 些 函 数 及 其 导数 的 不 同 范 数 间 的 不 等 式 ) 均 属 此 
列 ， 

3) 研究 当 #n 一 oti, E (f.E,p)#l R (f, E,p#5 
于 零 的 速度 对 了 ,EE 和 4p 的 性 质 的 依赖 关系 { 即 通 近 论 
中 所 谓 的 正定 理 (direct theorems)), 以 及 研究 1 对 
一 o, EE DRR, Q, E, D BFTTHERS E, p 
KOTE AR MI AOM X A ( 即 逆 定 理 (inverse theorems) ) . 研 
AOAI MOER BOEN (例如 ，Faber 多 项 式 (Faber 


Polynomials) 级 数 ， 各 种 揪 导 过程 {inter -polation pro- 


cess)) 的 带 近 性 态 以 及 寻求 新 的 有 效 掉 近 方 法 与 上 述 
谱 方 面 均 有 着 不 可 分 割 的 联系 . 

4) SERKA. 这 里 基本 上 要 解决 与 单 复 变 
函数 同样 的 问题 ， 热 而 所 采用 的 方法 和 得 到 的 结果 与 
单 复 变 情形 通常 是 大 相 径 庭 的 ， 

下 面 列 出 的 是 某 些 基 本 结果 ， 

1) 关于 用 多项式 任意 精确 地 进行 一 致 逼 近 的 可 能 


EARCH TERERAA. Runge 定理 (Riange theo- 


rem) (# fÉ E F $T) Jisnpemrsem 定理 (Lavrent'ev 
theorem) (# f E LE), Kera £ PE (Keldysh 
theorem) (E E RRR., 了 在 上 连续 且 在 EE 内 解 
析 }，Meprenam 定理 (Mergefyan theorem)(-- 般 情况 
F. ERRE. f 在 E 上 连续 且 存 EE 的 内 点 上 解析 ). 

2) Run 如 定理 解决 了 扩充 复 平 面 厄 的 闭 子 集 玉 
上 人 金 纯 函数 的 通 近 可 能 性 问题 ， 研 究 对 各 种 空间 中 函 
数 了 按 这 些 空 间 中 的 度量 用 右 理 函数 授 近 的 可 能 性 
时 ， 集 合 ecC 的 类 似 于 解析 容量 (analytic capacity) 
Yle) 的 数量 特征 起 着 重要 作用 . 异 助 于 yte)， 有 理 函 
数 在 紧 集 到 上 以 任意 精度 逼近 任何 连续 函数 的 充分 必 
要 条 件 为 : 对 任何 圆 g(r,a)= {2:1z-al<r}), aeC, 
r>0,# 


a) Y(a(r, a)N E) = Yolr, a) = r 


或 对 任何 asE, 有 
b) mY 
rt r: 


(Fa Is (b) 09 38 fr PE k BH T SE f S S 0 “4 S =E 
F°), 

3) 如 果 五 有 界 且 Lebesgue WEI Sp<2, W A 
有 有 理 函 数 集 在 空间 L"(E) 中 稠密 . 

4) WE p>0, GARA Jordan 可 求 长 边界 的 单 
连通 区 域 ， 则 所 有 关于 z 的 多 项 式 级 成 的 类 在 Capaoe 
类 {Smirnov class)E,(G) 中 稠密 ， 当 且 仪 当 GG E: Capoa 
H (Smirnov domain). 

5) 设 复 值 函数 p e)p (z), JORR E — C L 
ER, nl ERAEN 


P(z) = aat - ° ° Hap) 


(c, a AERAR LEMAH, P'O Sm K 
REEERE 


oc(f, P) = max{ | fiz)- PE) |: z eE) 


HALTS RAE, SENSE T P (zF U IR. 
立 : 
min(Re[P (z XP;(z)— fz): 
ZEE, | fi) P (z) | =p. Po) < 0. 


6) WR E E R£ ER 3 G 的 紧 集 并 在 G 内 存 
在 极点 为 名 的 (Lapac 方程 第 一 边 值 问题 的 )Green M 
数 (Green function)g(z ,oo)， 则 对 于 性 意 的 ze 及 
任何 n 次 多 项 式 P(2) 下 列 不 等 式 皆 成 立 : 


.| PG) j < M ep{ngi œ) 


其 中 M=max(|P(z)|: z€ E). 
7 WMF E H 8 PE W +E GHAR 3F3B (k E Sk 
B. [OEE LER UREA oG DAE E RIPAR 


fr. MA 
EM. E pO < colaa | 
其 中 
di) = max{min{ | ¿—:z |: teG, g(¿, oo) = 


=In(1+:)): ze4G). 


WE M G 周 于 解析 曲线 工 内 ， 则 条 件 
E(f, E. pc) = O(n 7) 


等 价 于 SPEE G 内 满足 x 阶 介 <x<l)Halkder 条 件 ， 
关于 工 为 逐 段 光 漆 的 具有 角 点 的 曲线 大 们 也 进行 了 研 
H. 

8) 在 许多 场合 下 ， 各 种 插值 过 程 ， 包 括 Pade jN 
if (Padé approximation) 及 其 推广 ， 均 是 逼近 解析 范 
数 的 有 效 工具 . 
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9) 35% n22 Æ C p AFA dA Jordan HH 
线 ， 在 此 曲线 土 ， 不 是 每 一 个 连续 函数 都 可 用 关于 (zl 
,2 的 多 项 式 任意 精确 地 进行 一 致 通 近 ， 也 存在 闭 
Jordan 间 线 ， 在 此 曲线 上 可 惜 助 于 事项 式 一 禾 通 近 任 
何 连 续 函 数 ， 在 心中 这 蚌 不 可 能 的 ， 

10) 关于 用 带 自由 极点 ( 即 对 通 近 画 数 的 极点 的 
位 置 不 附加 任 林 条 件 ) 的 有 有理 葡 数 进行 遂 近 方面 ， 迄 
今 ( 1983 ) 为 止 ， 只 获得 了 为 数 较 少 的 正定 理 ， 热 而 
逆 定 理 的 数量 却 相 当 可 观 . 
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HbE MPOBNeMb] MATEMETHEH . Mi., 4 (1975), 143 — 250 
E TL Homeako # 
[i] % FCC X— Ki. H AGE OR E F jÉ 
EE ERRAR A 05 VS) NE AF09 PG g f PH Si s 00) 
集合 . 用 P(E)# R(E)2W|SS s f E F Bë HJ # Ti zÜ gr 
ARANEA ye A (EY 的 集合 ，Mep- 
rem E BB i: DAE PEA '3 E hE CE 是 
连通 的 ; 2) A(E)=R(E) 如果 CE 是 有 限 连 通 的 . 已 经 
知道 说 明 AG) R (E) HER EKAT. (GA. Roth A 
瑞士 乾 酝 ， 见 [AA1]}, 由 此 也 就 产生 刻画 满足 4 食 )=RIE) 
的 那些 集合 E 的 问题 ，E, Bishop 和 AT Baryka 
就 没有 内 点 的 紧 集 合 各 自 独 立地 解决 了 这 个 问题 ， 
Berrytmnam 还 就 一 般 的 紧 集 下 解决 了 这 个 问题 Baryw- 
Kur Æ M {(Vitushkin theorem) n] # [A1] 中 找到 . 

集合 AE), P (E) 和 RE) 均 为 一 致 代数 (uniform 
aleRbra)， 例 如 ， 具 有 上 范 炒 的 函数 代数 (algebra of 
functions); 关 十 这 方面 的 详细 内 容 见 [6 和 [Ad4]. 

另 一 个 研究 方向 就 是 考虑 用 宕 函数 zw 或 指数 函数 
es 其 中 = 及 ) 的 线性 组 合 在 集合 三 cC, 大 多 在 
MERT REAP R ETEA EA 1,z， 
Pye, Woo ro BRERA, SHARA 
HAPKE. Münz 定理 (Montz theorem): 
8k DR WE (lacunary power series); Paley - Wiener 
定理 (Paley -Wiener theorem)， 解 析 函 数 的 零点 集 等 
等 均 与 这 方面 有 关 ( 况 [AS]) ， 

在 C* 中 ,这 近 问 题 实质 上 依赖 于 所 考 虚 的 区 域 的 
几何 性 质 { 刻 画 全 纯 区 域 的 Levi 问题 (Levi problem) 
就 与 这 方面 有 关 )} ,Hirmander J 技巧 ( Hermander 2 


,mechanism) 为 解决 这 种 道 近 癌 题 提供 了 一 种 途径 


(MIAS). Kerzman TH (Kerzman theorem) 8 X — 
ASAC ARATA AN C EER b rh X 
3. TRARA ERE- REE- E 2 上 全 纯 在 
全 上 连续 的 函数 f) Ú E / Ein O BS 3 4 (28 fh 
ARR Q 上 是 全 纯 的 ( 见 [A7]). 
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ZEAMET [approximation of functions of several 
real variables ; paf mkense 中 Hunai MH0OFuX /FeiicTERTC. 
MARX Depessesssmx | 


依赖 于 两 个 或 更 多 变量 的 函数 
AD = fli,..., Imh m=2 


的 逼近 , DU E h iN iH approximation of functions). 5 
一 元 情形 相 比 较 ， 研 究 mm 2242353858 A E 


复杂 得 宪 ， 这 是 因为 将 要 产生 一 些 新 的 与 维 数 相关 的 


HR. 首先 ， 多 元 通 近 与 所 考虑 的 区 域 有 关 ， 在 一 元 情 
形 下 , 单 连通 紧 集 即 为 区 间 . 然而 , R" (期 使 是 平面 ) 中 
的 单 连 通 紧 集 可 能 有 许多 不 同 的 形状 ;) 国 此 ， 有 必要 
按照 ， 例 如 ， 区 域 边界 的 光 消 性 质 将 它 进 行 分 类 . 措 
述 m 元 函数 的 微分 差分 性 质 也 显得 较 党 珊 .一般 地 
说 ,不同 的 方向 有 不 同 的 性 质 ， 刻 面 它们 不 仅 要 考虑 
区 域 的 几何 形状 而 且 要 兼顾 边界 附近 苯 数 的 性 态 ， 从 
而 ， 研 究 函 数 的 边界 性 质 十 分 重要 . 如 果 试 图 通过 过 
渡 到 具有 更 简单 结 枸 的 区 域 上 来 简化 遂 近 问题 的 解 ， 
那么 就 会 产生 将 阔 数 了 从 一 个 区 域 QSR" ERA 
包含 避 的 标准 域 全 (例如 ， 宇 行 六 面条 或 整个 空间 R") 
并 保持 某 些 光滑 性 质 的 问题 { 见 扩张 定理 (extension 
theorems))， 这 类 问题 与 购 入 定理 (imbedding theo- 
rems) 及 数学 物理 中 边 值 问题 的 解 有 着 密切 的 联系 ， 

独立 变量 数目 前 增 加 光 颖 会 使 逼近 工具 复杂 化 ， 
因为 陡 着 维 数 的 增加 ， 多 项 式 的 次 数 也 跟著 增加 .， 关 
FER: n K SOM) n... n, ARAETA 
写成 如 下 形式 : 


Pa.. an (fi * a... tm) = >... tt `. hr, (D 


EPa, n 为 实 系数 ， 求 和 是 关于 KG=1 m) 0 
到 站 ,进行 的 ， 这 样 ， 每 个 变量 次 数 均 为 了 3 的 mm 元 多 项 
式 子 空间 的 维 数 就 是 AI ARR., ERROR ERE n 
是 固定 的 ; 此 时 (1 的 求 和 就 要 针对 所 有 满足 不 等 式 
0 Skt tk En BIRIT. ATER too. i, WK SK 
PIA nr n 的 实 三 角 包 项 式 可 写成 如 下 形式 : 


Tf, lm} = Xa, a exp EZI 
P 二 上 
其 中 指标 符号 相反 的 系数 a .oo LYRE, 3E H K 


和 是 甘于 上 ,y=1,…,m) 从 一 ,到 ,进行 的 . 这 样 的 多 
项 式 也 可 表 为 形 如 p, (t): 2, Ea E Pr BI AE 38 R hi) 


线性 组 合 形 式 ， 其 中 pi 由 为 sinkt @=k,<n) 或 
osk, t OEEk SEn). £F EH m 个 变量 的 代数 多 项 
式 * 片 "按照 确定 的 光滑 条 件 * 粘 结 "在 一 起 而 形成 的 ， 
它 有 着 广泛 的 应 用 领域 . S m=2 时 , 最 简单 的 多 元 样 
条 是 由 多 项 式 片 按照 与 举 标 轴 平 行 的 直线 拼接 而 成 
的 . 作为 逼近 的 工具 ,g(4,…,t,) 也 可 是 关于 其 中 某 几 个 
变量 的 多 项 式 或 样 条 函数 ， 对 于 整个 空间 R R" 的 
某 个 无 界 子 集 } 上 给 定 的 非 周期 函数 的 遂 近 ， 可 借助 
于 指数 型 整 函 数 来 实现 .指数 型 整 函数 可 以 表 成 绝对 
收 项 的 等级 数 和 的 形式 


U a (2 
这 里 要 对 任何 8 >0 和 所 有 复 变量 ,如 有 


上 Ga mt t) | = M, exp Šin, +e)| ;, | ， 
e l 


其 中 iM, 是 一 个 仅 与 6: 有关 的 常数 ( 见 [1]}， 应 该 注意 
到 ， 与 多 项 式 不 局 ， 留 数 (2)? 由 欧 穷 多 个 矢 数 确定 . 

É £ mA , Weierstrass 定理 (Weierstrass theo- 
rem) 也 成 立 . 它 盖 明了 利用 代数 { 或 三 角 ) 多 项 式 以 
任 韶 畏 放 和 逼近 某 个 有 界 闭 集 QSR ”上 连续 的 本数 


”feC(Q)( 或 于 整个 空间 R” 上 连续 且 接 每 个 变量 周期 


均 为 2 的 函数 Je CR 中 的 可 能 性 ， 在 空间 LO) Z 
(周期 情形 下 的 ] 空 间 L, (R) (L Sp <o) 中 类 似 的 结 
论 也 成 立 . 关于 最 佳吉 近 的 存在 性 、 礁 一 性 ， 莫 佳 
通 近 函数 的 特征 性 质 等 方面 的 一 般 结 果 和 定 埋 以 及 异 
助 玫 函 数 的 凸 集 ， 特 别 是 子 空 向， 进行 通 近 时 的 一 般 
对 侦 关 系 等 均 可 以 推 让 到 向 元 赋 范 线性 函数 空间 中 去 
( 见 [3], 4). 然而 ， 要 想 在 名 元 情形 下 通过 考 虚 具 体 
的 度量 和 帝 近 子 空间 的 特定 性 质 而 获得 这 些 定理 的 明 
确 阐述 ,困难 是 很 大 的 . 

人 们 已 对 儿 变 量 函 数 的 光 请 性 与 用 代数 多 项 式 , 三 
彰 多 项 式 以 及 整 函 数 对 其 所 作 的 最 佳 允 近 的 递减 速度 
之 间 的 关系 问题 进行 了 较 透 彻 的 研究 . 

SAR 中 的 任 一 开 集 (特别 地 ，@=R"}，e 为 
R" 中 的 单位 向 量 , h>0 并 令 如 是 由 满足 [tpe e Ç 
的 点 1EQ HARRERA. ESEL) B1=p<oo, 则 称 


e. (f; Âi) = sup Il Jü +he) ~ft) IREA 
ARKIN RTA e 关于 LOREN ERE 


' (modulus of continuity). #¥ 


Afi Deo = sup welf: ies 
ASEL (Q) 中 的 连续 本 


在 周期 情形 下 , 三 角 多 项 式 T. 。 对 具有 (Sobo 
kv 广义 ) 偏 导数 
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D; f = Tje LIR”) 
t; 


(其 中 n20 AER, DISS v=1,…,m) BJ 8 8 fe 
L R) 的 最 佳 通 近 E, URR 满足 不 等 式 


E, (ia < M Sn” 0 (Dr fon, Uban G) 
r=] 


其 中 e, 是 沿 坟 方向 的 单位 向 量 ， 常 数 M ts f Ë. n, J 3 
X. 对 于 有 r=r +'+r, (ÈE r= (r, ry Br X IN 
导数 y 

Dr = ————F e L,(R” 

/ ðr?! ag Š p (R) 

HAR JEL R), 下 述 不 等 式 成 立 : 
E, EAN: == = > e(D'fin Fa": (4) 
如 果 


AD f, ÒE a" = KÖ, O<a<l, 


即 函 数 上 满足 Holder 条 件 (Holder condition), MWA 


4 D'f W 2 Holder kiet, (5) mib Ë S, WA, 
如 果 对 函数 je L. R"), 不 等 式 (5) 对 所 有 n=1, 2 ,… 
HRL, WPR DEL, (R") 存 在 并 且 对 任何 heR” , 
当 0 <&<1 时 ， 满 足 不 等 式 


|| D fit+h -DAO me) < K | h |° (6) 


Ë. a. (fl < r=0,1,...; 0<a=<1. (5) 
n 


当 x=1 时 ， 满 足 不 等 式 
| D'fe+h)-2D'f(— DA |ü am, < K |h 


这 里 ， 天 与 向 量 五 = 全 ,及 ) 的 长 度 1b|= 全 ?十 … 
二 +h) 人 无关， 

对 于 非 周 期 函数 fe L (R), 如 果 利 用 指数 型 整 函 
SE S Mr T B... 则 也 有 类 似 的 结论 ， 若 郑 数 的 光 诊 
性 是 借助 于 更 商 阶 的 连续 模 ( 光 滑 模 ) 来 描述 的 , 则 以 
上 的 结果 也 可 以 推广 到 这 样 的 函数 类 中 去 ( 见 []]) . 

当 利 用 代数 多 项 式 pu ,在 某 个 有 界 平行 多 面体 
(或 某 些 其 他 的 有 界 集 } 上 通 近 函数 fe 工人 从 ) 时 ,类似 
G3)，(4) 和 和 (5) 的 正堂 理 已 得 到 了 证 明 ， 这 些 定理 的 
道 ， 如 对 定义 于 有 穷 区 间 上 的 函数 那样 ， 只 可 能 在 Q 
的 某 个 紧 子 集 品 , 上 成 立 ， 如 党 假 定 在 旬 Bm h 
内 有 更 好 的 盟 近 阶 (有关 正定 理 指 出 :有 和 角 点 的 某 个 邻 域 
内 改善 通 近 阶 是 有 有 可 能 的 ， 见 [1 可 )， 则 这 些 道 定理 均 
成 立 ( 更 [13])， 即 使 ( 像 一 元 情形 那样 ) 在 边界 的 某 个 
分 域内 提高 通 近 阶 ， 函数 了 属于 HQ) (函数 类 
He (O) H 2⁄8 DT (6) fü (7) b HE C (Q) BÚ E W 
TENHA S 3 15 EK bK SNP {至 1983 年 ) . 


然而 ， 下 述 否 定 命题 是 成 立 的 ( 见 [13]). $ Q= 
f[t:teR'. t&l}. MU Q H Z fr # E bD A # P| 
AIt) @=1, 2, ; 0<a<1) 上 共有 下 述 两 个 性 质 ;: 
DHEA AR EHE), 存在 常数 MM 和 多项式 
到 
P(ty = > 


Üs k I tkana 


kik 
ah tt n=1,2,..., 


使 得 
A0- P| < MAM t|), teg. (8) 


2) 满 足 (8) 式 的 常数 M>0 及 多 项 式 列 P. (0) ñi TF #£ 
性 蕴含 了 对 任何 定义 于 Q 上 的 函数 f 曾 有 feH2(O). 

为 阐明 多 元 函数 逼近 的 特定 性 质 ， 下 述 结果 值得 

令 忆 07 为 三 角 多 项 式 T, n E X (Y= C @>5, 
或 于 -无 眼 芒 的 度量 下 对 周期 3r 的 二 元 函数 7 的 最 储 
种 近 ， 巨 ，。( 门 3 为 函数 T. (此 处 工 ,。 是 一 个 三 角 争 
项 式 ， 它 关于 变量 4 的 次 数 至 多 为 mn 且 关 于 二 的 系数 
是 三 的 函数 ) 在 义 中 对 了 的 最 佳 通 近 ,可 类似 地 定义 
Eam (yz. 

如 果 1 <p<%， 则 有 不 等 式 


Eryn R < Ap {En x YR FE oa rum h 


KERAS p X. 
# X= L RR ICR) 则 有 


Ena (f = (9) 


= A In(2+min(n), n; ]XE,, (Y +Ë, (f). 


其 中 4 是 绝对 常数 ， 且 当 minfm, n.) — oo PF, (9) P 
的 因子 二 位 +min {fn1, nn; 不 能 窜 以 更 慢 速 度 趋 于 无 
穿 的 性 何其 他 因子 及 代替 ( 见 [15). 

多 元 函数 插值 有 其 独特 的 性 质 ， 例 如 ， 与 一 元 情 
形 不 同 ， 密 元 代数 插值 多 项 式 的 存在 性 实质 上 取决 于 
播 值 节点 的 分 布 . 然而 ， 人 们 已 经 建 立 了 ~- 些 有 效 方 

间 在 于 特定 的 节点 网 上 构造 插值 函数 G, o) 的 多 
ms PE 3k, MOSS (interpolation). FE ú Ë # 
WE EZERA F E. 33) Y 8 Sk AHIA 
近 误 差 阶 的 估计 ; 在 这 方面 ， 对 低 次 二 元 样 条 以 及 尾 
意 次 局 部 (Hermit) 样 条 的 研究 是 比较 透彻 的 [( 见 [7]. 
[10]~[12])). 在 关于 多 元 函数 通 近 的 其 他 线性 方法 
中 ， 对 多 重 Fourier 和 及 其 各 种 平均 的 研究 最 为 细致 . 
这 方面 已 得 到 关于 肾 数 类 通 近 误差 阶 的 估计 ， 在 某 
些 场合 下 还 得 到 了 渐 近 的 精确 结果 { 见 [5], [6), Bp. 
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逼近 阶 [ approximation order; mpeionoueuan nopsaa] 

通 近 误差 的 阶 ， 它 作为 一 个 变量 依 入 于 某 个 连续 
的 或 离散 的 变量 Y， 而 下 艾 与 另 一 变量 po, gi) 
的 性 查 遥 常 根 定 是 已 知 的 . . - 般 地 , tE- -TFE CE 
孙 通 近 集 的 数值 特征 (如 集合 的 大 小 ) 或 通 近 方法 的 数 
值 特征 (如 插值 步骤 ) 此外，t 值 所 组 成 的 集 可 能 有 一 
个 有 穷 或 无 作 的 极限 点 . KA po W W E- TEA 
数 ， 上 指数 函数 或 对 数 函 数 ， 被 通 近 函数 {或 它 的 某 个 导 
POHE RH modulus of continuity) 战 其 控制 函数 可 
B ol). 

38 ih Jy 5 BJ EEA EDE e EE An, Wa 
ERRH RAME E Y A, AR. 
正定 理 和 北 定 理 (approximation of functions, direct 
and inverse theorems). 

在 数值 分 析 中 ， 如 果 某 个 数值 方法 产生 的 误差 为 
Oh"), 则 称 指数 m AREE, Jtrh h 为 此 方法 所 
采用 的 步 长 . 
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[B2] Nürnberger, G., Approximation by spline. functions, Spr- 


inger, 1989. ECE. MISI W BER W 


逼近 论 [approximation theory ; mputormacesspa reopss ] 
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数学 分 析 的 一 个 分 支 ， 它 研究 用 一 些 数 学 对 象 通 
近 另 一 些 数学 对 象 的 方法 以 虽 由 此 产生 的 误差 估计 阿 
a. 

H ph NK (approximation of functions) E 38 3 iÈ 
的 主要 内 容 . IL JL WeGsmnen 在 1854 -1859 年 间 所 
作 的 关于 用 多 项 式 对 画 数 进行 最 佳 一 臻 逼近 方面 的 工 
FELA K. Weierstrass 1885 年 建立 的 原则 上 可 用 多 项 
式 按 任意 事先 给 定 的 误差 通 近 有 限 区 间 上 的 连续 函数 
的 理论 为 函数 通 近 英 定 了 基础 ， H. Lebesgue, Ch. J. de 
la Vallée -Poussin, C. H. Bepsnreñu, D. Jackson, J. 
Favad, A H. Komoropos 以 及 CC M. Huxoxntrcxzuit 等 
X F 8 $k 18 Sr 25 853 6 — s A| EET HE # 4 < =: 
度 上 决定 了 通 近 论 的 发 展 . 

随 著 泛 函 分 析 内 容 的 不 断 丰 富 ， 圣 近 论 中 的 许多 
问题 尼 可 在 最 一 般 的 提 法 下 进行 考虑 ， 例 如 考虑 尾 意 
赋 范 线性 空间 尤 中 元 标的 逼近 问题 . 这 样 就 相继 产生 
了 三 类 问题 ， 它 们 大 致 上 反映 了 和 带 近 论 发 展 中 的 三 个 
EHEER. 

1. MERA 9 < X 的 元 素 对 固定 元 素 x = X Bl 
Wir. mE E&x, W = inf lx —u il 
(MO 3 x x 09889 ABF (best approximation)) 取 作 
通 近 度 ， 则 除了 研究 和 估计 下 fx 9) 下， 还 产生 了 最 
omg e GR u= m (Hl. ME H x —u l =E, RY) 
的 存在 性 ， 唯 一 性 及 其 特征 性 质 等 问题 . 任何 将 一 mk 
射 到 n 的 算 子 4 均 给 出 了 一 种 具有 误差 | x—Ax |! 
的 逼近 方法 .如果 9 是 线性 流 形 ， 则 线性 算 子 格外 重 
要 .关于 这 样 的 算 子 列 {4}， 产 生 了 对 任意 xEX, Ax 
一 区 的 收 伍 条 件 问 题 . 

2. ~ 个 固定 交合 % < Y RA- WP $t 6 9 c X 
的 通 近 . Emt. MERGA h TAME: 


E(M, N) = sup Elx, W, 


上 起 给 出 了 用 N G RN ik it Ë bq xe X BJ 05 8 5 
可 能 误差 估计 ， 就 具体 情形 而 言 。 癌 题 便 在 于 通过 给 
EAM 和 慷 的 特征 性 质 来 估计 或 精 殉 地 表示 
EIR, N) 车 向 近 是 借助 于 算 于 4 实现 的 ， 则 要 对 上 
确 界 

sup || x—Ax | 
以 及 (如果 9 是 线性 流 形 ) 


e(Te, N) = nf sup l x-4x || 


进行 研究 ， 其 中 下 确 界 取 自 所 有 将 XRS 办 的 线性 
算 子 . 达到 下 确 蜡 的 线性 算 子 (如 果 存 在 的 话 ) 便 给 出 
了 一 个 遥 近 的 晨 佳 线性 方法 (best linear method) . 
KAARE rM, NEM, nB, 

3. 允 中 通 近 集 所 组 成 的 类 《有 ERNE 


DRERI. Beri F. N) 中 存在 一 些 
“等 价 " 类 ， 例 如 ， 包 含 同样 多 元 素 的 集 类 或 具有 相同 
ERREX. 第 一 种 情形 导致 了 四 (甘于 壮 ) 的 = 坑 的 
诞生 ， 第 二 种 情形 则 产生 了 计算 空间 关中 M iy E 
(width) AIB, BI 


daMe, X) = pl EM, Ny), . 0) 


dM, X) = inf # (M, Ry), (2) 


其 中 下 确 界 取 自 蕊 中 所 有 NETE R. {或 Re 的 所 
有 可 能 的 平 称 Ryta). 这 样 ，() 和 (2) 中 的 问题 就 是 
要 分 别 确 定 关于 名 的 NN 维 最 桂 及 最 佳 线性 逼近 工 
R. 

参考 文献 

[1] Ageeepb ,于 H, Jipa no opm arnmmpoxsxanun, 2 
ma, M., 1965 {中 译本 : H. H Waon, BE 
讲义 .科学 出 版 社 ，1957). 

E21 T'onuspos, B. JL, Tepas mmepnomposams ú npr- 
senus Qyszrngš, 2 wa, M., 1954 {中 译本 : B. JLA 
HA, Ahat, ARE, 1958). 

[3] Map, RB. K, Bpen n mopo PenoMePacro 
Ipefimraena yenmit MOJHHOMAMH, M., 1977. 

[4] Huxomcxuñ , C. M., paimen pyak aora nepe- 
MEHHSIX A TEOPEME] BIORGHEA, 2 E4, M., 1977 (£ 
译本 : Nikol' ski, S. M., Approximation of funciens of 
several variables and imbedding theorems, Springer, 
1975). 

[5] Kopustiayz , H. Ii, STPEMUIHEE mA eop pa- 
mamas, M., 1976 (PE£: H I SRE 3 Z. TGK 
论 的 极 值 间 题 ， 圭 海 科学 技术 出 版 社 ，1982). 

[6] Taxomnpos, B. M., HexoTODpuE sonpoch TCODHH Opn6- 
marani, M., 1976. 

[7] Teen, à O., Teopas mpwGmamRa yng ÄTEA- 
TerbHoro TepevMeanoro M., 1960 (EEE: Timan, A. F., 
Theory of approximation of fumctions of a real variable, 
Pergamon, 1963). 

[81] Rice, J. R, The approximation of functions, 1— 2, Ad- 
dison - Wesley, 1964 — 1968. 

[9] Davis, P. J., Interpolation and approximation, Blaisdell, 
1965. 

[10] Lorentz, G. G., Approximation of Functions, Holt, Ri- 
nehart and Winston, 1966 【中 译本 : G.G. W f #, 
函数 下 近 论 ， 上 瘤 科学 技术 出 版 福 ，1981). 

H TL Kopwesñuyk, B IL Moropanii I 
【 补 注 】 有 许多 关于 通 近 ( 政 插值) 理论 方面 的 好 书 . 
下 面 的 参考 文献 列 出 了 其 中 的 一 些 . [Al]{ 对 定理 和 方 
尘 的 历 忠 ) 作 了 大 量 评 注 并 提供 了 一 批 有 用 的 书目 . 
新 近 的 书 [A21 也 提供 了 大 量 的 参考 文献 ， 
参考 文献 

[A1] Cheney, E, W., Introduction to approximation theory, 
Chelsea, reprint, 1982. 


[A2] Holland, A.S. B. and Sahney, E. N.. The general pro- 
blem of approximation and sptine functions. R. E. Kr- 
icger, 1979. 

[A3 Natanson, L P., Constructive theory of functions, F. 
Ungar, 1964 — 196508 ARE). 

[A4] Singer, l, Best approximation m normed linear spaces 
by elements of linear subspaces, Springer, 1970 (£ 
B x). 

[A5] Pinks, A. n -widths in approximation ` theory, Sprin- 
ger, 1985 (HARE). 

ECE. WHARE Ez E 


阿拉 伯 数 字 [ Arabic numerals ; Apañome nupt] 
数学 符号 0, 1, 2,3,45,67 83,9 的 惯用 名 
称 . 在 10 进 制 中 。 每 个 数字 都 能 用 这 些 符 导 来 表示 
(LRAT (numbers, representations of))， 这 
些 数 字 产 上 生 于 印度 (不 迟 于 公元 5 世纪 ), 欧洲 大 是 在 10 
3 13 世纪 通过 阿拉 慷 著 作 而 得 知 的 (因此 ， 称 为 阿拉 
伯 数 字 )， BC3-3 张 鸿 林 H 


RAR [arbitration scheme ; apGmrpeaxgung cxema] 
使 每 个 有 和 分配 的 对 策 〈 见 合作 对 第 (cooperative 
garne)) 对 应 唯一 的 称 为 裁决 解 (arbitration solu- 
tion) 的 该 对 策 的 分 配 的 一 种 规则 .第 一 个 裁决 方案 是 丁 
Nash (1) 对 于 二 人 对 策 情形 考虑 的 . 设 R= fusu, 
站 是 分 本 要, 4=(di,…, d,) 是 原状 点 , 即 对 应 于 不 
实现 在 何 分 配 情 形 的 点 , 设 [RR, d] 是 相应 的 裁决 对 策 ， 
立 是 它 的 裁决 解 . 分 配 u* AAN Nash 解 (Nash solu- 
tion), 如果 
I -4) = max Tu d) 


只 有 Nash 解 满足 下 列 公 理 : 1) 如 果 了 是 线性 不 减 映 
射 ,那么 f 吾 是 对 策 [1fR, fd] HROM (关于 效用 变换 的 
不 变性 ); 2) H 之 d, BER, BE AR f fE u ER, #4 uri 
(Pareto 最 优 性 ); 3) 如 果 RER, d'= d,u € R' , RA 
u= (2636880 h rit ); 4) 如 果 d=d {i, j=1,… 
n), B R EIRA, 382 H = W, G. j=l, n n) (对 称 
tE) 

对 于 特征 函数 为 yt、 局 中 人 启 为 N={1, =, n} 的 n 
人 对 第 的 舅 一 种 擅 决 方案 是 由 工 . S. Shapley ([2]) 给 出 
的 . 设 


P{W = 2 VAAS) -S N Ë))|, 


x(s)=(s—-D!(n-s31/n!1, 3 是 集合 5 的 元 素 个 数 ,那么 
p= lath gE. FB PG W Shapley 解 (Shapley 
solution), 也 满足 对 称 性 公理 ,但 此 外 还 有 L, o, (6) = 
p(N), 以 及 对 于 性 何 两 个 对 第 4 Ao, SE o (u +u) = 
puto Ri. 对 于 可 比较 的 人 际 效 用 的 裁决 方案 也 
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已 经 研究 过 ([3])， 

Nash 和 Shapley 的 裁决 方案 曾 被 J S. Harsanyi 
(FB)) E. Harsanyi 解 (Harsanyi solution) 除 满 是 
四 条 Nash 公理 外 ,还 满足 以 下 两 条 公理 : 1) 解 单调 依 
赖 于 局 中 人 的 杞 始 需 求 ; 2) 如 果 uw Mu” 是 两 个 解 ， 
那么 满足 


- k ==. 
u> min (u 1 u, ) 


的 五 也 是 解 , q BR q G N T ES RR 的 边界 . 

在 适当 的 条 忻 下 ,裁决 方案 连续 依赖 于 对 策 的 参 
数 ， 
参考 文献 

{1] Nash, J., The bargaining problem, Econometrica, 18 
{1950}, 2, 155— 162. 

[2] Shapiey, L. 8., A value for n - person games, in H. W. 
Kuhn, À, W. Toker and M. Dresher (ds.), 
Contributions to the theory of games, Vol. 2, Princeton 
Univ. Press, 1953, 307 — 317. 

[3] Raiffa, H., Arbitration schemes for generalized 
two - person games, in H. W. Kuhn, A W. Tucker and 
M. Dresher (eds), Contributions to the theory of 
games, Vol. 2, Princeton Univ. Press, 1953, 361—387. 

[4] Harsanyi, J. C., A bargaining model for the cooperative 
n -person game, in H. W. Kuhn, A W. Tucker and 
M. Dresher (eds), Contributions to the theory of 
games, Vol. 4, Prinœton Univ. Press, 1959, 325 — 355. 

3. H. Bauma W 
[ 补 注 ]】 裁决 方案 也 称 谈判 方案 【bargaining 
schemes) , Nash 解 也 称 为 谈判 解 (bargaining solu- 
tion). Shapley 解 向 量 9 也 称 为 Shapley 值 (Shapley 
value). 对 于 其 他 更 加 新 的 谈判 方案 , 诸如 Kalai - 
Smorodinsky * (Kalai - Smorodinsky solution) 以 及 
Nash 解 概念 的 Szidarovsky 推广 ,读者 可 相应 地 参看 
[A1], [AJ E [A6]. 4 £ Harsanyi 解 的 进一步 发 展 , W, 
[A3]. 有 些 作者 把 谈判 方案 与 裁决 方案 区 别 开 来 .于 是 
Nash 方案 是 谈判 方案 , 而 Shapley 方案 则 其 裁决 方案 
([A5]). 
参考 文献 
IAL] Kalai, E. and Smorodinsky, M., Other solutions to 
Nash's bargining problems, Econometmica, 43 (1975), 
513- 518. 
[A2] Roth, A. E., Axiomatic modek of bargining, Leet. 
Notes in Econom. and Math, Systems, 170, Springer, 
1979. 
[A3] Harsanyi, 
1982. 
[A4] Aumann, R. J. and Shapley, L. S., Values of non- 
atomic gaumes, Prinoston Univ. Press, 1974. 
[A5] Rapoport, A., N - person game theory: Concepts and 
applications, Univ. of Michigan Press, 1970, 168. 


J, C., Papers in game theory, Reidel, 
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[A6] Szép, J. and Forgó, F., Introduction to the theory 
of games, Reidel, 1985, 

[A7] Vorob'ev, N. N., Game theory, Springer, 1977 ( & 
LES 史 树 中 译 


SK [arc; yra], 简单 法 Gimple arc), Jordan M (Jordan 
arc) 

曲线 上 界 于 两 点 之 间 的 (不 包含 多重 点 的 ) 部 分 ， 
平面 上 的 弧 往往 道 过 指定 其 各 点 的 坐标 ， 即 通 过 某 一 参 
Arash NEREA Eee, y= P(O A E 2. W 
时 , 假设 参数 :的 不 同 值 对 应 于 曲线 上 的 不 同 点 . 
【 补 注 了 了 一 般 地 说 ， 任 何 单位 区 人间 的 同 胚 象 都 称 为 
强 ， 但 不 要 同道 路 (path) RE EA Wk Jy l< [a] fE 39 kE 3 YR 50) 
连续 函数 相 混淆 . 

一 个 有 关 的 慨 你 是 Hausdorf 弧 (Hausdorff arc ) (有 
MERAM): 一 个 连续 统 ( 连 通 紧 拓扑 空间 )， 在 其 两 
点 立 间 是 不 可 约 连 通 的 ( 包 会 这 两 点 的 任何 连 道 闭 子 集 


必定 等 于 整个 空间 ). 
#Ñ+* >x 
[A1] Kuratowcki, K. , Topology, 2, Acad. Press, 1968( i£ Ë 
EX). rH 译 


ERMA [ arc, contactiess (free) ; nyra Ge3 mamasra ] 
在 微分 方程 二 维 自 治 系 统 (autonomous system) 


x = P(x.y), y = Q(x. y). (*) 


BO 4 F-iBirh x; 8 H 36 B 3 Wr i gk. £ T Bi BE — sà 3: S 
IHE š 38 PE F E ( 见 相 位 速度 向 量 (phase velocity vec- 
tor) ) 有 定义 ， 非 零 且 不 是 曲线 的 切线 向 量 . 此 概念 由 
H. Poincaré(11]) 提 出 , 并 窒 广 泛 地 应 用 于 微分 方程 的 
定性 理论 中 ([ 习 ). 因此 , 可 以 通过 系统 (*) 的 轨道 的 
任意 正常 点 引出 一 个 长 度 足 够 小 的 无 接触 线 改 
{contactless segment). x MILA AFE E, s H. i £h 
相交 的 系统 (区 的 所 有 轨道 在 相同 方向 上 与 它 相 交 ， 如 
果 沿 着 系统 [和 j 流 的 导数 { 见 沿 动力 系统 的 和 流 的 微分 法 
(difErentiation along the flow of a dynamical system )) 在 
光滑 曲线 的 每 一 点 上 不 等 于 者 ， 那 么 此 曲线 为 一 无 接 
BAIN. t AM JER ALAR A ERMA (contactless cycle). 
#* x . 

[t] Poincaré, H.. Mémoire sur les courbes définies par 
une équation différentielle I — IV . in Oeuvres de H- 
Poincaré, Vol. 1, Gauthier - Villars, 1916, 3 一 222. 

[2] Lefschetz, S.. Differential equations: geometrie the- 
ory, Interscience, 1962 (中 译本 : S. £ K WX, wi 
方程 几何 理论 ， 上 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1965)， 

H. X. Poa 8 MZE 


MAR [are function së arns function ; apichyukuww] 


ZAR J E pa Š, EH FARRE -: MER, 
ERE., MEY. KAH, REN KRU MEZ 
AAR (inverse trigonometric functions). 

【 补 注 】 


参考 文献 
[A1] Abramowitz, M. and Stegun, J. A. . Handbook of ma- 
thematical functions, National Bureau of Standards, 
1964; Dover reprint, 1972. 张 渔 林 详 


Archimedes + Œ [ Archimedean axiom ; Apena ak- 
omi ) 

MEE web Et H B — 2 3B, HH FE: 特 两 
m E tri ESE P £ 46. Sin iB li pes 
定 线段 中 较 长 线段 的 一 个 线段 ， 对 于 面积 ， 体 积 ， 正 数 
等 ， 可 以 类 似 地 锅 述 这 个 公理 ， 一般 地 说 ，Archimedes 
公理 适用 于 - -个 给 定 的 量 , 如 果 对 于 这 个 量 的 剑 何 两 
个 和 值 4 和 B,A<8B， 总 可 找到 一 个 整数 m， 使 得 
Am> 六 .这 个 公理 是 算术 和 几何 中 的 办 转 相 除 汉 的 依 
据 (BL Eudid 算法 (Euclidean algorithm)), Archimedes 
DEHER, H E # 19 世纪 发 现 不 适用 这 个 公理 的 
量 即 所 谓 非 Archimedes 量 之 后 才 充 分 显示 出 来 ( 见 量 
(quantity)， 亦 见 Archimedes RẸ (Archimedean group); 
Archimedes 环 ( Archimedean ring); Archimedes 3 
(Archimedean class) ) . 

Archimedes (公元 前 3 TE ) 在 他 的 人 PR s B] +£ > 
(The sphere and the cylinder ) 一 书 中 明确 地 叙述 了 
这 个 公理 ， 但 是 以 前 克 尼 多 斯 的 Eudoxus 已 经 利用 
过 ， 因 此 这 个 公理 也 称 为 Eudoxus 公理 (Eudoxus ax- 
iom). BC3-3 张 鸿 林 详 


' Archimedes 体 [Archimedean bodies ; Apymena Ter] 


同 半 正 多 面体 (semi- regular polyhedra) . 


Archimedes 类 [ Archimedean class ; APXHMENOE KEC ] 
APEH (ordered semi - group) E H Archimedes 

等 价 关系 {Archimedean equivalence relation) H F ih 

的 划分 而 得 出 的 类 . 这 个 等 价 性 定义 如 下 : 半 群 8 的 两 

个 元 素 a 与 5， 若 满足 四 个 关系 

bas b". 

b" =a =b 


as bsa", 

as b= a, 
之 一 ,就 称 作 Archimedes 等 价 的 (Archimedean equiva- 
nt); 这 等 于 说 ,a 与 5 在 $ 中 生成 同一 个 山王 半 群 . 
因此 ， 分 成 Archimedes 类 的 划分 就 是 分 成 两 两 互 不 相 
交 的 西子 此 群 的 划分 . 此 外 ,每 个 分 成 两 两 互 不 相交 的 吓 
子 半 群 的 划分 ,都 能 扩大 成 为 一 个 分 成 Archimedes 类 
的 划分 . 


全 序 群 (totally ordered group) E ñ$ Archimedes 
23 tft EE n] h t; BJ EHN Archimedes 等 价 性 导出 : 车 存 
在 正 整 数 m 和 ,使 得 


sa| € [A| 和 |b <|al 


成 站 ,其 中 |x|=max {x ,x '}, 就 规定 a~ b. Archime- 
des 群 (Archimedean group) 的 正 欠 只 会 一 个 Archime- 
des 2, Q. A. Hsanopa EE Sht i£ 


Archimedes 群 [ Archimedean group ; ADXBMeJROB rpy- 
maj 
WFH (ordered group), ÆHF Archimedes 会 理 
(Archimedean axiom) 成 立 , 即 如 果 对 所 有 的 整数 mn 都 
#a"<b (a. bÆ Archimedes 群 中 的 元 素 ), 则 a 是 群 
中 的 么 元 (用 加 法 符号 : 若 mo<p 对 所 有 的 整数 成 
立 , 则 a=0). 全 序 Archimedes 群 可 描述 如 下 (Hilder 
定理 (Hëlder theorem)): 一 个 全 序 群 , 当 且 仅 当 辐 构 于 
带 有 通常 序 的 实数 加 法 群 的 某 个 子 群 时 , 才 是 Archime - 
des 群 .因此 ,全 体 实 数 所 成 的 加 法 群 ,在 某 种 意 儿 上 是 最 
大 的 全 序 Archimedes B. 所 有 的 格 序 Archimedes 群 部 
是 交换 的 .不合 非 平凡 凸 学 着 (oonvex -subgroup) 的 全 
序 群 是 Archimedes 群 . 
参考 文献 
[1] Birkhoff, G. , Lattiœ theory, Amer. Math. Soc. , 1967. 
[2] Koxopus, A. H. , Komurog, B. M. , JIeneiiso ymopqno- 
mee rpynitr，M，19727 英 译本 Kokorin, A. L 
and Kopytov, A. M., Fully ordered groups, israel Pr- 
ogr. Sci. Transt , 1974). 
[3] Fus, L. , Partially ordered algebraic systems, Perga- 
mon, 1963. 
A. H. Koxopaa, B. M. Komaron Æ ipep 译 


Archimedes 环 [ Archimedean ring ; Apx ame wmuo] 
偏 序 环 (ordered ring), 其 加 法 群 关于 所 给 的 序 是 一 个 

Archimedes # (Archimedean group). 一 个 Archime- 

des 全 序 环 尺 ,或 者 辐 构 于 实数 群 的 某 个 子 群 的 加 法 群 上 

0)， 或 者 同 构 于 实数 域 中 按 通 常 序 的 唯一 子 环 , 

Archimedes 全 序 环 总 是 结合 的 和 交换 的 . 

参考 文献 

[1] Fwhs, L., Partially ordered algebraic systems , Ferga- 

mon Press, 1963. O. A. Hsanona É Meth iÉ 


Archimedes 半 群 [ Archimedean semi - group ; Apxe- 
Menoma noryrpymoa ] 

1) 全 邢 半 只 (ordered semi - group ) ,其 中 所 有 
的 严格 正 (严格 负 ) 元 都 属于 同一 Archimedes 类 (Archi- 
medean class). 所 有 的 自然 序 Archimedes 半 群 ( 见 自 
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HEJ Æ (naturally ordered groupoid) 都 同 构 于 下 列 拇 
个 半 群 的 某 一 子 半 群 ;由 所 有 非 负 实数 所 成 的 可 法 半 群 ; 
区 间 60,1) 中 所 有 的 实数 , 按 通 常 的 序 以 及 运算 
地 = 二 min {4+p，1} 而 成 的 半 群 ;区 间 (0, 1) 中 所 有 有 
的 实数 以 及 符号 %, 按 通常 的 序 以 及 运筹 
a+b #a+b=sl, 
“ x= # a+b>1 
而 成 的 半 群 . 第 一 种 情形 , í B I 58 S E tAE tE 
的 半 群 时 才 出 现 . 
参考 文责 
[1] Fuchs, L., Partially ordered alpebraik: systerns, Perga- 
mon, 1963 . O. A. Heanosa H 
2) 满足 下 列 条 性 的 半 群 5: 对 于 任何 a bes, 存在 
一 个 自然 数 n, 使 得 a"ESbS. # a"esSb(a"ebs),W= #r 
兴 群 5 为 左 ( 右 ) Archimedes 半 群 (left (right) Archime- 
dean semi -group) 对 于 突 换 的 半 群 ,所 有 这 些 概念 部 
等 价 ， 任何 交换 半 群 5 都 唯一 地 分 解 成 由 Archimedes 半 
群 所 成 的 带 ( 这 种 分 解 与 把 S 表 作 半 群 带 的 最 优 分 
解 是 一 致 的 )， 这 个 结论 可 按 别 的 方式 推广 到 非 交 
BERD RW aku j S 是 Archimedes >F fF 
(£ Archimedes 半 群 ), 5 RR 5 E — E K, KA 
一 等 等 元 (天 是 右 群 (right group), JF UL 3 £ Ë 
$k (kernel of a semi-group), Hit Res WEW 
(semi - group ) Æ iH Ẹ-## (nil semi - group). W% 
无 者 等 元 的 Archimedes 半 群 要 困难 得 多， REH 
造 来 给 半 群 一 种 完全 的 描 给 ,只 在 交换 的 情形 下 才能 
得 到 ,对 于 那些 满足 消去 律 的 半 群 , 这 种 描绘 更 为 清楚 , 
参考 文献 
[I} Putcha, M. S. , Band of t- Archimedean semigroups , 
Semigroup Forum , 6 (1973), 232 — 239. 
[2] Clifford, A. H. and Preston, G. B., The algebraic the- 
ory of semigroups , 1—2, Amer. Math. Soc. 1961 — 1967. 
[3} Tamura, T., Construction of trees and oommutatjye 
Archimedean semigroups, Math. Nachr. , 36 (1968), 255 
— 287. JL R. Mespm R Eih P 


Archimedes iÈ [ Archimedean spiral ; Apomewsa cm- 
pam] 

平面 超越 曲线 之 一 ， 它 在 极 坐 标 中 的 方程 具有 下 
列 形式 : 
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设 点 M SBS YEB, ER d 2k YEL- Á O 
匀速 转动 ， 适 动 开 始 时 点 M 与 直线 4 的 转动 中 心口 重 
人 台 ， 这 时 点 M 描 雄 的 轨迹 就 是 Archimedes 螺 线 ( 见 
BJ). 两 点 M. (po) 和 M, (p,, 2.) Z lB[ B9 3 1 E: 


= š [evi +e? +In(g+ VI +@ J 
p 


由 Archimedes WARMA AETA gp， 加 的 两 
个 向 径 n. p, MERD RE hš) ERE i 

p3—pi 

— 


二 


Archimedes 螺 线 是 一 种 所 将 代数 螺 钱 ( 见 螺 线 (spi- ' 


rals)). Archimedes 螺 线 的 推广 是 所 谓 放射 螺 线 (neoid)， 
它 在 极 坐标 中 的 方程 是 


p = apti 


Archimedes 螺 线 因 Archimedes (公元 前 3 世纪 ]) 
而 得 名 ， 好 管 研究 过 这 种 曲线 的 性 质 ， 
参考 文献 
[1] Canenon, A A., Tinocrwe zhe，CacTevaTIDca，caoieTaa， 
npor, M. , 1960. A JL Cow M 
{ 补 注 】 


参考 文献 ` 
[AI] Lookwood, E. H. A. book of curws, Cambridge 
Univ. Press, 1961. KAA W. 


反正 弦 分 布 [ancsine distribution ; apkemmyca pacupene- 
nenne ] 

实 轴 上 的 一 个 概率 测 讶 ( probability measure ) ， 
它 的 密度 在 区 间 (0, 1) 之 外 为 零 ,而 在 区 间 (0,1) 之 内 
为 (V0 一 ) Un. 对 于 0x 所 1, 相应 的 分 布 函 数 为 
(2/m)arcsin Vx . 

除 反正 弦 分 布 外 还 用 到 广义 反正 弦 分 布 (generalized 


arsine distributioay， 对 0<a<ct, 广 交 反 正弦 分 布 对 
应 的 分 布 函数 RRAN 


sinta -ayy #0<x<1, 


Jx) = 
0 # x=<0, xz, 


密度 f x) 与 反正 弦 分 布 的 密度 相间 . AREA 
E 了 分布 (beta -distribution} 的 特殊 情形 . TXE 
正 束 分 布 的 一 阶 矩 是 1 一 &, 其 方差 是 (1 一 外 caj12. 反 正 
弦 分 布 和 广义 反正 束 分 布 出 现在 随机 游 动 的 起 忧 和 更 
新 理论 的 研究 中 (更 反正 纺 律 (arsine law)). 在 数理 
统计 中 ,它们 作为 B 分布 的 特殊 情形 来 使 用 . 


参考 文献 
[1] Feler, W., An introduction to probability theory and 


its applications 1—2, Wiley, 1957 — 1971( 卷 一 的 中 译 
k: W. PE. BELLERE, 科学 出 版 社 , L F. 
1964; 下 册 , 1979 ). 
[ Kendal, M. G. and Stuart, A, The advanced theory 
of statistics, Distribution theory, Griffin, 1969. 
B. A Poom 8 刘 秀 芳 译 


RIER [arsine law; apkcnnuyca JAKON ] 

WE E EAER. 归结 为 一 个 反正 
AA (arsine distribution) 或 广义 反正 纺 分 布 的 极限 
定理 . 1939 年 , P. Lévy 注意 到 Brown 3 514: t 20. 
ETOO TERE. 设 t+. 是 集合 ftw: >0,.0Sust 
Lebesgue 测度 ,或 者 换言之 .是 Brown 粒子 在 时 间 何 
隔 [0, 秆 内 处 在 正 半 轴 上 的 时 间 . 比率 亏 儿 具有 反正 藤 
分 布 : 


p[i = Fi alx} = Z arcsin Vx, 0s=<x=1, >Q. 
接着 又 注意 到 ([2])， 有 具 亢 散 时 间 的 随机 论 动 服从 于 
述 反 正弦 律 : S.=0, 5$,,…, S,，""' 是 随机 游 动 的 相 


继 位 置 ， I 
s, = Zt. 


其 中 Šo 上 … 蚌 独立 同 分 布 的 , 设 T. RRE Ü, "n 
中 使 $5 >0 的 指标 大 的 个 数 ， 且 令 


K, = ninfe: S, = max sa} 
Ü< msn 
W| 3 


impf < = lim š 


a= nh 


<) = F(x) 


+-:-- +P(S, < 
im LOS SO C TPO <) a, 


n— n 


或 者 向 时 都 满足 或 者 同时 都 不 满足 .此 处 , 对 0 <a<1， 
FOE RER, M 


F G) = E(x) 和 Folx) = E@Gx- 1), 


Ht EG)=0, WR x0; E(x)=1， 如 果 x >0., 
EERME R ERRAN H Ocal 以 下 
等 式 成 立 : 
pz0 =i, 


而 对 多 = 一 S，, 下 式 成 立 : 
mnp| < = F,(x) 


当 且 仅 当 
Pig >x} = x “L(x) 


对 x>0 成立 ,其 中 不用 关系 式 So <t < 


Sr. Ë X, 而 L(x) 
是 对 x>0 定 义 的 具有 性 质 
n O) -j 
lim -igo Tl 0<y<% 


的 旺 数 . 更 新 理论 中 的 反正 弦 律 同 贿 机 游 动 的 反正 
弦 律 有 着 紧密 的 联系 【[3]),，” 
px 
[1] Feller, W., An introduction to probability theory and 
its applications, 2. Wiley, 1957 — 1971. 
[2] Spitzer, F. , Principles of random walk, Springer, 1976. 
[3] Porosga, 5. A , ¢Teofma Beposxrn. a œ IpHMeH.», 16 
(1971), 4, 593 — 613. E. A. Poron 18 
【 补 注 】 EPHE L 称 为 缓 变 郴 数 (slowly varying 
function), W [i], p.276. 33839 i£ 


面积 [ area ; ua ] 

为 某 类 平面 图 形 (如 和 多边形 ) 指 定 的 数值 特征 ， 它 
具有 如 下 性 质 : HABREH: 2) 面 积 可 却 { 对 于 凶 边 
形 ， 这 意味 着 若 峡 形 PUO 由 两 个 没有 公共 内 点 的 图 
Je P ff Q 组 成 ， 则 面积 (PUQ8)= 面积 P+ 面积 Q); 
3) 面 积 在 位 移 下 保持 不 变 ， 小 单位 正方 形 的 面积 为 1. 
术语 "面积 "也 在 更 一 般 的 意义 下 用 作 三 维 空间 中 二 维 
曲面 的 数值 特征 、m šE Euclid 空间 或 Riemann 空间 中 
类 (2 近 达 内 维 曲面 的 数值 特征 以 及 集合 的 边界 及 其 李 
对 象 的 数值 特征 ， 见 下 述 . 

平面 医 形 的 面积 (area of a planar figure). 历史 
上 最 先 被 确定 面积 的 是 多 边 形 类 ( 即 可 分 解 为 有 限 多 个 
无 公共 内 点 的 三 角形 的 图 形 )、 重 要 的 是 在 多 边 形 类 
中 具有 性 质 1) 一 忆 的 面积 是 存在 的 并 且 唯 一 的 ([ 吉 ， 
[2)). 性 质 1) — 4) 的 一 个 直接 推论 是 ,整个 图 形 的 面积 
不 小 于 它 的 部 分 的 面积 . 

在 古代 假定 了 具有 性 质 ]) - 4) 的 面积 是 存在 且 肉 
一 的 , 但 没有 对 该 类 图 形 作 明确 的 措 述 :; 注意 力 集中 在 
计算 面积 的 方法 上 ,矩形 (包括 边 长 为 无 理 数 的 和 矩形) 
的 面积 合式 是 基于 穷 旭 法 (exhaustion, method of). 
三 角形 或 多 边 形 的 面积 是 化 为 矩形 面积 来 计算 的 ， 使 
这 个 年 形 与 给 定 的 三 角形 或 多 边 形 是 由 同样 的 全 等 图 
形 组 成 的 . 可 以 证 明 ([2])， 性 何 面积 相等 的 多 边 形 可 
分 解 成 相同 的 车 于 全 等 图 形 . 

后 来 ， 一 类 可 求 方 (Jordan 可 测 }) 的 图 形 被 区 分 了 
出 来 . 车 平面 上 一 图 形 村 ， 对 性 向 >0， 总 存在 宏 边 
J PAQ, 使 PMcQ， 且 (面积 Q - W f P)< z, 
则 称 M 为 可 求 方 的 (squarable) ,可 求 方 图 形 的 范围 非 
常 广 . 特别 是 包括 了 平面 上 一 切 具 有 逐 眉 光滑 边界 的 
有 界 区 域 ， 也 存在 不 可 求 方 的 平面 图 形 . 在 可 求 方 的 
图 形 类 中 ， REEM D- 小 的 面积 是 存在 及 唯一 的 
(2). 
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历史 上 ， 在 考虑 一 类 可 求 方 图 形 之 前 ， 人 人 已 知 
道 如 何 计算 其 中 某 些 图 形 的 面积 : PG. EU E HN 
马 形 ， 各 种 合成 的 图 形 和 曲 边 四 边 形 .这些 计算 都 基 
于 多 边 形 的 穷 赐 法 . 在 某 些 场合 ，Cavalieri M IE 
(Cavalieri principle) 可 作为 这 种 计算 的 基础 . 这 个 原 
理 是 ， 若 商 个 这 种 平面 图 形 用 平行 于 给 定 家 线 的 每 条 
直线 截 出 的 线段 相等 ， 则 这 两 图 形 的 面积 相等 .积分 
法 (例如 ， 见 [3]) 给 出 了 计算 任何 具有 恶 段 沾 滑 边界 之 
平面 区 域 面积 的 方 醒 方 法 . 积分 学 证 实 了 了 Cavalieri JR 
H. 

设法 把 面积 概 意 推广 到 更 一 般 的 平 醒 集合 且 保 
留 性 项 1) 一 4) 导致 了 测度 论 的 出 现 和 区 分 出 一 类 平 
Mi Lebesgue 可 调集 . 进而 对 平面 上 更 - - 般 集合 的 推广 
产生 了 具有 性 质 1)— 4) 的 非 叭 一 的 测度 . 

定向 面积 (oriented area). 者 在 定向 平面 上 有 一 
系 有 向 闭 曲线 1， 它 可 能 有 自 交点 和 重要 部 分 ， 则 对 于 
平面 中 不 在 1 上 的 每 点 ， 有 一 个 整数 值 函数 ( 正 ME 
零 )， 称 为 该 点 关于 1 的 次 数 ， 它 表示 曲线 上 环绕 该 点 
的 次 数 和 环绕 的 方向 .这 个 函数 在 全 平面 上 的 积分 (如 
果 存 在 ) 称 为 由 上 了 围 成 的 平面 区 域 的 定向 面积 ,后 者 
与 通常 而 积 的 差别 在 于 带 有 符号 . 定向 面积 的 简单 性 
质 可 见 [4]. 

HEIMIA (area of surfce) ， 多 面体 表 商 积 是 最 先 
和 最 箱 单 定义 的 曲面 面积 ， 即 各 个 面 的 平面 面积 之 
A. 对 于 弯曲 的 曲 而 ， 试 图 以 内 接 密 面 体 表 面 面 各 的 
极限 (类 似 于 曲线 的 长 度 定 祥 为 内 接 多 边 形 边 长 之 要 
限 ) 来 引进 面积 的 概念 是 有 困难 的 ， 即 使 对 于 非常 简单 
的 弯曲 曲面 , 各 个 面 的 面积 肚 次 变 小 的 内 接地 面体 表面 
的 面积 可 以 有 不 同 的 极限 ， 它 与 委 面 体 序列 的 选择 有 
X. Schwartz 的 例子 清楚 地 证 实 了 这 一 点 ， 即 对 于 正 
国 柱 曾 的 措 面 ， 可 构造 出 有 不 同 极 限 面 积 的 内 接 多 面 
体 序列 ([2]). 

最 经 常 的 办 法 是 对 具有 于 中 光滑 边界 (或 无 边界 ) 
的 分 片 光 请 负面 ， 定 尺 其 曲面 面积 . 通常 这 是 基于 下 
述 构 想 . 把 曲面 训 分 成 许多 具有 分 和 殿 光滑 边界 的 小 
片 。 在 每 片上 选取 一 点 ， 使 得 在 该 点 荫 面 的 切 平面 存 
在 ， 并 作 这 小 片 曲面 在 该 切 平面 上 的 正 交 投影 ;再 把 
这 些 平面 投影 象 的 面积 相 加 ， 最 后 亲 过 加 细 剖 分 (使 剖 
分 的 小 片 的 最 大 直径 赵 向 零 ) 取 极限 . 对 于 这 类 曲面 ， 
这 个 极限 总 是 存在 的 ， 并 且 若 曲面 的 参数 化 是 由 分 自 
C 阶 光滑 画 数 了 名 ,二 给 出 的 ， 其 中 参数 上 AoE lu, 
妨 平 面 的 区 域 卫 中 变化 ， 则 它 的 面积 屎 可 表示 为 二 重 
积分 


F= | gngn —gÜbb du ds, (D 


其 中 PFE, gx = Lr,, gw 二 ,而 志和 + 表示 关于 ww 和 
o. 机 如 ， 在 13], [5] 中 给 出 此 证 明 . 特别 
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地 ， 若 复 面 是 定义 在 (x, y) F BL DS DC bR D F It C' Br yt 
WER z=flx, y) 的 图 , 则 


F= {VitA+tp dx dy. (2) 


这 里 (1 十 记 +f 站 "=o0s a, 其 中 g 是 曲面 法 线 与 3 轴 所 
成 的 ( 锐 )} 角 . 下 (1 和 (2) 可 得 球面 或 部 分 球面 的 面积 
标准 会 式 ， 也 可 得 计算 旋转 曲面 等 曲面 而 积 的 方法 . 

对 于 Riemann 流 形 中 的 二 维 分 片 光 滑 曲 面 
([6)， 公 式 (1) 可 用 作 其 面积 的 定义 ， 其 中 gu, go 
和 g, 的 角色 由 限制 在 曲面 上 上 度量 张 量 的 分 量 来 充当 . 

很 重要 的 一 点 是 ， 即 午 在 二 维 曲 面 的 场合 ， 面 积 
也 不 是 对 点 集 指定 钦 ， 而 是 对 于 表示 二 维 流 形 到 空间 
之 马 射 的 等 价 类 指定 的 ， 二 此 它 不 同 于 测度 . 

k mø (k - dimensional area}. 对 于 一 个 下 维 
流 形 ( 带 或 木 带 边界 ) 到 n 维 Eudid 空间 O <k=<n) 的 
分 片 光 滑 误 人 三 村 一 瑟 ， 其 面积 是 利用 完全 类 似 于 
分 片 光 滑 则 面 的 上 述 构 想来 定义 的， 差别 仅 在 于 现在 
的 投影 是 到 大 维 切 平 曾 上 ， 并 且 对 天 维 投影 的 体积 作 


M. HERADEMERIA EER u ut. WEA 
(D, /|,) 的 面积 严 可 表示 为 积分 
F= f deU gy) du! >> + dut, (3) 


其 中 g, 是 数量 积 au, Ofu). Æ k=n-1 E. D 
是 坐标 超 平面 (x, , …, x,) 的 一 个 区 域 ，f 具 有 显 式 表 
JS x, =2 (Xi, `”, x.) 则 (3) 变 成 


1 


著 f 是 光滑 映射 ， 则 g 就 是 由 证 人 所 诱导 的 度量 张 量 
的 系数 ， 并 且 从 (3) 得 知 ， 由 外 在 构想 所 定义 的 面积 实 
MAREKAN. 一 般 地 ， 不 仪 对 于 漫 入 到 R, 
而 且 对 于 漫 人 到 Riemann 流 形 的 情况 ， 都 取 OHEA 
而 积 的 定义 ， 

美 于 分 片 光 祖 注 不 的 流 形 ， 面积 是 : a) E BJ; b) 
AFRE 中 的 大 维 单 位 立方 体 ， 等 于 1; c) 在 正 交 变 换 
下 保持 不 变 ，d) 可 加 的 ; ey TEER, PD f f 
一 致 收 航 ， 则 FO)1im inf, sF). EIER: f) 
HoR — R° E Eh F 8k 91. WU F(oo S F(/): K g) 
若 {P} 是 人) 个 两 两 正 交 的 上 维 平面 的 集合 ，p. 是 到 P. 
上 的 投影 ， 则 


H) 
FPA EFE SFA O 
:=1 


#—] 
+F 
1 二 1 


az l 
£] dada, (8) 


进一步 推广 ， 面积 论 (theory of area), 把 下 推广 到 
更 一 般 的 对 象 且 保留 a) — 如 的 某 些 性 质 ， 可 能 有 各 种 
推广 方式 ， 导 致 各 种 闫 里 .面积 论处 理 的 就 是 这 些 推 


r. 要 耳 解 各 种 面积 概念 之 说 的 关系 可 网 [101}. 


面积 论 与 测度 论 之 疗 的 界限 并 不 是 很 清楚 的 从 
传统 上 讲 , 面积 论 主要 研究 连续 映射 的 面积 其 中 考虑 
到 映射 的 重复 度 ， 而 保持 可 加 性 却 不 太 重 要 . 关于。 
维 空 间 的 《 维 测度 ， 例 如 ， 见 Hausdorff 测度 (Haus- 
dorf measure); Favard 测度 (Favard measure). 

面积 概念 的 引进 建立 在 逼近 论 ， 积分 几何 、 泛 画 
分 析 ， 或 其 他 公理 化 的 基础 上 ， 最 通常 的 一 些 面积 概 
念 如 下 . 

Lebesgue 尚 积 (Lebesgne area). 它 定义 为 ( 见 [7]， 
[?)) 

L(M, f) = lim F(f), (6) 
其 中 METARA Bj É k EWE. fu: M — R" E: 
一 切 可 能 的 分 段 急性 映射 的 序列 ， 粳 得 太一 也 天 (人 
是 相应 的 多 面体 表面 的 大 维 面积 .Lebesgue 面积 对 于 
Frechet 等 价 映 射 是 相同 的 ， 所 以 它 是 Frechet 曲面 
(Fréchet surface) 的 一 神 特征 ， 

# k=2, MRH L (M, 门 <oo 菠 售 着 曲面 的 许多 
有 用 性 质 { 如 引入 等 温 参 笋 的 可 能 性 等 ); 这 时 Lebesgue 
面积 是 和 Platea 问题 (Plateau problem) D 2 6 E — 
般 二 维 变 分 问题 的 极为 方便 的 工具 ， 对 于 上 >2 的 连 
续 映 射 类 的 变 分 问题 { 紧 性 阿 题 ) 的 研究 尚 有 困难 . 这 
已 导致 寻 抄 其 他 几何 对 象 (渗流 和 活 往 1 及 有 关 的 面积 
型 特征 ， 建 立 Lebesgue 面积 与 其 他 面积 概念 的 关系 以 
及 它 的 某 此 性质 (如 (15) 式 右边 的 不 等 式 ) 方 面 的 复杂 性 
限制 了 Lebesgue 面积 的 应 用 . LIM, f} 有 两 个 值得 注 
意 的 特性 ; 首先 , 对 于 LM, /y=0 可 能 有 体积 VM) 
>0; Hk., Mn F k=2, 4 MA RERA A 
RAME M 和 Ma. TER 


LIM, f) > L(M i f u ELM Slm (2) 


BAPAE, SmE mE, 性 质 
a) — g) PR 45 $R k r. 例如 , 假定 有 (7) 型 的 不 等 
A. Mii Lebesgue 面积 ， 这 一 类 课 填 至 今 (1983 
年 ) 沿 未 被 完全 考察 过 《[7]) 

积分 几何 面积 (integral - geometric area) { 见 [9]). 
RNM, 2, 及 是 关于 映射 p: M — R" 在 点 ER" 的 某 
重复 度 函 数 , 全 如 , N=cardo '(y). 于 是 , 对 于 了 :MM 一 
R" ,可 定义 积分 几何 面积 为 


j ANPAD AV 0) do), (8) 
G(n. k 


其 中 Gin, 站 是 上 维 子 空间 Rt — R" 的 Grassman 流 形 
(Grassmann manifold), v Æ G (n, k) ERR Haar 
WE (Haar measure), p, 是 在 gsG (n, k) Ey E 3832 
影 .对 于 重复 度 不 同 的 函数 ， 面 积 (8) 会 有 差异 ， 对 于 
=2 和 好 可 单纯 识 分 的 情形 ， 可 以 非常 特殊 地 选取 
N(M, p, y) ËË (8) 55 Lebesgue WREG, wA k> H 


Hausdorff WE H., (J Ad) Z + W AR ETAR H (|9]). 34 T 
k=2 的 情况 , 各 种 积分 几何 面积 也 曾 被 G. Peano, Hetz 
AUS. Banach 所 引入 (97)). 

集合 边界 的 面积 (arca of the boundary of a 


sel). Minkowski 面积 的 引信 与 证 时 Brun - Minkowski 
不 等 式 和 经 典 的 等 周 不 等 式 有 关 . 这 是 对 集合 4SB 


HER, MABENA RHR, CEN 
F(a) = lim--(V(A +AB)— VAD, (9) 
ao h 


Ert R ER J yt l, VEIE. A FARBAR 
光滑 边界 的 集合 4 与 凸 集 A. A(9 的 普通 极限 是 存在 
的 ; 它 与 边界 的 n 一 1 维 面积 一 力 ， GE X (9 还 适用 于 
有 限 维 赋 范 空间 的 集合 ， 其 中 面积 (9) 可 能 不 同 于 
Hausdorff 测 度 H, (34). EME mik A 也 如 此 . 

另 有 一 种 类 似 于 面积 的 有 用 特征 基 ， 它 与 集 人 台 相 
对 应 ， 人 世 主 要 表征 其 边界 、 即 可 测 集 的 周 长 (perime- 
ter) 这 是 巷 流 质量 概念 的 畦 球 情况 . 

内 荀 面积 (intrinsic area). 若 M iT BË aE. 
B f: M 一 R" 是 局 部 等 距 映 射 ， 则 应 考虑 L(M. f)5 
Hausdorff WE H,(M)2Z BJP X: 5. "i MRANA 
的 二 推 流 形 (two -dimensional manifold of bounded 
curvatureltt, Æ LiM, fy=H,(M). 5 - y. — 
连续 映射 f M 一 R- - 艇 话 导 出 一 个 广义 度量 p 它 在 
连通 分 训 1 "(4)(ueR") 上 可 能 有 pl, y)=0. 对 Pp 应 用 
k šh Haeusdor 企 测度 的 构造 , 便 得 出 一 个 特征 基 , 它 可 取 
E :个 混和 的 内 董 面积 ， 对 于 Lipschitz 类 中 的 f, 这 
05 L (M. f) 一 致 ([11]}. 

证 流质 量 (current masses) 与 泛 # (varifolds) . 设 
MERA Re 中 的 分 片 光滑 的 大 维 定向 流 形 ,类 形式 在 M 
上 的 积分 次 出 泛 流 Tuge [u (p(xy v(a Fx) tE R'E k 
形式 gp 的 线性 泛 前 ， 这 里 y 是 与 村 相 切 的 单位 上 向 量 . 
REZA T, Akh E SJ T A4. 也 可 定义 一 个 非 钱 性 
BREEK M, TRAR): EE V. o=. 10. 
v) |dF. 积分 范 数 {质量 ) | Tul 和 是 Vl| 都 与 面积 , Bl 
FMR. 把 R" 中 分 片 光 少 择 流 形 包 括 在 更 一 般 的 
这 流 和 泛 徐 之 内 ， 它 们 在 变 分 学 中 所 起 的 作用 相当 于 
广义 解 在 偏 微 分 方程 理论 中 的 作用 . 

此 外 还 有 整数 污 流 和 泛 得 的 朱 广 类 , 它们 保留 了 子 
流 形 的 许 儿 几何 性 质 ， 秽 如 , 一 个 整 教 值 放流 是 可 表 为 
T=Y nT 的 浴 流 ,其 中 ,是 整数 , M.E: C M 
TAE. 并 且 使 得 由 dT(o)= T(do) E 3 00 k— AN 
d7' 的 质量 是 有 限 的 . 整 教 值 泛 流 和 泛 靠 的 质量 可 看 作曲 
面 面 积 概念 的 推广 . 这 里 还 有 一 个 与 Lebesgue 面积 的 
关系 W 4.ELYNDL M R" -Rk ff, a 
LM, Dim ¿L (M, f). WA, AEREE K 
KATETER EZE V, 其 中 IKI =L (M. f). 因此 ， 
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WE LM, PACHET M — R" Ë PS HB 15 KR Tt A 
LOM, f ) BJ $É V AtA: 关于 用 话 流 的 语言 的 叙述 见 
na. 
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K) I Eyparo, B A 3aŠnrammp, JL JL. Kyapaanee EE 
【译注 】 Cavaleri 原理 是 17 世纪 意大利 数学 家 B, 
Cavalieri 发 现 的 ,中 国 南北 朝 时 期 的 杰出 数学 家 组 溃 
之 和 祖 虹 父 于 ,在 解决 计算 球体 积 的 方 甘 时， 已 明确 
提出 了 同样 的 原理 :* 苦 势 碾 局， 则 积 不 容 异 "， 后 称 之 
A AREH ME 原理 ". 这 比 Cavalieri 早 1100 


， 年 以 上 ， 


参考 立 献 
[B] PAKAR SP- 数学 卷 ， 中 国 大 百科 全 书 出 版 林 ， 
1988, p.867. 沈 一 兵 译 M 校 


面积 函数 [area mction ; mogepxuocraas 中 FEM ] 
球面 经 上 的 集 范 数 ， 它 等 于 凸 曲面 上 上 有 球面 象 
Ec GJ ESE b) BIS S (E). 这 个 定义 对 一 般 的 凸 曲 
面 仍 有 意义 ， 它 给 出 了 -AEN E Borel 六 的 环 上 的 
n] HI38 Pi 8 . 
#*x 
[1] Amanos A M., 
27 — 44. 
[2] Buseman, H., Convex surfaces, Interacience, 1958. 


& Marem - c6. $. 3 (1938). 1 
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M W. Boix 换 

[NE] 在 文献 中 ， Q E R 中 以 原点 为 中 心 的 单位 球 

面 , 车 在 每 点 xe F fE F 59 PA br tE In] n, 并 把 它 平 移 

到 原点 ， 则 ,的 端点 是 癸 上 的 一 点 xX'， 点 x' 称 为 

的 球面 象 (spherical image). 得 到 一 点 的 球面 象 的 过 

程 称 为 球面 映射 (spherica] map). 

【译注 】 
参考 文献 

[B1] Amncxcanapomn ,A M., HHyrPŠHHSR TEOMETPHR ShITYKIHLIK 

TORpxHOCTER , JI, 148 (PEREA 及 亚历山大 洛 

*. DATAA JL., BAE, 52 科学 出 版 

ML. i1962). 沈 一 兵 W 


面积 函数 [arwa - function ; apea- 中 y HGSI] 

双 曲 函数 的 反 琐 数 ， 即 下 列 通 数 之 一 ; 反 双 曲 正 
驴 、 反 双 曲 余弦 、 反 双 曲 正切 反 驱 曲 休 切 等 IWA 
反观 曲 画 数 {inverse hyperbolic functions). 

LHJ 


参考 文献 
[1] Abramowitz, M. and Stegun, J. A., Handbook of mathe- 
matical funcions, National Bureau of Standards, 
1964; Dover reprint, 1972. 张 鸿 林 译 


面积 法 [area method ; momar meros ] 
Bb T 8 8158 EB (ERRA (area - principle }) 
解决 单 叶 函数 论 中 的 问题 的 一 种 方法 . 


GNE) 
HIRR 
[A1} Duren, P. L., Univalent functions, Springer, 1983, 
Chapt, 4. EET 


面积 原理 [ area principle ; mompa mpamatun ] 

区 域 在 正则 丙 数 映射 下 其 象 域 余 集 的 面积 非 负 . 
T. H. Gronwall {[1})) 于 1914 年 首先 使 用 了 这 - .面积 原 
理 ,用 这 种 方法 他 证 明了 关于 y 族 函 数 一 一 环 A” = íz: 
1<|1z|< 吕 } 内 正则 单 叶 耳 数 


六 | 
F(z) = za k- + . 


"w +. > - > 


函数 (univalent function)). A Æw=F (z)€ E WB TF 
其 象 域 五 (A) 的 余 集 的 面积 c (CF ( AY 可 由 公式 


(CFA) = |- Skla j >0 
k=1 
确定 ， 困 而 有 
klaps (1) 
k=] 


异 助 于 式 (1), 得 于 了 关于 z WASKAR ERN 


的 结果 , 此 处 5 ERAS A={2:|z1 艺员 内 正则 单 叶 酉 数 
f(z)=z+5 a, 所 组 成 的 函数 族 ( 见 Bieberbach 猜想 
(Bieberbach cvonjecture ): WEE (distortion the- 
orem)), 文 寺 证 明了 一 个 更 一 般 的 面积 定理 ， 
F. M. Toys [3] 把 面积 定理 推广 到 单位 加 盘 中 的 p 
叶 函 数 ( 见 备 叶 函数 (multivalent fonction }). 

文 [ 和 证 明了 如 下 的 面积 定理 : 设 Fer, B= 


CF(A'), Q(w) E B AW iE Hl 3k. # 
Q(z) = š az K = EE 
k= -- 
则 ， 
D kju < 0, (2) 
k= om 
且 仅 当 豆 的 面积 o (B) 为 零 时 等 号 成 立 . 


所 渭 关 于 某 族 单 叶 函 数 f(z】{z Ee B. BÆRE) Bs i 
积 定理 tarea theorem) ,常常 被 理解 为 其 有 如 - K 性 质 的 
任 一 不 等 式 : 等 号 成 立 ， SERS f{8) 的 余 集 局 的 面积 
这 同样 适用 于 单 叶 函 数 系 大 (zz S B. YU (n= l, 

ARR k tb B. ERR G EUA) É 
Z AR ike ma NmSUnPu q. AN GE 
的 任 一 不 则 蚂 数 Q (w), 或 更 一 般 地 , 考 虔 具 有 正则 导数 
的 Q(w), 并 计算 全 在 函数 Q 映射 下 的 象 域 的 面积 
[BCD 因 此 , 式 (2) 是 关于 王族 的 某 种 极为 一 般 的 面 
PEE. 

设 下 Ez 工 ， 且 设 


一 的 r 
ln = Bog P, heed, 
p.q=1 


选取 CF (A) P 38 3 ÉS IE |P 88 , PT Task (2) 2 Ë 


的 2 E 
Š < Šli O 
q=] P= plf 


Erh x, 是 性 何不 全 为 零 的 数值 ， 使 得 


fim | x pregl 

关于 工 族 的 -- 些 更 一 般 的 面积 定理 也 已 得 到 (1]) . 

关于 下 列 函 数 放 的 面积 定理 已 被 证 明 ， 由 活 数 系 
{f(D AMD=a,, z€A11- HRA M a, a ). PR ER 
$ Bm S A fu HAH abhi ü P B X; 23 h J —- 
组 区 域 ， 即 一 组 不 相 接 的 区 域 ([6]); FE (BW (r (B), 
B30 ,是 在 B\ (oo) 内 正则 单 叶 县 使 得 F (O) = co, 
lim, F(z)/z=1 的 函数 下 所 组 成 的 函数 族 , [7]); 以 及 
一 组 不 相交 选 前 过 连 通 区 域 ( 见 [6], 亦 见 [8] 和 [9]) ,所 
有 关于 多 连通 区 域 的 面积 定理 沟 可 用 图 造 积分 法 (con- 
tour integration, method of) 来 证 明 ， 

所 谓 面 积 法 (area method), EJE A E PUEMA 
决 单 叶 函 数理 论 中 各 种 问题 的 方法 . 


- 一 yn m 


HA. ARIDH F Cauchy 不 等 式 得 到 
2 

x= , > ] x l ， 

之 o, x | < -isl E ll Q 
m9=! P= P 3=19 


| 
| 
| 


其 中 x 和 x 使 得 右 端的 级 数 收 化. 作为 特例 ， 若 在 
(4) 式 中 取 x=. x. =z t >l, jz >l, EBAR 
畸变 定理 


n FID- Ftz)} 
t—2 


gl L: | in —L: | _ 
TFT pi 


例如 关于 类 mQ (a, Ul a.) 的 面积 定理 给 出 了 由 亚 纯 
画 数 大 所 组 成 的 郴 数 系 { (2) A G0)=a 2 eA ;属于 
由 (al 本) 的 必要 充分 条 件 { 见 [61,179 页 ). 
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Af TE E | Af- invariant, invariant of Arf; Arf - Ht- 
BApHANT | : 

在 具有 站 线性 斜 对 称 型 的 整 格 上 给 岂 的 ,以 2 S 8 
的 二 次 型 的 不 变量 . 令 帮 是 维 数 为 k=2mi HRM, pix, 
用 为 满足 (x, y)= 一 业 们 ,x) 的 型 ， 存在 所 谓 的 辛 基 {fei， 
fa”, Ea F. 在 此 基底 下 p(x y) EIERE Ait tE R 
分 卖 对 角 型 : WARLA 


ARGUMENT, PRINCIPLE OF THE 225 
0 H 
—] Ü | 


Hen h) = — A. e) = L 


Tu J b BJ ú 38 Pr 29 0. 
设 映射 


Bl 


po li > Z, 
定 尽 在 IT 上 , 使 得 
olx +y) = tolx) tioi) T Ax. y) mod2 
(* 以 2 ARKOK"). KER 


Sx) 


称 为 Arf 不 变量 (AM - variant) ([1]) .如 果 这 个 表达 
ARTO, 则 存在 一 组 辛 基 , 使 得 型 加 在 这 组 基 的 所 
有 元 素 上 取信 为 0; 如 果 表 达 式 等 于 1, 则 存在 一 组 辛 
基 , 使 得 型 几 在 这 组 基 除 去 e A f BD rr yG F Wp U, 


而 
Yle) = WU = 1. 


#*x 
[1] Arf, C., Untersuchungen uber quadratischen Formen in 
Körpern der Charakteristik 2, I, J Reine Angew. 
Maik., 183 (1941), 148- 187. 
A. B. *Iebuapcxnñ $ 
【 补 注 】 关于 特征 为 2 的 域 天 上 的 内 积 空间 (inner 
product Space] 之 Arf 不 变量 的 材料 , (Al 附录 1, 
它 与 上 二 次 内 积 空 间 (quadratic inner product 
space) 的 Witt 代数 (Witt algebra) 有 关 ， 
参考 立 南 
[Al] Milnor, J. and Husemoller, D., Symmetric bilinear 
forms. Sprmger, 1973. kH VE WAE F 


自 变 量 [ argument ; sprymen ] 
函数 的 自 变量 ， 即 尔 数 值 所 依赖 的 变量 ( 亦 称 独立 


变量 ). Br 译 


WM [argument ; aprymenr | 

平面 上 具有 坐标 x 和 了 的 点 所 表示 的 复数 z=x+iy 
=r (008P +I sing ) 的 辑 角 (argument of a complex 
number)， 即 该 点 的 向 晤 径 与 x 轴 的 夹 角 间 . 杨 维 奇 主 


WARE [argument principle of (he ; aprywseara npun- 
mm ] 

单 复 变量 陌 数论 中 的 一 条 几何 原理 , 可 表述 如 
下 : 设 呈 是 算 平 面 忆 内 的 有 界 域 , 且 其 边界 0D 是 一 连 
续 曲 线 ,取向 为 使 得 也 在 其 左 柚 . 如 果 函 数 w= 了 (2) 在 
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互 的 某 郭 域内 亚 纯 且 在 ap LEEF AAR S. 则 它 在 
内 的 零点 数 N 与 极点 数 P( 均 按 其 重 数 计算 2 Æ 
等 于 了 的 辐 角 沿 ƏD - MARERA 2x . Mg 
- N-P -= SC ñaparg f. 

其 中 arg f Èn Arg 了 在 曲线 9D 上 的 侍 一 连续 分 克 . 上 
YN T W BJ gç zx zÇ S T HR EDTA w=0 的 指标 
md, 0D). 

辐 角 原理 已 被 应 用 到 关于 全 纯 函 数 零 点 的 各 种 论 
断 (例如 关于 多 项 式 的 代 孝 基本 定理 , 关于 零点 的 
Hurwitz 定理 等 } 的 证 则 中 . 由 辐 角 原理 吕 学 出 函数 论 
中 其 他 许多 重要 几何 原 青 ,例如 保 域 原理 (in variance of 
domain, principle of ])， 最 大 模 原 理 (maximum- 
modulus principle) 以 及 关于 全 纯 函 数 的 局 部 反 务 数 
定理 ， 在 洗 多 问 旱 中 ,四 衣 原理 是 以 其 推论 一 Rouché 
定理 (Rouche theorem) 的 形式 得 到 隐 舍 的 应 用 的 . 

辐 角 原理 有 各 种 推广 . fg D h) 3 SE E bb BJ 
生 件 可 改 之 以 了 上 在 五 内 只 有 上 有限 个 禄 点 各 零点 且 可 连 
RAARD 上 . 也 可 以 代替 复 下 面 而 考虑 任意 的 Rie- 
mann hiii, JER D hA ARTEZ DRTE. h 
FE Riemann 曲面 的 辐 角 原理 可 推出 任 一 不 恒 等 零 的 
亚 纯 钼 数 的 零点 个 数 等 于 极点 个 数 . 对 于 二 中 的 区 域 的 
辐 角 原理 等 价 于 关于 对 数 残 数 之 和 的 定理 ( 见 对 数 残 数 
(logarithmic residue} ) . 基于 这 一 点， 下 述 论断 有 时 称 


ment): 9 D 8 E AEA MIROR, JED 


的 某 邻 域内 亚 纯 昌 在 BD 上 没有 零点 和 极点 , 则 对 任 
EDRRERARAM AN p FA 
JL de = — Š ohb, 
Sz =Í ay E È oa) v0 


成 立 , 式 中 右边 第 一 项 对 了 在 五 内 的 所 有 零点 求 和 ,而 
第 二 项 对 所 有 极点 求 和 . 同时 还 有 拓扑 广义 辐 角 原理 
{topological generalized principle of the argume- 
nt): df BUPER IF — WWE FARA D — Ë 
成 立 : 了 为 局 部 有 限 对 - ATERI ED |, 而 0， 
s é KOD). 
FREA, 设 DEC 中 具有 Jordan 边界 üp 的 有 7 
B. f: DC E D 00 3 4834040926 5588 8], 0 é fk OD), 
则 0 在 D PRR RENHA SF ind, Kap. 
#=+* x 8 
[1] Jlampenrsen, M. A., Ula6ar, B. B., Merom Teobun 
PYHÄ DMIENTOrD nepevenHoro, 3 3A., M. 1965 
(中 译本 : M. A.E eb k. B. B. b ELE. ETRY 
论 方法 ,高 等 教育 出 版 社 . 上 册 1956， 下 册 1957). 


(2) Hla6ar, B. B., Bscnzane ú xoMeRcAb ananas, 2 


ma., 9. 2, M. , 1976. I 
E M. pa Ë wkk 译 


算术 (arithmetic ; apahweraka ] 

数 及 数 集 上 的 运算 的 科学 , 算术 的 内 容 包 括 数 {num- 
ber) 的 构 念 的 起 源 和 发 展 . 数 的 运算 的 方法 和 手段 , 各 
种 不 同类 型 数 的 运算 的 研究 . 数 集 的 公理 结构 和 数 的 性 
质 的 分 析 . 当 考 虑 到 数 的 概念 的 逻辑 分 析 时 ,有 时 使 用 术 
滞 理论 算术 (tiheoretical arithmatic ) .算术 与 代数 学 
(agba) 密切 相关 ,后 者 指 研究 实施 于 数 的 运算 的 科学 ， 
整数 的 性 质 构 成 数论 的 主题 ( 见 初 竺 数论 (elementary 
number theory); 数论 (number theory)), 

“算术 "一 词 有 时 也 指 实 施 于 极 不 同性 质 的 对 象 
的 运算 :“ 知 阵 算 术 ".“ 一 次 型 算术 "等 . 

二 在 最 尽 的 文字 记载 出 现 以 前 ,计算 的 技术 就 已 产 
生 和 发 展 起 来 .最 早 的 数学 文献 是 Cahoon APAR 
名 的 有 Rind 张 草书 .一 般 认为 它们 是 公元 前 2000 年 的 
文献 .关于 数 的 表示 法 (numbers, representation 
of), 古 埃 下 人 使 用 一 种 可 性 象形 文字 记 数 系统 ,他 们 
以 一 种 较 简 单 的 方式 来 实施 自然 数 的 加 法 和 减法 运 
算 .乘法 借助 下 一 售 的 方法 来 完成 .即将 一 个 乘 数 分 解 
成 2 的 苇 故 之 和 ,用 另 一 个 乘 教 依次 尔 每 一 个 被 加 数 ， 
然后 将 诸 结果 相 加 .关于 分 数 (fraction) 运 算 , 在 古 埃及 ， 
把 分 数 化 为 单 分 数 aliquot fractions), 即 形 如 1/ n 的 分 
数 来 进行 运算 . 较 复 杂 的 分 数 运算 要 借助 一 种 数 表 ， 
其 中 把 其 些 分 数 表示 成 单 分 子 分 数 之 和 .除法 化 为 减 
法 ， 即 用 被 除数 减 去 竹 次 加 倍 的 除数 之 和 , 商 则 是 所 能 
减 掉 的 除数 的 情 数 ,古代 巴比伦 人 的 六 十 进位 记 数 系统 
对 于 算术 运算 很 不 方便 ,我 们 已 经 得 到 巴比伦 人 进行 滋 
法 和 除法 的 许多 数 表 . 

古 希 腊 人 把 算术 理解 为 数 的 性 质 的 研究 ,并 不 包含 
实际 的 计算 . 数 的 运算 的 技巧 问题 , 即 运算 的 方法 被 认 
为 是 “ 门 单独 的 科学 一 一 计 算术 (logistiG). 这 种 差别 
后 来 由 中 世纪 的 欧洲 上 从 希腊 人 那里 继承 下 来 . 随 着 文 
艺 复兴 时 期 的 到 来 ,数论 的 初步 知识 和 实际 运算 才 于 始 
统一 于 算术 的 概念 之 中 ,在 希腊 数学 中 严格 区 别 “ 数 " 
与 “ 量 " 这 两 个 概念 .对 干 希腊 数学 家 来 说 , 数 仅 仅 表 示 
现在 所 谓 的 自然 数 (natural number) ;他 作 还 把 不 同类 
型 的 驾 念 区 别 开 来 ,如 * 数 "与 “几何 量 ". 现存 十 希腊 的 
文献 中 ,没有 对 计算 术 研 究 的 记载 .但 是 众所周知 ,希腊 
人 的 乘法 很 接近 于 现代 的 方法 .他 和 们 的 字母 记 数 系统 使 
AHER FERA .十 希腊 人 在 实际 计算 中 使 用 了 普通 
分 数 ,然而 分 数 并 不 作为 数 被 研究 , 它 只 被 视 为 自然 数 
的 比 ， 

Euclid €J KO (Elements ,公元 前 3 批 纪 ] 的 第 7 一 9 
卷 完全 按照 算术 的 古代 意义 来 处 理 问 题 .首先 处 理 了 梓 
等 数论 问题 , 如 量 大 公 因 数 (greatest common divi- 
sor) HA (H, Fudid 算法 (Euclidean algorithm )) fl 
ARR prime number) 的 定理 .Euciid 证 明了 乘法 的 
交换 律 及 其 对 加 法 的 分 配 律 . 他 还 研究 了 儿 例 论 即 分 数 


理论 .在 其 他 各 卷 中 ,他 讨论 了 两 个 量 之 间 关 系 的 - 般 
理论 ,这 些 工作 可 以 认为 基 实 数 (real number) Hit gy 
开端 

在 Dicphantus (HAT 3 世纪 ) 留 给 我 们 的 手稿 中 
似乎 发 现 了 关于 款 方 { 不 超过 6 次) 的 运算 ,还 有 一 些 
减法 运算 的 例子 . 这 些 运算 都 没有 明显 地 排斥 负数 ， 
Diophantus 公公 把 他 的 法 财运 用 于 有 理 数 (rational 
number), 

在 公元 2 世纪 , 中国 数学 家 掌握 了 分 数 和 负数 的 运 
W . 稍 后 ,他 们 得 到 了 平方 根 和 立方 根 的 求法 ,其 近似 值 
用 十 进 制 小 数 (decimal fraction) 来 表示 .中 国 数学 家 解 
算术 问题 所 使 用 的 方法 ,特别 是 双 设法 首先 传 入 阿拉 伯 
国家 ,然后 待 到 欧洲 , 拼 收 录 在 许多 算术 指南 中 .人们 现 
在 对 印度 算术 的 早期 发 展 情况 还 知道 得 很 少 , 远 在 纪元 前 
很 长 时 间 内 印度 人 就 会 使 用 最 简单 的 分 数 ， 现 在 的 
十 进 制 计算 系统 (decimal computation system) 产生 
于 印度 .现存 印度 数学 的 最 早 文献 是 在 公元 5 世纪 编纂 
的 , 它 表 明 当 时 印度 算术 已 有 较 高 的 水 平 . 印 度数 学 家 
实施 于 整数 和 分 数 的 运算 已 接近 现 我 的 方法 .他 们 天 
决 了 很 多 关于 比例 .三 率 法 方面 的 问题 ,并 引用 了 百 分 
率 .7 世纪 时 印度 人 开始 研究 负数 ,在 Bhaskara H 的 著 
作 ¢ 科 学 花冠 ”(The wreath of scienoe, ，12 世纪 ] 中 
建立 了 负 部 的 蒋 徐 法 法 则 ， 

印度 数学 对 阿拉 伯 入 的 算术 知识 产生 了 决定 性 的 
影响 .9 世纪 的 Al -Khwarizmi 所 写 的 算术 论文 对 传 
播 印 度 人 的 十 进位 记 数 法 , 加 , 减 , 汇 , 除 运 算 和 求 平方 
根 等 方法 有 重要 贡献 . 

许多 古代 的 民族 用 算盘 (abacus) 代 蔡 访 始 的 指 算 
进行 计算 ,这 些 算盘 的 样式 各 有 不 同 , 但 其 使 用 原理 相 
同 :拨弄 一 列 筹 码 或 其 他 一 些 代 表 数 的 小 物品 .在 纪元 
前 很 久 , 希腊 人 就 使 用 过 某 种 算盘 .中 国人 的 算盘 和 俄 
罗斯 算盘 在 样式 上 很 相似 , 后 来 又 都 有 改进. 

欧洲 人 在 数论 领域 中 的 研究 基于 希腊 数学 ,特别 是 
Eudid 和 Diphantus 的 著作 ， 同 样 也 不 涉及 计算 技术 . 算 
术 在 欧洲 的 发 展 与 印度 十 进位 值 制 记 数 系统 和 阿拉 怕 
数字 (Arabic numertals) 在 欧洲 的 传播 密切 相关 ,算术 
运算 的 技能 ,不 是 直接 从 印度 入 那里 得 到 的 ,而 是 通过 
Al - Khwar zmi 和 其 他 阿拉 伯 数 学 家 的 著作 得 到 的 . 

中 世纪 时 期 已 广 旗 使 用 算盘 . 它 还 成 为 算术 的 间 x 
WJ, 因为 Leonardo da Pisa(13 世 纪 ) 把 自己 的 算术 著 
必 称 为 4 算盘 书 》(The book of abacus). 此 书 引 用 了 来 
自 阿拉 伯 的 计算 方 汛 ,同时 也 包括 作者 许多 独创 性 的 工 
作 ,. 例 如 ,分 数 的 加 法 采用 求 分母 的 最 小 公 倍 数 的 方 
E., 而 且 运算 结果 的 验算 方法 不 是 唯一 的 ,除了 像 印度 
人 那样 采用 基数 人 9 验算 ( 即 弃 九 法 ) 外 ,还 用 其 他 基数 进 
行 验算 , 书 中 所 处 理 的 向 题 包括 三 率 法 ,混合 法 以 及 递 
归 序 列 、 等 整数 列 (arithmetic progression) 和 每 比 数列 
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(geometric progression ) 等 .在 欧洲 ,小 数 的 使 用 开始 于 
15 己 纪 ,但 广泛 待 播 基 在 16 世纪 S. Stevin 的 著作 问 
世 之 后 . 

在 15 世纪 .16 世纪 以 及 以 后 的 几 个 亿 纪 中 ,出 现 
了 多 位 数 的 乘 .除法 的 各 种 图 式 , 这 些 图 式 仅 在 中 间 计 
竺 步骤 的 记 法 上 有 所 不 同 .在 新 的 计算 方法 (用 笔 和 阿 
拉 怕 数字 ) 代 替 旧 的 计算 方式 {通过 计数 器 和 罗马 数 
PREAH, A. Riese 的 一 些 教科 书 影响 最 大 . 

在 欧洲 , 负数 首先 由 Leonardo da Pisa 使 用 . 他 
把 负数 作为 借贷 , 负数 的 运算 法 则 由 16 世纪 的 M. 
Stiefel 建立 ,他 认为 这 些 数 有 是 “ 虚 桔 的 " .负数 运算 法 则 
的 证 明 直到 18 世纪 才 完 成 ,而 只 有 19 世纪 后 半 叶 的 批 
判 思维 才 结 束 对 这 些 工 作 的 过 激 认 识 . 

在 欧洲 ,在 15 和 16 世 纪 之 前 ,无 理 数 的 算术 运算 
还 只 停留 在 求 平 方 根 上 .Leonardo da Pisa R4 EF 
方 根 一 样 研究 了 立方 根 的 近似 计算 . S. dal Ferro {的 
1500 年 ) 和 N. Tartaglia (16 世纪 ) 用 立方 根来 求解 三 
次 方程 ,当时 还 没有 出 现 对 实数 运算 的 一 般 处 理 . 实数 
的 概念 是 随 着 解析 几何 与 微 积分 的 建立 而 逐步 引入 数 
学 的 .直到 18 世纪 ,无 理 数 的 运算 还 限于 用 根 式 可 表达 
的 量 . 

复数 在 各 时 期 都 出 现 过 ,最 早出 现在 印度 数学 中 
一 一 为 解 二 次 方程 .然而 虚 根 因为 其 不 存在 而 被 氨 
F.S H (complex numbeD 的 算术 开始 于 及 . Bombelli 
(16 世纪 ), 他 建立 了 复数 的 某 些 算术 运算 的 形式 法 
则 . 热 而 ,甚至 到 17 世纪 .复数 的 运算 述 是 依据 实数 的 
运算 类 推 .以 致 时 常 发 生 错 误 ,只 有 到 了 18 世纪 , A. de 
Moivre ML. Euer 的 公式 才 得 到 了 复数 算术 的 清晰 涵 
X. 

İRK SL 38 P| LUAM B Archimedes (公元 前 3 世 
纪 ), 他 比较 了 算术 级 数 和 几何 级 数 的 项 , Stiefel (1 6 世 
纪 》) 加 进 负 指 数 而 把 这 种 级 数 向 堪 延 伸 . 他 证 明了 上 述 
两 称 级 数 的 运算 间 有 某 种 关系 ,从 而 痔 发 了 对 数 的 原始 
EE. RA HERRI, EAJ. Napier #l J. 
Burgi 在 17 世纪 上 半 呈 引进 的 . 

#. 17 ttit, W. Schickard 和 B, Pascal 彼此 独立 
地 制造 了 最 早 的 计算 器 ,它们 是 现代 计算 机 的 原型 , 然 
而 ,只 有 到 了 19 世纪 ,计算 器 才 广 泛 应 用 于 实际 工作 
之 中 .在 20 世纪 中 叶 , 快速 电子 计算 机 开始 普及 . 因 
此 ,村 求 以 最 少 次 数 的 初等 运算 以 完成 算术 运算 的 方法 
成 为 迫切 的 任务 . 

从 Eudid 时 代 超 就 普遍 认为 ,为 了 阑 明 某 种 理论 ， 
只 需 从 中 担 出 少数 最 简单 最 清晰 的 公设 ,使 该 理论 的 一 
切 基本 命题 都 可 以 从 这 些 公 设 逻辑 地 办 导出 来 .这 就 是 
说 , 这些 基本 原理 与 现实 世界 的 关系 是 一 目 了 热 的 ， 

在 19 世纪 ,为 建立 数学 理论 的 基础 创立 了 模型 
法 .使 用 这 种 方法 是 必要 的 ,因为 数学 中 所 研究 的 某 些 
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对 象 和 理论 在 现实 生活 中 不 能 找到 合理 的 解释 -这 和 首先 
指 复数 ,理想 , 非 欧 几何 和 维 儿 何 .模型 法 上 叮 以 使 人们 
把 一 种 数学 理论 的 相 容 性 (consistency lT 为 另 一 种 
理论 的 相 窒 性. 比如, 以 Euclid 几何 的 相 容 性 为 依据 ， 
可 以 证 明 Jlo6aqepcxmif 儿 何 是 相 答 的 .而 Euclid 几何 的 
相 容 性 又 可 归结 为 算术 和 实数 的 相 容 性. 


在 19 计 纪 末期 ,算术 的 基础 趋 于 完善 . R, Dede- 


kind 和 G. Peano 彼此 独立 地 建立 了 自然 数 的 公理 体 
系 ,算术 中 全 部 已 有 的 命题 都 可 由 此 演绎 地 推导 出 来 . K. 
Weierstrass 提出 以 自然 数 个 作为 整数 和 正 有 理 数 的 模 
W., H J. Areand, C. Wessel AC. F. Gaus RAH 
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的 一 个 模型 .最 后 , Dedekind, G. Cantor 和 Weierst- 


rass 从 集合 论 的 途径 建立 了 实数 理论 . 

然而 , 随 着 集合 论 悖 论 的 出 现 久 产生 了 一 个 如 何 建 
立 自 热 数 算术 和 和 实数 算术 的 基础 的 何 题 , 有 没有 使 在 这 
一 数学 分 支 中 不 产生 收 论 的 保证 ? 直观 麻 能 告诉 人 们 
宇宙 是 无 限 的 或 物质 是 无 限 可 分 的 ,因此 , 关于 自然 数 
集合 的 无 限 性 和 数 轴 的 连续 性 的 认识 可 以 考虑 为 不 直 
接 与 物理 世界 相关 , 另 一 方 丽 ,没有 比 自然 数理 论 本 身 
更 简单 的 自然 数 算术 的 模型 ,而 实数 理论 的 模型 本 质 上 
是 利用 集合 论 的 工具 建立 的 ,其 可 靠 性 做 平 是 值得 怀疑 
的 ， 

论证 的 方法 和 工具 应 该 是 怎样 的 ,才能 在 不 建立 模 
型 的 情 襄 二 直接 表明 ,在 已 给 的 理论 中 不 会 产生 不 相 容 
性 ? 接 句 话说 ,根据 该 理论 中 的 公理 借助 一 系列 逻辑 推 
理 永远 不 能 得 到 被 此 忒 上 盾 的 结论 ? 

D. Hilbert 认为 ,在 集合 论 中 之 所 以 产生 超 论 ,是 
因为 在 有 限 对 象 系统 中 无 庸 置疑 的 论证 方法 被 不 恰当 
地 运用 于 无 限 桌 合 中 ,但 是 ,如 果 斌 究 用 于 某 些 新 理论 
的 对 象 的 符号 , 并 且 异 助 于 形式 过 程 来 表示 逐 辑 推荐， 
Rr ap gt HEP HEB .在 上 述 情形 下 ,一 种 理论 中 的 
任何 一 个 说 法 都 可 写成 有 限 个 符号 的 一 -个 公式 
(formula), MERA (proof) 则 是 一 些 公式 的 有 限 组 合 , 它 
依据 一 定 的 规则 由 称 为 公理 (axiom) 的 公 蕊 构成 . 那 
么 ,在 Hilbert 的 意义 下 ,以 无 穷 运算 代替 有 穷 运算 , 以 
及 获得 使 任何 一 种 理论 无 函 盾 的 可 靠 方法 都 是 能 作 到 
的 . Hilbert 希望 , 用 这 种 方法 首先 得 到 自然 数 算术 的 相 
容 性 问题 的 正确 答案 , 热 后 证 明 若 将 任何 一 个 不 加 证 明 
的 数论 公式 并 入 自然 数 的 公式 中 ,都 会 使 一 个 公理 系统 
变 为 一 个 不 相 容 的 系统 . 

但 是 这 种 希望 没有 得 到 证 实 .1931 年 , K. Gödel 
证 明了 形式 算术 (arithmetic, formal) 的 不 完全 性 ,不 
仅 如 此 , 他 还 指 贞 ,对 于 任何 一 个 包含 RRADHE 
的 形式 系统 (formal system) 来 说 , 都 能 给 出 某 个 封闭 
公式 u 的 清楚 描写 ,无 论 公式 4w 本 身 还 是 4 的 理 定 ,都 
不 能 从 这 个 形式 系统 中 推出 . 


利用 这 些 结果 可 以 证 明 形 式 算术 非 同 构 模 型 的 存 
在 性 ,同时 , Peano 公理 {Peano axioms) # # E W W 
的 .怎样 解释 这 箱 话 ”Peano 公理 系统 包含 着 归纳 法 
公理 :如 果 1 RAE Eñ P EH J B 23% n RAEE 
P 了 可 知 自 然 数 n+1 也 具有 性 质 P, 则 每 个 自然 数 都 其 
有 性 质 忆 .在 这 个 公理 中 ,中 可 以 是 自然 数 的 任何 可 能 
的 竹 质 .在 形式 算术 的 相应 公理 中 , 疡 只 能 是 自然 煞 的 
基 些 只 能 用 已 知 形式 主 炙 (formalism} 的 方法 表示 的 性 
质 . 这 两 个 公理 之 间 的 区 别 , 当 考 虑 初等 数论 的 定理 时 
有 是 不 明显 的 ,而 当 解 轰 形 式 理 论 的 性 质 时 则 是 重大 的 . 

K. Göde 还 指出 ,包含 在 形式 算术 中 的 一 个 无 巴 
秆 的 形式 系统 , 含有 表示 它 相 容 性 的 公式 ,而 这 个 公式 
在 此 系统 中 不 能 证 明 . 这 个 形式 系统 的 相 和 容 性 只 能 洗 弄 
更 强 的 在 系统 内 不 能 表述 的 方法 才能 证 明 , 在 1936 
年 , G. Gentzen EH TATARS 5, 的 超 限 归 纳 法 的 
形式 算术 的 相 容 性 .当然 ,人 们 还 必须 研究 在 证 明 过 程 
中 所 用 方法 的 相 容 性 .在 这 个 意义 上 ,人们 叉 研究 了 自 
热 数 算术 的 相 容 性 问题 的 其 他 途径 . 

试图 克服 实数 理论 基础 中 的 困难 的 工作 对 数学 领 
域 中 构造 性 方法 的 发 展 起 了 一 定 的 作用 . 
$x t 
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算术 连续 统 [arithmetic continuum ; apuadkuerusecxsi 


KOHEH3IYYM | 
数 轴 . 


算术 分 布 [arithmetic distribution ; apa Menmece pa- 
cupeneeme j 


一 类 离散 型 的 概率 分 布 ,其 负荷 集中 在 形 如 土 nh 

的 点 所 构成 的 集合 上 ,其 中 诱 > 小 n=0, 1.2. 0. EE 
格 点 分 布 (lattice distribution) 的 特例 ， 

A. B. Tpoxnpoa # BRE E 


形式 算术 [arithmetic , 
ma}, WARE (arithmetical calculus) 
使 初等 数论 形式 化 的 一 种 逻辑 - 数学 演算 . 
最 普通 的 形式 算术 语言 包含 常数 在 , Ti., F5, A 
HAE +, - , (CEARRA S. hAg o Way 
x 88844 548 A; 特别 地 ， namna 
0 ”的 项 表示 ， 原 子 公 RER ER, 基 他 公 


由 原子 公式 通过 逻辑 连接 启用， . Sr 3 


生成 的 . 形式 算术 诸 言 中 的 公式 称 为 算术 2 S3 (arith- 
形式 算术 的 公设 是 谓词 渍 算 (pre- 


meticai formulas). 
dicate calculus) (古典 或 直觉 主义 的 ,取决 于 所 讨论 的 
形式 算术 ) 的 公设 和 Peano 公理 {Peano axioms) 


a=b — a=b, (a =0), (a =b &a=c) — b=e, 
a=b >a =b, a+0 =a, a+b = (a+b), 
a0 = 0, ab = (a-b)+a, 


及 归纳 公理 模式 ; 
A(0)& YAA) — Ala), 


其 中 44 是 任意 公式 ， 称 为 归纳 公式 (induction formula). 

形式 算术 适合 于 推出 和 等 数论 中 许多 定理 ， 到 目 
前 (1980) 为 止 ,还 没有 天象 表明 存在 某 个 不 依赖 于 分 析 
便 可 证 明 的 重要 数论 定理 在 形式 算术 中 不 可 证 明 . 为 在 
形式 算术 中 表示 和 证 明 这 样 的 定理 , 必须 考虑 形式 算术 
的 表示 潜力 , 特别 重要 的 是 许多 数论 函数 在 形式 算术 中 
的 可 表示 性 ,特别 地 ， 关 于 原始 (甚至 部 分 ) B R S 
(recursive fonctions) 的 命题 也 能 用 形式 算术 语言 来 表 
兴 ， 这样， 有 可 能 证 明 表 示 部 分 递归 和 活 数 重要 性 质 
的 一 些 公式 , 特别 是 它们 的 定义 方程 . 因此 方程 f(x') = 
9 (XxX, 了 (xX 由 下 列 公式 表示 


Va Vb vc(Fx , a) & Fix, b) & G(x, b, c) — a=c), 


其 中 , F, G 分别 是 表示 函数 也 9 的 图 形 的 公式 , # E 
式 算术 语言 中 也 能 表示 关于 有 限 集 的 命题 .此 外 ,古典 
形式 算术 等 价 于 不 带 无 限 公理 的 Zermelo -Fraenkel 公 
理 集合 论 (axiomatic set theory): 在 这 些 系统 中 ， 任 
何 一 个 系统 的 模型 可 以 在 另 一 系统 中 构造 出 来 . 

形式 算术 系统 的 推导 能 力 由 序数 (ordinal) so ( 方 
程 改 =8 的 最 小 解 ) 来 刻 男 : 在 形式 算术 中 林 以 推出 超 
限 归 纳 法 (transfinite induction) IJ £=: 8 J (T # 5 A 
e <a 但 不 能 椎 出 到 达 Bo 的 归纳 模式 ， 形式 算术 系 


formal ，aph 中 Merara 中 opwaur6 - 
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(BD 28.36 4 8492, J — NR ë 44k T t; J z W 2 E Yf 
DFTE <e BJ aR jana 32. 这 就 有 可 能 在 
某 些 方面 扩展 形式 算术 ， 傅 如， 可 以 考 虚 带 有 表示 所 
有 本 原 递 归 枉 数 的 符号 以 及 相应 的 附加 会 设 的 形式 算 
R. 形式 算术 满足 两 个 Gidel 不 完全 性 定理 (Gödel 
incompleteness theorem) 的 条 件 ， 特别 地 ， 存 在 多 变 
元 的 多 项 式 P，Q ， 使 得 尽管 V X(P(XD#Z0Q (X) 表 
示 一 个 真 命题 
公式 不 可 证 明 . 已 经 构造 了 一 个 独立 于 形式 算术 的 
(Ramsey 型 的 ) 组 合 定 理 ([6j) . 

在 研究 系统 的 结构 (特别 是 相 容 性 问题 ) 时 ， 形 式 
算术 的 表述 不 含量 河 ， 但 带 有 Hillert 的 符号， 这 个 
系统 的 公式 是 不 带 量词 的 ， 但 允许 用 形 如 e, AG) 89 
项 (如 果 x 存在 , 则 产生 某 个 x 满足 条 件 4; 否 则 为 
0). e 系统 的 公设 是 : 命题 演算 的 公设 ， 等 号 规则 ， 自 
由 数 秆 变 元 的 代 换 规则 以 及 函数 ，=，，，', pd (前 
驱 ) 的 公设 ,以 及 下 面 的 公理 

A(a)— A (e A(x); A(a)— e. AG(x)# a ; 

+ ACE A(x)) > s. A(x)=0. 
量词 可 由 下 列 公式 导出 : 
BxAlxI A A(x ); Vx A= — 3x A. 


归 约 公理 也 是 可 推导 的 . 

会 自由 挛 最 的 形式 算术 公式 可 定义 数论 谓词 ,不 含 自 
由 变 元 的 公式 ( 闭 公式 (closed formulas ENAM. $ 
T B 3805 k Hi 2 称 为 算术 的 (arithmetic), 如 果 
存在 算术 公式 P(x,,，…, x) 使 得 对 任何 自然 数 
关系 式 


Ay ` n... 


成 立 . 这 就 由 相应 公式 的 前 东 范 式 的 前 东 词 的 类 型 确定 
了 算术 谓词 的 一 个 分 类 . 类 y (23 IT) 是 由 形 如 


Q x) '.. On Xt fx, `. 


的 公式 可 表示 的 谓词 P(x) 组 成 的 , 其 中 ,为 原始 递归 
函数 , Q. 为 习 (或 YW )， 且 Q, 是 交错 量词 ( 即 Q... 是 
O, APYE. JEY) 每 一 类 包含 一 个 通用 谓 
词 (universal predicate) ， 即 谓词 T(e， a) 使 得 对 这 一 
类 中 的 每 个 一 元 谓词 PEER ep 使 得 恒等式 wx (T 
(es, x)= P(x 成 立 ， 儿 变 元 谓词 可 由 配对 区 数 化 归 
为 一 元 谓词 ， 对 每 个 上 >0 ,不等式 三, ANRA, MD 
下 标的 类 严格 包 合 在 任何 大 下 标的 类 之 中 ， 根 据 基 数 
的 图 ， 谓 词 分 类 也 产生 了 孙 数 的 一 个 分 类 . 并 不 是 所 
有 数论 谓词 都 是 算术 的 ， 秽 如 ， 对 任意 闭 算 术 公 式 A 
等 式 荆 (FTA1) 二 4 成 立 的 谓词 T(x) 是 非 算 术 的 ， 
其 中 [4] 是 4 在 某 男 定 的 、 满 足 某 些 自然 条 件 的 编 
码 下 的 编码 . 谓词 了 在 研究 形式 算术 的 结构 中 ,特别 是 


,Xn = 
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在 公理 的 独立 性 和 问题 中 ,起 很 重要 的 作用 ,在 人 沼 符 号 工 


的 形式 算术 中 加 上 表示 了 工 各 逻辑 连接 词 的 可 换 性 的 公理 
T([A&B1)=T(FAJ)&T(rB1), AT EL WEA JERA £ 
是 相 容 的 ,在 形式 算术 中 ,. 同样 的 构造 在 子 系统 A... 
中 也 成 立 ， 其 中 归纳 会 理 限制 在 <a AAAH. Bi rr, 
VE, PHAR. 也 可 由 三, 的 通 帅 谓词 代替 T, H 
相 度 的 证 明 在 子 系统 4 中 成 立 . 由 第 一 Gidel 不 
完全 性 定理 Anot A EA. 因此 形式 算术 不 等 于 
任意 子 系统 4 ， 归 纳 模式 不 能 由 任意 有 限 公 理 集 代 
E. 形式 算术 关于 工 | 的 公式 有 是 完全 的 : x, 的 闭 公式 
在 形式 算术 中 可 证 , qS B f tE NB. H ELTS 
一 个 算术 不 可 解 亩 词 ， 因 此 形式 算术 中 的 可 证 性 问题 
是 算术 不 可 解 的 . 

如 果 形 式 算术 定 必 为 通常 的 人 entzem 形式 系统 
(Gentzen format system) WR (25 (t) F Gentzen 系统 
FARE A HGN BR. 如 果 归 纳 模 式 换 为 无 限 和 归纳 
(infinite induction) ae 规则 fo - rule): 


A(O A(N) 
Vx A(x) ; 

则 截 可 以 消除 ， 这 样 得 到 了 形式 算术 协调 性 的 证 明 . o 
规则 的 另 一 种 易 处 理 的 形式 是 : 数 e 是 描述 中 规则 中 
KE < eo 的 推导 (ee WEH (co - proof) ) A) — Atit J3 BË 8: 
的 编码 ， 这 个 谓词 是 0, 的， 所 得 到 的 系统 不 是 形式 
的 ， 内 是 兴 形 式 的 .对 形式 算术 中 和 餐 个 公式 4 的 推 
导 ， 可 指定 一 数 e 使 得 命题 "“e 是 4 的 不 带 截 的 w 证 
明 * 为 真 ， 且 在 形式 算术 中 可 证 ， 由 于 一 光 熙 词 闭 公式 
的 不 含 规 的 中 证 明 不 含量 词 ， 因 而 形式 算术 是 甸 调 
的 . 如 果 使 用 第 二 Güde 不 完全 性 定理 , 则 形式 算术 中 
性 意 证 时 的 截 消 定理 是 不 能 用 带 式 算术 方法 证 明 的 ; 
因此 ， 对 任何 给 定 的 N, AERAR H TREE A 
复杂 性 专 睛 的 推导 证 明 ， 展 助 于 名 证 明 可 以 证 明 许 多 
形式 算术 系统 的 元 数学 定理 ， 特 别 是 关于 三 , 公式 的 
完全 性 以 及 可 证 递归 函数 的 序数 特征 . 
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[3] Homos, M. C., nMeHThH MATEMATHWECKOÑ JOrMKR, 
2 nan. , M.,1973 (R4; Novikov, P.S., 
of mathematical logic, Edinburgh, 1964). 

[4] Krewel, G., À survey of proof theory, J. Symbolic 
Logic, 33 (1968), 3, 321—388. 

[年 Gödel, K., Ueber eme bisher nicht benutzte Erweiter- 
ung des finiten Standpunktes, Dialectica, 12 (1958), 
280 -- 287. 

[6] Paris, J. and Harrington, L., A mathematical incomp - 
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leteness in Peano arithmetic, m J.Barwise (ed.): Hand- 
book of mathematical logc. North - Holland. 1977, 
1133 一 1142. F. E. Mi: Æ EKKE 详 


KRH [arithmetic fanction ; apabsuermseczas 中 YHk- 
tms |, 数论 商 数 [num ber - theoretic function ] 

定义 域 为 下 列 集合 之 一 的 复 导 函数; 自然数 集合， 
有 理 整 数 集合 ,一 个 给 定 的 代数 数 咸 中 的 整理 想 集 全 
针 维 坐标 空间 中 的 档 等 .它们 是 广义 的 息 术 隔 数 ， 然 
而 ,通常 这 一 术语 是 用 来 格 有 其 有 特 妹 算术 性 质 的 上 述 类 
型 的 图 数 . 最 常 遇 到 的 算术 函数 有 惯用 的 符号 表示 : 
oin) 是 Euler $ (Euler function);，d(n) 或 tlm) E 
数 的 个 数 (number of divisors); an) Æ- Möbius M 
数 ( Möbius function); Am E: Mangoldt 函 数 【Man- 
goldt function); cm Æ n HRR. 一 个 实数 x 的 整 
数 部 分 [4] 及 分 数 部 分 {x} 也 算 作 是 算术 函数 .也 退 究 
由 一 个 方程 的 解 的 个 数 所 纵 出 的 算术 函数 , 同 如 ,rtn) 表 
RAE +y n 的 整数 解 x, 的 个 数 ; 在 Goldbad 
问题 (Goldbach problem) 中 , JONY) 表示 方程 N= p, + 
p.+p, f R WC rH PIO T K. JA BARANE 
7 f J: JK #k s PE 03 SK) TE, 例如 , 函数 不 {站 一 一 不 
Mit x J Rr tir —— HT WA RK E AT YA Ri nix, 
q, 1) 表示 算术 数列 二 ! (mod g) 中 森 直 过 x 的 素数 
TH. ，deEuamnes 函数 也 用 于 讨论 素数 的 性 质 : (x) Et Br 
有 不 超过 x 的 素数 的 自然 对 数 之 和 ,而 以 站 = 了 .AD 
(WL etoopes Bš fkr ( Chebyshev function }). 

在 代数 数论 中 ,讨论 上 述 算术 丙 数 的 自然 推广 ”人 出 
如 在 次 代数 数 城 民 中 ,对 于 整理 护卫 可 以 引进 Euler 
WA el) 一 一 所 有 和 世 豆 素 的 理想 站 的 剩余 类 的 个 数 . 

算术 函 教 出 现 并 被 应 用 于 数 的 性质 的 研究 之 rh. 
热 而 ,算术 画 数 理论 也 有 其 自身 的 研究 兴趣 ， 算术 函数 
的 变化 规律 通常 不 能 用 简单 的 公式 来 描述 , 即 找 不 到 它 
的 渐 近 数值 敬 数 ， 央 为 许多 算术 函数 不 是 单调 的 ,所 以 
研究 它们 的 均 信 其 有 极其 重要 的 意义 ， -类 重要 的 算 
术 函 数 是 由 所 谓 知 性 茵 术 函 数 (multiplicative arithme- 
tic function) WIEM RAX (additive arithmetic func- 
tion) 组 成 ;它们 的 值 的 分 布 问题 是 概率 数论 的 研究 染 


E ([5]). 
参考 文献 
[1] BRunorpanos, H. M., Omosa TeopHE mcen, Ñ aan., M., 
1972 【中 详 本 : 维 详 格 拉 陀 大 ,数论 基础 , 商务 印 书馆 ， 
1952). 
[2] EBusgorpanos, H. M. , Meron TPurOHOMETPHeCKHX CyMM B 
TeODHH wen, M. , 1971. 
[3] Hua, L.- K., Abschatzungen von Exponentiaisummen 
und ihre Anwendung in der Zahlentheorie, Enzyklopaedw 
,der Mathematischen Wissenschafñien mit Finschluss ihrer 
Anwendungen, Vol. 1,1959, Hefl 13, Teil 1. (中 译本 : 
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版 社 ，1963 ) 

Chandrasekharan, K.. Arithmetical functions, Springer, 

1970. 

[3] Komoc, H. , BepomHOCIHPE METODMN B TEOpHH hoen, 2 
aaa. ,BanpHrec, 1962 ( RHEE: Kubilyws. 1., Probabilistic 
methods in the theory of numbers, Amer. Math. Sog., 
1964}. H. H Kmo ËE 
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【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Hardy, G. H. and Wright, E. M.. An mtroduction to 
the theory of numbers. Oxford Univ Press, 1979. 
Chap. lé. 
【译注 ] 
$x 
[BI] EFW, KP, ERRE, 1975. 
[B2] Elio, P. D. T. A.. Probabilistic number theory, 
I, D. Springer - Verlag, 1979. 1980. 
MRE 详 EGR 校 


NAS [arithmetic genus ; am 中 wereaamaii por] 

E (algebraic variety) 的 一 个 数值 不 变量 .对 
TOERKE -THES X， 如 果 它 的 不 可 约 分 支 
前 是 n 维 的 , EE H kIT, … T.J 的 齐 次 理想 1 定 
X, 则 算术 亏 格 (arithmetic genus) P(X) 通过 的 
Hilbert ZAR (Hilbert polynomial) @ (I, m) É % 8 
项 pU. 0, 用 下 列 公 式 表示 ; 


p| (X) = (~ lied. 0—1} 


jk q h üE 2 Jar F F. Severi([1]). 在 一 般 情 形 下 它 
等 价 于 以 下 定义 : 
p (A) = (XX, 0 y)— 1). 
这 里 
KX, Oa) = X(— 1) dim, H(X, C x) 
1=0 

是 艇 六 的 系数 在 结构 层 < 内 的 Euler 特征 标 . 在 这 种 
形式 下 算术 亏 格 的 定 史 可 应 用 到 任何 完全 代数 矶 ,并 鼎 


这 个 定 尽 也 表明 饭 ( 交 相对 于 忱 正 则 映射 的 不 变性 . 若 
X Ear hapa 86. E ll k= C 是 复数 域 , 则 


A-t 
Pa X) = Da, - (X). 
e70 


REg (X E. X F EjD PR k 形式 的 空间 的 维 数 , 当 
n=l, 2 时 ,这 样 的 定义 是 由 意大利 几何 学 派 结 出 的 ， 
例如 ,着 n=1, 则 pC 是 曲线 的 己 格 ; 着 n=2， 

p (X) = -q+p,, 
这 里 9 是 曲面 X Bj djEir WFE, p, E: X ñ5 JU IB] S 38 {ge- 


ometric genus). 
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对 于 正规 芽 广 上 的 除 子 D. O. Zariski (8 [1] ) Œ 
穴 虚 算术 三 格 (virtual arithmetic genus) pstD) 为 DD 
所 对 应 的 凝聚 层 cm) 的 Hilbert 多 项 式 的 常数 项 ， 
车 除了 于 DD 与 DD' 代数 等 欠 , 则 有 


PD) = pD). 


当 域 下 的 特征 为 零 时 ,算术 亏 格 是 观 有 理 不 变量 ; 
在 一 般 的 情形 下 ,目前 (1977) 仅 对 维 数 n 专 3 的 情形 得 
到 了 证 明 ， 
参考 文献 
[!) Baldassarri. M., Algebraic varieties, Springer, 1956. 
[2] Hirzebrch. F., Topologial methods in algebraic geo- 


thetry, Springer. 1978. 
H. B. nomasee 所 陈 志 杰 iW 


算术 群 [ arithmetic group ; apwhwerusecxas rpyona ] 
s < f 5 FD $k hh Q E É R WE E (linear 
algebraic group) G AI 38 E F P| RTR H : # fE Q 
上 的 有 理 忠 实 表 示 p: G — GL, (ARRI 
(representation theory)}), 使 得 p(H) 与 p (G)(YGLn., 
Z) 可 公 度 , Et Z Je W Sk F CHATT A, B 
称 为 可 公 度 的 ,如 果 4 门 召 在 4, 呈 中 皆 为 有 限 指数 ) ， 
于 是 这 个 条 件 对 信 上 任何 别 的 忠实 表示 也 满足 .更 一 
般 地 ,算术 群 是 定义 在 整体 域 (global field )k 上 的 代数 
E GÉ BE. CHR G H O ADRE Go 是 可 公 度 的 ,其 
HOEKIE. ARR H G 是 Gx HERT 
(discrete subgroup). 
ol G 一 G, ERARA kW EE EAR 
# HOGAR oE G 的 算术 群 ([1])}. 算术 群 这 名 
称 有 时 也 可 对 抽象 群 定 义 , 它 是 与 某 个 代数 群 的 算术 于 
群 同 构 的 群 。 神 如 , 设 上 是 代数 数 域 , 则 烙 Go G; 称 
HERE HA PG EH GAENE kRAS Q 而 得 
到 的 群 . 在 Le 群 论 中 ,G 的 实 点 群 的 算术 子 群 在 G, 
模 紧 的 正规 子 群 所 成 商 群 中 的 象 , 也 称 为 算术 群 ， 
参考 文献 
[i] Bordi, A., Ensembles fundarnentaux pour les groups 
anthmétiques et forme automorphes, Fac. Se. Paris, 
1967. 
[2] Borel, A and Harish - Chandra. , Arithmetic subgroups 
of algebraic eroupe, Ann. of Math., TS (1962). 485 一 
335. 
[3] Arithmetic groups and dscontinuous subgroups, Proc. 
Symp. Pue Math. . 9, Amer. Math. Sec. , 1966 
B. IL Tumon 摸 
【[ 补 注 】 [A1] 一 [A3] 是 有 用 的 附加 文献 . [A21 E 8 A+ 
群 论 的 初等 引 论 . 
A. Selberg 和 1. I. Pyatetskil - Shapiro 的 猜想 粗 
略 地 说 是 ， 对 于 多 数 半 单 Lie 群 , 有 有 限 余 体积 的 离散 
子 群 必然 是 算术 子 群 , G. A, Margulis 完全 解决 了 这 
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一 问题 ， 特 别 地 ， 他 证 实 了 问题 中 的 猜想 . 全 上 细节 可 参 
WARTE (discrete subgroup). 
参考 文献 
[A1] Borel, A., Arithmetic properties of lmear algebraic 
grou, m Proc. Intermat. Congres Mathematictans 
Stockholm, 1962, Uppsala, 1963, 10 — 22, 
[A2] Borel, A, Introduction aux groupes arithmėtques, 
Hermann, 1969. 
[53] Humphreys, J. E., Arithmetic groupe, SpGngeer, 
1980. AERE 许 以 起 校 


算术 平均 值 [arithmetic mean ;aper 中 weTreckne cpen- 
mej, RERE RPN 

若干 数 @ a,  , a, 之 和 除 志 它们 的 个 数 n 所 
Heia: 


_ G (t lu, 
n 


WPI 译 


(—Bt:) 335382] [arithmetic progression ; apsbmermieckas 
series of the first order) = 1 
一 个 数列 ， 其 中 每 一 项 都 可 由 相 邻 的 前 一 项 加 上 
某 个 固定 的 数 4 而 得 到 ; 数 4 称 为 这 个 数列 的 公关 (co- 
mmon difference}， 央 而 ， 和 鲜 个 (一 阶 ) 等 着 数列 具有 
FHEA: 
aalda+24..... 


其 中 - 般 项 是 
g, = a+(n -iki 


ABRERA — FE i J: 
üni Ta, 1 

2 
如 果 d >0， 则 数列 是 递增 的 ; WE d< 0. 则 数列 是 通 
AH. 最 简单 的 等 差 数 列 是 自然 数 序列 1. 2，… . 等 
莽 数 列 的 项 数 可 以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 ,如果 
一 个 等 差 数 列 具 有 nn 项 ， 则 它 的 和 可 按 下 列 公 式 来 计 
算 : 


q, = 


， (a, +a,)n 
— 
BREI AAFAA HERR — BS th E, BLS 
分 布 (distribution of prime numbers). 
SKM E 


算 杰 比 [arithmetic proportion ; apabmermeckag nponop- 
LLB 


形式 为 a-b = cd 


的 等 式 ， 其 中 a, h, c, d P SPA 3, 算术 比 亦 称 莽 
tE (difference proportion) . Kam k iÉ 


算术 根 [ arithmetic root ; apk 中 Meririeckgi Kupem,], r 次 
ARRI ARB (arithmetical value of the n-th root), 


* 6 k "=" n =“ 


PENR, EJ n Kh Ta WEEE -个 
T Sk 6 8 W: y R RJ 8 ES. 则 指 的 是 实数 域 中 
main of the rcal numbers); $ -方面 ,如 上 内 考虑 nn 次 
方 根 的 所 有 n AiR, 则 指 的 其 复数 域 中 根 的 值 ( values 


of the root in the domain of the complex numbers). 
张 鸿 林 Ë: 


等 差 数 到 [arithmetic series; apadMeTHieckni pm], 
m Br) 
H m £ Ti K 


PIX) = a taxt tto Ta, A, 


当 变 量 x 相继 取 非 负 整 数 (x=0，1, 2，… } 时 所 得 之 值 
构成 的 数列 ， 刘 果 闫 =1， 即 ptx)=ow+qix， 则 得 到 首 
项 为 a. 2263 a, HFAA. 如 时 p[(x)= x° sk po) 
=x, 则 得 到 整数 的 平方 或 立 记 的 数列 ， 即 一 阶 或 三 
阶 等 善 数列 的 特 屿 情况 ， 如 盯 求 出 等 差 数 列 相 邻 两 项 
之 莽 (一 阶 莽 ) 的 数列 ， 然 后 再 由 所 得 数列 求 出 相 分 两 
项 之 差 ( 二 阶 差 ) 的 数列 ， 再 由 二 阶 差 的 数列 求 出 三 阶 
FHAA, mE, EIA mÆ, WARA m 
阶 差 彼此 相等 ， 反 之 ， 如 果 对 革 个 数列 来 说 ， 它 的 严 
阶 差 都 相等 ， 则 这 个 数列 是 m 阶 数列 ， 利 用 这 个 性 
质 , 可 以 由 各 阶 差 的 数列 来 构造 相应 的 等 差 数 列 ， 人 后 
如 ， 可 以 把 数列 1，1，1，… ， 看 成 自然 数 数 列 i. 2, 
3，… 的 一 阶 差 ; 看 成 二 角形 数 (triangular num- 
bers) 数 列 1, 3, 6, 10, … 的 二 阶 差 ; 看 成 四 面体 数 (tetra- 
hedral numbers) 数 列 1, 4, 10, 20, > 的 三 阶 差 ， 
等 等 . 这些 数 之 所 以 这 样 称呼 ， 是 由 于 三 角形 数 表 志 
排 成 三 龟 形 形式 的 小 球 的 个 数 { 图 1}， 四 面体 数 表示 
排 成 四 面 林 形 形式 的 小 球 的 个 数 {图 2)， = 角形 数 由 


公式 
a 
ə oo oo ə 史 发 
图 | 图 2 
来 表示 ， 而 四 面体 数 则 由 公式 
2 poin.. 


来 表示 . 大 角形 数 (k - gonal numbers) 或 形 数 (figura- 


te numibers) 是 三 角形 数 的 推广 ， 它 们 在 算术 发 展 的 各 
阶段 起 着 重要 作用 . 上 角形 数 由 下 到 公式 来 表示 


ntik- 22 n = 1, 2. 


aoo a Ca 
oo ooe ep oe 
% -2 @ e @ >e 99t 
! 2 g 了 5 i5 
图 3 图 4 


它们 构成 一 个 二 阶 等 差 数 列 ， 首 项 为 $ -项 为 上 
二 阶 差 为 上 2， 如 果 天 =3， 出 得 到 三 角形 数 :; 如 果 
k 二 4， 则 得 到 正方 形 数 (n”)， 如 果 上 =5， 则 得 到 五 角 
形 数 (3m: 一 n) 12, 等 等 这些 名 称 的 由 来 可 以 从 图 3 
和 图 4 看 清 ， 其 中 排 成 正方 形 和 五 角形 形 蕊 的 小 球 的 
个 数 由 相应 的 正方 形 数 和 五 前 形 数 来 表示 .， 形 数 满足 
P. Fermat FEB. A. L. Cauchy 首先 证 明 的 下 述 定 
理 :任何 自然 数 都 能 表 术 为 不 案 于 天 个 天 朋 形 数 之 和 ， 
参考 文献 
[1] Waerden, B. L. van der, Algebra, 1-2, Springer, 
1967-1971( 中 译本 : B. L PWET. EAE, I 
1963, H 1976). 


[2] Apagonm, F. B., Teopermsecxas CpubucruKa, 2 H30., 
M. .1939 . BCD?-2 EmA W 


算术 空间 farithetic space ; apapmhemsemoe TIPOcTPamL- 
erae] ， 数 空间 (number space), 坐标 空 i (coordinate 
spa), 实 nn 空间 {real n- space) 

实数 集 民 的 Descartes 8 R", RA REAIS H 
的 结构 ， 这 里 ， 加 法 运算 定义 为 : 


[ xa) + (x1, X) = {XXa a Xa Ex, ): 


与 数 入 Ee R ñ 31k E 2 J: 
LT ...X5) = (Ax, orao Ax, ). 


R'r hj 463E ERA n 数组 的 直 积 的 拓扑 它 的 基 是 
hF n 维 平行 六 面体 (n- dimensional parallelepipe- 
da) ¿ 

I = {ER a a hb, =l... nh. 


构成 的 ， 其 中 数 a, °. a Ab, oo b, 是 给 定 
的 . 


En 空间 Rr" 也 是 一 个 赋 范 空间 ， 其 范 数 是 


和 = Vt 


B x=(x, ta xE 有、 同时 也 是 一 个 Eudid 2 


间 , 其 内 积 是 P 
Cx, y? =EN. 
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其 中 Xx=(x U, x,), VEO U y) € R". 


H. B. Jonasen 82 张 鸿 林 PF 


算术 三 角形 [arithmetic triangle; apmpmermeatä Tpey- 
couteHEK | 
同 Pascal 三 角形 (Pascal triangle). 


算术 平均 求 和 法 [arithmetical averages, summation me- 
thod of; open ap 中 Mermiecan METOI C7MMHDOeaae | 
级 数 和 数列 的 求 和 法 之 一 . 级 数 
Z“ 
按 算术 平均 法 是 可 和 的 (surnmable by the method 
of arithmetical averages), EA s. 如 果 
. 8 十 ts 
lim -一 一 -一 一 =y, 
nox n+l 
其 中 s=) ua. 在 这 种 情况 下 ， 亦 称 序列 {fsj 可 用 算 
术 平 均 法 求 和 而 得 到 极限 s， 算 术 平 均 求 和 法 亦 称 一 阶 Ce- 
siro 求 和 法 (Ceshro summation methods). # A F 
均 求 和 法 是 完全 正则 的 (网 正则 求 和 法 (regular sum- 
mation methods)) 和 迁移 的 ( 见 求 和 法 的 迁移 性 (tran- 
slativity of a summation method)). 
参考 文献 
Li] Hardy, G. H. , Divergent series, Clarendon, 1949. 

H. H. Bongos Ë 
GEI 存 英文 文献 中 有 时 用 “arithmetical means” 
一 词 代 得"arithrnetical averages” (W ([ A 1]), P “sum- 
mability” -it # “summation”: summability me- 
thod. 
参考 文献 


[A1] Cooke, R.G , Infinite matrices and sequence spaces, 
Macmillan, 1950, 张 鸿 林 PE 


算术 化 [arithmetization ; apa 中 wert3auaa1] 

用 于 数理 人 运 辑 的 一 个 方法 ， 它 以 甘于 自然 数 的 推 
导 过 程 代 赫 关 于 某 个 最 辑 数学 语言 的 表达 式 的 推导 过 
程 ， 为 此 这 个 代 昔 要 用 某 一 充分 简单 的 (所 考虑 的 语言 
的 字母 雪上 ) 一 切 字 的 集合 到 自然 数 序 列 内 的 一 一 颈 射 
来 构造 ,一 个 字 的 象 称 为 它 的 配 数 (number). F E 
的 诸 关系 和 字 上 定 文 的 诸 和 运算 用 此 映射 被 转换 为 自然 
数 间 的 关系 和 自然 数 上 定义 的 运算 . 一 “充分 简单 " 映 
射 之 必要 是 因为 要 得 出 以 下 事实 : 某 些 基 本 关系 (例如 
把 一 个 字 嵌 人 (imbedqging)y 另 一 个 字 的 关系 等 等 ) 和 某 
些 运算 ( 僚 字 的 联接 运算 壬 等 被 转换 为 有 一 简单 算法 
特征 { 例 如 原始 递归 ) 的 关系 和 运算 . 特别 地 ， 车 在 所 
考虑 的 语言 的 表达 式 里 有 某 个 可 计算 函数 族 的 程序 [ 见 
可 计算 函数 (ecomputable function))， 算 术 化 可 自然 地 
引出 些 族 的 校 举 {在 其 中 可 以 取 每 个 函数 的 程序 的 配 数 
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AARM). 

第 一 -个 算术 化 是 长. Gidel 在 拱 式 算术 不 完全 性 证 
明 中 构造 的 { 见 Godel 不 完全 性 定理 (Gidel incomple- 
teness theorem)). 更 确切 地 说 ，Gidel 把 字母 表 的 字 
母 对 应 上 上 某 些 两 两 不 同 的 自然 数 ， 然 后 对 字 二 …t 对 
应 配 数 2…p“， 基 中 为 字 二 对 应 的 配 数 ， 且 p, 是 
自然 数 序列 中 第 i 个 素数 ， 如 此 校 举 称 为 Godel 校 举 
(Gödel enumeration) .在 一 广泛 意义 下 每 个 由 算术 化 
产生 的 字 的 要 举 称 为 Gödel 校 举 且 对 应 于 一 字 的 配 数 
称 为 它 的 Gödel 配 数 (Gëdel number). 

1936 年，A.Church 用 算术 化 得 到 算术 的 不 可 解 
算法 问题 的 第 一 个 例子 ， 

{在 短语 “分 析 的 算术 化 "中 ) “算术 化 "一 - 词 在 关于 
数学 基础 的 文献 中 也 用 来 表示 19 世纪 实数 理论 的 产 
生 ， 这 一 理论 是 用 集合 论 的 构 道 法 从 自然 数 开始 逐步 
建立 起 来 的 ， 
参考 立 献 

[1] Gödel, K. ,Ueber formal unentscheidbare Sätze der Prin- 
capia Mathematica und verwandter System I, Monatsh. 
Math. Physik, 38 (1931), 178 — 198. 

[2] Church, A. , An unsolvable problem of elementary nurn- 
ber theory, Amer. J. Math. , 58 (1936), 345 — 363. 

[3] Kleene, S. C. , Introduction to metamathematks, Nor- 
th - Holland, 1951 (FÆ: S. C. wt, 元 数学 导论 ， 
科学 出 版 社 ， 上 册 1984, Ft 1985). 

B. A Yown £ 
【 补 注 】 
参考 文献 
`[A1] Smorinsky, C., The incompleteness theorem, in J Bar 
wise (ed.: Handbook of matbematical logic, Nor- 
th - Holland, 1977, 821 — 866. 杨 东 屏 译 


排列 [arrangement 或 permutation ; pa3wMetneume ] 

Mm 个 元 率 中 取 n 个 元 家 的 可 重复 (with repeti- 
tions) 排 列 是 某 个 集合 4= fa 中 元 素 的 一 个 有 
EFA T=) MEA ERA, Ma FF 
为 一 个 不 重复 排列 (without repetitions }. J m PILP 
E n TERHERNE m, MEARAN 
R (m),=m fm 一 1) (m —n + 1). 

一 个 排列 可 以 看 作 定义 在 Z,={1 ,…,n} 上 并 在 4 
中 取 慎 的 一 个 孙 数 p= n). A B) ú £ 
通常 称 作 方 格 Coll) (Æ (urns)), 而 Z, 的 元 素 则 称 为 
粒子 (particles) (823Ë (balls)); 规定 了 各 粒子 放 作 各 
方 格 的 放 法 ， 如 果 说 到 不 可 办 的 粒子 或 方 格 ， 则 意味 
者 考 虑 的 是 排列 的 并 (qlasses of arrangements). 这样 
一 来 ， 如 果 记 有 痔 子 都 不 可 姆 ， 则 分 别 由 画 数 o Ry 
定义 的 两 个 排列 属于 铅 一 类 ， 当 且 仅 当 有 Z, 的 一 个 置 
Ho. 使 得 p(o(k)= hp (k) tB i kez, 成 立 , 在 这 种 情 


ETARTE REEE n 4 Á B) Bt b + jk A 
m AARIS, MEA m uu PE n T >x 
素 并 允许 重复 的 组 台数 ( 见 组 合 (combination)]. 

旭 果 说 所 有 方 格 都 不 可 准 ， 则 意味 着 排列 的 分 类 使 
rp | H P8 39 o FI k Sq W BB F HE] R F E 228, 5 B u 
当 有 4 的 一 个 置换 r, 使 得 r(0 (k= p(k) 对 每 个 EZ 
成 要， 在 这 种 情形 下 ,把 nn 个 不 辣 粒 子 破 入 m 个 不 可 岁 
HEERSER E L Sak, REH Se, k) 
是 第 二 类 Stirling 数 (Stirling number of the second 
kind): 

Sin, k) = Sin—l.k—D+kSín—l, k) $0,0) = I, 


0 ,对 大 > 二 A k50, n20. 


Sin k) ` 


如 果 粒 于 和 方 格 都 不 可 准 ， 则 得 到 把 +E 
子 放 入 mm 个 同样 方 格 的 排列 ; 这 样 的 排列 数 是 
"ip, 人 ,这 里 p, 公 是 把 mn 分 拆 成 k 个 自然 数 之 和 的 
分 拆 个 数 ， 还 可 以 考虑 排列 的 其 他 分 类 ， 例 如 当 上 述 
置换 和. NUR S n Km 次 对 称 群 的 子 群 时 ,就 
能 给 出 排列 的 一 种 分 类 ,( 这 种 以 及 其 他 推广 可 在 人 1 , 它 ] 
中 找到 .) “排列 ”的 同 涉 词 有 " n 排 列 (n - permutation)” 
和 "总 体 的 有 序 n 样本 ( ordered #- sample of a popu- 
lation)". “ 
参考 文献 
[tf Camoa, B. H., KOMÕMHATOpPHbE METOM ITHKPETHE 虱 
MATEMATAKH, hi.,1977. 
[2] Riordan, J.. An introduction to combinatorial analysis, 
Wiley, 1958. B. M. Mmen EE 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Comtet, L., Advanced combinatoriss, Reidel, 1977 ( 中 
译本 :上 -Comtet ， 高 等 组 全 分 析 ， 大 连理 工大 学 出 版 
k, 1991). * FHE 钟 EË 


Artin 群 [Artinian group; Aprmmopa rpymaa], TES 
极 小 条 件 的 群 【 group with the minimum condition 


F w " 4. ` . 


>. . a * a p o 


descending chain condition ) 

各 子 群 的 任何 降 链 必 在 有 限 步 后 终止 的 群 Artin 
群 是 局 期 群 , 它 的 结构 问题 闭 重 在 具有 有 限 真 于 群 的 
无 限 群 的 Schmidt 问题 (3]) 和 极 小 性 问题 (minimality 
problem): Artin 群 是 否 为 Abel 群 的 有 限 扩 张 ? 对 于 
ARTER ([1]) 和 局 部 有 限 群 ([3], [4]) 、 这 两 个 问 
题 都 已 解决 . 


参考 文献 
[1] Wepuxos, C. H. , < Mamm. oS. $, 7( 1940). 1, 35— 
64. 
[2] epuose. C. H., < Yor matem. Hayr 5, 14 (1959), 
5, 45 — 96 


[3] Kapranonos, M. H., € Ch. mamm. w. 2. 4 (19635. 

1. 232- 235. - 

[4] Iyaxos, B. I ,Amefpa uú sGxoragka?>, 9 {1970}, 2 ， 

220 一 248【 英 译本 : Shunkov, V P.. On the minimality 

Property For loçally finite groups, digebra and Logic, 9 

{1970), 2, 137—151). B. IU IHlyuzos Ë$ 

[ 补 注 】 Schmidt 问题 (Schmidt problem) XER 
述 为 :在 什么 条 件 下 ,一 个 无 限 群 有 真 无 限 十 群 ? 

参考 立 献 
[AI] Kegel, O. H. and Wehrfritz, B. V.. Locality finite 
groups, North - Holand, 1973. 
石生 明 译 . YAH E 


Artin 模 [ Artinian module ; ApTimon MoOLy2I | 
满足 子 模 降 链 杀 件 的 模 ，Artin 模 的 类 在 取 子 模 . 
Éq. 有 限 直 和 及 扩张 下 都 是 封闭 的 . 所 请 在 扩张 下 封 
HASE WE BA A/B E Artin 模 , 则 4 也 是 
Artin 模 .每 个 Artin 模 郁 可 以 分 解 为 - 些 子 异 的 直 和 ， 
而 这 些 了 模 不 能 再 进行 直 和 分 解 了 . 一 个 模 有 具有 合成 
模 列 , 当 且 促 当 它 是 Artin # [B] B? V.E: Noether $. 亦 
J Arin 环 {Artinian ring). JL A. Cxopnswom #Z 
HME] 
#Etk 
[AI] Faith, C., Algebra: rings modules and categories, 
1, Springer, 1973. 
[52] Faith, C., Algebra H: ring theory, Springer, 1976. 
赵 春 来 Ps 


Artin 环 [ Artinian ring ; aprutopo komao]. +; Artin 环 
(right Artinian ring) : 

满足 右 理 想 极 小 条 件 的 环 , 即 尾 意 右 理 想 的 非 空 集 
ñ 村 在 包含 关系 给 出 的 偏 序 之 下 总 有 极 小 元 素 {[]]} 
—M 中 的 不 严格 包含 古 中 任 柯 右 理 想 的 右 理 想 . Hi 
话说 , Artin 环 是 这 样 的 环 : 它 作 为 自身 上 的 模 是 右 Artin 
模 (Artinian module). — PIF A R: Artin +P 4 H {2 
当 它 满 足 右 理 想 降 链条 件 , 即 对 任意 的 右 理 想 的 下 降序 
列 B2B 27, Hf B A k m, Wi p =B.., 
三 .类 极地 可 以 定义 Æ Artin 是 (left Artinian 
ring). 

每 个 有 单位 元 的 结合 的 Artin 环 都 是 Noether 环 
(Noetherian ring). 域 上 的 任何 有 限 维 代数 者 是 Artin 
环 , 对 于 交错 环 美 中 的 Artin 环 ,特别 是 结 人 台 环 类 中 的 
Artin 环 的 性 质 进行 过 最 充分 的 研究 ( 见 实 错 环 与 交错 
代数 (alternative rings and algebras) ; 结合 环 与 结合 
代数 (associative rings and alpebras)), 结合 的 Artin 
环 的 Jacobson H (Jacobson radical) E SE 00 3 H law 
#OP SU MOEEBR FFA 是 单 的 结合 的 Artin 环 , H 
仅 当 它 辣 移 于 某 个 结合 的 体 上 的 阶 为 菜 有 限 数 的 所 有 
矩阵 构成 的 环 ， 在 交错 环 类 中 ,任何 单 的 Artin 环 或 是 
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结合 的 ,或 昆 它 的 中 心 上 的 Cayley - Dickson 代数 (Cay- 
ley - Dickson algcebra). 此 时 , 这 个 中 心中 一 个 域 . 
对 Jacobson 根 为 零 的 结合 的 Artin 环 的 结构 已 有 刻画 
定理 [ 见 半 半 环 (semi -simple ring))， 此 定理 在 交 
错 环 的 情形 有 其 入 化 形式 ， 对 于 具有 非 寄 的 Jacobson ， 
根 的 结合 环 口 经 发 展 了 相当 上 先进 的 结构 理论 ([]], [2]). 若 
十 类 型 的 Artin 环 一 一 拟 Frobenius SK (quasi - Frobe - 
nius ring), 单列 环 (uniserial ring) ,平衡 环 (balanced 
ring -— ERAMA ZIF. 
参考 文献 
[1] Artin, E., Nesbitt, C. J. and Thrall, R. M.. Ring 
wth minimum condition, Univ. Michigan Press, 
Ann. Arbor, 1946. 
[21] Jacobson. N., Structure of rings, Amer. Math. Soc. . 
1956. 


[3] Hrom Ha Anre6pa, Tomomorma.  Teowerpra, 
1965, M., 1967, 133—180. 
[4] Hrom naya. Arre6pa Tononorna. Teomerpua, 


1968, M , 1970, 9 — 56. K. A. XKenmagkop #8 
LME 
参考 文献 
[AI] Faith, C., Algebra: rings, modules and categories, 
], Springer,- 1973. 
[A2] Faith, C., Algebra I:ring theory, Springer, 1976. 
AE Z 


Arzelà - Ascoli 定理 [Arzela - Ascoli theorem ; Apne- 
ÅCKOIH Teopema | 

一 些 定理 的 名 称 , 这 些 定 理 说 明 一 个 连续 函数 列 的 
极限 是 连续 函数 的 条 件 .一 个 这 样 的 条 件 是 该 序列 的 
拆 一 致 收 敏 性 【quasi -uniform convergence), 


参考 文献 
[1] Arzelà, C., Mem. Acecad. Sci. Bologna (5), S (1893), 
225- 244. 


[2] Ascoli, G., Rend. Accad. Lincei, 18 (1883), 521—586. 
IL C. Anekcaunpop IE 
{ 补 注 ] 


参考 文献 
[A1] Dunford, N. and Schwartz, J. T., Linear operators, 
General theory, 1, Iterscšence , 1958. FEM TE 


Arzelà TF32 [ Arzelà variation ; Apuca Bapguauma | 
多 元 函数 的 -种 数值 特征 ,可 以 被 看 成 一 元 函数 的 
Æ (variation of a 和 nction) 在 多 维 情形 的 相应 推 
F. É fi) fü. e, x,) 是 定义 在 n ATHE Bl SK 
D.=[a b, ]x x[a,8b,](n=2,3,…) 上 的 实 什 
函数 ，G, 为 所 有 连续 的 向 量 函 数 (2)= (x (O, …， 
x (t (O<: < DAE, 其 中 每 个 函数 x 在 [0 ,1] 
上 非 减 是 x On, x, (1)=b, (k=1, 2, “ n). 令 


236 ASSERTION 
AQ. Da) = sup sup | xü, At l. 
arb, ll ,1 


其 中 划一 [0 一 有 < 0< 总 大寺 为 [0,1] 的 任意 一 个 
分 划 ， 此 定 多 的 n=2 的 情形 由 己 . Arzeluaf[l], 也 见 
[2], Pp.543) 提 出 . FF AU, D)e, W S E p. 上 民有 
AARD Arzela 灾 差 ,并 记 所 有 这 种 站 数组 成 的 
类 为 4(D,)， 函数 f(x... x.) B F ADO HAEA 
HFEFER 种 分 解 f= fi—f., 其 中 f "3 了 ;者 是 D, 
LAHIR ERMAN. 函数 f E D LE IER. E 8 


P. | = FT 


xa <x < ED, (k=, nE. ANE AD) 
B & D. EH Ai % Hardy 变 差 (Hardy variation) i 
HE. 


参考 文献 
[1] Arzelà, C.. Rend Arad. Sci. Bologna. 9 (1905) 2, 
100 —107. 
[2] Hahn, H., Theorie der reellen Funktionen, 1. Springer, 
1921. B H. lonym Æ CHE EE 


W É [assertion ; cyxsçheuue } ， 命题 (proposition sẹ state- 
ment ), (断言 HE ((assertive) sentence ) 
一 个 由 其 意义 可 断定 其 真 假 的 陈述 语句 ， 在 狭义 
让， 数理 好 辑 中 把 它 理解 为 雇 辑 -数学 语言 的 一 个 闭 
公式 ,并且 由 其 语言 的 语 兴 (semantics ?可 以 断定 其 真 
E.. 
于 是 公理 集合 论 中 的 各 种 数学 命 昨 ， 例 如 选择 公 
等 都 能 写成 公式 的 形式 ; 根据 通常 的 语文 法 则 ， 这 个 
公式 就 表示 了 命 顾 所 包含 的 内 容 , 但 这 决 不 意味 着 存 
在 一 个 识别 语言 中 命题 的 真 假 的 方法 .向 是 ,语义 学 本 身 
并 未 充分 发 展 ,或 可 以 提供 在 解决 某 旦 断 吝 真 息 的 癌 
题 付 会 遇 到 的 基本 困难 , 在 一 个 理论 的 框架 内, 某 些 断 
言 的 不 可 解 性 是 由 形式 化 方法 {名 nmalization method } BI 
明 的 { 司 如 见 公理 第 合 论 (axiomatic set theory)). 
A T. Jparanm 所 NEME FRH 


EHAR [associated function ;accouwssonaaaaq Qy AKNS | , 


E 2 Z) 
HE NEA eA h T+ — 4 El s 8 Sk: F (2) k: 3: 
Fhh 4305 8. Hm, wR 


A= Sach 


koi 


E- JO 0K5S 3, im 
Fiz) = Do 
k Ü 


RB] E 0 SOS 3k, HP b 20 (k20), MJ 


AU ue 
yG) = Xr H 
b, 
EB By 8 k FG) W AE T SOMEY A RRRAHH 
BRERA z> R Fd. Bit, E g z) 可 以 
通过 y(z) 由 公式 

fu) = 二 f ynrend 

-R 


Im, R, 


来 表示 . 特别 是 ， 如 果 
fo) A 
足 指 数 型 的 整 函 数 ， 而 F(z)=e', W 


yiz) = Saz ik +i 
k Ù 
是 rD B) Borel ER Borel - associated function} 
(RL Borel Æ$% {Borel transform) }. 
A. 中 .JIeommea # 张 鸿 林 译 


EEN A [associative calculus; arcouruarunmoe ccneaMe| 

一 个 赋 与 一 非常 确定 的 类 型 的 ， 特 别 是 适合 详细 
涪 明 的 有 并 表示 的 结合 系统 ( 半 群 (semi - group) ?的 演 
算 tcalculus) HAR. 结合 演算 一 词 是 由 AAA Mapros 
引进 的 ， 他 也 发 展 了 结合 演算 的 埋 论 ([2]). 

任何 结合 演算 外 可 大 详细 说 明 某 个 字母 囊 {alph- 
abeh 4 及 4 上 关系 一 一 字母 表 4 中 的 字 {(word) 对 的 
有 穷 表 9 来 定义 ,组 成 关系 的 字 通 常 称 为 它 的 部 
分 一 一 左 部 分 和 右 部 分 4 中字 上 的 og 允许 运算 
{a- permissible operation) Ë: z 中 任何 关系 的 一 部 分 
的 代 人 ， 其 中 用 同 在 关系 的 其 他 部 分 来 戏 人 和 时 中 的 一 
个 字 (LK NSE (imbedded word)) .一 个 结合 演算 由 是 
HA PERF 中 开始 , 实行 一 系列 允许 运算 的 过 程 . 
称 … 切 如 此 得 来 的 字 台 {包括 初始 宇 本 身 ) 在 结合 
WOX FENT P (C NS: PUO) 对 任意 结合 演算 N, 
XE 是 自 反 , 对 栎 和 传递 的 . Esh H % PUER 
M RUSu SH: PRUJOS. IE, 就 可 能 以 -一 种 自 类 
的 方式 对 每 个 结合 演算 Y 指定 一 有 穷 表示 结合 系统 K. 
K, 的 元 素 是 4 中 字 的 等 价 类 ， 环 的 式 法 运算 是 由 4 中 
字 的 联接 运算 导出 的 . 这 样 构造 的 结 台 系统 外 和 将 有 -- 
单位 元 (由 空 字 表 头 的 元 素 );， 丙 的 由 字母 表 4 的 字母 
表示 的 元 素 将 组 成 K 的 生成 元 系 ， 其 中 关系 5g 的 表 在 
W F 8 X F3R25 下 的 这 些 生成 匹 间 的 关系 的 一 个 完全 
£, W S PAQ SURE K 020 3 fE K, 中 等 司 ， 当 
且 仅 当 严 和 中 在 六 中 等 价 ， 所 以 K, PERESS fi 
归 约 为 所 中 字 是 否 等 价 的 问题 由 此 可 知 研 究 竹 克 结 
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AWAY 中 判定 字 的 等 价 问 题 的 算法 问题 (algonithmic 
problem) 的 可 能 性 的 重要 性 ， 这 个 问题 首先 昆 由 A. 
Thue 陈述 的 ([1]》: 对 任意 结合 演算 J 构造 一 个 算法 ， 
它 对 此 结合 演算 字母 表 的 任何 字 对 可 在 有 穷 步 内 决定 这 
两 个 字 存 % 中 是 否 等 价 ， 在 代数 解释 中 这 问题 是 结 人 台 
系统 所 的 等 同 问题 .Thue 只 对 少数 特例 成 切 地 解决 
了 这 个 问题 ，(30 年 代 及 其 后 ) 在 这 个 问题 的 现代 解释 
中 它 的 算法 是 在 茶 种 确切 的 字 的 意义 下 来 才 求 的 ， 如 
-个 部 分 递归 茵 数 (partial recursive function), -个 
Turing 机 (Turing machine) 或 一 个 正规 算法 (normal 
algorithm). 车 特 一 问题 按 现 心 方式 陈述 ， 那 么 导 找 
不 存在 如 此 算法 的 特定 结合 演算 就 变 上 成 有 意义 的 了 ， 
Mapsog ([3]) A E. L. Post ([4]) 各 自 独立 地 构造 子 不 可 
解 的 结合 运算 (unsolvable associative calculi), BD V, 
知 其 字 的 等 件 问 题 不 可 解 的 结合 演算 这些 结果 给 出 
现代 形式 下 Thue 问题 的 否定 解 ， 于 是 人 人 们 接受 Chur- 
ch ÈM (Church thesis) 或 对 其 他 与 递归 函数 等 价 的 算 
法 桥 念 更 精确 定 兴 的 论题 ， 那 么 他 们 就 必须 承认 原来 
形式 的 Thue 向 题 对 基 些 具体 的 结合 演算 有 否定 解 . 
Mapgoas 和 Post 最 初 构造 的 例子 医 常 复 淋 ， 其 后 
给 出 了 更 简单 的 不 可 解 结合 演算 的 便于 例如， 它们 
之 中 包括 一 个 有 七 个 非常 简单 美 系 的 结合 演算 ([5]). 
以 及 具有 三 个 如 此 关系 的 结合 演算 ([6D)， 对 中 有 一 个 
美 系 的 辣 合演 算 的 情况 ，Thue 和 何 感 儿 乎 完全 被 解决 
{[7]). 
共和 们 用 自然 的 方式 定义 了 一 结合 演算 到 另 一 结合 
演算 内 或 到 另 一 结合 演算 上 的 同 构 {jsomorphism) 
ED. 在 代数 观点 下 , 具有 特殊 兴趣 的 是 在 同 构 变换 下 
不 变 的 结合 演算 的 性 质 的 研究 ; 它们 是 抽象 结合 系统 
的 性 质 ，Mapxos 在 自己 关于 判定 结合 演算 的 等 价 问 
题 研究 的 基础 上 在 [2] 中 得 到 个 非常 .- 般 的 结果 , U 
差不多 对 当时 研究 的 结合 演算 基本 分 类 的 - 切 算 法 问 
题 给 出 了 否定 解 . 特别 地 ,他 证 明了 : 车 了 是 一 个 结合 
演算 的 阿 构 和 不 变 性质 ， 存 在 唯 -- 的 有 性 质 了 工 的 铺 合 
算 , 且 也 存在 一 结合 演算 不 包含 在 任何 有 性 质 工 的 结合 
演算 之 中 ， 那 么 对 任何 有 禾 于 三 个 字 母 的 字 董 表 ， 在 
结合 演算 中 判定 哪个 具有 性 质 了 的 算法 问题 不 可 解 . 
由 此 立即 可 知 对 任何 多 于 三 个 字 蔷 的 字母 表 ， 和 判定 结 
合演 算 礁 - -性 ， 判 定 一 结合 算法 有 穷 性 ， 判 定 一 结合 
演算 的 半 群 的 特征 标 ， 莘 定 群 - 结合 演算 中 的 包含 ， 
判定 一 对 结合 演算 是 否 同 徇 等 问题 是 不 可 解 的 ， 由 些 
证 明了 同 构 结合 演算 对 集 是 递归 亲 核 举 的 ([8]). 这 里 
用 的 方法 也 可 以 证 明 一 系列 结合 演算 不 变性 质 的 递归 
可 校 举 性 ， 
$ x a 
[LA] Thue, A. , Probieme über Veränderungen ven Zeichen- 
reihen nach gegebener Regeln, Kra. Vidensk. Selsk. 
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Shrifier, L Mat. Nat. Ki , 1914, 16. 

[LB] The, A Probleme über Veränderungen von Zeichen- 
reihen nach gegebener Regem, in Selected Math. 
Paper, Univ. Forlagot, Oslo, 1977, 493 — 524. 

[2] Mapxop, A A.. Teopma arropuhuon,, M. , 1954 {中 译 
k; À A DERA, WHE, PEHE. A 1959. 
FË 1960). 

[3] Mapkog, A À. ,&Ao AH OCCP >, 55 (1947). 7, 
587 — 590. 

[4] Post, E. L., Recursive unsolvability of a problem of 
The, J. Symbolic Logie, 12 (1947). 1, 1-11. 

[51 Menm, T. C. , < or, AH CCCP2, 107 (1956), 3, 
370-371. 

[5] Mamam, O B., «Horn. AH COCP $, 173 (1967). 
6, 1264 一 1266. 

[7] Anma,C. H. , < Tp. MareM, un - ra AH COCP»》, 85 
(1986), 1-123. ` 

[8] Harop, H M. , Z. Math. Logik und Grund! Math. , 
6 (1960), 319 — 324, H M Harp #Ë 

GREI “结合 演算 " (associative calculus) 一 词 似乎 只 
限于 在 俄 文 文献 中 使 腹 ; 西方 常用 “Thue 系统 "(Thue 
system) — i, Thue 系统 及 有 关 组 合 判定 问题 的 说 
明 ， 见 从 1], 第 6 章 ; 或 [A2]. 
参考 文献 
[A1] Davis, M. , Computability and unsolvability, MeG raw- 
Hill, 1958 【中 译本 : -M. W. 可 计算 性 与 不 可 
解 性 ， 北 京 大 学 出 版 社 ，1984). 
[A2] Davis, M. ,Unsolvable problems, in J. Barwise (ed), 
Handbook of Mathematical lioc, North- Holland, 
1977, 567 — 594. HEE 泽 


结合 环 与 结 宫 代数 [associative rings and algebras ; aec- 
OURATHEHLIC KOALA H MireGpel] 

有 适合 结合 律 的 葬 法 的 环 与 代数 ， 即 有 两 个 二 
DER: 加 法 “+ "与 池 法 ”*“" 的 集合 ， 关 于 加 法 作 
R Abel Ri, < TREERE. HI jE m E R 
(E.O YS t. 进一步 地 , 一 个 结 人 台 代 数 应 当 是 一 
个 固定 域 忆 上 的 向 量 空 间 ， 而 县 乘法 与 由 域 中 元 隶 
相 乘 在 下 述 意 尽 下 是 相 容 的 : 对 任意 xE 开 及 代数 中 
RARE a, b, z (ab)= (aa)b= a(b). 

结合 环 与 结合 代数 的 首要 例子 是 数 环 与 数 域 
(复数 域 及 其 子 环 ) SHARE, WEER S 
函数 域 . 结合 环 与 关 合 代数 的 理论 在 二 十 世纪 初 已 
发 展 成 为 代数 学 的 一 个 独立 分 支 . 这 一 理论 与 数 掌 
的 许多 领域 相关 ， 特 别 是 代数 几何 与 代数 数论 { 交 
接 环 )、 泛 函 分 析 (交换 赋 范 环 、 等 子 环 与 本 数 环 小 
拓扑 {拓扑 空间 上 的 连续 函数 环 ) ， 域 论 . 交换 环 理 
论 (WE (field). Z $% SK (commutative ring), JF 
I. ZEE + br commutative algebra) ) , 以 及 结合 代数 
的 表示 理论 已 经 成 为 铺 合 环 与 结合 代数 理论 的 独立 
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分 支 . 补 扑 坏 与 除 环 理论 形 成 了 拓扑 代数 (topolbgical 
alpebra) 的 一 部 分 . 

结合 环 与 结合 代数 理论 的 经 典 部 分 由 有 限 维 结 
合 忙 数 的 理论 ([2]) 构 战 . 该 理论 的 主要 结 休 是 : 域 下 
上 上 有限 维 单 结合 代数 { 即 ， 无 真理 想 ) 吓 一 个 在 F 上 
是 有 有 有限 维 的 除 环 寺 的 全 入 阵 代数 ，(Wedderburm 
定 埋 (Wedderburn theorem}; # ñF X 3 BJ MR L WJ 


有 限 维 结合 代数 (甚至 更 - 般 地 , 可 分 的 有 限 维 结合 代 
数 ) 是 其 根 玫 即 极 大 罕 零 韩 想 ) 与 一 个 半音 1 即 根 为 零 ) 
于 代数 $ 的 (作为 线性 空间 的 ) 直 和 . 任意 两 个 补 半 单 
子 代 数 S S. EHN (IL Wedderbum -Manbuep 定 理 
{Wedderburn - Mal'tsev theorem)). 


除 环 是 最 重要 的 结合 代数 类 之 :一 ， 见 除 环 (skew - 
feld) 【 即 对 环 中 任意 元 素 a, b, a 关 0 ,方程 gx=b 与 
ya=b 都 可 解 的 结合 环 ) .上 成 为 蘑 一 域 上 的 代数 的 除 
A, WAARA (division algebra}. 有 限 维 可 除 代 
数理 论 是 域 论 的 经 典 内 容 . 实数 域 上 全 部 有 限 维 可 除 
代数 已 经 被 刻画 : CEKA., 3⁄2 Rk R Sk Ud e 3k ES 
3, (IE Frobenius 定理 (Frobenius theorem))， 所 有 
有 限 除 环 是 变换 的 ( 除 环 的 Wedderburn 定理 (Wedder- 
burn theorem on skew feld). 除 环 的 Ġalois 理论 已 
经 建立 起 来 {[5]). 


结合 环 的 结构 理论 中 的 关键 概念 是 Jacobson 根 


(Jacobson radical}、 半 单 性 与 本 原 性 . 一 个 结合 坏 称 
为 (在 Jacobson 意 久 下 ) 半 单 的 ， 如 果 其 Jacobson 根 
为 零 .一 个 环 称 为 ( 厂 ) 本 不 的 ， 如 果 它 有 不 吕 约 忠实 
右 模 .所 有 半 单 结合 环 均 为 本 原 环 的 次 直 和 和， 任意 本 
硕 结 合 环 中 是 除 环 上 某 一 向 量 空 间 亚 的 一 个 稠密 线性 
变换 环 ( Jacobson FIWE M (Jacobson density theo- 
rem)); 此 处 稠密 的 意义 是 : t V PERHE 
XË b... b AVPR upou 都 有 变换 yr ER， 
hiq o r=u (1<is=k). 根 的 一 般 理 论 在 环 的 结构 理论 
中 占有 重要 地 人世 ， 见 环 与 代数 的 根 (radical of rings 
and algebras). 

(r) Artin 环 ( 见 Artin SR (Artinian ring))， 即 ,对 
右 理 想 有 降 链 条 和 侍 { 极 小 条 件 ) 的 环 ， 其 理论 构成 结合 
环 理论 前 经 典 部 分 . 这 一 理论 的 主要 结果 是 : -个 结合 
环 是 半 单 Artin 环 ， 当 且 仅 当 它 是 有 限 银 个 除 环 上 全 第 
隆 环 的 直 和 (Wedderburn - Artin 定理 (Wedderburn - 
Artinian theorem)). 

(经 典 } 分 式 环 是 结 人 台 环 姑 梅 理论 中 的 重要 概念 ， 
HOR) 称 为 其 子 环 及 的 { 右 ) 分 式 环 ， 如 果 玉 的 每 个 正 
则 元 ( 即 非 零 因 子 ) 在 QR) 中 有 省 元 ， 而 且 人 (R) 的 任 
意 元 素 都 有 形式 : ab”, gq,b ER. 结合 环 RAS, 当 
且 仪 当 对 所 有 a,beR,b 是 正则 元 , 存在 元 素 a,b,é RR， 
Wi ab =ba,, W b, EENT. (Ore 定 # (Ore theo- 


rem)). H REF Arin p l M. S) t Wi E 1 fE RR FK 
H, HLA FERA I oR, eQ), Rü H 2 n 


AŠ) 一 人、 


R +B i Opa AES ERE T+. 
同时 不 包含 右 型 想 的 无 限 直 和 (Goldie E # (Goldie 
theorem)). 除 经 典 分 式 环 外 ， 对 其 他 意义 的 分 式 环 一 一 主 
要 是 极 大 或 全 分 式 环 也 有 研究 ， 见 18]. 

应 当 特别 注意 的 是 自由 结合 代数 (free associative 
algebra) 的 研究 . R FER, XE. FF 上 有 单位 
见 且 基 为 的 自由 结合 代数 FC X SASA F h, B 
REEERE X 中 的 非 交换 客 项 式 作 上 成 的 代数 ,代数 
FCX) HAME: 它 是 由 天 生成 的 有 单位 邢 代 数 ， 并 且 
天 到 有 单位 元 的 结合 代数 丸 的 任意 映射 都 能 被 扩充 (还 
EH —3) A FX H RBKS. 自由 结合 代数 足 有 
自由 理想 (free idea HIP, MEE FOX) BJ (OE) 
想 是 自由 右 { 左 ) FA’ 模 ， 并 且 自 由 有 限 生 成 F<) 
模 的 所 有 基 包 含 的 元 素 个 数 相同 (Cohn 定理 (Cohn 
theorem))， 有 自由 理想 的 环 的 另外 例子 有 :; 自由 群 的 
群 代 数 . 结合 可 除 代 数 的 自由 积 , 自由 结合 已 数 FX<X》 
也 是 唯一 困 式 分 解 整 环 : 任何 非 可 道 苑 a€ F (X> 
有 一 表 沙 a=p''pa a 其 中 p, 是 既 约 元 ， 3: H E H 
子 的 顺序 与 相似 性 外 ， 这 个 表示 是 唯 - -的 ( 环 民 的 
两 个 元 a 与 称 为 相似 的 (similar)， 如 盯 R/aR 与 RIbR 
作为 右 只 模 同 构 ) 、 代数 FOX 的 每 个 非 纯 重 元 的 中 
心 化 于 (centralizer) 同 构 于 单 变量 1 的 多 项 忒 代数 
F [t] (Bergman 定理 (Bergman theorem)). 

群 代数 与 PL 代数 是 两 类 重要 的 结合 代数 ， 见 群 代 
数 (group algebra); PI 代数 (PI- algebra ) . 环 的 簇 理 
论 正在 发 展 中 . 

随 着 同调 代数 (homological algebra) 的 发 展 ， 环 
论 在 数学 中 的 作用 更 大 了 . 许 包 熟知 的 环 类 可 以 用 这 
些 环 土 的 模范 畴 的 性 质 来 刻画 ， 模 范畴 (modules, 
category of ). 例如 ， 环 REFR Arin HAN R 
上 的 所 有 右 { 左 } 模 是 投射 模 { 内 射 模 }. 环 了 为 正则 环 
(在 von Neumann X F), SHER #4 R ERAT 
( 左 ) 模 都 是 平坦 的 ， 亦 见 正 则 环 (regular ring); 环 
的 同调 分 类 (homological classification of rings): f 
Frobenius 环 (quasi- Frobenius ring). 
pert 
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£h A FE [associativity ; accootaTeaaocTe] 结合 律 (law 
of associativity) ` 7 

代数 运算 (algebraic operation ) 的 一 种 性 质 ， 对 于 
数 的 加 法 和 乘法 ， 结 合 性 由 下 列 恒 等 式 来 表示 ; 


(a+by+c = a+(b+c) and (ab)c = aibe). 


二 元 代数 运算 * 是 结合 的 (associative) (或 者 换 
AFi, 满足 结合 律 (law of associativity)， 如 果 在 给 
定 的 代数 系 中 恒等式 

(x*y)*“z = x*(y"z) 
成 立 . 类 似 地 ，n 元 运算 目的 结合 性 由 下 列 恒等式 来 
m= x: 
人 
= XL XX+ 
其 中 i=l, e, n. 
O. A. Haaagoaa， JI. M. Cuapaoa W 张 鸿 林 译 


Xia WIX tnr, ` Xn 


结合 于 [assodato ; accounarop ] 
环 民 中 三 个 元 4,5,e 的 缚 合子 等 于 
(ab)e —a(bce). 


wA (a,b,c). 
K A Kenmaros A EZAR 


BER [astroid ; acrpoama ] 

w — 242 A r Mn T 4529 R=4r É) El 
KHARE, AEA — & M Pr W # Bi 7< 1k F: Il 
代数 曲线 ; 模 数 m=4 É P 328 (hypocydoid)， 它 在 
Discartes 直角 坐标 系 中 的 方程 是 

Oty = RYD 
FRATE 


, y = Rit £, 


St 
4 


存在 4 个 尖 点 ( 见 图 )， 从 点 AREKAK 
= +R sim Z. 
整 条 曲线 的 长 度 是 6R. 曲率 半径 是 


下 = ÈR sin 六 
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星 拱 线 蜡 成 的 面积 是 


s = BrR 2 


BJ ER kk WN 5837 aT ARE E A BU R L GER 
线段 族 的 包 络 . 星 形 线 的 一 个 推广 一 一 所 请 斜 星 形 线 
(oblique astroid) 与 这 个 性 质 有 关 ， 它 是 两 端 分 别处 于 
两 条 以 任意 角 相 圭 交 的 直线 上 的 定常 线段 族 的 包 络 . 
参考 文献 
[1] Cawn, A A. , Inoc epee, M. , 960. 
JL. JL Cooma PE 
【 补 注 】 
参考 立 献 
[AI] Tawrenoe, J. D., A catalog of special plane curves, 
Dover, reprint, 1972. 
[A2] Lockwood, E. A., A book of curves, Cambridge Univ. 
Press, 1961. IA 译 


天 体 测 量 学 的 数学 问题 { astrametry , mathematical prob- 
lems of ; WCYDOMCIDES MRITCMHETWPRECKER ALAYH ] 

天 文学 中 与 下 列 任务 有 关 的 问题 :通过 确定 天 体 举 
标 和 研究 地 球 自转 来 建立 空间 中 的 一 个 惯性 参考 坐标 
系 和 统一 全 部 天 文 基本 常数 . XÚ MWM D IEP 
天 球 上 的 几何 油 量 和 恒星 距离 的 确定 这 两 方面 的 理 
论 与 实践 为 基础 . 

天 体 测 量 学 研究 中 的 一 个 重要 组 成 部 分 是 能 最 准 
MEREEN AME -恒星 "直线 的 方向 ， 因 
为 各 点 之 间 相 互 位 置 的 研究 , 比方 向 之 间 相 互 位 置 的 研 
究 更 方便 和 更 直观 ,在 处 理 中 引进 一 个 辅助 球面 (所谓 
天 球 ) ,而 假设 所 有 观测 对 象 处 于 离 观 测 者 同等 虐 离 , 并 
定位 于 这 个 天 球 上 . 球面 三 角 学 使 得 可 能 在 天 球 上 应 
用 各 种 坐标 系 , 并 确定 天 体 构 形 角 和 弧 之 间 的 许多 关 
系 ， 这 些 关 系 确定 大 部 分 天 体 测 其 观测 方法 和 天 体 测 
和 量 望 远 锐 的 几何 基础 ， 

天 体 测 量 学 中 研究 的 现象 , 一 方面 与 地 球 自转 的 种 
种 不 规则 性 {地 球 不 规则 自转 , 极 穆 , 进 动 和 章 动 引起 的 
自转 轴 变 化 等 等 ) 有 关 , 另 -- 方 面 与 天 体 的 自行 有 关 . 这 
些 情况 确定 了 所 完成 的 一 系列 观测 的 时 间 和 定性 结 
构 , 以 及 使 得 对 观测 的 分 析 必 须要 应 用 特殊 的 数学 方 
法 ,因此 ,重要 和 人 迫切 的 任务 归结 为 具有 几 百 未 知 数 . JL 
千 方 程 的 大 规模 线性 方程 组 的 求解 和 研究 ,而 由 于 其 中 
一 些 仅 能 不 充分 册 确 定 的 事实 甚至 进 --- 步 复杂 化 .产生 
这 类 问题 的 一 个 典型 例子 是 ,为 了 确定 基本 坐标 系 的 原 
点 而 对 太阴 系 天 体 ( 主 要 是 小 行星 ) 所 作 观 测 的 处 理 过 
g. 另 一 个 例子 是 ,根据 由 世界 范围 的 观测 站 网 络 所 实现 
的 人 造 卫 星 对 地 球 所 作 观 测 推导 地 球 引 力 场 的 要 素 . 

地 球 自 转 的 复杂 性 , 帖 弹性 体 的 实在 地 球 与 当 作 绝 
对 刚体 的 模型 之 体 的 差异 , 使 得 必须 通过 诸如 相关 谱 分 
析 方 法 和 各 种 修 色 方法 去 探索 其 间 的 潜在 关系 . 这 类 


研究 包括 经 纬度 变化 及 铺 果 产生 的 极 移 的 研究 , 以 及 地 
球 自转 速率 的 细微 复杂 的 起 伏 的 评 情 . 
由 于 所 观测 现 猜 的 性 质 ,通常 不 可 能 在 单个 循环 中 
完成 观测 , 后 是 上 必须 依 竺 具有 变化 原点 的 部 分 重 巷 观测 
段 来 解决 .这 种 观测 是 通过 求解 有 限 差 分 方程 的 方法 进 
行 处 理 的 .这 是 天 体 测量 学 中 用 仪器 进行 研究 , 以 及 天 
体 测 量 学 中 间 题 的 典型 特点 , 涉 受 天体 坐标 误差 的 某 些 
线性 组 人 台 的 测量 ， 

为 了 考虑 到 天 性 测量 驱 测 误差 ,广泛 采用 数理 统计 
学 方法 (大 部 分 是 线性 方法 ). 

B. B. Hecwpos, B. B. Tiono6en # $B H 译 


天 文学 的 数学 问题 [ astropomy , mathematical problems 
of ; MTPOROMEH METEMETITICCKNE 38JWna ] 

天 栖 研究 中 的 数学 问题 .为 解决 若干 这 类 问题 , 发 
展 了 一 些 特殊 方法 .这 些 方法 在 科学 的 其 他 分 支 中 也 得 
到 应 用 . 另 一 方面 ,专门 打算 用 于 地 球 范围 问题 的 数学 
技巧 ,根据 需要 可 加 以 笑 改 ,也 被 广泛 应 用 于 天 文学 . 

天 文学 是 一 门 复 杂 科 学 , 它 论述 天 体 及 天 体系 统 的 
各 个 方面 ,有 时 相互 关系 很 少 .这 就 是 为 什么 天 文学 中 
数学 问题 很 多 的 原因 ， 

天 文学 中 一 们 很 重要 的 分 支 学 科 是 天 体 测量 学 , 其 
中 主 得 问题 之 一 是 确定 空间 中 的 懂 性 和 大考 坐标 系 . 天 文 
学 , 济 地 学 和 其 他 科学 领域 传统 采用 的 坐标 系 , 是 与 地 
球 赤 道 面 和 指向 春分 点 的 方向 ( 即 地 球 赤 道 面 与 黄道 莉 
的 交 线 ) 相 联系 的 .它们 不 是 惯性 系 ,不 能 闫 格 国定 于 空 
间 , 因为 这 两 个 平面 连续 地 完成 复杂 运动 (由 于 进 动 , 章 
动 和 极 移 的 结果 ) .为 比较 起 见 , 框 星 坐标 通常 是 以 某 个 
固定 时 期 ( 历 部 ) 赤 遭 面 和 春分 点 的 位 置 为 参考 的 ,而 这 
样 方式 固定 的 坐标 系 林 身 ,是 以 记录 于 专门 星 表 ( 基 本 
星 表 ) 的 许多 恒星 坐标 的 仔细 确定 为 基础 的 , 热 而 , 仍 有 
一 个 实质 性 困难 :为 了 在 与 星 表 历 元 不 同 的 时 刻 再 现 这 
种 坐标 系 , 必须 知道 基本 星 由 于 自行 引起 的 其 位 置 相对 
于 举 标 系 的 变化 .为 了 克服 这 个 困难 , 自 20 世纪 中 期 以 
来 ,曾经 试图 对 于 其 自行 可 忽略 的 退 远 星系 来 确定 
惯性 坐标 系 .因此 ,对 于 依赖 反复 观测 确定 天 体 方 向 的 
某 些 参量 , 计算 其 最 概 然 值 ,以 及 估计 这 些 值 的 概率 特 
性 , 这样 一 些 问题 在 天 体 测量 学 中 具有 特殊 重要 性 .这 
个 问题 的 解 快 ,在 天 文学 的 大 多 数 其 他 分 支 中 也 是 重 
要 的 ,因为 天 文学 在 很 大 程度 上 是 一 门 观 油 科 学 ， 

理论 天 体 物 理学 根据 天 体 的 观测 来 研究 这 些 天 体 
的 结构 ,天体 中 发 生 闭 的 物理 过 程 .以 及 天 体 的 演化 , 必 
须 解 决 各 种 数学 问题 .天 体 物 理学 的 主要 问题 之 一 是 恒 
星 的 结构 和 演化 ,恒星 内 部 结构 的 理论 导致 描述 恒星 的 
力学 平衡 和 能 量 平衡 的 条 件 的 微分 方程 .这 些 方程 的 解 
有 时 可 以 利用 初等 西数 来 表达 ,但 更 经 常 的 是 它们 如 此 
复杂 而 必须 利用 数值 方法 求 租 . 
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程 的 研究 ,是 以 辐射 转移 的 数学 理论 为 基础 的 ,这 一 理 
论 在 天 体 物 理学 中 得 到 极 重要 的 发 展 .在 某 些 情况 , 例 
如 辐射 通过 平面 物质 层 的 研究 中 , 转移 方程 归结 为 积分 
方程 ,其 解 可 用 来 确定 恒星 内 部 辐射 场 的 特性 ,以 及 确 
定 由 【( 星 味 ) 介 质 发 射出 并 可 耶 以 而 重 的 辐射 的 特性 - 

研究 恒星 和 星云 中 气体 团 的 运动 ,研究 气 性 云 范 转 
内 所 只 及 的 过 程 ,包括 它们 互相 之 间 的 磁 掩 以 及 与 星际 
介质 的 辜 挤 ,在 这 些 情况 下 广泛 使 用 气体 动力 学 和 电动 
力学 的 数学 工具 ， 


恒星 天 文学 , 论 及 支配 恒星 系统 的 结构 .动力 学 和 


演化 的 定律 ,使 用 恒星 系统 其 些 真 正 特 性 的 分 布 (所 请 
分 布 隔 数 ) 与 所 观 调 到 的 特性 的 分 布 之 间 的 数学 美 系 . 
例如 ,给 定 立 居 角 中 恒星 距离 的 分 布 画 数 与 其 绝对 和 视 
(观测 ) 值 之 间 (在 其 些 补充 假设 下 的 ) 联 系 的 研究 给 出 
一 个 积分 方程 ,其 解 对 于 该 立体 角 中 人 恒星 密度 分 布 所 旭 
循 的 定律 提供 一 种 解释 . 将 所 探索 恒星 的 空间 速度 分 
布 函数 与 观 铀 到 的 径 向 速度 分 布 函 数 进行 比较 ,结果 得 
到 类 羽 方程 , 

恒星 运动 学 中 , BREER, 自行 和 视 向 速度 的 统 
计 研 究 ,确定 太阳 速度 的 分 量 和 银河 系 的 自转 特性 的 癌 
题 , 导致 对 某 些 个 别 恒 星 { 或 天 室 某 些 个 别 区 城 ? 汇 编 的 
超 定 约束 方程 组 .力学 中 的 数学 技巧 用 于 求解 与 星团 . 
星系 和 星系 团 相 联系 的 恒星 动力 学 问题 . 考 虚 到 尖 杜 的 
特性 ,构成 系统 的 个 别 天 性 被 认为 是 根据 万 有 引力 互相 
作用 的 质点 ,解决 与 引力 场 中 尖 体 的 运动 有 关 的 天 体力 
学 问题 ,导致 运动 的 微分 方程 组 ,按照 引力 定律 互相 咀 
引 的 n 悚 运动 的 最 普遍 问题 ,在 任意 初始 条 件 下 的 求解 
采用 数 慎 积分 方法 .然而 , 这 种 方法 所 给 出 的 解 仅 在 有 
限期 闻 是 令 人 满意 的 ,不 可 能 作出 甘于 天 体系 统 演化 的 
结论 .三 体 运 动 的 部 分 问题 , 较 满 意 地 采用 时 间 的 震级 
FR RT, S 6848 Erik K AB G, 因而 不 适合 于 应 用 到 实 
奈 天 体 运 动 的 观测 ,特殊 问题 一 一 三 体 问 题 ,十 体 问题 
( 闲 阳 和 九 大 行星 ) 等 等 一 一 也 曾经 研究 过 ， 

甘于 具体 天 体 的 运动 的 问题 ,在 简化 计算 的 某 些 假 
设 条 件 下 ,利用 小 大 数 的 敌 级 数 恢 开 法 求解 . 

天 文 动力 学 ,研究 人 造 天 体 的 运动 ,使 用 特定 的 运 
动 微 分 方程 .解决 人 造 卫 星 运 动 的 问题 时 ,必须 考 寂 到 
地 球 的 非 球形 .大 气 阻 力 .本 阳 辑 射 于 (气球 卫星 的 情 
况 ) 以 及 共 些 其 他 因素 等 所 引起 的 摄 动力 . 

关于 更 详细 的 情况 , 见 天 体 测 量 学 的 数学 问题 
(astrormetry, mathematical problems of ); 天 体 物 理 
学 的 数学 问题 (astrophysics, mathematical problems 
of); 粳 手 天 文学 的 数学 问题 (stellar astronomy, 
mathematical problems of ); 经 典 天 体力 学 中 的 数学 
问题 (classical celestial mechanics, mathematical 
problems in). H. TL. Epmuee 的 Hiph H 


天 体 特 理学 的 数学 问题 [astrophysics , mathematicai 
problems of ; scrpodainKku MaTeMST Escue JAIA | 

理论 天 悼 物理 学 中 的 一 类 问题 ,其 中 广泛 采用 数学 
研究 方法 ,理论 天 体 物 理学 的 主要 任务 是 阐明 观测 结 
果 , 目 的 是 研究 宇宙 中 观测 到 的 天 体 的 结构 , 并 研究 其 中 
所 发 生 的 物理 过 程 ,此 外 ,还 有 具有 一 般 性 质 的 其 些 数 
学 问题 ,它们 不 羽 在 天 体 物 理学 中 是 重要 的 ,而 县 在 物 
理学 其 他 分 支 学 科 中 和 在 数学 中 也 是 重要 的 .天 体 物 理 
学 中 的 数学 问题 对 数学 发 展 的 影响 , 最 明显 的 例子 是 所 
谓 不 变性 原理 (invarianoe, principle of ) (11]), 它 是 
天 体 物 理学 中 首先 考 虎 的 ,以 后 粹 用 于 解决 数学 物理 中 
广泛 的 一 类 问题 和 概率 论 中 的 某 些 问题 . 

天 体 物理 学 中 主要 问题 之 一 是 恒星 结构 和 演化 的 
研究 , 因为 存在 于 宇宙 中 的 大 部 分 物 乔 集中 于 恒星 . 遂 
常 把 恒星 内 部 结构 与 恒星 大 气 结构 分 开 来 进行 研究 .内 
部 结构 理论 中 的 问题 , 根据 恒星 的 力学 和 能 量 平衡 条 伞 
表述 为 微分 方程 {[2]) .恒星 的 力学 平衡 条 性 赈 达 为 指 
向 星体 内 部 的 豚 引 力 与 气体 种 光 产 生 的 指向 外 面 的 压 
力 相等 ,能 量 平衡 条 件 是 恒星 给 定 体 积 中 所 产生 的 能 量 
与 此 体积 中 所 发 射出 的 能 量 相等 的 表达 式 . 除 平衡 条 件 
外 ,恒星 物质 的 物 态 方程 ,辐射 吸收 系数 以 及 热 核 反应 
PRERE, 它们 在 给 定 化 学 成 分 下 作为 物质 的 密 庶 和 
温度 的 沙 数 均 假 定 为 已 知 , 由 于 方程 的 复杂 性 , 它们 通 
常用 数值 方法 求解 .有 时 采用 恒星 大 气 的 理论 结果 作为 
边界 茶 件 ,这 使 结论 更 加 可 草 . 恒 星 平衡 的 这 些 方程 在 
很 多情 况 下 可 化 为 Emden 方程 (Emden equation}: 


+y" = 0 (1) 


具有 边界 条 件 : 当 x=0 时 , y= fi y=0.# n 3 0, 1, 
5 中 的 一 个 值 时 ,方程 (1) 的 解 可 用 初等 函数 表达 , 例 
如 , 在 能 量 转 称 的 发 生 主要 党 对 流 , 而 辐射 能 量 转 移 比 
较 小 时 ,方程 (1) 是 适用 的 ,发展 恒星 内 部 结构 理论 中 的 
另 一 困难 是 恒星 内 部 不 能 进行 观测 .观测 数据 通常 仅 能 
与 所 计算 的 恒星 的 积分 特征 ,例如 其 质量 .半径 和 单位 
时 间 内 恒星 所 发 射 的 积分 能 量 加 以 比较 ,关于 这 些 特征 
的 统计 并 料 的 应 用 使 得 有 可 能 提出 关于 恒星 可 能 演化 
的 很 说 ， 

恒星 大 气 的 理论 是 以 辐射 转移 过 程 的 研究 ( 见 辐 射 
转移 更 论 (radiative transfer theory)) 为 基础 的 .恒星 
内 部 产生 的 能 量 经 历 通过 大 气 转移 的 复杂 过 程 ,以 后 传 
播 到 外 面 , 在 这 个 情况 下 ,转移 方程 是 在 辐射 平 盖 条 件 
下 求解 的 ,后 者 表达 了 大 气 各 体积 元 辐射 和 吸收 的 能 量 
相等 .经 常 还 假设 存在 局 部 热 动 平衡 ,在 上 述 条 件 下 转 
移 方 程 的 解 侈 许 在 理论 上 建立 恒星 光谱 , 它 与 观测 结果 
的 比较 提供 关于 恒星 大 气 的 结构 和 其 中 发 生 的 过 程 的 
信息 ,特别 是 ,恒星 大 气 化 学 成 分 的 确定 是 以 恒星 线 状 
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星云 中 和 晨 际 空间 中 也 发 生 辐 射 转 称 过 程 ,辐射 转 
移 过 程 经 常 是 当 光 通过 物质 时 反复 的 光 散 射 .太阳 光 ， 
经 过 行星 大 气色 散 后 ,提供 了 其 结构 和 其 物理 性 质 的 信 
息 . 行 星 大 气 层 中 和 和 尘埃 星云 中 发 生 各 向 异性 光 散 射 . 

辐射 转移 理论 是 理论 天 体 物 理学 的 最 重要 分 支 之 
一 .这 个 理论 的 给 人 深刻 印象 的 发 展 {[3],[4]) 应 归功 
于 上 述 天 体 物 理学 门 题 的 解决 ,物理 学 的 其 他 分 支 也 广 
泛 采 用 该 方法 ,例如 地 球 物理 学 ( 册 地 球 物理 学 中 的 数 
学 问题 (geophysics, mathematical problems in)) 
中 ,中 子 输 运 理论 中 和 等 离子 体 发 光 的 计算 中 .最 经 常 
发 生 的 情况 是 辐射 通过 物质 平面 层 传 摄 .一 个 例子 是 恒 
星 和 行星 的 大 气 层 , 因 为 通常 其 厚度 与 其 半径 比较 起 来 
要 小 得 争 . 这 个 情 沉 下 , 对 于 各 向 同性 散射 , 辐射 转移 方 
程 化 为 积分 方程 


ye) = 3 {K(x WA O) 


其 中 f(x) 规定 大 气 层 中 辐射 源 的 分 布 ,而 y (x) 是 未 知 
辐射 场 . 积 分 方程 的 核 函数 K(x) #l $ Sk /局 括 辐 射 与 
物质 的 相互 作用 定律 ,而 x, 是 大 气 层 的 厚度 , 以 辆 射 自 
由 程 为 单位 表达 .类 型 (人 2) 的 积分 方程 的 研究 尾 辆 射 理 
论 的 主要 数学 问题 之 一 .天 体 物理 学 的 数学 问题 包括 如 


找 这 类 方程 的 精确 解析 解 AD. 特别 是 , 若 xo=oo， 
4=1 A f(x)= 0, UR KESE (x), 其 中 E(x) 是 第 
一 指数 积分 函数 ,方程 12) 通称 Mine 方程 .在 某 些 补充 
条 件 的 假设 下 , Milne 方程 的 解 ( 见 Mile 问题 (Milne 
problemj) 啥 出 恒星 内 部 的 温度 分 布 .在 更 复杂 的 问题 
中 (各 向 异性 散射 ,偏振 光 的 散射 ,任意 形状 介质 中 的 散 
射 等 等 ) ,结局 未 知 函 数 不 是 函数 y (x), I P: + UV Ik ST 
坐标 而 且 依 赖 于 方向 和 依赖 于 播 述 该 给 定点 辐射 场 特 


性 的 其 他 量 的 图 数 .这 些 郴 数 异 助 于 适当 的 积分 方程 组 . 


(为 方程 (2) 的 一 种 推广 ) 来 确定 . 

这 些 方法 用 于 求 问 题 的 全 解 ,该 解 有 可 能 用 来 求 介 
质 内 部 的 辐射 场 , 以 及 介质 所 发 射 辐射 的 特性 ,在 理论 
的 应 用 中 , 通常 仅 需 知道 所 发 射 的 辐射 .已 经 证 明 , 有 可 


能 直接 确定 介质 所 发 射 的 辐射 的 特性 而 无 需 预先 求 其 全 解 . 


这 经 常 使 任务 相当 篇 化 ,这 可 以 或 者 通过 应 用 积分 方程 
(2]) 或 者 通过 应 用 不 变性 原理 来 实 更 . 另 一 处 理 方 法 是 
把 给 定 层 表示 为 两 层 之 和 , 并 确立 介质 整体 所 发 射 辐射 
的 特性 与 两 层 边 界 处 辐射 特性 之 疗 的 关系 .这 些 技术 也 
应 用 于 中 子 输 运 理论 中 , 并 被 称 为 反照 率 方法 (alhedo 
method). 

天 体 物 理学 中 另 一 重要 主题 是 将 气体 动力 学 
([5]) 和 电动 力学 ([6]) 的 方法 应 用 于 恒星 和 星际 空间 的 
研究 .在 恒星 和 旦 云 中 气体 团 运 动 的 研究 中 ,这 些 方 法 
是 必需 的 ,所 研究 的 一 些 问 题 有 : 太阳 和 其 他 恒星 大 气 


中 的 流体 动力 学 效应 ( 见 流体 力学 中 的 数学 问题 
(hydrodynamics , mathematical problems in)), 气体 
云 的 及 胀 和 它们 之 间 的 相互 三 症 及 与 更 稀薄 星际 介质 
B RER, LA E FH JE me A W 0k HIP ML nh - 

星际 气体 动 办 学 的 一 个 较 重 要 特性 是 必须 考虑 电 
离 气 体 与 如 场 的 相互 作用 ,这 种 相互 作用 上 谭 影 响 气 体 的 
运 吉 , 也 影响 磁场 的 位 形 和 能 量 密度 的 变化 . 当 气 体 运 
动 时 ,其 粒子 仿佛 始终 “ 粘 附 "于 磁力 线 , 褒 力 线 运动 或 
当 它 们 横越 磁场 时 抑 蝶 力 线 使 之 跟随 运动 ， 可 以 说 
磁力 线 "冻结 "于 物质 ( 见 冻 结 积 分 (frozen .in inte- 
gal). 星际 磁性 气体 动力 学 运动 方程 包括 ; 连续 性 方程 
(质量 守恒 定律 ); 表达 冻结 原理 的 磁场 感应 方程 ; 星际 
辐射 能 的 流 和 人 最 方程 (能 量 守恒 定律 ); 了 以 及 表达 动量 守 
恒定 律 的 方程 .方程 组 的 建立 利用 电动 力学 方程 
(Maxwell 方程 (Maxwell equations)) 和 流体 动力 学 方 
程 .这 个 方程 组 的 求解 非常 复杂 , 因为 方程 是 非 线 性 
的 .通常 存在 有 简化 的 变型 ,例如 ,一 维 运 动 和 自 型 运动 
{ 见 磁 流 体 动力 学 中 的 数学 问题 (magneto - hydrody - 
namics, mathematical problems in )) , 

射电 天 文学 方法 获得 的 结果 在 天 体 物理 学 的 发 展 
中 是 非常 重要 的 .因为 射电 波 的 辑 射 通常 发 生 在 电离 气 
体 ( 等 离子 体 ) 中 , 于 是 引 起 确定 恒星 或 星际 空间 条 忻 下 
等 离子 体 的 性 质 的 问题 ([7]) ,等 离子 体 的 行为 可 利用 
动 理论 方程 (kinetic equation) 予 以 最 充分 的 描述 .等 离 
于 体 的 动 理论 方程 与 普通 气体 的 动 理 论 Boltzmann 方 
Æ (Boltzmann eqaation) 之 间 的 差别 在 于 , 等 离子 体 
带电 粒子 的 Coulomb 相互 作用 扩展 至 相当 大 折 离 , 而 中 
性 康子 和 分 子 组 成 的 气体 中 仅 当 直接 碰 搜 期 间 相 互 作 
MTEF. 

银河 系 中 物质 分 布 的 研究 ,由 于 星际 尘埃 粒子 对 光 
的 吸收 而 变 得 更 加 困难 .这 个 效应 在 接近 银河 的 方向 万 
HEF AERLE TREIEN. RAY A 
HE RT, R E NE RAR. 
Am R ri i TRA I AN: 而 是 形成 无 规 分 布 子 
室 间 具有 不 同 大 小 的 离散 云 .于 是 引起 银河 亮度 视 分 布 
和 星系 视 分 布 的 统计 研究 这 样 的 问题 ,在 银河 亮度 起 优 
理论 中 详细 研究 了 这 些 问 题 ([1]) .有 关 方 程 应 用 不 变性 
原理 也 以 推导 .亮度 起 伏 理 论 的 数学 问题 接近 于 某 些 类 
型 随机 过 奏 的 理论 ,在 其 最 简单 变型 中 ,假定 银河 系 的 
整个 杰 道 面 由 恒星 和 吸光 云 以 均匀 密度 无 限 地 填 满 . E 
假设 透射 光 的 比例 4 对 所 有 云 都 相同 , 并 假设 gG) du 
HEARE u utd 区 间 内 无 量 纲 亮度 4 的 概率 ,函数 
引 (只 将 由 下 列 方程 


g (u)+g (u) = run (3) 


给 出 .考虑 更 普遍 模型 时 ,也 得 到 相似 类 型 的 方程 .为 了 
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Sr OR 805 3 , 经常 利用 所 研究 量 的 矩 量 ;内 此 ,复杂 的 
原始 方程 的 求解 不 总 旦 必需 的 ,由 库 始 方程 推导 得 的 矩 
量 之 间 的 关系 是 十 分 简单 的 ,并 能 迅速 得 出 所 需 结果 . 

恒星 系统 的 结构 ,动力 学 和 演化 的 研究 是 恒 星系 统 
统计 力学 的 课题 .这 里 ,天 悼 系 统 经 常 被 认为 是 根据 相 
互 暖 引 定律 发 生 相 豆 作 用 的 质点 .最 重要 的 恒星 系统 是 
晨 团 ,星系 和 基 系 团 .上 述 题目 导致 物理 动 和 理论 中 研究 
的 问题 . 热 而 , 与 普通 气体 的 研究 不 同 ,恒星 气体 的 研究 
包括 --- 些 显 着 特性 .首先 ,恒星 气体 不 是 处 于 完全 统计 
平衡 .其 次 ,重要 的 是 要 注意 到 气体 处 于 自身 的 引力 场 
中 , 它 需 与 其 他 未 知 量 一 起 予以 确定 .最 后 ,恒星 之 间 的 
相互 作用 不 同 于 气体 分 子 之 间 的 相互 作用 , 它 属于 远程 
作用 ,类 似 作 用 于 等 离子 村 中 带电 粒子 之 间 的 Coulomb 
力 . 这 些 特 性 使 得 理论 考虑 变 得 非常 复杂 .然而 ,研究 星 
EPERRA., 一 级 近似 下 允许 忽略 相互 作用 , 因 
为 凶 隐 时 间 原 来 远大 于 确定 宇宙 演化 期 间 的 时 间 人 1， 
18]) . 

对 于 星团 , 弛 球 时 间 比 较 短 ,于 是 必须 考虑 恒星 之 
间 的 相互 作用 ,这 里 通常 的 实践 是 利用 Coulomb 力 与 


引力 之 好 的 类 似 , 并 应 用 Jiannay 动 理论 方程 .这 个 方程 


是 对 于 等 离子 体 应 用 Fokker - Planck 近似 ( 见 Fokker - 
Planck 方程 (Fokker - Planck equation ) ) 撒 述 速度 空间 
的 扩散 过 程 而 获得 的 ,对 于 恒星 系统 的 演化 过 程 ,Jaamay 
方程 不 能 给 出 充分 精确 的 描述 , 因为 便 星 系 钛 中 的 值 星 
撒 失 是 不 可 避免 的 .因此 ,研究 旺 财 演化 时 采用 更 普遍 
的 动 理论 方程 . 

天 体 物理 学 研究 的 一 个 最 重要 阶段 ,是 通过 将 观测 
结果 与 理论 铺 果 进行 比较 ,以 获得 关于 所 研究 天 体 尺 可 
能 最 完全 和 可 幕 的 信息 ,通常 的 实践 是 研究 计算 好 的 至 
论 模 型 和 检验 构造 模型 所 根据 的 假设 的 有 效 性 ,在 某 些 
情况 下 , 可 以 无 需 模型 概念 而 将 观测 得 的 特征 性 质 与 理 
论 直 接 联系 起 来 ,而 使 合理 初始 假设 的 数目 减 至 最 少 ， 
这 种 方法 的 一 个 经 典 便 子 是 根据 投影 中 恒基 的 分 布 求 
得 恒星 空间 密度 分 布 的 问题 {[8]). 可 以 非得 观测 到 的 分 
布 与 空间 密度 分 布 之 间 的 关系 ,形式 为 上 bel 积分 方 
程 ,其 解 给 出 所 需 结 果 . 许 多 其 他 问题 中 也 获得 间 一 方 
程 , 例 如 , 色 球 中 原子 按 高 度 的 分 布 的 研究 中 和 日 墨 中 
电子 的 研究 中 .所 有 这 些 情况 中 ,所 人 必 唯 一 般 设 是 球 对 
称 性 .根据 现 测 得 的 恒 坚 视 向 速度 分 布 推导 恒星 空间 速度 
分 布 函 数 时 得 到 一 个 更 加 复杂 的 积分 方程 .这 里 ,根据 
其 在 所 有 吕 能 平 画 中 的 积分 值 描绘 了 三 维 空间 中 阔 数 
的 图 象 .这 里 上 所 考虑 的 例子 措 所 谓 反 问题 . 天体 物理 学 
中 的 反问 题 ,数学 性 质 上 和 在 获得 必需 的 观测 结果 上 这 
两 方面 , 都 带 有 相当 太 的 困难 和 不 衫 定性 .特别 是 ,数学 
方面 与 问题 的 可 能 的 不 适 定 性 有 关 , 不 送 定 问题 解 的 正 
则 化 方法 .在 求解 许多 天 体 物理 学 癌 题 时 证 明 是 有 用 
的 . 


天 体 物理 学 中 的 不 适 定 数学 反问 题 的 - -个 例子 是 
通过 测量 光度 学 特性 叮 求 得 行星 大 气 的 光学 性 质 , 光 在 
大 气 中 的 反复 散射 和 在 行星 表面 的 反射 ,结果 造成 对 于 
确 年 行星 大 气 未 知 光 学 性 质 的 量 的 信息 丢失 .为 获得 单 
值 解 , 必须 作出 辅助 简化 假设 , 它 强烈 限制 了 研究 的 可 能 
性 .天 体 物 理学 中 的 数学 反问 题 通常 包含 第 -- 类 积分 方 
程 


FG) = f aG -y)dy (4) 


的 求解 , 它 确定 从 函数 (x) 到 末 知 函数 了 1x) 的 转换 ,其 
中 下 (x?) 代 表 关 于 某 个 量 的 观测 所 得 已 知 数 据 ,而 fO) 
给 出 该 量 的 真 值 ,观测 结果 可 能 由 于 各 种 原因 发 生 畸 变 
— H jr Ë (4) FEN 4(c) 定 量 描述 的 事实 ,函数 A(x) 
通常 对 给 定 问题 是 已 知 的 .例如 , 函数 F(x) 和 f x) 确定 
谱 线 的 实验 轮廓 和 真正 轮 谭 , 而 函数 4(x) 相应 于 由 摄 
谱 仪 性 质 所 引起 的 观测 到 的 理想 单 色 谱 线 的 增 宽 轮 
W. 

射电 天 文学 中 ,处 理 观测 结果 时 和 解释 由 此 获得 的 
数据 时 , 都 引起 许多 反问 题 . 从 观测 的 温度 分 布 转换 到 一 
维 铺 况 的 真正 分 布 时 受到 应 用 方程 (4) 的 影响 , 其 中 AG) 
确定 射电 望远镜 天 线 的 性 质 , 并 被 称 为 它 的 图 . 射 开 天 
文学 研究 的 一 个 重要 特性 是 应 用 21cm HERK, EE 
由 氨 原 子 超 精 细 结 构 次 能 级 之 间 的 距 迁 所 产生 的 .这 个 
波长 的 星际 射电 型 辐射 的 研究 ， 给 出 关于 银河 系 结构 
及 其 自转 ,关于 银河 系 中 星际 气体 的 分 布 , 和 关于 银河 
系 中 心 部 分 的 结构 的 有 价值 的 信息 ,这 是 光学 方法 所 不 
能 得 到 的 ,各 个 方 访 上 观测 到 的 谱 线 轮 刻 由 于 各 种 因素 
{原子 的 热 运动 ,星际 气体 的 混沌 运动 ,银河 系 的 自转 等 
等 ) ,而 具有 复杂 的 形状 .因此 , 当 从 所 测 特 性 转换 到 所 
求 特 性 时 引起 许 名 反问 题 ,为 了 从 观测 的 轮 廊 消去 气体 
的 热 的 和 混沌 的 宏观 运动 的 模糊 效应 , 要 采用 方程 
(4) ,其 中 AG) 是 速度 分 布 的 摘 述 ,这 个 常规 手续 .系统 
地 给 出 气体 速度 和 其 他 量 ， 
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非 对 种 入 [ asymmetric variety ; seummerprmoe MHorooĝ- 
passe ] 
没有 反 转 定向 同 胚 的 有 向 筷 M ， 鲍 如 , 复 射影 平面 
是 一 个 非 对 称 徐 , 因为 复 直 线 的 自 交 数 依赖 于 其 定向 是 
+1 或 -1， 某 些 纽 结 可 能 与 它们 的 锁 象 不 同 , 原因 是 
它们 的 分 支 更 本 是 非 对 称 矿 . A. B. Weptaacua 所 
【 补 广 】 这 个 概念 可 以 找到 ， 例 如 在 [Ali] 的 第 S 章 . 
参考 文献 
[A1] Hirsch, M. W. , Differential topology, Springer, 1976. 
RREH 译 


FHAR [symmetry coefficient ; amMMespha mah- 
neer ] 

分 布 的 非 对 称 性 {asymmetry of a distribution) 
的 最 常 使 用 的 度量 ， 由 下 列 关系 式 来 定义 : 


其 中 心 Mu, 分 别 是 分 布 的 二 阶 和 三 阶 中 心 矩 .在 美 于 
教学 期 望 为 对 称 的 分 布 中 ， ?=0; 根据 ?的 符号 ， 可 
ansa (negative asymmetry) (y < 0). 在 对 应 于 
个 成 功 概率 为 p 的 Bernoulli 试验 (Bemoulli trials) 的 
二 项 分 布 (binomial distribution) 的 情况 下 ， 
-lP 
Yı np(l =p) ` (*) 


AEJ. WME p=1/2 (y =0), M| F E wf š É); 如 果 


p<1/2 或 pp>12, 则 得 到 典型 的 具有 正 非 对 称 性 和 


负 非 对 称 性 的 分 布 图 ( 见 图 a M b). 


1 = 


a) P(k. 10.1 / 5) 


b) P{k, 10,475) 


a) P(k, 10, 1/5}, by P(k, 10, 4/5) 

Bernoulli 试验 次 数 == 训 0 的 二 项 分 布 

PK,n, p) 的 分 布 图 : a) 具有 正 非 对 

FEE = 1/5): b) 具有 负 非 对 称 性 由 = 4/5). 
Hn — om, FURRA ( 光 趋 向 于 零 ， 这 与 下 述 事 
实 是 一 致 的 ; 正规 化 二 项 分 布 收敛 于 标准 正 楚 分 布 . 

非 对 称 系 数 与 超出 系数 (excess coefficient) Æ te H 

最 广 的 精确 度 的 指标 ， 它 们 表示 正规 化 和 


(X, +. HXI Ap 
V ni 
的 分 布 函数 F. (x) aA EAA PS 35 


-lo fog 
kuku asa l 
EREE, Hx, e, x, BERAE H 55 JEn 
称 系数 7) 相互 独立 ， 在 炽 当 一 般 的 条 件 下 ，Edgeworth 
级 数 (Edgeworth series) 给 出 
1 
L, 
其 中 e?) 是 三 阶 导 数 . 
参考 交 献 


[1] Cramėr, H., Mathematical methods of statistics, Prince- 
ton Univ. Press, 1946. 
[2] Wils, 5.5., Mathematical statistis, Wiley, 1962. 

A. B. TIpoxopos 所 
[ 补 注 】 非 对 称 系数 通常 称 为 偏 斜 系数 (coefficient of 
skewness) ， 相 应 地 ， 分 布 的 偏 斜 度 可 区 分 为 正 候 斜 度 

(positive skewness) 和 负 偏 斜 度 (negative skewness). 
KAH 译 AEN 校 


` 1 yı ` ES I 
Fx) = ue to 


了 wr. 


分 布 的 非 对 称 性 [ asymmetry of a distribution ; acwawser - 
pia pacupenenemmu) 

分 布 临 线 的 一 个 定性 性 质 ， 它 说 明 该 分布 与 对 称 
分 布 的 偏离 . 如 果 非 对 称 系 数 (asymlinetry oocefficient) 
是 正 的 ( 货 的 )， 则 分 布 的 非 对 称 性 是 正 的 ( 负 的 )， 如 
果 分 布 的 非 对 称 性 是 正 的 ( 负 的 )， 则 分 布 的 密度 曲线 
的 “ 较 长 "部 分 处 于 人 欢 数 (mode)] 的 右边 (左边 ). 

K. IT. Jamus FE 

【 补 注 】 在 西方 的 文献 中 ， 通常 把 这 个 概念 称 为 分 布 

KI d kaa {skewness of a distribution)， 相 应 地 把 非 
对 称 系数 称 为 偏 妊 系数 (skewness coefficient}. 

EAk W 


渐 近 线 [ asymptote ; acgMmtora ]， 具 有 无 限 分 支 的 前 钱 
y=fix) 的 

一 条 直线 ， 使 得 当 曲 线 上 前 点 (x, fO RARR 
分 支 趋 向 于 无 宅 远 时 ， 点 (x, lx)) 与 该 直线 的 距离 赵 
AF. 渐 近 线 可 以 是 竖 直 的 或 斜 的 , 竖 直 渐 近 线 的 方程 


是 x=a, 其 中 x 一 a (JX ñ WD) PF, A fix) — +o o) 


方程 为 y=kx +1 的 射 渐 近 线 存 在 的 充分 必要 条 忻 是 : 
当 x—= +o (或 一 20) 时 下 列 极限 存在 ; 


k = lim ta, ! = lim[/(x)—&<],. 


m T — £O sh) S k (无界 ) 曲 线 。 也 可 
HAAR. Aija F. #8 r= (r >O) R. 
斜率 角 a 的 渐 近 线 由 下 列 条 件 定 多 ; H o 一 att, 
r +o. Eb IR SD MOH SKD PER p 由 下 式 计 
算 

p = lim|!|r(e+) 4 +0 或 ro. 

车 曲线 的 无 限 分 支 的 切线 存在 极限 位 置 ， 则 此 位 
置 就 是 渐 近 线 ， 反 之 不 一 定 正确 ， 例 如 ， 对 于 曲线 
y=(sin xj/x， 昌 然 它 的 切线 没有 极限 位 置 ， 但 当 * 一 
+o, HAER y=0. MARERE ARH 
AAS pri. 双 曲线 (x2/a25 tbl 的 渐 近 线 
HAB (x/a)tiy/b)=0 8 ik, -PAERATA 
数 的 简单 (关于 x AREE RE 

fx) = kx +!+ə(1) 
3 x +O x ot. 
参考 文献 
[1} Panaci IL K, Kypc Thefpenraarhoi reoverTgua, 

4 mn., M. , 1956. 

[2] Kyapsamm ， A., MarecMarnwxeh agama, T l, 2 


ua., M., 1973. J IL Kymo # 
【 衬 注 】 
$ 3 
[Al] Pogorelpv, A. V., Differenúal Bometry, Noordhoff, 
1959 (WRX). 


wA £ 


ASYMPTOTIC DIRECTION 245 


渐 近 基 [asymptotic basis ; samrrormecsi fasa | , k K 

渐 近 基 (asymptotic basis of order k) 
ARRAPAR 一 个 序列 ,由 它 重 复 天 次 求 种 

可 产生 所 有 充分 大 的 自然 数 .， 3k k #K 34 95 K 3E 65 Bt 


(order of the asymptotic basis). Hk, KREA E 4 


` Br i t (H. M. Bugorpanom, 1937); 自然 数 的 立方 


序列 是 7 阶 浙 近 基 (KO. B. Imm, 1942). 
E. MEpeommem PR 
[4b] 闪 见 Waring 问题 (Waring problem); Gold- 
bach 问题 【Goldbach problem ). 
RAE F KÆ 校 


渐 近 密 麻 [asymptotic dendty ; acmvnarrorgueckam IoT- 
Hocrb | > 
自然 数 的 数列 的 密 麻 (density of a sequence) 这 
一 普遍 概念 的 一 种 变形 ,用 以 度量 全 体 自然 数 序 列 中 有 
多 大 的 部 分 属于 纵 定 的 包含 零 在 内 的 自然 数 序列 4 . FF 
A 4 的 渐 近 密度 (asymptotic density) 用 实数 = 表示， 


由 公式 
a= lim int 492 
ENRE 
Atx} = > l, xl. 
Due 
数 


E = lim sup AG) 
x-— 5 x 


如 果 数 & 88 WS. 3B 2 EB E| ñ 8 Su B 然 密度 
(natural density} ， 例 如 ,无 平方 因子 数 的 序列 具有 自 
RERE 6= 6 浙 近 密度 的 概念 被 用 来 寻找 判别 基 序 
列 是 渐 近 基 (asymptotic basis) 的 准则 . 


B. M. Epen {E 
E I E S BJ $£ w tB 88 F E (lower 


【 补 注 ] 
asymptotic density). 


Prr 
[Al] Halberstam, H. and Roth, K. F., S%qumos, 1, 
Clarendon Press, 1966. EA 译 EAE 校 


A [asymptotic derivative ; acmvurroTuecxaq mposr- 
monan | 
同 近 羽 导数 (approximate derivative). 


渐 近 方向 f asymptotic direction ; samnronmegne Ba- 
pasense ] 

正则 遇 面 上 使 曲面 法 截 线 的 临 率 为 零 的 方向 ， 要 
使 点 卫 处 的 方向 du ' dv 为 渐 近 方向 ， 下 列 条 件 是 充分 
必要 的 : 


246 ASYMPTOTIC EQUALITY 


Ldu! +2M du dtt N a 2 = 0, 


其 中 # 和 t PE Iñ A R ta, L, MAN 时 曲面 的 
第 二 基本 形式 (second fundamental form) 在 点 P +f 
算 的 系数 . 在 曲面 的 栅 贺 点 ， 渐 近 方 向 是 庶 的 ; 在 双 
曲 点 ， 有 两 个 实 汤 近 方向 ;在 抛物 点 ， 只 有 一 个 实 渐 
近 方 向 ; 在 平坦 点 ， 尾 何方 向 都 是 新 近 方 向 . 渐 近 方 
HEARED ERE A (conjugate directions)) . 
参考 文献 

[1] Pansenceañ, IL K,, Kypc np 中 dcpepmmlarmmioi TeOMeTpHE , 


4 aan., M., 1956. E. B. iihi # 
【 补 注 了 
参考 文献 
[A1] Hsiung, C. C., A first course in differential geometry, 
Wiley, 1981. 


[A2]Stnúk, D. J. , Lectures on visssical differential peome- 
try, Addišon - Wesley, 1950. 


渐 近 等 式 [asymptotic equality ; acuwarrorwaecyoe pemen - 
CTB0 | 

两 函数 f(x) 与 g(x) 称 为 当 x — x, 时 渐 近 相等 (asy- 
mptotically equal), 是 指 在 点 和 的 某 邻 域 内 (可 能 除 
去 n ARUH. 


Ax) = s(x)g(x), 
其 中 


lime (tx) = 1. 


即 当 x — x, 时 ， 

f) Egk +N 
(x, E Pi 25 8 SS 38 s 9⁄2 ARARA). 假如 g(x) 
在 % 的 蘑 邻 城内 不 为 0, 上述 条 忻 等 价 于 


fOe) _ 

MU g(x) =i 
换言之 ,在 这 种 情形 , 两 函数 了 (x) 与 g(x) 当 x -> x, 
时 渐 近 相等 ， 意 味 着 , 了 (x) 与 g(x) 的 近似 相等 的 相对 
RE, ME [ogl] / g()(g(x)#0), ` x — x 8 
ALAA. 对 于 无 窗 小 或 无 穷 大 的 函数 而 言 , 西数 的 渐 
近 等 式 是 有 意义 的 . 两 函数 f(x) 与 g(x) 的 渐 近 等 式 
记 为 : mix 一 为 时, f(x) = gG). RAS R. Ë 5 
EE. 对 称 性 与 传递 性 . 因此 , 当 x x, PJ X: 35 JX (3:53 
A) BS 35 tH r b; 238 35 p| a Bp 38 r 38. jJ n. 2: 
lim ,., u (x)=0 , mf u (x), sin u(x), In [1 +u tx)], e" 1 
都 是 当 x — x, ARTS O BS 3 (也 称 它们 为 等 价 函 数 ). 

# x— x B. f — f, 55 g — 9, * W 


lim LD = lim A 


m— xn gix) *—a g (x)` 


Ig— 5 W 


其 中 任何 -- 个 极限 的 存在 性 可 以 导致 另外 一 个 极限 的 
存在 性 . 亦 见 函数 的 渐 近 展开 【asynmiptotic expansion ); 
渐 近 公式 (asymptotic formula ). 


. M. H Illam #Ë 
【 补 往 了 有 时 也 把 渐 近 相等 说 成 了 和 g 在 为 具有 相同 
参考 文献 


[A1] Courant , R., Differential and integral calculus, L. 
Blackie and Son, 1948, Chapt. 3, Sect 9 (中 译本 : 
R. 柯 遍 ， 柯 氏 微 积分 学 , 上册 , 中 华 书局 ) 
tøm 译 


渐 近 展开 [asymptotic expansion ; PCUMITOTFISCWDe pas- 
mxenmej, z, 3 f(x) 的 
一 个 级 数 : 
È pl) 


对 于 任何 整数 N> 0， 都 有 
fx) = È hatol (xx (0) 


EFi 是 某 一 给 定 的 (3 x 一 o A) EEA 
(asymptotic sequenoe) 。 在 这 种 情况 下 ， 还 可 表示 为 


Jx) ~ Šv) {P} (x—xə). D 


如 果 由 上 下 文 显 然 可 知 {@(z]} 指 的 是 什么 序列 ， 则 在 
式 (2) 中 可 以 省 去 这 个 序列 . 


渐 近 展开 (2) 称 为 Erdélyi 意义 下 的 渐 近 展开 (asym- 
ptotic expansion' in the sense of Erdélyiy([3]). E 
如 


fix) ~ Sha g. (x) (x—xo) (3) 
n =D 


的 展开 (其 中 号 都 是 常数 )， 称 为 Poincaré 意义 下 的 
渐 近 展开 (asymptotic expansion in the sense of Poir 
car). x SE NH K B AOA ( p. G) 时 ， 则 与 渐 近 
展开 (2) 不 同 ， 渐 近 展 开 (3) 可 由 序数 f(x) 本 身 唯一 确 
定 。 如 果 对 于 有 限 个 值 和 N=0，… , K <o, = (D 3 
R, WATEA AAE olp (2) 的 渐 近 展开 . 


级 数 
š $. (x), 


称 为 浙 近 级 数 {asymptotic series). 这 样 的 级 数 通常 是 
发 散 的 ， 其 中 最 常 应 用 的 是 渐 近 夭 级 数 (asymptotic 
power series); 对 应 的 渐 近 展开 是 Poincare 意义 下 的 渐 
HEF. 

下 而 是 Erdélyi 意 穴 下 的 渐 近 展开 的 一 个 例子 : 


POA 


i ni N E a — 


A A 


t dL 


I 2 _ m al Š — 11 —2n 
J,(x) WU = EE 2 P l'axx 


m _ 7 | Š a -n= 
< 一 JP: ame? | 


(x > +0}, Ep p Æ Bese mg. m 


a= T+tnt+i/ 2) 
" Fna e n+]1 /2) 

Ë S PUMNIM E TF HIMK OH E S H. Poin- 
caré ({[1]}) 在 研究 天 体力 学 问题 时 引 作 的 , 渐 近 展开 的 一 - 
些 特 鲍 早 在 18 直 纪 时 就 已 被 发 现 和 使 用 ([21}. 渐 近 展 
开 在 许多 数学 .力学 和 物理 学 问题 中 起 着 重要 必用 . 这 
是 因为 许 凶 问题 不 能 精确 求解 ,但 是 它们 的 解 可 以 作为 
淅 近 近似 而 得 到 ， 此 外 ,在 渐 近 展开 比较 容易 求 得 时 ， 
往往 可 以 不 必 采 用 数值 方法 . 
参考 文献 

[i] Poincaré, H. , Sur les intégrales irréguliėres des équa- 

tions linéaires, Acda Math., 8 (1886), 295—344. 

[2] Whittaker, E. T. and Watson, G. N. , A course of mo- 

dern analysis, Cambridge Univ. Press, 1952. 

[3] Erdélyi, A. and Wyman, M. , The asymptotic evaluation 
- of certain integrais. , Arch Ratima! Mech. Anal, l4 

(1963). 217—260. M. BH、deaoprecg I 
[ 补 注 】 
参考 文献 

[AH Bruijn, N. G. de, Asymptotic methods in analysis, 
Dover, reprint, 1981. 

[42] Erdélyi, A., Asymptotic expansions, Dover, reprint, 
1956. 

[A3] Coon, E. T.. Asymptotic expansions, Cambridge 
Univ, Press, 1965. 

[A4) Murray, J. P., Asymptotic analysis, Springer, 1984. 

[A51 Bleisfein, N, and Handelsman, R. A. , Asymptotic 
expansions of integrals, Dover, reprint, 1986. 

EMH W 


MER [asymptotic expression ; AOIMITOTEYECKDE KEF 
pakeme } - 
同 渐 近 公式 (asymptotic formula). 


渐 近 公式 [asymptotic formula ; aetwummoreceas 中 op 
MYJA | 


世 会 符 导 0o, 如 或 等 价 记 号 ~ ( 函 教 的 渐 近 相等 


(asymptotic equality) HAA . 
浙 近 公式 的 铺子 
sinx = x+ (x°), x—Ü: 


2 
x 
1 


1+ Or x—Ü; 
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XI Xl — x, x=; 


mix) ~ — ;的 
Inx 


{zx 是 椒 超过 区 的 素数 的 个 数 ). 
EB. M. Epey 把 
【 补 注 】 甘于 符号 o, O 和 ~ AES, ANAL 或 
[A2]. 
参考 文献 
[AH Bruijn, N. G. de, Asymptotic methods in analysis, 
Dover, reprint, E981. 
[A2] Erdélyi, A. , Asymptotic expansion, Dover, reprint, 
1956. 张 鸿 林 译 


渐 近 根 限 [asymptotic limit ; ammiro Teka mpenenl] 
同 近似 极限 {approximate limit). 


渐 近 线 [asymptotic line ; ACHMATOTMNECKAS Ju | 
正则 晶 面 上 的 一 条 项 名 P. 和 使 得 沿 工 的 法 曲率 
HF. WERA TARA ER H: 


li = Ldu’ +2M du do+ N d: = 0. 


其 中 二 是 曲面 的 第 二 基本 形式 . 

渐 近 线 广 上 种 点 的 密切 平 面 {如果 存在 )， 重 合 于 
严 ( 在 工 的 点 ) 的 急 平 面 ， 并 且 渐 近 线 的 挠 率 平方 等 于 
曲面 下 的 Gauss WE. 兵 的 模 (Beltrami - Enneper 定理 
《Beltrami- Enneper theorem)). 直线 JE 上 (例如 直 纹 
面 的 母线 ERIR. 3 T ERR (例如 ， 标 准 
AH E Gaus 曲率 了 到 不 同 符号 的 两 个 区 起 的 分 界 
WH) MUEEN. 

通过 抛物 区 域 {其 上 K=0, 但 工 关 人 的 每 点 有 唯 
一 的 一 条 渐 近 线 ， 它 重合 于 过 该 点 的 直 母 线 ， 通过 双 
曲 区 域 ( 其 上 KUKRA MARNE, TIE 
所 谓 的 渐 近 网 (asymptotic net), 在 研究 笛 曲 率 曲 面 
(negative curvature, surface of) 的 空间 形式 时 起 着 重 
要 必用. 例如 ， 在 完全 昌 面 上 ， 若 


grad 


z| <+ 4 二 常数 . 


则 此 渐 近 网 同 胚 于 平面 上 的 Descartes Ft, fn E BH 38 BH 
面 上 的 渐 近 网 是 Meieanes 网 (Chebyshev net), 并且 由 
渐 近 线 恩 成 的 四 边 形 曲 面 面 积 与 2r 减 去 它 的 内 角 洗 之 
ARIE A: 


|K |& = fra t 0 aa 


(Hazzidakis 公式 (Hazzidakis formula)). 
在 空 何 射 影 变 换 xx 下 ， 曲 面 下 的 渐 近 线 变 成 变换 
后 项 面 #(F} 的 渐 近 线 . 
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# = 8 Riemann Æ fA] P lË 18 1: BJ m ER ET Ze hh 
定义 . fE A B SESE BJPJ AL E. U SONCR2ZROAMUS OD 
各 种 推广 ; 其 中 最 经 常用 到 的 是 与 给 定 法 向 量 有 关 的 
第 一 基本 形式 的 概念 . 
参考 文献 

[1] Toropenos , A. B.. Tadahbepeurigazmgan reosgrpas, 5 
ast , M. , 1969 ( EHE AK: Pogowelov, A. V.. Differential 
geometry, Noordhoff, 1959). 

[2] Pananepezai , IL K , Kype mdybepeunznpagoñ (cossrrpumn, 

4 ma., M., 1956. M. Ú. Boñrrommä 所 
【 补 注 】 Hazzidakis 公式 可 在 [AI 和 [A2] (p.204) Pt 
到 ， 
参考 文献 ， 

[Al] Hazzidakis, J. N. , Uber einige Eigenschaften der Flä- 
chen mit konstanten krümmungsmasz, Crelles J. 
Math. , 88 (1880), 68—73. 

[A2] Struik, D.J., Lectures on dassical differential geome- 
try, Addison - Wesley, 1950. 

[A3] Hsimg, C. C.. A first oourse in differential geometry, 
Wiley, (981. 

[A4] Spivak, M. , Differential geometry, 3, Publish or Peri- 
sh, 1975. 

[A5] Hicks, N. J.. Notes on differential geometry, v. Nos- 
trand, 1965. : 

[A6] Blaschke, W. and Leichtweiss, K., Elementare Dilfer- 
entialgeometrie, Springer, 1973. ER ë 


MANARE [asymptotic negligibility ; actpynrrOTFYeCKINL 
mpene6peraessye at, ] 

随机 弯 量 的 一 种 性 质 ,表示 它们 作为 一 个 和 式 中 的 
成 分 , 其 单独 的 贡献 是 小 的 . 这 一 梳 念 在 所 谓 三 角 阵 
列 (triangular array]} 等 方面 是 重要 的 ， 设 随机 变量 
X, m=1,2,-Ik=l,2," K.) St OF n 是 相互 独 
立 的 ,并 令 

S, = 和 十 二 
如 果 对 一 切 E>0 和 8>0, 对 充分 大 的 n 慎 ,不 等 式 
max PO Xa I> < Š 0) 


成 立 , 那 么 单个 的 项 X. EE P S 0 B (2 j Sl, 
aray). 如 果 条 件 (]) 成立, 便 得 到 下 列 重 要 结果 : S- 
届 4 是 适当 的 中 心 化 常数 ) 的 极限 分 布 的 类 与 和 无穷 
可 分 分 布 (infinitely - divisible distribution ) 的 类 重合 . 
WE k — ° 时 ,5, 的 分 布 收敛 到 一 个 极限 分 布 , El 
诸 项 是 同 分 布 的 ， 那 么 条 侍 (1) 自动 地 成 立 . 如 果 把 渐 
AT ARRE Rm, RE A e>0 和 5>0, 以 及 
对 一 切 充 分 大 的 m, 总 有 

P | max | X,, |>] < š, (2 


l<kw<k, 


那么 下 列 的 命题 成 立 : 如 果 (2 满足 , 则 S. — A, 的 极限 
分 布 只 能 是 正 态 分 布 (normal distribution) (特别 是 
方差 等 于 0 的 分 布 , 即 退化 分 布 (degenerate distribu- 
tion) ) ， A B. Tipoxopos # 
【 补 注 2 


参考 文献 
[A1] Feler, W., An introduction to probability theory and 
its applications, 2, Wiley, 1966. kint W 


渐 近 网 [asymptotic net ; acnmwarmrormacxkas cerk] 

曲面 上 上 由 两 族 渐 近 线 构成 的 参数 曲线 网 (CL AT kR 
(asymptotic line， 渐 近 网 似 在 非 正 曲 率 的 非 可 展 曲 面 
上 存在 . 渐 近 网 的 下 交 性 是 极 小 有 曲面 (minimal sur- 
Face) 的 特征 . B T Fames Ë 这 一 兵 详 


渐 近 点 【asymptotic point ; acmammoruseckau Toa ] 
曲线 的 奇 点 (singular pointy) ， 曲 线 围绕 它 旋 转 无 

RE., 并且 无 限 地 趋 近 于 它 . 例如 ， 对 数 螺 线 (loga- 

rithmic spiral) 的 新 近 点 . KAH F 


AW [asymptotic power series; SCAMNTOTRHIECKBÑ 
CYemesapiü pu] 
关于 序列 
(x "Y -一 oo) 


或 者 序列 . 
{xX 一 Xoj (x—x0) 


的 渐 近 级 数 (多 函数 的 渐 近 展开 (asymptotic expan- 
sion))， 莉 近 替 级 数 可 以 象 收 化 蹇 级 数 那样 进行 加 ， 
k. RABIE. . 
RATEM SO) fl 2 (x) 3 x — co BJ R. T. PI 38 
EER 
> a, 


fo) — > 


1 
m=0 x" 


g(x) ~ ži, 
这 时 ， 有 
| 1) Afix) + BAx) ~ girim 
(A, B 为 常数 )， 
2) foa) ~ È n; 


a= 


3) l ~-A a0 
fO) Ga x 


(a, d s| wik a sS: 3 ape E TPMO: 
4) WRAK f(x) 33 x>a>0 HEERA, DU 


f o-a di ~ $ 


naj nx" 


(5) 渐 近 徊 级 数 并 不 总 能 进行 微分 ， 但 是 如 果 lc) 
具有 了 能 够 展开 为 渐 近 香 级 数 的 连续 导数 ， 则 


“ < 一 
ro~ -St 


HERRAT: 


* a +. * # + 


er! acy a-h. 
f Td 之 _ ; 


$ e TOCA +D 


_ 2" 1⁄2 mi nt" 


Ve“ HP) ~ 


ECP H Uoo E. 2 Br Hankel 函数 (Hankel functions) 
(E ARA TRR T BJ x S 88). 

对 于 复 变 量 = 的 函数 . ATA GARRE 
个 角 内 ， 当 3 一 时 ， 类 似 的 结论 也 成 立 ， 在 复 变 量 
的 情况 下 ，5) 具 有 下 列 形式 : WRAK f(z) EE 
D=(lz|>a, a<largzi<8} 中 是 正则 的 , MH # 8 F 
六 中 的 任何 闭 角 内 ， 当 |z1 一 器 时， 依 arg: - 致 地 有 

fe~ y>” 
n=02 


由 在 包含 二 咏 中 任何 拷 前 内 ， 当 1z|-* oo 时 ， 依 arg: 
~“ 致 地 有 


fo - Ym, 
此 二 上 


参考 文献 
{1] Comon, E.T. , Asymptotic expansions, Cambridge Univ. 
Press, 1965. 
[2] Erdélyi, A., Asymptotic expansions, Dover, reprint, 
1956, 


[3] Whittaker, E. T. and Watson, G. N., A course of 
modern analysis, Cambridge Univ, Press, 1952. 
M. H. Mayn f 
[LNE] 
参考 文献 
[AI] Bruijn, N. G. de, Asymptotic metheds in analysis, 
Dover, teprint, 1981. IEPS F 


ALET [asymptotic representation ; smmMnroTaeckoe 
upemt ran eane | 
同 渐 近 公式 《asytnptotic formula). 


渐 近 序列 {asymptotic sequence ;MHMITOTWHECHN noenme- 
AOBATENLHOCTH ] 
RAFA pC, MER 
Paola (X), x — x x€ M. 
其 中 x 十 (有 限 的 或 万 限 的 } 集 合 村 的 极限 点 . 如果 
由 上 下 文 显 热 可 知 机 是 怎样 的 集合 ， 则 可 仅 写 出 x 
=x WR o 0O ERFA, yo BEME 
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AK Miyop, (x) 也 是 渐 近 序列 . 
METARA F 
2){x h x = 0; 
"|. x. Q; 
42 1.2 a, ED, HOPF D ESTELI 
界 区 域 . g1) DA 4)iX BMW TI, ARET 
列 . M. H. Hla6yuur 所 
【 补 注 】 


tik 
[AH] Bruijn, N. G. de, Asymptotic methods m analysis, 
Dover, reprint, 1981. 
[A2] Erdélyi, A. , Asymptotic expansions, Dover, reprint, 
1956. KG 译 


渐 近 级 数 [ asympintic series; scuwmrormqeczm8 Daun ] 
见 (函数 的 } 渐 近 展 开 (asymptotic expansion). 


渐 近 值 [asymptotic value ; acminrormecoe menne ] 

洛 某 个 路 径 的 极限 值 , 更 确切 地 说 , 对 于 复 变量 z 的 
函数 f(z)， HAR a= coo 称 为 f(z) 在 其 定义 域 DD 的 闭 
BE D FE— K añWikii, 如 果 存 在 一 路 径 上 :z=z (t), 
Ostel, LED ARET a, BM4 


li = 
ima = a, 


Mt Ek 42 
lim fiz) = a, zer. 


例如 , 函数 了 (z)=e’ 沿 着 路 从 上 :z= —t(0 Si< +) 
Li:2 二 1 (0 和 1<+ 罗 ), 在 点 4= 吕 分 别 有 渐 近 值 w= 人 
和 x, = co. 渐 近 值 集 合 在 极限 集 理论 中 起 重 刻 的 作用 
(URRAM (limit set)). 

车 fz) 在 点 a 有 两 个 (或 两 个 以 上 ) 不 同 的 渐 近 
值 , 则 称 a 为 f(z) 的 不 定点 (point of indeterminacy). 
对 于 定义 在 单 连通 平面 域 的 任意 函数 f(z) FEAR 
至 害 是 可 数 的 ， 

上 述 渐 近 值 的 定义 源 于 渐 近 点 值 (asymptotic point 
values). 车 曲线 工 的 极限 集 是 一 集合 五 cD 而 不 是 单 
个 点 a E86D, 也 称 它 为 相 联 于 EE 的 渐 近 值 A(f, E). 
参考 文献 

[1] Colingwood, E. F. and Lohwater, A. J., The theory of 

Guster sets, Cambridge Univ, Press, 1966, Chapt. 1; 6. 

[2] MacLane, G. R., Asymptotic values of holomorphic unc- 

tions, Rice Univ. Studies, Math. Monographs, 49, Riœ 
Univ. , Houston, 1963, 

B H Tæppe E JL Conoas # 

[ 补 注 】 关于 渐 近 值 的 最 著名 的 结果 是 Denjoy - Car- 

leman - Ahlfors 定 Æ (Denjoy - Carleman - Ahlfors 
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theorem), WJA ÉE q $k, CERTANA Q 其 有 
n F AFEF]|55 CS 39) 883248, WON An, 这 个 
结论 是 A. Denjoy 提出 的 猜想 (1907), L. Ahifors 首先 
给 出 一 个 完整 的 证 明 (19291, EET. Carleman {È 
得 -- 个 不 很 精确 的 结果 以 后 给 出 的 . 例如 见 [A]]， 
mom. 
参考 文献 
[Al] Dinghas, A., Vorlesungen über Funktionentheorie, 
Springer, 1981. HAR Fak 校 
渐 近 有 效 估 计量 [asymptotically - efficient estimator ; 
ACHMITOT EHEC HPÈCKTEBHAN Oneuxa | 
将 有 效 估计 量 概念 推广 到 大 样本 情况 的 一 个 概念 
{ 见 有 效 估计 量 (effective estimator)), 渐 近 有 效 佑 计 其 
并 无 唯一 的 定 尽 方式 , 例如 在 经 典 形 式 中 , 它 涉及 在 一 
适当 限制 的 悄 计 族 允 中 的 一 估计 量 的 渐 近 效率 事实 
上 , 设 和 为 一 维和 参数 ,而 T, 是 由 一 大 小 为 8 的 随机 样本 
所 构造 的 8 的 相合 估计 量 (consistent estimator). 这 
时 , Eo han 下) 存在 , 且 当 ?一 上 时 以 一 个 观察 值 的 
Fisher 入 息 量 (Fisher amount of information) 的 倒数 
ATR. WATER. WR wita 五 E 只 达到 刚才 提 
到 的 下 界 , 则 它 是 渐 近 有 效 的 .在 某 些 条 件 下 , 8 的 最 大 
做 然 估计 量 满足 此 性 质 , 这 使 这 个 经 典 定义 有 意义 . T 
FERIA A AR T, 则 最 
lim PIVa T) 
称 为 工 BRATA. R. A. Fisher # C. R. Rao 
FAEH BAA S kE y B E TEE . 
参考 文献 
[i] Rao, C. R., Linear statistical inference and its applica - 
tions, Wiley, 1965 ( 中 译本 :各 .及 . 劳 , 线 性 统计 推断 及 
其 应 用 ,科学 出 版 社 ,19851 ， D. B. lHlanaescki 所 
【 补 注 ] J. Hajek, L. Lecam 和 其 他 人 人缘 出 了 这 个 概念 
的 更 现代 化 的 定 兴 ， 


”参考 文献 


[A1] Ibragimov, J. A. and Has’minskii, R. Z.{[R. Z. 
Khasmskil , Statistical estimation, Asymptotic theory, 
Springer, 1981F ARE). Bad 详 


渐 近 稳定 解 [asymptotically - stable solution ; acuvrrotp- 
eckH ycCTOiiuuBoe pemente | 

一 个 微分 方程 组 的 解 ， 它 在 ayw 意义 下 是 稳 
定 的 ( 见 Janon 稳定 性 (Lyapunov stability)), 3FH. 
吸引 具有 足够 接近 的 初始 秆 的 一 切 其 他 解 ， 例 如 ， 考 
虑 方程 组 


= fr, x) ta) 


右边 的 函数 (t,t) 对 于 Hrza, ER 有 定义 ， 并 
合 得 方程 组 (#} 的 解 存在 而 且 是 唯一 的 .这 射 ， 方 程 组 
(*) 的 解 

x(z, Go), x(w, Š) 
是 渐 近 稳定 解 ， 旭 末 这 个 解 同 一 切 与 其 足够 接近 的 解 


XfT £, |z] < h, h2>-0, 


一 起 对 于 一 切 * 关 xx 有 定 尽 ， 并 且 对 于 任意 的 E >0, F 
Eô, 0< < 下 ,使 得 由 |ë— |<á 可 以 推出 : 对 于 一 
切 z 基 上， 有 
| x(t, E)—x(r, 1 <a, 
H< oh, 有 
|l xit, ë}— xir, al — 0. 
渐 近 稳定 解 的 概念 是 A. M. Jayo 引入 的 ([1]); 
这 个 概念 和 各 种 特殊 类 型 的 一 致 渐 近 稳定 性 一 起 ， 在 稳 
定性 理论 中 有 着 广泛 的 应 用 ([2] , [3] , 4). 
参考 文献 
[1] Tmynos, A. M., Co6p. cor... r 2,M.-., 1956 ( 3 
译本 :Lyapunov, A, M. , Probleme géneral de la stabilite 
du mouvemënl, m Ann. of Mah. Sidis, Vol. 17, 
Princeton Univ. Press, 1947}, 
[2] Epoxi, H. H. ，HewoToptbR aam opm yero- 
BOCIH yaken, M., 1959 (2 PE $: Krasovskii, N. 
N., Stability of motion. Applications of Lyapunov's sec- 
ond method to differential systems and equations with 
delay, Stanford Univ. Press, 19625. 
[3] Hahn, W. , Theorie und Anwendung der direkten Me- 
thode von Ljapunov, Springer, 1959. 
[4] Rouche, M. , Habets, F. and Laloy, M., Stability theory 
by Liapunovs direct method, Springer, 1977. 
I. C. Bornagoa IÉ 
【 社 注 ] 
参考 文献 
[A1] Hahn. W., Stability of motion, Springer, 1967. 
张 鸿 林 详 


渐 近 无 偏 估计 量 [ asymptotically - unbiased estimator ; 
ACHMITOTAYECKH HecMeurennan OlleuKka | 
AEAEE. 它 指 明 该 人知 计 量 在 极限 情 视 下 
PARM A o nbiased estimator) ). PF X, 
… 为 慨 率 空间 (5,P) 上 的 一 串 随 机 变量 , 其 中 于 
x 少 中 的 一 个 概率 测度 . 设 g(P) 为 定义 在 旋 .x 上 的 
一 个 函数 ,而 T (X, X)@m=1,2, J) — B S W A 
#, 具有 给 定数 学 期 望 E T (X... X). 这 时 , 如 果 当 


n — 0 时 有 
EsT.(X,,... Xog (Ph Pe 2, 


则 称 T. AH g Ë W: E x; IR 8 数 (asymptotically 
unbiased function). ERX, X, -ARRE T TH 


“估计 量 ", 则 得 到 潮 近 元 偏 居 计量 的 定义 ,在 从 一 总 体 
中 无 限 次 重复 抽样 这 种 最 简单 倩 况 , 县 该 总 体 的 分 布依 
赖 一 个 一 维 参 数 05@ 时 , 为 9(9) 而 构造 的 样本 大 小 为 
n 的 渐 和 近 无 偏 估计 量 T, 对 任何 8eE@, 当 n — o hr, W 
E 3: t 


Ee Th (Xt, ... , X,) =gh, 


O. B. Uanacpcenii B EEM 译 


WEE {asymptotically - unbiased test ; aeammmro- 
TECN eCornell rpmrepii] 
检验 的 一 个 概念 , 它 指 明 该 检验 在 极限 情况 下 为 无 
RA. 例如 , 在 从 依赖 于 参数 p= 的 一 维 分 布 中 抽出 
的 # 个 独立 样本 的 情形 , 设 乒 为 原 假 设 : Oe O. MKA 
对 立 候 设 ; 
B eRe Q, JO, = Q, 0, (9, = @. 


#k n 8E.Euclid Z A Bái k R, (r=1,2,…} 为 假设 


HW RA K E x WREKE, 2 
lim P(R,|0 < a, 980, 


a = lim P(R, |), Elk, 
函数 R— 


lim FP(R, |8) 


称 为 检验 愉 , 的 渐 近 功效 十 数 (asymptotic power fun- 


ction). ` O. B. amec E HEM W 


算术 函数 的 渐 近 式 [ asymptoties of arithmetic functions ; 
aora ape 中 MeTimeoax 中 mami], 数论 函数 的 浙 
近 式 (asymptotics of number - theoretical functions) 

用 带 有 任意 小 误差 项 的 比较 简单 的 表示 式 给 出 
:的 算术 函数 (定义 在 全 体 自然 数 变 数 上 的 函数 ) 的 近似 
表达 式 、 确 切 地 说 , 称 算 术 函 数 ix) 存在 渐 近 式 
(asymptotic) ,如 果 有 渐 近 等 式 ` 


OO=p + Rü), 


其 中 tw) 是 近似 六 数 ,Rx) 是 误差 项 , 关于 它们 一 般 只 
知道 有 


简 记 为 : 0)=g(x)+ot8 人 7) 或 f(x) — o (x) { 见 渐 近 公 
sÇ (asymptotic formula)). 

求 算术 函数 的 渐 近 式 是 解析 数论 中 最 重要 的 问题 
之 一 . 这 可 由 以 下 事实 来 说 明 : 几乎 所 有 具有 有 趣 的 算 
术 性 质 的 算术 函数 都 有 这 样 的 特征 一 一 当 自 变数 增长 时 
它 往 的 变化 是 十 分 不 规则 的 . SRU RS SE OO 
而 考虑 它 的 均值 (2.,<, f) x (n B 88 8), 那么 f OO 
的 “不 规则 性 "就 被 消除 了 ， 因 此 ， 关 于 算术 函数 的 一 
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+ BB = [a] 88 gk 8: = 3 sk U BJ 59 AARE. Bí 
如 , 函数 r(n) (xn 的 除数 个 数 ) 的 均值 等 于 


1 > T (m) — In n. 
A man 
由 此 提出 的 渐 近 等 式 中 的 误差 项 的 最 佳 可 能 估计 
间 题 对 许多 函数 ,特别 是 对 函数 + (x), 2 (1984, 1992 
译注 ) 仍 然 没 有 解决 (见解 析 数 论 {analytic number 
theory). 
3⁄ A B Sk h3 WIB zü fE M EE h E (additive pro- 
blems) 中 起 着 重要 作用 ( 见 加 性 数论 (additive number 
theory)j， 对 许 名 加 性 问题 , 尚 不 知道 如 何 去 直 接 证 期 
把 一 个 数 表 为 给 定形 式 的 分 解 式 的 存在 性 . 然而 , 一 旦 
得 到 了 所 求 形 式 的 分 解 式 的 个 数 的 渐 近 式 ， 就 可 立即 
推出 : 对 所 有 足够 大 的 n 所 求 的 分 解 式 一 定 存在 . 
E. M. Bpom R WREE EFE E 


原子 [ atom ; arom] 
AUFL OKRE (partially ordered set) 中 的 


` IERE, Mh O< x < pA pE p . 


JL A. Cxopagrop IK 
OREI 原子 (atom) 这 个 术语 还 可 以 自然 扩大 其 意义 


于 范 睹 , 即 除 自身 与 零 对 象 外 ， 无 其 他 子 对 象 的 对 象 


(W GWH RIS (null object of a category)). 
Kpop 译 


原子 分 布 [atomic distribution ;arosamaecuoe pacmpezreresse ] 

空间 的 子 集 构 成 的 一 个 os 代数 .9 上 的 一 类 概率 
分 布 ,其 负荷 集中 在 它 的 厌 于 (fatom) 所 构成 的 混合 
L. 概率 空间 (Q... P) 中 的 集合 4E-w 称 为 分 布 的 原 
+ (atom of a distribution), 如 果 P(4) >0 TEA. 
A= Be. 可 推出 P(B)= 0 R P(ANB)=0. 在 原子 是 
离散 点 的 特殊 情况 下 ， 原子 分 布 和 离散 分 布 (dserete 
distribution) 一 致 A. B. TIpoxopos W Pipik WE 


TATH [atonic lattice ; aroma peanerka ] 
具有 零 元 的 格 ， 对 其 中 的 和 紫 个 非 蔡 元 a, 存在 一 
个 原子 (atom} p <a. O. A. Hmmm @ Ht 译 


原子 环 [atomic ring ; aromapuoe konso ] 
具有 单位 元 的 满足 主 理想 升 链条 伴 ( 极 大 条 件 ) 


”的 整 环 (integral domain}， 换 句 话 说 , 原子 环 的 任意 一 


族 主 理想 都 有 级 大 元 . 这 种 环 中 的 一 个 元 素 如 果 不 能 
分 解 为 不 可 道 元 索 的 乘积 , 则 被 称 为 一 个 原子 (atom), 
或 极 元 (extremal element), 或 不 可 分 解 元 “tindecom- 
posible element). 一 个 整 环 是 康子 环 ， 当 且 仅 当 每 
个 非 等 不 可 逆 元 雪 都 是 原 于 的 萎 积 ， 所 有 Noether 环 
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MERTI. ME- HTIRERENTET ENKE 


(prime element) (H 4 W 32 Æ HEKLE) B3 DR + 
坏 ， 原 子 Bezout 环 {Bezout ring) EERME. 
B. H. Damaon E 
CAEI 在 西方 文献 中 ,对 这 种 环 似 平 没 有 给 出 过 特 
吻 的 名 称 ,而 是 直接 称 之 为 满足 主 理想 升 链 条 件 (ascen- 
ding chain condition for principal ideals) 或 除 子 链 
”条件 (divisor chain condition) 的 环 . n 
参考 文献 
141] Gilner, R., 
kker, 1972. 


Muluplcative ideal theory, M. De- 
赵 春 来 译 


P k A AEA [attain - able boundary arc ; aocrmamean 
oyra pamp ], 关于 fo R P E 388 G 的 
作为 区 域 6 的 部 份 边 界 且 同时 是 某 个 Jordan 区 域 
9 己 如 的 部 份 边界 的 Jordan JL. 可 达 边 界 疆 上 的 每 一 
点 都 是 G 的 {从 gg 内) 可 达 边 界 点 attainable boundary 
point). 单 连通 区 域 避 到 单位 图 盘 D :|z| < 1 E BJ E 
映射 可 连续 延 拓 到 可 达 边 界 红 上 辽 端 点 外 的 每 一 点 ,成 
为 这 一 开 可 达 边 界 弧 到 圆周 |z| =1 HEAL 
mH. E IL Homero E 
【 补 注 】 PiE ye WÚ É br ñÉ PŠ Jr PBO BE accessible 
boundary arc, Piin ET £ L [A1]. 
参考 文献 
[A1] Collingwood, E.F, and Lohwater, A. J. , The theory 
of ciwter sets, Cambridge Univ, Press, 1966. 
[A2] Mapeyuewn, A. H., Teopas anamma yarmmi, 
T. 2., M. , 1968 (中 译本 : A. H. BESET, 解析 
函数 论 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1957). 杨 维 奇 译 


BAE [attainable boundary point ; mcruzsagu 
rpaumsu8wu Toka ] 

区 城 边 界 上 的 点 ， 连 同 从 区 域内 部 通 向 读 点 的 一 
类 等 价 路 径 . 设 上 是 复 平面 内 区 域 G 的 边界 ôG 上 的 一 
个 点 , 且 存 在 由 方程 =t) RR BJ i, z(t) 是 定义 在 
某 个 区 间 [z, B] E BD 83 83k. 当 a < t< B H z(t)€ G 
z(8)= £, 则 称 该 巾 径 是 一 条 (从 G 内) 通 向 点 的 路 
径 , 该 路 径 确 定 一 个 用 表示 的 可 达 边 界 点 ， 通 向 点 去 
的 两 条 路 径 称 为 等 价 的 { 或 确定 同一 个 可 达 边 界 点 )， 
如 果 存 在 第 三 条 从 如 内 通 向 的 上 路径， 在 点 8 的 任意 
邻近 处 它 同 所 考虑 的 两 条 路 径 在 G 内 的 交集 均 非 空 . 
At € 0G 连同 从 G 内 通 向 的 一 类 等 价 路 径 合 称 区 域 局 
的 一 个 可 达 边 界 点 . 并 非 每 个 点 上 e 0G 都 表示 可 达 边 
界 点 ; 另 一 方面 ， 同 一 点 上 EC 可 表示 开 个 不 同 的 可 达 
边界 点 ; 甚至 表示 一 个 由 不 同 可 达 边 界 点 组 成 的 
TER. 

nj 35 1 3 8 J: 55 ARRAMAT (limit ele- 
ment)) 的 唯一 的 点 ， 第 二 类 素 端 (多 点 素 端 ) 恰 好 包含 一 


个 可 达 边 界 点 ， 而 第 三 类 和 第 四 类 素 端 则 不 会 可 达 边 
RA. Jodan 区 城 的 每 个 边界 点 都 是 可 还 的 . 
参考 文献 
[1] Mapya, A.H., Teopas anamTH ec 由 monii， T. 
2, M., 1968 (中 译本 ; A. H. BE S 2. Win ES K 
论 ,高 等 教育 出 版 社 ，1957). 
[2] Collingwood, E. F. and Lohwater, A. J. , The theory 
of dister sets, Cambridge Univ. Press, 1966. 
E. IL ormo FE 
可 达 边 界 点 的 标准 西方 用 语 是 acoessible 
杨 维 奇 译 


[ 补 注 】 
boundary point. 


可 达 子 群 [ attainable subgroup ; nocrasamanu orpynaa ] 
+ H, 它 鹤 包括 在 群 恕 的 一 个 有 限 正规 列 , 即 在 
序列 


(l| CH = Ho CH Cee C HR, = G 


中 , 其 中 每 个 于 群 古 ,是 日,, 的 正规 子 群 . 子 群 的 可 达 
性 是 传递 的 ,可 达 于 群 的 交 也 是 可 达 子 群 , 由 两 个 可 达 
子 群生 成 的 子 群 不 一 定 是 可 达 于 群 . 若 群 石 的 所 有 子 
群 皆 为 可 达 子 群 ， 则 如 满足 正规 化 于 条件 ( normalizer 
conditionY)， 即 所 有 子 群 必 不 同 于 它们 的 正规 化 于 (£ 
见 子 辣 的 正规 化 子 (normalizer of a subset))， 因 而 
这 样 的 子 群 是 局 部 敌 零 的 ， 
E E pai 
[1] Kypotn, A. T., Teopaa rpym, 3 man. , M. , 1967 ( P È 
本 ; A T. 库 洛 什 。 群 论 t 上 , 下 ) ， 高 等 教育 出 版 社 ， 
1982 — 1987), B. M. Komros ## 
【 补 注 】 西方 文献 中 , 对 这 类 子 群 的 标准 称谓 是 次 正 
HTE (subnormal subgroup). 
参考 文献 
[A1] Suzuki, M. , Group theory, 2, Springer, 1986. 
石生 上 明 译 许 以 超 校 


HEH TARE [attraction domain of a stable distri- 
bution ; perenne 0GTRNCTE Yeroirmmoro PacmpeneDEGEN] 
所 有 满足 下 述 条 性 的 分 布 函 数 F(x) 全 体 : 对 一 个 
PL F (x) 为 分 布 函数 的 独立 同 分 布 隐 机 变量 序列 X,.. X, 
…， 以 及 适当 选择 的 常数 4 和 BB>0(n=1，?2,…), 篆 
机 变量 ， 
SAA, 
k=l 
B, 


的 分 布 , 3 n 一 co 时 , 38 k 2k p| — 4" AEB edhi Pš 3⁄ 
V(x) 它 必 有 然 是 稳定 的 - 

稳定 律 理论 的 基本 问题 之 一 是 稳定 律 吸引 域 的 描 
述 . 例如 , 对 于 正 术 分 布 , A. S Xarom, W. Feller #l 
P. Lévy 于 1935 年 建立 的 F(x) 忆 于 正 态 律 的 吸引 域 ， 
4E x — 中 时 ,有 


, n=1,2,..-, (°) 


| dF) 
yt p| >x 


一 0. 
Í y? adFo) 
|y | =x 


后 来 B. B. THeneHko (1939) 和 W. Doeblin (1940) 给 
出 了 具有 指数 (0 <a<2) ARE RRE AE: F) 
局 于 具有 指数 “的 非 退 炒 稳 定律 Co) 的 吸引 域 , 当 且 仅 
当 对 由 VREE o c, 20, c+c>0 ,有 


F(— x 《1 i 
[1 FGx)+ FO— x)1 > cite 5 x— i, 


以 及 对 每 个 常数 1>0, 有 


1— F(xy+ F(—x 
[I F(X)TFC 0) 一 
对 正则 化 系数 B. tn 二 1，2, …) 的 性 状 加 以 限制 ,得 到 
更 闪 的 分 布 函 数 类 , 其 分 布 使 收 艇 关系 式 OY. 对 
适当 选择 的 4.e>0 和 有 员 =enrirtn=i 2 小 使 得 
ORRERI- DRAH 的 稳定 分 布下 (x] 的 分 布 函 
Ë FORAS, O V(x) HEAR) (normal domain 


` w. . u ¢ 


1 当 x — GO 讨 ， 


的 非 送 化 分 布 的 集合 一 致 . 
一 个 具有 指数 e(0 <a<2) 的 非 退 化 稳定 分 布 函 数 
VO) 的 正规 吸引 域 由 这 样 的 函数 下 (x) 来 构造 : 


lim Fix 
== |x |° 
üm 1- ro) = 6; = 0 
x= x 
存在 且 有 根 , 其 中 必 , c h VO) 确定 . 
参考 文献 
[1] F sezesao, B. B., Komanropog, A, H., peneme pan- 
Pet DIH CYMM CSIERORMPbIX CIyAHHbA BEIT , 
M.- JL ,1949 (中 译本 :BB,B. WREN, A.H. 柯 尔 
莫 哥 将 夫 ， 相 互 独立 随机 变数 之 和 的 极 四 分 布 ,科学 出 
版 社 ,1955) . 
[2] HGparmaop, FL A. , Jimm, IO. B., Hesum m 
crauRouapno caq3agHh WAIMEHA, M., 1965 ( #: EË 
本 : Ibragimov, I. A. and Linnik, Yu. V., Independent 
and stationary sequences of random variables, Wolters- 
Noordhoff, 1971). 
[3] Merpos, B. B., Cymeibi ABAMI CUTYWAWHDIK BEI- 
wH, M. , 1972 ( 英 评 本: Petrov, V. V., Sums of 


independent random variables, Springer, 1975). 
B. A. Poroamn E: 陈 培 德 译 


= či = 0, 


W 5| 二 域 |attraction, partial domaie of; wqacraunoro 
upnruxenmu oGnacrs], X, FTAA 65 
所 有 其 有 下 述 性 质 的 分 布 函 数 下 (x) 构成 的 集合 : 
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对 一 个 以 FO) 为 分 布 函数 的 独立 同 分 布 随机 变量 序 
P| Xo X, U, MUR2S8 3 EM SC A 和 B >0(n=1l, 
2, …)， 以 受 正 整数 的 子 序 列 中 <m<…, 则 随机 变量 


S XA, 
f 一 | 


B 


m 


的 分 布 函 数 当 大 一 色 mi 108 g 8-4 A E 5 3E B 41, 
AARAA ARV (x): 每 一 个 无 穷 可 分 分 布 有 一 个 非 
FWRI., 存在 不 属于 尾 何 吸引 偏 域 的 分 布 函 
数 ,也 存在 属于 任何 无 穷 可 分 分 布 的 吸引 偏 域 的 分 布 函 
数 . 
# x WA 
[1] Teemo, 5. B., Kommoropos, A. H., Tlpe;mumuse 
PacmpenermHHT MIN CYMM HO3REHCHASIX (JyqaHHbK 
wmm, M.-J , 1949 【中 话 本 : b. B. HREH, 
A H 柯 尔 莫 再 消 夫 ， 相 站 独立 逢 机 变数 之 和 的 极限 
分 布 ， 科 学 出 版 社 ，1955). E. A. Poroz š 
【 补 注 】 本 条 所 定义 的 概念 通 常 也 称 为 偏 吸引 域 
(domain of partial attraction}. 陈 培 德 译 
自 相 关 [auto - correlation ; asrosoppesames ], 随机 .过程 
总 的 
数值 X M Xaa 的 相关 (correlation).“ 自 相关 "这 个 
本 语 , 连同 “相关 函数 ”这 个 术语 ,最 常用 在 平稳 随机 过 
程 的 研究 中 ， 在 平稳 随机 过 程 中 自 相 关 只 依 粮 于 且 而 不 
依赖 于 t( 见 平稳 随机 过 程 (stationary stochastic pro- 
Ces)}. A. B. TTpoxopoe # 
【 补 注 ] 随机 过 程 X 00 AHK ME X M X. ., WQ tH: 
A Ë (correlation coefficient}. 83534 译 


HHXH [anto - correlogrem ; tmromnpbemorpaMMa ] , 随 
宙 过 程 的 
同根 美 图 (corretogram). 


A HEZ) [ anto - oscillation ; anroxvicóamma ] 

非 线性 动力 系统 (dynamical system) 8 — #h IEE 
EES, J fe WE tS 88 3: nj 1 E B — Et f$ BE] rh £ te 
不 变 , 它 们 在 很 大 程 魔 上 独立 于 初始 条 件 , 而 由 系统 本 
身 的 性 质 决定 ( 亦 见 扰动 理论 (oscillation, theory of), 
“ 自 操 动 "- 一 词 是 由 A A. Anaponos 引进 的 { 见 [1])， 

可 以 进行 振动 的 动力 系统 称 为 自 振动 系统 {auto- 
oscillating systems}. pager, ERRER e, 
管乐器 和 藤 乐 器 等 等 ， 在 某 些 条 件 下 ,通常 不 产生 自 振 
动 的 动力 系统 也 会 产生 自 振 动 (例如 汽车 前 基 架 的 自 振 
3 — “PL”, HL 3 0) Wik a: Ë 3 Er bi ts IÉ E: Z 3⁄ B) 
振动 等 ) .最 简单 的 自 振动 系统 可 以 用 一 常 值 能 源 , 一 个 
调节 向 振动 系统 供 能 的 机 制 以 及 振动 系统 本 和 贞 来 措 
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述 . 这 -- 系 统 的 本 质 的 特点 是 它 的 反馈 (feedback) 特 
性 : 一 方面 ,调节 机 制 控制 了 振动 系统 的 运动 , 另 - 方 
面 ,系统 本 身 的 运动 又 影响 了 调节 机 制 的 动作 ([6]), 从 
数学 观点 看 来 , 具 一 个 自由 座 的 自治 自 振动 系统 可 以 定 
尽 为 其 运动 方程 在 相 空 间 中 具有 -个 或 多 个 极限 环 
(limit cycle) 的 系统 . 

自控 动 系 统 的 一 个 章 要 的 典型 性 质 是 其 振幅 很 大 程 
度 上 与 初始 条 件 无 关 , 即 存在 初始 条 件 的 -个 或 玫 个 
范围 ,使 得 在 某 一 范围 中 任 取 的 一 组 补 值 .都 对 应 于 相 
同 的 自 振动 振幅 , 这 表明 振动 系统 可 能 有 几 个 稳 访 过 释 
而 其 振幅 各 不 相同 ; 其 中 的 每 一 个 都 可 能 在 系统 中 实 
现 , 视 初 值 区 域 的 选取 而 定 . 这 个 性 质 是 自 振动 系统 的 
周期 运动 与 保守 系统 的 周期 运动 的 基本 区 别 . 自 振动 
系统 的 另 .- 典 型 性 质 是 其 周期 由 系统 本 身 决 定 而 不 是 
外 加 的 .这 是 自 振动 与 强迫 振动 (forced oscillations) 
的 基本 区 别 . “ 

自 振 动 的 一 个 基本 特性 是 其 能 量 损 先 必 须 由 一 常 
值 的 能 源 来 补偿 . 因为 自治 系统 中 的 力 并 不 显 会 时 
间 , 所 以 这 一 常 值 的 能 源 必定 会 产生 一 个 力 , 此 力 不 是 
时 间 的 某 个 已 知 茵 数 而 是 由 系统 决定 的 .例如 , 钟表 中 
的 发 条 ,以 常 衣 速度 旋转 的 杆 , 以 定常 速 诬 运行 的 无 限 
长 的 皮带 , 或 者 以 常 速 喷 出 的 液 流 和 气流 都 足 这 种 常 值 
能 源 ;在 驱动 力 为 电流 的 系统 中 ,可 以 用 电池 作为 这 
种 能 源 ， 

自 振动 系统 的 一 


个 简单 例子 是 在 粘性 的 摩 氛 介 质 


中 的 摆 , 它 由 一 大 小 固定 且 恒 作用 于 运动 方向 的 力 葛 动 ， 


这 个 动力 系统 的 微分 方程 是 


XNE RR = F sign x 


这 里 h>0 下 >0 和 也 都 是 常数 系数 , 在 任意 初始 条 忻 
下 ,此 系统 都 有 一 周期 振动 , 摆 与 其 平衡 位 置 的 最 大 仿 
离 ( 即 振幅 ) 是 
xy = -Le 了 
[=e T ki? 
这 里 Ter FF EARE sh hl A, 相 平 面 x 六 
ERER E FEE z ([3]). 
一 切 自 振动 系统 的 典型 性 质 是 常 值 能 源 与 此 系统 
的 联系 , 使 得 此 源 给 出 的 能 量 作 周 期 变化 , 其 周期 则 由 
系统 的 性 质 决定 .这 个 性 质 可 以 表述 如 下 ; 自 振动 
系统 就 是 耗 用 非 周期 的 能 源 得 到 周期 过 程 的 系统 . 
自 振 动 的 形状 可 以 接近 于 正弦 形 ， 也 可 以 很 不 相同 . 
后 一 类 自 振动 称 为 张弛 振动 (relaxation oscillation) . 
形状 接近 正弦 形 的 自 振动 通常 发 生 在 这 样 的 系统 中 ， 
其 中 能 基 在 一 个 周期 内 的 损失 很 小 ， 拷 以 包 入 此 系 
统 中 的 能 量 也 小 . 若 系 统 在 一 个 周期 内 能 量 损失 很 大 ， 


也 可 能 发 生 这 种 情况 ,但 要 适当 选 定 参数 使 得 能 量 损 
和 失 不 羽 在 每 个 周期 中 得 到 补偿 , WJ H ñ: 一 局 期 的 每 - -小 
部 分 中 也 得 到 补偿 .这 种 系统 包括 所 请 正弦 振动 的 RC 
JE š i (RC - generators of sinusoidal oo 
(aD. EKRE P ERM is W g KW B R £ - 
BHH JE: Ri D aAA JU. 2: PEBE Et +h RA. 

自 振动 的 生成 可 能 是 “ 软 " 的 或 “ 硬 " 的 ([2]). 在 前 

-情况 ,系统 在 稳定 平衡 下 某 个 参数 的 改变 造成 和 眼 振 

动 , 其 振幅 随和 参数 连续 变化 而 由 必 平稳 增加 ， 若 将 此 
套数 在 反方 向 上 改变 , 则 自 振动 的 振幅 又 平稳 减少 到 Q 而 
系统 回 到 稳定 平衡 . 若 自 振动 的 生成 是 硬 的 , 则 当 某 一 - 
驮 数 缓慢 连续 变动 时 ， 系 统 从 稳定 平衡 态 转 到 有 限 振 
AA ARI 当 此 参数 上 青 变 动 时 , 振幅 的 增加 率 变 为 常 
数 . EKER rE im 34k, 则 振幅 连续 下 降 , 当 此 和 参 
数 达 到 某 - 值 时 ， 系 统 就 回 到 了 稳定 平衡 态 ， 在 这 方 
面 ,重要 的 是 要 看 到 , 勾 统 由 稳定 平衡 转 到 自 报 动 , 与 由 
自 振动 再 回 到 稳定 平 衔 ,发生 在 参数 的 不 同 值 上 . 

自 振动 表现 了 一 种 有 趣 而 重要 的 性 质 一 一 即 强 追 


同步 化 (enforced synchronization) 效应 , 亦 称 * 怪 获 ” 
Capture) ° 838” (mode locking). ` B 8 35 É #* 
hy 803 ts E H] F B) 2 J 01 58382 3 282 hE, SK tB Bl 
这 个 情况 ， 这 时 系统 的 定常 周期 运动 将 取得 外 力 的 频 
率 ; 即 外 力 将 自己 的 频率 赋 给 了 自 振 动 系统 ([3], {5]). 
参考 文献 

[1] Anrmpogog, A. A., Co6panue Tpymos. M., 1956. 

[2] Anmnponog, A. A., Burr, A À , Xañxun. C 9., Teopra 
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theory of non -linear oscillations, Blaisdell, 1965). 

[4] Topesgx, T., C, Konana u Bomm, M. - JL, 1950. 
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[6] Xapemm, A 各， 点 BTokonefarmg，M.，1953 [ FEE.: 
A A 哈 尔 克 维 奇 , 自 振 , 科 学 出 版 社 ,1957)， 

H. 日 .6yreema EE 
GHI “自治 自 振动 系统 "的 一 般 数 学 定义 是 ;有 非常 
数 周期 解 为 吸引 子 的 向 量 场 . “初始 杀 伞 的 范围 " 即 这 些 
解 的 吸引 区 . 在 保守 系 中 ,周期 解 不 可 能 是 吸引 子 , 而 
且 , 若 一 开 集 中 的 一 切 解 都 是 周期 的 , 则 其 振幅 与 周 其 
通常 会 依赖 于 初始 条 件 .“ 软 的 自 振动 " 即 动力 系统 的 
Hopf 分 枝 . 

[A1], 特别 是 其 517 页 和 504 页 是 有 用 的 . 


*$* x 
[A1] Abraham, R. and Marsden, J. E., Foundations of 
tnechanics, Benjarnin - Cummings, 1973. FRA 译 


AEH [auto - regression ; apToperpeccan ] 

座 定 随机 序列 { 瑟 :aa=0. Aio HAA X SEA 
行 值 所 .的 回归 依赖 关系 . m 阶 线性 自 回归 
由 X, 与 Xa (k=l, wm) 之 间 的 线性 回归 
(regression) 方 穆 来 定义 , Bn 


X, = AB X,- i+ :: : +B, X, -m T Ê (*) 


这 里 pon B. 为 常数 ,而 随机 塞 量 zs, 同 分 布 , 有 只 有 均值 
丸和 方差 六 , 且 为 不 相关 的 (有 时 假定 它们 独立 ). 在 描述 
某 些 夺 间 序列 (ftime series) 时 , 自 回归 是 一 个 有 用 的 短 
机 横 型 ! 线 性 自 回 籽 的 概念 是 避 . Yule 在 1921 年 提出 
的 }， 它 用 于 分 析 描 述 个 系统 的 时 了 间 序 列 , 该 系统 在 
其 内 力 与 随机 的 外 来 冲击 的 作用 下 产生 振动 . 目 回 归 
( 扫 厅 看 作 是 一 个 特殊 类 型 的 随机 过 程 一 - 自 加 时 过 
程 (auto - regression process). 

A. B. [Ipoxopoe Ë BAM i£ 


AEH [suto - regressive process ; aBTOperPeccameamuazi 
mpouece ] 

一 个 随机 过 程 K EERE AEA E aro 
ar É AEH (auto - regression} A E: 


X =aX- + TG A -pt Yn {*) 


RE p 是 正 整 数 ,而 Y 通常 假定 为 不 相关 和 同 分 布 , 具 
均值 0 和 方差 o?， 如 果 复 变量 z 的 多 项 式 oe) 
ar-a ' 一 … 一 gq, 的 零点 全 在 单位 图 内 , 则 方程 (9 


AR 
= Ša, Yn 
r=0 


其 中 b gu Fay 85 a 相 联 系 : 
e-iz) = (2) = Yb," 
r=0 
Aan. Y) 为 共 谱 密度 oa BD ARE ( white 
noise) 过 程 ,这 时 , 满足 方程 (的 的 公有 的 -类 自 回 归 
过 程 是 具 谱 密度 
= |£ 


WARY) E p(e'l) 339 8, WJ t E. NTEN 
E. ut g: BJ ËR HAE (autooovariance) r, = EXX. 
EEEX = 


r = a -1 t ... 


Jeen? 


+ar, -p k>0, 
EM b. RE, 则 有 形式 
= P Šorn 
自 辐 归 参数 a 与 过 程 的 自 相 关 (auto - correlation) £ 
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Pp =r ir . 有 如 下 的 千 阵 关系 : 
4 = R, ' Pe» 
这 里 A4=( 0) P= (PP) W R, Ë B # X £ 


BEH ( Yule -Walker 方程 ( Yule - Walker equa- 
tion )). 
pEr 
[1] Grenander, U. and Rosenblatt, M., Statistical analysis 
of stationary time series, Wiley, 1957. 
[2] Hannan, E. J., Time sries analysis, Methuen, London, 
1960 . A. B. popu E HEM 译 


自 协 方差 [autocovariance ; asrowosapwaupor }, Ë pLiTAE 
X 的 

XA Xo BHAE (covariance), # EX 记 随 机 
变量 AKATAA, UHT 


E(X, -EX MX, +a EX; ia) 


° B h Jy 38" - - 间 通 常用 于 ( 宽 ) 平 稳 随 机 过 程 (stationary 
stochastic process). 对 这 种 过 程 , 自 协 方差 只 依赖 于 1， 
且 它 与 自 相 关 (auto - correlation ) 的 差异 仪 在 于 针 了 一 
个 因子 ， 该 因子 就 是 总 的 方差 .“ 协 方差 隔 数 " 和 “ 自 
协 方 差 隐 数 "这 两 个 术语 也 和 *“ 自 协 方 差 * 这 个 术语 在 同 
一 意义 下 使 用 . A. B. I[poxopos Ë kÆ i 


自动 机 的 代数 理论 [automata algebraic theory of ; 
IOM3T08 amefpamiecom Teopien ] 

自动 机 理论 ( automata , theory of ) 的 -- 个 分 支 ， 
其 中 使 用 代数 工具 研究 自动 机 . 自动 机 的 代数 理论 基 
于 自动 机 可 看 作 特 殊 的 代数 或 代数 系统 这 个 事实 . 此 
外 ,有 限 自动 机 可 表示 的 事件 关于 并 . 积 和 选 代 运 算 形 
成 一 个 代数 , 它 是 由 一 个 仅 含 一 个 字母 或 空 字 的 所 谓 初 
等 事件 的 有 限 集 生成 的 .代数 方法 使 得 直接 在 自动 机 
理论 中 利用 代数 的 结果 成 为 可 能 ,同时 在 某 些 情形 下 有 
助 于 建立 自动 机 理论 和 其 他 数学 分 支 的 联系 . 例如 , 应 
用 自动 机 理论 可 以 得 到 某 些 二 阶 算术 理论 的 可 解 性 的 
证 明 , 也 可 得 到 Bumaide 问题 (Burnside problem) 的 一 
个 新 的 更 简单 的 解 . 

从 代数 的 观点 来 看 , 一 个 有 限 或 无 限 自动 机 W = 
(A, S,B, pp) k — = 基 代 数 {tribasic algebra), 即 有 

EREA, SHB ERAEN o: SZA — SAY: 
SxA 下 BB 的 一 个 代数 . 另 一 方面 , 一 个 迁移 系统 {4,5， 
们 ,其 中 4={a, …, Q 是 输入 字母 表 , S 是 状 志 集 ( 见 
ARAH automaton, finite)), 可 以 看 作 一 个 代数 
SS, an a 其 一 元 运算 用 输入 字母 表 的 字母 a 表 
未 ,满足 &s=gp(5,4), 因此 ,对 自动 机 可 自然 地 定 交 诸 
如 自动 机 的 同 恋 (automata, homomorphism of )、 同 
H, 六 自动 机 等 等 概念 这 一 方法 也 允许 对 自动 机 复 = 
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(4.5, BP, P) RETEA S 上 的 一 个 变换 半 群 (在 复合 
运算 下 ) ERER a 生成 , 这 就 是 说 , 对 任意 a ac a 
和 #E5, 设 

aas=ge(e@(s, a). a). 


此 半 群 称 为 自动 机 p 的 半 群 isemi - group of the 
automaton), 被 用 作 以 代数 的 语言 描述 自动 机 的 某 些 
性 质 ( 分 类 .分 解 . 同 构 ,等 等 )] 的 工具 - 同样 ,对 有 单位 
元 素 的 性 何 半 群 避 , 可 以 赋 寺 一 个 有 给 定 输入 字母 表 4= 
ta, 4,} 和 状态 集 台 的 自动 机 ,如 下 所 述 : 对 4 的 每 
TẸ a ,指定 中 某 个 元 素 和 未 且 定义 迁移 函数 为 
piga) =g. RAAME ERR CE g, g 
ERR O 的 子 半 群 ,这 意味 着 如 果 q.a 3: Q BU 2E 
成 元 , 则 自动 机 的 半 群 同 构 于 床 来 的 半 群 .一 个 自动 
机 的 半 群 显 热 同 构 二 在 字 共 表 4 上 所 有 字 关 于 字 的 过 
接 { 幅 连 } 运 算 的 输入 半 群 4' 的 一 个 商 半 群 , 按照 同 祭 
R={{a, p): a, BEA" 且 对 所 有 sE5 都 有 
(pls, e= (s, BY)1. 
WEAK a seES， 同 杂 及 是 关系 


R={{x, PB): a, PeA H pis, =pls, Bp) 


的 最 大 子 同 余 ， 特 别 地 , 这 意味 着 初始 接受 器 半 ,= 
(A, S, mp, S$ ) 表 示 的 事件 是 某 些 民 类 的 并 集 . 因为 自 
动机 存 同 构 的 意义 下 由 它 的 半 群 刻 廿 , 故 不 同 的 半 群 
类 有 它们 自己 的 自动 机 类 . 如 果 一 个 自动 机 的 半 群 是 
自由 的 , Abel 的 ,循环 的 , 释 零 的 ,等 等 ,或 它 本 身 是 一 
个 群 , 则 此 自动 机 分 别称 为 自由 的 (free}, Abel 的 
(Abelian), 循环 的 (eydic)， EZÉ (nilpotent). 或 一 个 群 
自动 机 (group ‘automaton): 最 后 的 一 种 也 称 为 置换 自 
动机 (permutation automata)， 另 一 个 方法 与 迁移 和 
栓 出 函数 的 代数 分 类 有 关 , 导致 线性 自动 机 , 代 换 自 
动机 和 其 他 自动 机 ( automaton }， 忙 换 自 动机 实现 一 
“~ 函数 且 用 于 编码 理论 ， 线性 自动 机 由 于 它们 的 简单 
结构 而 引起 入 们 的 兴趣 ， 

BH (A.S, B, o.p) RA REE AWH (linear auto- 
maton). WA, S% B 是 某 个 域 .P 上 的 线性 空间 ， 
且 


els, a)=p{s)+p la), p(s, aj=Ņ (s) +ý (a), 


其 中 p, @, , b, hAl SFA S. 4 #J S. SABRA 
P BERERA. TREER P E A 0. EZRA, S 
Tl B RE fi BR SED; ERRE TF. — At Ñ 23 JU SR 
一 个 有 限 自 动机 ， 如 果 在 有 限 接受 器 作为 一 个 其 运算 
为 输 和 字母 表 的 字母 的 代数 的 表示 中 允许 多 元 运算 , Wi 
HEJ 称 为 一 个 项 上 自 动机 (automaton over 


机 (generalized automaton))， 这 种 自动 机 用 于 证 明 某 


— be me 


1” Et 86 EER T E. 
$ x 
[i] Ausmetpamseckam Teopus aBTOMGTOB, SILIKON 1 mopyrpymr 
M., 1975, 
[2] T'uynmos, 
£ YEKE MATEM. 


B. M., AécrbagrHag Teopax ABTOMATOR, 
HayK $, 16 (1961), 3-62 


[3] Tərep, Mw. B., Paitr, x. Bb., a w. ¢ KuGepge - 
TCE cOopuux >, M., 6 (1969), H12- 144. 


见 自动 机 (automaton} 的 参考 文献 . 
B. B. Kyapasnes, K). H. Anos 押 
BHEE Bj (R F 


自动 机 的 完全 系 [automata, complete systems of; 
HTOMHTOB OurIHNIeE CHUTEMDI | 

给 定 自 动机 类 M BJ TR, 在 其 上 定义 了 
f. MM 中 取 什 的 某 个 运算 集 介 这些 子 集 具 有 下 述 基本 
性 质 即 完全 性 (completeness propërty): 由 给 定 的 - -个 
子 集 ASM 中 的 自动 机 经 有 限 次 使 用 人 中 运算 得 到 的 
所 有 自动 机 的 集合 与 M 相同， 一 个 集合 是 否 完全 的 问 
题 称 为 自动 机 的 完全 性 问题 (completeness problem). 
这 个 问题 对 自动 机 的 各 种 模型 和 运算 都 已 进行 了 研 
宠 ， 这 种 研究 的 对 象 范围 按 复 杂 性 增加 的 顺序 包括 真 
自动 机 ,实现 带 延 返 函 数 ( 即 带 时 间 位 移 的 大 值 还 辑 函 
数 ) 的 自动 机 ,有 限 自 动机 , 等 等 , 真 自动 机 对 常 考虑 的 
# Pl 82.0 Së 3: PE [P| K W L 5; k Të 22 St pa 9k bJ se + 
HEARE — FE É ( W, SZ (Ñ SE SER (many -valued iogic))， 
且 已 进行 了 相当 初 底 的 研究 . 同步 天 加 (synchronous 
superposition》 定 义 为 这 样 一 种 自动 机 本 加 ,实现 带 相 
同 延 迟 欧 隔 数 的 自动 机 的 所 有 输入 被 和 结合， 特别 是 ,在 
这 些 条 件 下 发 现 芍 完全 性 准则 表明 存在 ~ 个 算法 ,用 它 
可 以 建立 自动 机 的 任何 有 限 系 的 完全 性 或 不 完全 性 . 
完全 性 的 基本 准则 通过 所 谓 准 完全 类 (pre - complete 
dlasses) 给 出 ( 准 完全 类 是 M 的 一 些 子 集 ,它们 对 于 吕 
中 的 运算 是 封闭 的 ,每 个 子 集 同 不 属于 它 的 任 一 个 自动 
机 一 起 形成 一 个 完 爹 系 )， 已 经 证 明 , 集 合 4 是 完全 
的 , 当 且 仅 当 它 不 是 任何 准 完全 类 的 子 集 . 这 些 类 也 已 
BEER. 这 一 方法 感 功 地 使 用 于 许 移 其 他 情形 . 
如 果 自 动机 的 释 加 运算 和 反馈 运算 选择 为 凡 对 于 有 限 
自动 机 原则 上 也 可 应 用 这 一 方法 , 见 自 动机 的 合成 
(automata, composition of}. 上 述 准 则 也 可 应 用 于 
这 一 情形 ;但 是 ,已 经 证 明 准 完全 类 的 族 是 一 个 连续 
类 ,这 就 排除 了 任何 用 这 种 语言 的 能 行 的 准则 的 存在 
性 ,我 们 指出 ,在 此 用 述 的 所 有 情形 都 存在 有 限 完 全 
系 ; 因此 ,对 任意 移 自 动机 系 的 完全 性 问题 归结 为 对 有 
限 的 自动 机 系 的 完全 性 问题 、 有 限 自 动机 移 有 限 系 的 


”完全 性 的 算法 解 问题 , 与 上 述 的 后 一 情形 相 联 系 ， 问 题 


可 以 推广 如 下 : 对 个 给 定 的 自动 机 a MRA B. 决定 
B a n] i. 如 中 自动 机 经 过 其 些 给 定 的 运算 得 到 ， 于 


r 


L. 


WI £ sr. 


:Ey 


1- 


是 , 人 们 必须 研究 谓词 P(x, y), 即 " 自 动机 x 由 集合 y 
LA” 已 经 发 现 , 实现 性 的 判定 问题 对 任意 给 定 的 a 
部 足 算法 森林 解 的 , 即 一 日 谓 问 Pla ,y) 足 侨 递归 的 . 另 
- 方面 ,对 生 数 了 的 各 种 什 B Ria Pix, B) EET RaR 
的 区 可 是 非 递 归 的 ， 与 自动 机 完全 性 问题 的 算法 不 果 
EHR E THREF REANA, 对 它们 有 能 行 
解 . 特别 是 ,对 具 由 Moore 自动 机 和 所 有 真 自动 机 组 
成 的 系 的 完全 性 的 判定 存在 一 个 算法 . -TA KHE 
屁 找 出 具有 给 定性 质 的 具 栖 的 自动 机 完全 集 . 已 经 发 
现 ,对 任意 下 整数 都 存在 -个 自动 机 完全 系 其 真子 集 
总 不 完全 的 ,县 对 给 定 的 n, 这 种 完全 系 的 个 数 足 无 限 
的 .也 存在 一 个 在 一 定 意义 上 下 最 简单 的 自动 机 , 它 有 两 
个 状态 ,两 个 输入 通道 和 一 个 输出 道道 且 构 成 一 个 完全 
R. 对 于 有 限 自 动机 和 其 上 运算 的 不 同 推广 的 完全 性 
问题 也 己 经 研究 ; 另 一 种 类 型 的 推广 涉及 到 所 者 虑 的 自 
动机 类 中 的 各 种 等 价 关系 的 引信， 
$= W 
|i) HMünogckuñ, C. B, (DynuKUIEOHAJIPRBE TIOCTPOCHMH B 
k- mamot nome, & Tp. mtem, HR -Ta AH COCP 2, 
51 (1958), 5 —142. ' 
[21 Kynpapuea, B. E., Teopema nonora yis OABOFO Kiana 
BTOMATOB ey DOPATHRRK ceaxi, B xH. & Tipoðiema 
WepHeTrwxa D, M., 1962, 8, 91—115. 


13] Kyupspues, B. B., O Monoucr MHOMECTP  OpEAIONHbIK 


MHONOCTE HEKOTOPAX (DYHKUMOHA0BHDIX CHCTCM, CBAJAH- 
HBX C akrOMaTaMH， B xH. ŠT[Ipoforesj wuGepHernkga Ý. 
M., 1965, 13, 45-74. 

[4] Kparro, M. H., Arepa a nomma, Tp cemmnapa Y, 
3 (1964), 2, 33-44. 

[3] JErmsescañ, A. A., YeTOBRR DOTIHDTD P xace 
asromaros Mypa, K., 1963 . 

[6] Bysen, B. A., [locrpomme  yHHBEbPcaJIDHo 六 o.- A. 
YBKUHE OT ÚHBVX ICDCMEHHLIX, HMEHMDEÑ IBA BHYTPEHHHX 
COCTOARHA, E KH. < Tpofinevwe: Cepaerea >, M. 
1970, 22, 75 — 83. B. B. Kynpannes # 
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自动 机 的 合成 [ automata , composition of : agrouaros 
FDO | ` 

按照 某 种 规则 结合 开始 的 自动 机 所 得 到 的 更 复杂 
的 自动 机 的 运算 .自动 机 的 合成 在 自动 机 综合 和 和 分解 
问题 中 起 重要 的 作用 . 最 重要 和 最 常用 的 自动 机 合成 
RHR. 和 登 加 和 反 司 . 

自动 机 所 = A, S Bap p (=1,…,n) 的 直 积 
(direct produc) 是 自动 机 W =(A, S, B, @, p), 其 中 

Ñ = S X... XS, Á = Ax +: XA;,, 

B = B, -:- X B, 


EER (s, a) pis, a) FE 3 R E X: 
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PASI -a sa (ai... ..G,)) = 
一 (@i(s i, al), ... ACR ax), 
Wi +... „Sah (ql, ... ,G,)) 一 
一 {wit{s1, aih r. fa fn )} 
自动 机 N = (A.S. B. 0 和 A= (Bi, S$, B,. 
@, k, ) BJ hl (superposition) 是 自动 机 B=, S, B,, P, 
y), Rp S=S,xS. R 
Q@((s2, si), a) = (Psa piis a), Pi a), 
Hish a) = NOTEER hG 8), 
TEO (s.s SS. asa, 
在 自动 机 的 完全 性 和 综合 问题 中 反馈 (feedback) 
运算 是 很 重要 的 . 这 一 运算 应 用 到 nn 输 人 和 沾 输 出 自 


动机 加 = (A. S, B, p, w), # P A=A 75 5A, 
B=B x. xB. 
Hs, (a). ....a, = 
= 合作 (他 
使 得 对 某 个 让 ,j 关系 BLARE p TRR aj, 
即 
$ = dis. (a - van). 


EREA F EBAR: T" 88 H DS J T 38 
入 上 的 反馈 运算 产生 自动 机 入 =(4, 58,B,p w), ë 
得 4 =A, X XA. XA. X“ X A, ， 


人 一 1 


@(s (91,..., G a... = 
= P(S, (G... .. 1 
Ba anh A o... a.) 
Fa) = 
= Wi (g ..... a-i; 
ps, (G 1. ... vap- aytir ), aytis - | G,)). 
还 有 其 他 类 型 的 自动 机 合成 ,例如 乘积 , 直 和 , 灶 直 积 ， 
等 等 . 
参考 文献 


G} Tyuxos, B. M. Abcrpaxrraag Teopug aBTOMATOR ， 
Š YAR MATEM. Hayk, 16 {1961),, y— 52. 
[2] Kympa, B. B., O MOUIHOCIH MH03ECT8 MPEȚIOJHEN 
MHOZRACTB HEKOTOPHN YHKIMOH2AJIBHEIK CECTEM CH3SaHN- 
HEK Ç ABTOMATAMA, B KH. É IIPOGKMEH XFHÜFUSCTHKH D, 
M., 1965, 13, 45—74. B H feyro E 
【 补 注 】 更 名 的 信息 见 [Ai]. 
L SP. 
[A1] Gëiseg, F., Products of automata, Springer, 1986 . 
陈 世 华 P WEN E 
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自动 机 的 等 价 [antiomata equivalen of ，aprowaroe 
3KBHBSJIeST HOCT b | 

在 自动 机 集 上 的 一 个 等 价 关 系 , 出 于 研究 白 动机 的 
基 些 特殊 的 内 在 性 质 毛 引起. 这 样 的 一 种 性 质 道 常 是 自 
动机 的 行为 (automaton behaviour of an), 因此 ,两 
个 自动 机 厦 作 等 价 的 , 倘 革 它们 的 行为 相 问 .此 时 ,，.- 
个 自动 机 的 行为 通常 理解 为 由 它 实现 的 全 体 上 明教 , 见 有 
限 自动 机 (automaton ,finite)， 对 有 限 自 动机 来 说 , 这 
样 一 个 等 价 美 系 是 可 解 的 . 所 以 , 存在 -- 个 白 动 机 的 极 
小 化 算法 , 即 用 来 对 任 一 给 定 自 动机 构造 -个 最 小 可 能 
状态 数 的 等 价 自动 机 { 极 小 让 动机} 的 算法 . 

自动 机 的 等 价 性 可 依据 状态 的 等 价 (equivalence of 
states) 概念 方便 地 定义 : 自动 机 好 和 所“( 它 们 可 以 相同 ) 
的 两 个 状态 s 和 s' 称 为 等 价 的 , 倘若 初始 自动 机 所 , 和 
明 f' 实 现 相同 的 函数 .自动 机 名 和 对 等 价 意 味 着 外 的 
任 一 个 状态 可 找到 外 的 -个 状态 等 价 于 它 ， 反 之 亦 热 . 
一 个 自动 机 是 极 小 的 当 且 促 当 它 没有 不 同 的 两 个 等 价 状 
w ERREF. 任何 一 个 自动 机 的 极 小 自动 机 唯一 确 
E. 有 限 自 动机 的 这 -等 价 关 系 的 求解 算法 基于 Moore 
定理 (Moore theorem). 按照 这 -定理 , N BRE s 
Ais 等 价 如 果 韧 始 自动 机 A, 和 W. 实现 的 沿 数 在 长 
fi 一] 的 字 上 一 致 ,其 中 m 足 和 的 状态 数 . WERA sS 
和 8 分 属 两 个 自动 机 X 和 有 ， 则 字 长 等 于 站 AH 一 |， 
其 中 # 是 她 的 状态 数 ， 著名 的 胆 限 自动 机 极 小 化 算 
法 也 是 基于 这 一 定理 .该 算法 构造 所 谓 的 归 约 自动 机 
(reduced automaton》 ,其 状态 是 状态 等 价 类 ,而 它 的 迁 
移 函 数 和 输出 画 数 申 原来 的 自动 机 的 对 应 函数 自然 请 
学 出 ， 归 约 自动 机 是 极 小 的 ;因为 它 的 任 休 两 个 不 同 状 
FERA MA, 

对 其 有 个 状态 ,m TRA TEA p + SS tH FER 
极 小 自动 机 的 个 数 Am, n. ph TECRA. tn 
È m+n+p — %0, H m 23, fj thit A(m.n, pi~ 
(np)""/n1, (W| 

AQ, n. p) — e ta (s 

在 自动 机 的 等 价 性 研究 中 的 另 一 个 问题 是 自动 机 的 等 
价 变换 (equivalent transformations) HIE. RA m 
对 有 限 自动 机 的 两 种 可 能 的 定义 方法 — ARA 
络 一 一 都 已 被 研究 ， 一 般 来 说 ,问题 是 要 求 出 一 组 变 
换 规划 ,它们 满足 某 些 条 人 忻 并 可 应 用 它们 将 任何 给 定 自 
动机 变换 到 任 一 个 等 价 于 它 的 自动 机 :所 谓 的 完全 规则 
组 . 在 两 种 情形 下 , 4483808368 — zr (Ej sk E E 
网 络 的 片断 }, 它们 实现 相同 的 映射 . 此 规则 的 应 用 是 
用 -个 片断 代替 另 - -个 片断 ， 对 有 限 自 动机 来 说 ,完全 
规则 组 不 存在 ,但 对 限制 延 信 数 的 逻辑 网 络 来 说 , 旭 是 
存在 的 . 

在 有 限 自 动机 的 等 价 性 研究 中 出 现 的 基本 概念 . 问 


是 和 和 方法， 适当 塌 考 绕 它 们 的 特点 ， 通 常 可 以 护 展 到 自 
动机 的 其 他 类 型 ,作为 参考 可 见 自动 机 (automuaton }. 

B. EB. Kyapapuee. O WV Anon Æ 
【 补 注 】 读者 可 参看 条 上 日 形式 语 育 {formal languages) 
和 也 系统 代 - systems)， 本 条 中 的 大 部 分 课 愿 已 不 再 
看 作 是 现在 的 主流 . 
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自动 机 的 试验 [ automata , experiments with ; 3KtmepaMekHmtr 
€ ABTOMATAMH | 

H B IALES ITA RA X 8 ALARA GL B9 
方法 , 且 这 些 信息 可 从 外 部 试验 中 推导 出 . ( 即 这 样 的 试 
验 , 将 输 人 字 馈 人 自动 机 ,观察 对 应 的 输出 字 序 列 , 并 基 
于 这 些 观察 作出 结论 ). 

自动 机 的 试验 可 用 于 寻找 解决 下 列 问 题 的 途 符 : 

1) 己 知 自动 机 处 于 初始 状态 ,要 求 决定 这 一 状态 ， 

2) 枸 造 - -个 试验 , 它 将 自动 机 信任 一 状态 变 到 某 个 
预定 的 状态 (调节 问题 ) . 

3) 自 动机 的 正确 功能 的 验证 . 要求 用 试验 查 明 给 
定 自 动机 是 否 功 能 正确 . 

4j) 自 动机 的 诊断 、 不 仅 要 求 查 明 自 动机 是 否 工作 
JE, iE E A BA far Pe AE E h i E H FE. 

SYA A E Ë AL R- - T Ë gT 88 (PE 
码 )》， 已 知 看 作 一 个 “暗箱 "的 自动 机 属于 某 -给 定 E. 
要 求 查 明 此 自动 机 是 哪 -个 . 

设 所 是 具有 输入 字母 表 三 和 输出 字母 表 7 的 初 
HAHH. Lax ERA X E 0 ES, c YH 
AEW. 一 个 自动 机 A4 的 试验 (experiment with the 
automaton) 是 -由 所 有 (x, 办 对 组 成 的 集合 [x A], Wi 
ARIF x £a B AHA x 3 559918 y. 

试验 的 分 类 . 下列 类 型 的 试验 常 被 考 虐 ; 

1. 简单 无 条 件 试验 (simple unconditional experi- 
ment) 一 一 一 集 合 [a; 4)， 其 中 由 一 个 字 组 成 ， 在 
试验 过 程 中 崔 -- 的 元 素 & 司 人 自动 机 的 输入 且 输 出 的 
结果 是 了 中 某 个 字 . 

2. 简单 条 件 试验 (simple conditiona! experi- 
ment) 一 一 一 集合 [&, 科 , 其 中 由 一 个 字 X=(X (1),… 
XAR, 县 对 任意 je 和，…, EXGH F [x A], 
a =(X(1),  X(;—- 1). 因此 ,在 自动 机 试验 过 程 中 每 个 
输入 字 的 后 继 字母 依赖 于 旱 先 得 到 的 输出 字 . 

3. 多 重 无 条 件 试 验 (multiple unoonditional ex- 
periment) — 简单 元 条 件 试验 的 一 种 推广 ,此 时 集合 
[a, A 中 的 a 由 多 于 1 个 的 字 组 成 ， 适 常 假定 在 纵 定 试 
验 的 执行 过 程 中 有 自动 机 4 的 多 于 1 个 的 样本 ,或 该 自 
动机 的 初始 状态 能 复位 . 

4. £ s AIF uÑ 52 (multiple conditional experi- 


ment) 一 一 简单 条 件 试 验 的 一 种 推广 , 此 时 集合 [x, Al 
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hah £ 1 个 的 字 组 成 : 
= {RA ND, X.T,» 


此 外 , o 区 分 为 两 种 对 能 情况 : a) ER El, sl; e 
llet r. X GHIR T e. AJ, FEP a E yE 
(XQ... X (1) ER E o AER Eio, stnieil, 
Tmp AG BERM Fa, A], Ep a tE 5 XU. 
SAED KA EDE R 5 z d 1 
/一 1> 皇 或 与 一 1 相同 当 j 一 1 <r (ie{l,…, sh 

试 驴 的 复杂 性 度量 ( measures of the complexity of 
expetiments)， 有 一 些 数 字 特 征用 来 估计 试验 复杂 性 的 
程度 .对 复合 试验 来 说 ， 常用 的 复杂 性 测度 是 试验 的 

高 (height of the experiment) 一 一 最 大 输 人 字 的 符号 个 
数 ， 重 数 (muliplicity} 一 一 输 人 字 的 个 数 ， 和 长 度 (jeng- 
中) 一 一 所 有 输入 字 包 含 的 符号 总 数 ， 简 单 试 验 的 复杂 
性 测度 指 它 的 长 (所 用 输 人 字 的 符号 个 数 ) ， 

ETAR. 一 个 r 状 志 ,m 输入 和 p 输出 Moore B 
动机 称 为 一 个 fr,m p) B BL. ` F388 2 Kok bq 
by a simple experimentar. W ARA irm, p) 
自动 机 且 所 有 状态 两 两 可 分 , 则 任 二 状态 的 可 分 性 可 用 
Er-1 的 一 个 简单 试验 建立 , 且 界 r-l] 不 能 更 低 { 见 
4p. 

决定 一 个 自动 机 的 切 始 状态 的 问题 可 用 一 个 长 4 
的 简单 无条件 试验 来 解决 ,其 中 


3 当时 6 一人. 


对 -个 状态 自动 机 , 其 中 类 个 状态 是 容许 的 , 它 
的 调节 总 可 表 长 4 的 一 个 简单 无 条 件 试验 解决 ,其 中 1< 
(2r—R)(k-1)/2, HK RO AKBP St. 

通常 ,只 有 不 多 的 一 部 分 自动 机 能 达到 上 述 估 计 . 
已 经 得 出 ( 见 [各 ), 对 几乎 所 有 具有 商 个 容许 状态 的 
(rm ,pp) -自动 机 .决定 其 初始 状态 的 问题 可 用 长 4 的 
一 个 简单 无 条 性 试验 解决 , 其 中 41og,log,rt+4; 且 对 
几乎 所 有 (r, mm, p) -自动 机 的 调节 问题 可 用 长 4 的 - -个 
简单 无 条件 试验 解决 , 其 中 41<5 Iog,r. 

状态 数 未 知 的 初始 Mealy 自动 机 的 译 码 没有 短 
法 。 但 是 ,这 种 自动 机 的 大 部 分 还 是 能 被 译 码 的 , 

自动 机 试验 也 用 作 自 动机 功能 控制 的 工具 , 已 经 
发 展 出 自动 机 控制 阿 题 的 统一 途径 , 它 使 指出 解决 这 些 
亲 题 的 原则 性 方法 成 为 可 能 ， 对 各 种 自动 机 抠 出 所 有 
陷入 僵局 的 多 重 试验 的 -- 个 能 行 算法 ,也 已 构造 出 来 
( 和 抑 已 ] ). 
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自动 机 的 同 态 【automata , homomorphim of ; agrosraros 
TOMOMOpDE | 

一 个 自动 机 的 输入 和 输出 字母 表 及 状态 集 到 第 二 
全 自动 机 的 对 应 集 的 上 映射, 它 保持 迁移 和 输出 函数 . 更 
严格 地 说 , 自动 机 M. =(A,. Sp B, @,, k) 到 自动 机 ,= 
(A,.S,,B,, @,, 由} 的 同 态 { 见 有 限 自动 机 ( automaton, 
finite)), 是 集合 A XS XB 到 集合 4,x5,Xx 忆 的 一 个 
映射 h==(h), Aa, h) 


hA, = An i: ST SS， Bi e A, 
使 得 下 列 等 式 对 任何 se S. a EA 都 成 立 ; 
h;@(s,a) = P (h(s), h (a), 
habits, a) = hth2(s), h (ay, 


始 自动 机 还 必须 满 忠 附加 的 杰 求 :天 映射 初始 状态 
到 初始 状态 自动 机 M ga 称 为 同 态 的 (hormomor- 
phic}， 悄 车 存在 映射 A <S, x B, B| A, x S. x B, 0 — A 
AASIAS h. 此 外 , WME h E — 9), HER 3 
FJ (isomorphism) B 8 389, W, A W, 称 为 同 构 自 动 
机 (isomorphic automata). 如 果 字 母 表 A, 和 4 相 同 ， 
字母 表 B, 和 B, 相同 , ERA h. A kh 是 恒 同 映射 则 
FF] H] ñ 称 为 一 个 状态 同 漆 (state homomorphism) 
[状态 同 构 (state isomorphism)]. kh A RH H 
COLESTESE 状态 同 构 自动 机 和 状态 同 杰 
初始 自动 机 是 等 价 的 { 见 自动 机 的 等 价 (autiomata，equi- 
valenæ of )). 

B SHMJLpj 2548 5; FIT B Sh ii R oj E. OR. 
完全 性 等 等 有 关 问 题 的 研究 . 
参考 文献 
[1] Prymxop, B. M., AGcerpaKT8aR Teopus asgroMaroa， 
& Yom MATEM. Hayk $, 16{1961), 3 — 62, 
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自动 机 的 描述 方法 [ awtomata, methods of specification 
of; ABFOMATOR COOCOGE sanamuq] 


26) AUTOMATA, METHODS OF SPECIFICATION OF 


撕 述 自动 机 及 其 功能 或 行为 的 各 种 方法 .自动 机 
的 描述 方法 依赖 于 自动 机 概念 的 定义 方法 . ARAE 
观 方法 ( 见 有 贝 自动 机 automaton, finite)) ， 则 所 描述 
的 是 有 限 自 动机 的 外 部 行为 . 若 采 用 微观 方法 , WE 
中 应 包含 构造 自动 机 的 元 人 忻 及 它们 的 结合 图 式 的 撕 
E. 描述 有 限 自动 机 的 方法 叙述 于 下 ， 
宏观 方法 . 对 于 给 定 字 攻 表 A4={a .0,5={35,,…, S51 
M B={b, …, 避 ,描述 -- 个 有 限 自 动机 A = ÇA, S, B, e, 
W> 相当 于 措 述 钞 数 Ay, 或 描述 此 自动 机 的 行为 
(automaton, behaviour of an). MH y Ay # 5 — 
tE. -tA — HEP EE 2. 自动 机 引 的 迁移 
# (table of transitions) T AWA FRAR, M 工 =j51 
和 T =Ë | Sly, n, j=l; m), freES, YE 有 M 
数 史 和 网 由 pie, at 和 Ws,, apan EN. E 1 
的 所 有 列 一 致 , 则 玫 TERA Moore 自动 机 (Moore 
automaton). 例如 , 设 A={a,, m}, S=, B= fb, 
5 W TADRE TAAA ?的 函数 Q, #l j, 
(图 2 表示 了 的 子 表 五 和 TO. 


图 2 


自动 机 的 (迁移 ) 图 (diagram of {transitions of) 
an automaton) 是 一 -个 有 向 图 G, 其 中 图 的 顶点 和 5 的 
元 素 一 一 对 应 ， 图 的 边 和 形 如 (a,b), a eA, he B, 的 对 
的 基 一 集合 之 间 一 一 对 应 ,GG 的 每 个 顶点 至 少 是 一 
个 边 的 起 点 , 同 -起 点 的 所 有 边 上 的 赋值 对 的 集合 下 
形 如 Rafa, b), …, Q... b. X. BS 3k o Hl SE X in 
Tog. a)=s, Wi, a=b, WE (a b) 是 起 点 为 s 终 
点 为 8 KARREN. 以 图 的 语言 陈述 自动 机 的 某 些 
性 质 是 方便 的 {自动 机 的 连通 性 , 状态 的 可 达 性 , 等 
等 ). 图 3 表示 自动 机 "的 迁移 图 ， 


(2.52) 
(a, ba) Capat? 


{agdal 


图 3 


$e E E RF (transition miatrix} 用 来 描述 迁移 茶 统 
《4,.S,.9y》 的 功能 { 见 有 四 自动 机 (automaton. fini- 
te, 它 表 未 为 (xnm) 和 矩阵 天 =iiPi|, 其 元 素 是 字母 开本 
的 子 上 集 G 8 S E). W E 3 ËF: a 8 p. 当 且 仅 当 p(s .a) 
=s. 因此 ,对 任何 i=1,…,n, WE pr, MLP. YP = 
pi, HURRA WTP AR oE SAI 
(其 中 4" 是 字母 表 4 上 所 有 字 的 集合 , 世 括 党 字 ), 考虑 
EE PARAKA. PP 的 自 绑 用 通常 的 算法 实现 ,但 
以 集合 的 吡 连 (concatenation) 运算 与 并 运算 代 赫 乘 与 
MEA. $ed 是 -- 个 长 4 的 字 且 aePW ,其 中 Pe 
是 矩阵 中 的 一 个 元 素 , 则 有 PG, 叫 =$ -于 是 ,迁移 系 
8 CA, Spr Po) BREE PE P RISE BE P AMAER: 


d, Ga 


qa; t |f 
(—[a,a,a;a,) {drgs, a24, )} 


1 一 一 - 
P% = PXP = (a;,;a,.a a.) {aan aa, 


H 4. 
若干 极 小 化 { 化 漳 } 算 法 和 自动 机 综合 算法 与 自动 机 的 
这 些 措 述 方法 有 关 . 

为 了 描述 一 个 初始 {不 必 有 限 ) 自 动机 3... (变换 器 ) 
的 行为 ,人 们 必须 定义 函数 O=) ERAH A 到 
吾 ( 或 4 和 到", 其 中 如 ,8 分别 是 字 生 表 4 55 B L 
所 有 超 字 的 集合 )， 

这 一 函数 可 借助 于 信息 树 (information tree) 3 E 
名 ,信息 树 的 每 个 顶点 有 m £V. CS ABA 
个 字母 一 一 对 应 ,每 个 顶点 琵 以 自动 机 W. 的 一 个 状 
态 ,同时 每 条 边 同 以 B 的 一 个 字母 ,方法 如 下 ， 状 态 3 
ETE. 若 状 态 s L SEWU OR TN S. WFE b= (s,, 
全 赋予 对 应 到 4 F 368 a 的 边 ,同时 在 此 边 的 终点 赋予 
RA sso ad) 对 每 个 字 eme a EA 对 应 这 个 树 的 
瞧 一 边 序 列 p= p p 使 得 pi H f SH H pa H p 
点 发 出 , SE B=RA-- 8 ts p (s.a) 的 值 相 同 ,其 中 及 是 名 
中 赋予 边 只 的 字母 , i=1,…,r, MEKA 了 由 一 个 有 限 
自动 机 实现 , 对 应 的 信息 树 可 用 一 个 有 限 子 树 能 行 地 决 
定 . 图 4 囊 示 初始 自动 机 As 的 子 树 {( 由 顶点 发 出 的 
左边 对 应 符 导 gq , BARERA a). 

一 个 有 限 自 动机 (接受 器 ) 在 可 表示 种 件 ( 越 事件 ) 
方面 的 行为 可 和 借助 于 正规 表达 趟 给 出 , 见 正规 事件 
(regular event). 这 种 事 性 也 可 措 述 为 由 某 些 形式 系 
# CE Thue 文法 ,等 等 } 产 生 (推演 ) 出 的 字 集 合 ， 这 
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时 , 半 Thue Ah MeH T= XA. S. E. y 给 出 ,其 中 
本 ,5 是 有 限 字母 表 , 4 门 S3= 久 ,上 是 一 个 形 如 su X H 
公理 模式 (axiom scheme), wA sa X -s X, r— 
7 的 氛 演 规则 模式 的 集合 ,其 中 s,s, rES, aed, X 
是 -个 从 A" PRERE. H—4, mE saX — s X 
和 sa X— s'X ARATO, 则 有 5 = s-. Foes ENR 
ATER, WERE ARFA sou=w',…,ws 使 
iw aE w GSL, on 1) Bl o PEAN 
其 中 WeS, 且 中 不 含 规则 w 一 wn, 一 个 产生 正规 事 
忻 的 次 法 县 有 类 羽 的 形式 ， 它 由 四 元 组 T= (A, S, s, 
aH. HH s ES 是 一 个 公理 ,各 是 形 如 s. 一 as, 
3 一 的 规则 集 ， s e=x m, R Y TERA, 如果 四 
包含 规则 si- ws... 5 一 BSa, 2 已 经 知 
道 由 这 类 形式 模式 建立 自动 机 的 迁移 矩阵 的 算法 ， 因 
lt ER CA, So p s2 的 状态 ?表示 的 事件 , SË 
如 说 ,可 定 习 为 半 Thue 系统 


2 = <An, Sn ¿= (s A, 
w= {sa X—s, X; sya Xs X; 


s.a X—s,X; sa y X-ss X; s151 }> 


wWROIN AU E S. 


WJ dB UPh Sia B pil. DUY, — F (2 3 
有 限 的 ) 迁 移 系 统 《4, 3S.9> 可 以 描述 为 一 个 代数 《S， 
中 >》 ,其 中 四 =={%: ae 直 是 在 人 S 上 满足 gopa, Di 
一 元 运算 集 . 因此 , EBRA CA, S, @, > THAE 
代数 《So [的 a 其 中 @, (s)=s, @ (s)=s , (s) 
=s, @, =s. Rw| E t OS. S) 其 中 人 5 是 形 
如 sz 字 的 集合 (ES,axcd), p= IQ. ae AE S Eh 
É @, Ga)= saa 的 一 元 运算 的 集合 . 代数 《S, D H S 
生成 元 系 和 定义 关系 集 m= {sm 一 5 g: i=1,2, 1) Æ 
X. 这 样 的 一 个 已 数据 述 一 个 (通常 是 部 分 的 ) 自 动机 
<A, S, p), WERIT E sa =s u B — F o th 3 #& , 出 
关系 pi upe a AR. Min, EB R E A, So 
名》 可 由 一 个 5 生成 元 系 和 定义 关系 集 w= 但 =5a， 
5 描述. 假定 ol, ASS 
@(&,A)=5s . 

自动 机 的 行为 可 让 -- 目 谓词 还 辑 的 语言 措 述 . E 
久 有 限 自 动机 的 公式 类 的 选择 可 用 各 种 方法 完成 . 措 
述 可 能 不 完全 ,因为 选择 的 公式 类 定 习 一 类 自动 机 , E 
们 的 行为 在 此 拭 述 的 精确 度 内 是 异同 的 , 例如 , “调查 


表 " 方 法 涉及 到 借助 于 信息 树 的 片断 描述 自动 机 类 ， 奖 


数 8 和 业 的 部 分 定义 ， 等 等 . 

上 面 措 述 自动 机 的 方法 经 适当 桥 改 后 也 可 应 用 十 
某 些 广义 有 限 自动 机 ( 非 瓷 定 的 ,无 限 的 , 等 等 ; 见 自 动 
机 (automaton )) 的 行为 ， 固 此 , 一 个 非 决 定 有 限 自动 机 
的 表 T. 的 元 素 可 由 香 $ 的 任 卷子 集 组 成 ， 和 决定 接受 


器 一 样 , -个 非 决 定 有 限 接受 体 的 行为 本 用 一 个 正规 表 
达 式 描述 . 有 限 自动 机 的 其 他 推广 是 有 限 报 率 自 动机 
{automaton ，Probabilistic), 项 上 自动 机 , 镶 厂 结构 , 等 
等 . 

已 知 字 母 表 4=fa a B={b b SS, 
的 概率 自动 机 CA, S, RB, u> 的 描述 意味 着 对 任意 
给 定 的 i 和 j(1 isn ,1jsm) 指 定 一 个 在 所 有 对 (s, 
b)(r=l,-,n,q=1, k) 的 集合 上 的 条 性 概率 测度 
同人 3 ,如 ) ， 为 此 ,大 们 通常 考 虚 非 负 元 素 的 方 阵 系 


M% = | ut ||. 


满足 条 件 ; 每 个 矩阵 MI?= 工 ,-,M?… RERE. BNF 
PAXE b =u E. MRH DLA, S, B, 
心 被 考虑 具有 集合 8 上 的 某 个 初始 概率 分 布 : 


mo = (olsi) spol), oG) > 0, Sb) = 1 
i=l 


ARAE A Sh HL i) E W HB E 3E BE M' REM = 
laz l, 其 中 


m = Dei, 
r=i 


i=1;en; g= ek; 任意 有 限 Mape 
$ (Markov chain) 可 看 作 一 个 有 限 概率 自动 机 . Resi E 
Mi(j=1, my HBD. 下 面 给 出 的 矩阵 系 定义 了 
某 个 概率 自动 机 W (n=2,k=2, m=2) 以 及 此 自动 机 
的 矩阵 M, M’, M', M : 


] 1 2 
二 0 三 
"ji yz- l3 3 
11b 1 I| 
4 4 5 5 
l dj 
1 — 4 2 22 — 0 0 
“=a ipa jaz ij 
4 4 5 5 
ii 12 
2 2 3 3 
1 一 — 
M = í ib e= l3 2 
2 2 5 5 
13 
_ 4 4 一 1 0 
1 一 2 。 
M = H Lai 
2 2 5 5 


FERA, a} A S= 已 知 时 ,为 了 定 
义 一 个 项 上 有 限 自动 机 《4,S, o, a y, 人们 必须 首先 确 
定 一 个 集 4 到 非 负 整数 有 限 集 的 映射 。, 使 得 至 少 存在 
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—+ Kaca WE c(ay=0 Wix a sAG=1. 
em) 必须 定义 一 个 映射 集 [S] =S x. x S 到 3 的 
ca EE x... A ola) =0 的 元 素 as4 都 对 应 
-个 元 素 meS , 称 之 为 自动 机 的 初始 状态 . 例如 , 如 果 
A=í(a, a, $= {5 5}, TaD, c(a.)= 2, was, 
a, (s. S) ES a. (s .s)=s a, o ES a (s. ES , 
WAR o, a. u, 定义 某 个 具有 初始 状态 5 的 项 上 自动 
机 <A, S, oo, ow} >- 
为 了 描述 一 个 贸 戏 结构 ( 形 如 4，3, gq} 的 迁移 系统 
一 个 无 限 并 集 , 其 中 4=3'( 见 自动 机 (automaton)) , 
人 们 必须 对 每 个 n 维 空 间 的 整 点 定 尽 整 点 的 一 个 有 序 
集 ; 此 集 称 为 它 的 邻 域 . 安置 在 一 个 给 定点 上 的 迁移 


系统 《4, S, gp) 的 输入 字母 表 4 是 安置 在 该 点 的 邻 域 


的 点 上 的 迁移 系统 的 状态 集 的 Deseartes H. 例如 , 设 
5 二 {5 ,名 j， 设 二 维 空间 的 一 个 整 点 (x,8) 的 邻 域 D. g 
是 有 序 集 {a 一 1,), (z. B+1), (a+1, 有 8 站. 为 了 描述 
一 个 一 致 的 二 维 锐 欺 结构， 函数 p 定义 如 下 : pis s. 
s)=s; 所 有 其 他 情形 ols") =s. 在 此 输入 字母 
表 4 为 Deseartes 积 SxSxS. 

微观 方法 ， 一 个 结构 自动 机 的 微观 方法 定义 描述 
它 的 组 成 元 件 和 它 的 结合 图 式 ， 描述 可 以 是 详细 的 或 
笼统 的 . 通常 限于 自动 机 构造 的 所 谓 典 范 图 式 
(canonical scheme) ， 示 时 元 件 分 成 两 类 : 功能 元 件 
(functional elements) ( 单 状态 自动 机 ) 和 存储 元 件 
(memory elements)， 上 典范 图 式 ( 图 5) 由 两 个 功能 部 
件 了 和 连同 作为 存储 元 件 的 Moore 自动 机 A= <R, ， 
S, Q. e. y(i=1,: 1) EE t . 部件 /和 9 由 功能 元 
件 组 成 。 当 用 这 种 方式 定义 结构 时 , 这 些 部 件 不 再 进 一 
步 描述 . 而 只 给 出 这 些 部 分 实现 的 向 量 函 数 { 毕 如 用 
表 ): 


f = (f(x srna Xps Bpa oah o o’ 
sran fxi rer’ Hj . tD): 
-XQ RX XR 


这 个 图 式 描述 结构 自动 机 <, S. p". o, Py. Rh S =S, 
Xox RR o My EUF: 


pls s) (da1, G) = (#1,..., Sa), 

$s = PS, fiina aa W151), e PDY 

Wisi- Sh (a1, ...， AnD = (b ,. .. ,bn ), 
b =39 (aj... Ga)... Pis) 


结构 自动 机 的 一 个 重要 例子 是 涩 辑 网 络 , 见 有 限 自 
动机 (automaton, finite)， 图 6 表示 同 构 于 自动 机 %° 
(其 迁移 图 见 图 3) 的 一 个 自动 机 《< 有 A,S, BB,9,W》 的 典 
范 图 式 , 和 A=$=={0,]}， 自 动机 和 二 《S$,$, So, 
由 》 是 一 个 Moore 自动 机 , 其 中 @ (1, 7z)=2, 9 (0, 5)=z. 

结构 自动 机 常常 用 典范 方程 (canonicai equa- 
tions) 描述 , 即 下 述 形 式 方程 组 : 


1) = áp 


uil} = so, 


u (Qr+1) = f(t), uth Ah -a xi) 


wt = FG o h h -Xa 
二 ET -lth ah Xat) 


Yml) = Emh u xh.. Xt), 


其 中 f=1,2,…, 它 是 一 个 整数 基数 ，sos5, 且 函数 / (u= 
esih g (=l, m), WET x r=], n) AR 
4 中 取信 ， 这 个 系统 所 对 应 的 典范 图 式 的 所 有 存 情 元 
忻 是 相同 的 : A =A, S, B, 9P, yso) AP A=S=B(= 
1. 1); pla, qa)=a', yia, a) 5a. Az HA, 的 功 
能 实质 上 可 摘 述 如 下 . 在 时 刻 1 假定 字母 a( WT %, 
的 输入 , 则 在 时 刻 t+1 时 外, 的 输出 产生 相间 的 字母 . 
图 6 表示 一 个 自动 机 间 ， 其 典范 方程 形 如 


u(1) = 0, 
u(t +1) = x(t) + u(2) (mod 2), 
y) = x Vul). 


在 一 般 情形 下 , 结构 自动 机 的 揣 述 涉及 到 元 件 自动 
机 及 某 类 “合理 的 结构 * 图 式 ( 网 络 } 的 选择 问题 ,后 者 条 
常 归 纳 地 定义 . 
p+ TW 
[1] Shannon, C. and MacCarthy. J (edgs.), Automata 
studies, Princeton Univ.Press, 1956 ( 中 译本 :C.E. Hi 
南 .了 Er F RS. 自动 机 研究 ,科学 出 版 杜 , 1963). 
[2] Tnyumos, B. M., CMS umbpomm ABTOMATOB, M., 


1962. B. A. EByepuu, C. B. Anar 所 
【 补 注 】 见 条 目 自动 机 的 等 价 (automata ,equivalence 
of) 的 补 往 . BRE E R 校 


自动 机 的 极 小 化 「 automata, minimization of ;aroMaroa 
MHHBMH3SIBW ] 

自动 机 参数 的 极 小 化 ,导致 等 价 的 且 在 一 定 意 义 下 
最 优 的 自动 机 ,自动 机 的 极 小 化 问题 在 自动 机 综合 过 
程 中 出 现 , 其 特点 依 况 于 研究 中 采用 的 方法 . 

WERA 宕 观 方法 ,通常 尾 极 小 化 自动 机 的 状态 
数 ,以 得 至 极 小 (minimal) 或 归 约 自动 机 (reduced 
automataj， 寻 找 归 约 自 动机 的 实际 方法 依赖 于 它们 的 : 
定义 形式 和 行为 类 型 . 例如 , 如 果 一 个 用 迁 称 图 定义 的 
有 限 自动 机 (automaton, finite ) 的 行为 理解 为 由 该 自 
动机 实现 的 有 限 决定 = 数 (finitely -determined func- 
tion) 组 ， 则 等 价 于 原来 自动 机 的 极 小 有 限 自 动机 可 能 
FRE. E Æ F Moore 定理 ( Moore theorem). 
按照 此 定理 ,可 用 长 ma -1 的 试验 决定 一 个 mn 状态 自动 
机 的 两 个 状态 是 和 否 是 可 分 的 .， 极 小 化 算法 是 要 用 同样 
的 方法 构造 一 个 自动 机 ,其 状态 对 应 原来 自动 机 的 不 可 
分 状态 类 , 而 迁移 和 输出 函数 惜 助 于 这 些 类 的 代表 元 来 
定 迪 ， 棚 小 自动 机 在 状态 间 构 的 意义 下 是 唯一 的 ， 如 
果 把 有 限 自 动机 看 作 接受 器 , 它 借 助 于 指定 的 状态 子 嘛 
表示 一 个 用 正规 表达 式 描述 的 事件 , 则 极 小 自动 机 可 能 
行 地 构造 出 ,下 它 的 构造 算法 可 以 划分 次 两 个 阶段 . 在 
第 一 阶段 ， 原 始 的 正规 表达 式 用 来 构造 表示 对 应 正规 
事件 的 其 个 自动 机 , 不 必需 要 极 小 . 这 样 的 一 个 自动 
机 ,比如 说 ,可 以 由 正规 表示 式 包 人 沪 的 并 (J aE 2 与 
迭代 * 等 运算 归纳 地 构造 出 . 分别 表示 事件 R, R A 
R, É5 ASALA, W. AMA 用 于 产生 表示 事件 只 JR， 
Ri" R, 和 R; RAHLA, M. 和 入 的 特定 构造 .此 
和 外， 处, AREATA, 和 和, URERA A, 
WAR t ETERA 的 状态 数 同 %; 的 状态 集 的 
所 有 子 扩 个 数 的 萎 积 ;的 状态 数 不 超 过 3 的 状态 
RETETE. 在 算法 的 第 二 阶段 所 得 自动 机 的 状态 
数 可 用 通常 的 方法 极 小 化 .原来 自动 机 的 终结 状态 的 不 
可 分 类 对 应 到 极 小 自动 机 的 终结 状 志 . 表示 一 个 给 定 
超 事件 的 极 小 自动 机 可 用 同样 的 方式 构造 . 在 状态 同 
构 的 意义 下 ,唯一 存在 一 个 极 小 自动 机 表示 给 定 的 事件 
AAFF. 

HERE AR A HL. 1 RAE EE 2: H ËB zh 
机 ,在 状态 同 构 的 意义 下 也 都 唯一 存在 娄 约 自动 机 ， 在 
前 … 情 形 下 ,这 一 自动 机 可 用 一 种 类 似 于 上 面 讨论 的 有 
限 自 动机 情形 的 方法 作出 ,而 在 第 二 种 情形 下 它 的 构造 
通常 是 非 能 行 的 . 对 于 一 个 有 限 状态 的 随机 自动 机 , 一 
般 说 来 ,存在 各 种 归 约 自动 机 的 连续 统 等 价 于 原来 的 自 
动机 . 由 此 推出 ,不 存在 描述 给 定 随 机 自动 机 的 归 约 自 
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动机 集 的 能 行 方 法 . 
用 微观 方法 研究 有 限 自 动机 时 , 为 构造 给 定 的 自动 
机 ,从 退 辑 网 络 的 某 个 有 限 基 开始 ， 给 定 一 个 自动 机 
外。 比如 说 用 典范 方程 定义 ,要 求 作出 一 个 寻 辑 网 络 S. 
它 由 基 复 中 元 忻 经 秋 加 和 反 镶 运算 构造 出 ,实现 % 且 
BES B W 中 元 件数 是 这 个 自动 机 所 必 闽 的 最 小 数 
L(A) 在 这 种 意义 下 ， 网 络 5 是 自动 机 外 的 最 优 图 
式 . 在 一 般 情况 下 ,用 鸭 上 网 络 实现 任 一 个 自动 机 义 
的 间 题 是 不 可 解 的 ,因此 自动 机 % 65635 26 E 2838 L QN) 
是 不 可 计算 的 . 如 果 已 知 % 的 基 是 完全 的 ( 见 自 动机 
的 完全 系 (automata， complete systems of )), 则 对 
3 的 任何 最 优 网 络 的 构造 可 能 行 地 实现 ， 例 如 下 述 方 
法 . 众所周知 ,: -个 自动 机 X 由 给 定 的 网 络 S 实现 可 
能 行 地 检验 . 此 外 ,对簿 定 的 数 !, 在 基 加 上 复杂 度 至 
案 为 上 的 网 络 数 是 可 计算 的 , 且 所 有 这 些 网 络 可 能 行 地 
构造 . 因此 ,顺序 地 检查 复杂 庭 1…, 上 (g% ) 的 所 有 网 
络 对 自动 机 旬 的 可 实现 性 ， 可 以 用 作 构 造 给 定 自 动机 
W 的 所 有 最 优 园 绪 的 算法 AA L (W ) 的 行为 问题 和 
它 的 推广 中 的 某 些 问题 是 自动 机 综合 的 一 般 问 题 的 一 
部 分 . 关于 自动 机 极 小 图 式 的 综合 ,存在 几 种 启发 忒 算 
法 .基于 基 的 特殊 性 质 和 最 优 概念 的 具体 内 容 . 做 考 文 
献 见 有 限 自动 机 [autotraton finite). 
B. A. Eemi kiti R WOCE F 


自动 机 理论 [automata , theory of ; asTomaros reopsm] 

控制 系统 理论 的 一 个 分 支 , 研究 通称 为 自动 机 的 离 
散 迟 息 变换 器 的 数学 模型 . 在 一 定 意 立 下 , AAE 
可 以 是 真实 机 构 ( 计 算 机 , 自动 机 ,生物 体 ,等 等 ), 也 可 
为 抽象 系统 (数学 机 器 ,公理 理论 ,等 等 )， 自 动机 理论 
形成 于 二 十 世纪 中 叶 , 由 于 研究 作为 神经 系统 和 电子 计 
算 机 的 教学 模型 的 有 限 自动 机 {antotmaton， finite). 
随后 , 自动 机 理论 处 理 的 对 象 种 类 和 和 娩 题 范 围 有 本 质 上 
的 扩大 ,包括 了 其 他 数学 分 支 的 某 些 概 念 和 阿 题 ， 生动 
机 理论 与 算法 论 (alegorithms ,theory of ) 特 别 是 抽象 
机 器 理论 密切 相关 , 因为 自动 机 可 看 作 这 种 机 器 的 特别 
情形 . 

自动 机 理论 的 大 部 分 研究 问题 和 控制 系统 的 其 他 
主要 类 型 是 类 似 的 .它们 和 多 括 自 动机 的 分 析 和 综合 问 
题 ,完全 性 问题 , 极 小 化 问题 ,自动 机 的 等 价 变换 问题 ， 
等 等 ， 分 析 问 题 包 括 由 给 定 的 自动 机 描述 它 的 行为 ， 
或 从 给 定 的 美 于 自动 机 和 它 的 功能 的 不 完全 数据 决定 
它 的 某 些 性 质 , 见 自动 机 的 行为 (automaton, behaviour 
of an), 自动 机 的 试验 {automata, experiments 
with)， 自 动机 的 综合 问题 包括 具有 和 预先 给 定 的 行为 或 
功能 的 自动 机 的 构造 , 见 综 合 问题 (synthesis prob- 
lems). 相关 的 问题 涉及 到 具有 给 定 行为 的 自动 机 的 复 
杂 性 估计 ,以 及 在 某 种 意义 下 最 优 的 自动 机 的 构造 , 见 
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自动 机 的 极 小 化 (automata, minimization of). JE 
外 ,联系 到 初始 自动 机 或 外 动机 映射 类 ,出 现 完 备 性 问 
题 , 见 函 数 系 (functional system), 自 动机 的 完全 系 
(automata, complete system of). 等 价 变换 问题 对 自 
动机 和 对 与 他 们 的 行为 育 关 的 各 种 问题 中 寿 可 提出 , 见 
等 价 变 搞 equivalent transformations)， 除 了 对 许多 
控制 系统 是 共同 的 上 述 类 塑 的 阿 题 外 ,还 有 一 些 自 动机 
特有 的 问题 。 因 此 , 依 束 于 问题 的 情况 ,自动 机 的 行为 
可 以 用 各 种 语言 (正规 表达 式 , 典范 方程 , 逻辑 谓词 语 


言 ,等 等 ) 方 便 地 给 出 , 见 自动 机 的 措 述 方法 automata, 


methods of specification of ) ,与 此 相关 的 重要 问题 是 
选择 足够 方便 的 适当 的 语言 ,以 及 从 一 种 语言 赤 译 到 另 
一 种 语言 ， 与 综合 和 等 价 变 换 问 题 密切 相关 的 其 他 问 
题 是 一 个 自动 机 状态 数 的 极 小 化 问题 和 求 出 相应 的 估 
值 的 问题 ， 对 有 限 自 动机 已 发 展 了 相当 简单 的 算法 , 从 
而 可 妃 异 助 子 正规 表达 式 得 到 具有 最 小 的 可 能 状态 数 
并 表示 对 应 事件 的 自动 机 ., WL Ë nh FR. B9 3 dm 4 
(automata, minimization eof， 有关 的 一 类 问题 涉及 
到 在 一 类 自动 机 上 模 氢 男 一 类 自动 机 的 行为 . 模 氢 自 
动机 的 极 小 化 和 它们 的 复杂 性 的 估计 也 是 有 兴趣 的 问 
A. 例如 ,从 一 个 表示 (产生 } 字 的 正规 集 静 非 决 定 自动 
机 ( 源 ) 转 换 到 一 个 表示 同样 集合 的 有 限 自 动机 , 其 状态 
数 可 能 指数 地 增加 . 自动 机 理论 的 一 个 特别 的 部 分 是 
所 谓 的 自动 机 的 试验 (automata, experiments 
with). 这 里 , 主要 的 问题 是 通过 观察 对 某 些 外 部 作用 
的 反应 得 到 有 关 自 动机 结构 的 某 些 信 息 . 这 时 出 现 很 
大 一 类 问题 , 涉及 到 试验 分 类 ,用 某 类 试验 的 问题 求 
解 , 和 慷 计 足以 解决 给 定 问题 的 最 短 试 验 . 自动 机 试验 
的 概念 也 用 也 与 自动 机 有 关 的 控制 问题 中 , 见 控制 系统 
的 可 靠 性 和 检查 (reliability and inspedion of control 
systems). 相互 作用 或 与 外 部 环境 作用 ,在 处 理 自动 机 
博 奕 和 自动 机 的 行为 (automaton, behaviour of an) 
部 分 中 处 理 . 上述 问题 ， 有 许多 可 看 作 是 大 景 ( 算 法 ) 
问题 . 对 有 限 自 动机 来 说 他 科 中 的 大 部 分 都 有 肯定 解 . 

自动 机 理论 在 数学 的 其 他 分 支 和 在 解决 实际 问题 
中 都 找到 疗 应 用 .例如 , 它 可 用 于 证 明 某 些 形式 演算 的 
9j 解 性 ， 应 用 自动 机 理论 的 方法 和 概念 到 形式 语言 和 
自 热 语言 的 研究 导致 产生 算法 论 的 一 个 分 支 :数理 语 表 
学 [mathematical linguistics). TE A Fh A EER PE p A 
JAAR EARR 5088 3! , AA A fB bz H zt 38 
论 于 各 种 科学 的 和 实用 的 研究 中 . 
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DHEI 此 条 目 仅 涉及 此 理论 的 一 些 方面 .也 应 参阅 

条 目 形 式 诺言 (formal languages). LRI (L. - systems) 
和 复杂 性 理论 (compiexity theory). 
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自动 控制 理论 [automatic control theory ; agrosumranscc- 
KOro ynpaaer Tecpng ] 

甘于 确定 系统 榨 制 规律 的 方 湛 的 学 科 ， 这 种 退 制 
规律 可 以 用 自动 装置 实现 . 历史 上 ， 这 种 方法 最 初 是 
用 于 有 具有 技术 性 质 的 过 程 ( 见 [1]]). 例如 ， 飞 行 中 的 
飞机 是 一 个 系统 ， 其 控制 规律 将 保证 它 在 要 求 的 轨道 
上 飞行 . 控制 规律 是 通过 -组 传感器 (测量 上 装置) 各 执 
行 器 实现 的 ， 这 就 是 通常 所 说 的 自动 驾驶 仪 . 这 一 - 
发 展 的 完成 可 归 饥 为 三 个 原因 :很 多 榨 制 系统 已 经 可 由 
经 典 科学 来 表述 {表述 一 个 控制 系统 意味 着 可 以 写 下 它 
的 数学 模型 ， 像 下面 的 (1 及 (2 所 示 的 关系 式 ); 远 在 
自动 控制 理论 发 展 以 前 ， 由 于 对 自然 界 基 本 规律 的 认 
识 已 有 了 僚 币 分 方程 特别 是 关于 运动 稳定 性 理论 ( M. 
DD 这 样 发 展 完 善 的 数学 工具 ; 工程 师 们 已 经 发现 了 反 
情 规 律 和 概念， 并 找到 了 实现 它 的 手段 

最 简单 的 控制 系统 可 以 由 一 个 常 {向 量 } 微 分 方程 


x = fix. u. D) (1) 
和 一 个 不 等 式 
N(x, u, t) > 0 O) 


来 描述 ,这 里 xf，……z5} 是 系统 的 状态 向 量 , u {fw,,…， 
u, 1) 是 可 以 适当 选取 的 控制 向 量 ，r 为 时 间 ， 方程 (1) 是 
控制 系统 所 服从 的 规律 的 数学 表达 式 ， 面 不 等 式 {2) 
则 刻画 出 它 的 定义 域 . 

+ 也 为 某 给 定 的 函数 ut) 类 (如 分 段 连 续 函 数 )， 
其 数值 满足 (2). 任何 wu (ti)e U. 都 称 为 容许 控制 
模型 (mathematical model of the control system) 7 
如 果 : 
1) Bifix. u, SE MD N(x, u, A0 E # 
给 出 ; 
2) 运动 x(t} 能 被 观测 的 时 间 区 向 .9= [t,t] (或 
[t 1), 车 二 名) 已 经 给 出 ; 

3) 容许 榨 制 类 已 经 给 出 : 

4) 区 域 NN 之 0 和 函数 了 lx, u, t) ERR, 使 得 方 
BOITEAN tE, xEN 具 有 了 唯一 解 ,而 不 管 容许 
控制 u (09 是 怎样 的 , 此外, (DOPA Si u, ORRE 


对 所 有 自 变 量 光 滑 的 ， 

设 x=x(6) 及 xx(og) 分 别 下 控制 系统 的 初始 状态 
及 终止 状态 . 状态 x; 也 称 为 控制 的 目标 (target of the 
contrcol》， 自 动 控制 理论 必须 解决 两 个 主要 问题 : 程序 
设计 问题 ， 即 寻求 控制 u (D, 使 得 能 从 x 到 达 日 标 ; 
确定 反馈 规律 问题 . 若 系统 (1) 完 全 可 控 ， 则 上述 两 个 
trollable)， 若 对 任意 x 及 x,e N， 至 少 窑 在 一 个 容 
许 控制 wa tt 和 一 个 间隔 了 ,使 得 控制 目标 是 可 以 达到 
的 ， 如 果 这 一 条 件 不 成 立 ， 则 系统 称 为 不 完全 可 控 的 


. > a + a a 


(incompletely controlable }. H P= #E T AF% fE 
B. 给 出 数学 模型 (0)， 寻 求 可 控 性 的 判 据 . 到 1977 
午时 ， 此 问题 的 解决 取得 的 成 果 不 大 .车 方程 (1) 是 线 
性 的 

Xx = Ax+ Bu, (3) 


其 中 上 4, 忆 为 定常 矩阵 ， 完 全 可 控 性 判 据 可 表述 如 下 
(3 完全 可 控 的 充分 必要 条 件 为 矩阵 


Q= JBAB::: A" 'B|| (4) 


* a * w r 


matrix). 
# A, B 是 已 知 的 时 间 上 的 可 微 函 数 ， 则 可 控 性 矩 
阵 为 


Q= | La ||. (5) 


其 中 
LD = Buh LAO = AGL, -一 全 L 


k=2,..,.qn. 


在 这 种 情况 下 有 定理 :系统 (3} 是 完全 可 控 的 充分 条 件 
是 , 至 少 存在 一 个 点 所 E TIERE (5) 的 秩 等 于 n (W 
[3]). 非 线性 控制 系统 的 可 控 性 判 据 尚 不 知道 (直到 
1977 Œ). 

自动 控制 理论 的 第 一 个 主要 任务 是 选择 容许 控制 
以 保证 目标 x, 可 以 到 达 . 有 丙种 方法 可 以 解决 这 一 问 
题 ， 在 第 一 种 方法 中 ， 系 统 (1) 的 主要 设计 者 任意 地 确 
定 某 种 运动 使 xy 是 可 以 到 术 的 ， 并 选择 相应 的 控制 . 
这 种 程序 设计 向 题 的 解法 是 在 很 多 场合 常 被 应 用 的 ， 在 
第 二 种 方法 中 ， 要 寻求 一 个 使 给 定 的 控制 的 费用 极 小 
的 容许 控制 .问题 的 数学 担 法 如 下 . 给 出 : 被 控 系 统 
的 数学 模型 (1 及 (2); 向 量 x 的 边界 条 人 忻 ， 常 可 形式 


G; D = D; (6) 
光 清 函数 @Gtx, 昌 ;以 及 要 用 到 的 控制 的 费用 
AG = G(x, n” (9 
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"+ w. a 


P: RW RF G) HIETE BS (7) UR AAE 890 FE 
制 . Q j dE#638 A 35 A E E $ E 
本 C IIorrparag 的 “ 极 大 值 原理 "( 见 [4]} 给 出 的 [ 见 
Tiourpurun 模 大 值 原理 (Pontryagin maximum princi- 
pley. *JE EB] pip... z.) 和 辅助 标量 函数 


Hl, x, u, t) = efix, u, t) (8) 


F $ 使 得 能 将 方程 (1) NID] BL 沙 的 方程 写作 如 下 
形式 : 


e ax: O) 


FEO y BREF., HAMER, xPF 
任意 初始 条 件 (n) ML te > AEN. AR 业 称 为 非 零 向 
量 ， 如 果 它 至 少 有 -个 分 量 对 于 5s.7 不 为 去 .以 下 
定理 成 立 :为 了 使 曲线 x", a" 3915822 R (7) 的 一 个 强 极 
小 ， 必 然 存在 一 个 由 (9) 定 义 的 非 零 连 续 向 量 y, 使 得 
ER EER HOP, x,u, tf) 对 tt 具有 ( 逐 点 的 ) 极 大 值 ， 
而 且 横 截 条 件 (transversality condition) 


[aG -Hör + = 0 


成 立 . 令 x (t. x, x) Ku (t,x,, x.) 表 丰 相应 何 题 的 
解 . 已 经 证 明 , FE 9 S SEB83K H (Ú, x°, u yW E 
tF 

Hp’, x°, u’)=C, (10) 


这 里 有 是 一 带 数 ， 这 样 (10) 就 是 一 首次 积分 . 解 u", x 
称 为 程序 控制 (program control). 

设 uh, xz 为 某 个 (不 一 定 最 优 ) 程 序 控制 .已 经 确 
知 , 促 促 知 道 一 个 程序 控制 不 足以 保证 到 达 目 标 ,这 是 
因为 ， 程 序 控制 w”, x" 对 于 问题 中 无 论 多 么 小 的 变 
北 , 特 别 是 对 于 最 重要 的 初始 及 族 止 值 性 , 了 ) 的 变化 ， 
常常 是 不 稳定 的 . 换 句 话说 ， 向 题 是 不 通 定 的 . 但 不 
适 定 性 是 可 以 通过 避 以 “反馈 原理 "为 基础 的 自动 稳定 
的 手段 来 纠正 ， 这 正 是 控制 的 第 二 人 外 主要 任务 :反馈 规 
律 的 确定 . 

设 ?为 系统 的 一 个 被 拢 运动 的 向 是 ， 而 “为 描述 
用 于 消除 被 近 运 动 的 控制 装置 的 附加 偏 移 的 各 量 .为 
TRARRE, 必须 预告 提供 适当 的 控制 能 源 . 被 扰 
运动 由 方程 

y = Ay + Bite, DHU) {11) 


Wa., Hp aA BEHE u’, x° Br 88 E 8 t 8136 
BF, ABEM Em D B, o R 3 (x, u, t) 
开 式 中 的 非 线 性 部 分 ; f" (1) 是 不 断 作用 的 摄 动力 ， 它 的 
产生 或 者 是 由 于 程序 控制 运动 确定 时 的 误差 ， 或 者 由 
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于 建立 模型 (1) 时 被 忽略 掉 的 附加 力 ， 方 程 (11) 定 叉 在 
W rls L. W h H üM E 5. 但 在 某 些 情况 
下 可 以 是 任意 有 限 正 数 ， 或 甚至 是 o. 

应 和 注意， 一般 来 说 系统 {1) 完 全 可 锭 并 不 保证 系统 
{11) 也 完全 可 榨 ， 

系统 (113 称 为 洛 着 坐标 br 和 nm 可 观测 的 
(observabile), WME AA 一 组 测 最 仪器 ， 在 任意 时 刻 
t€ 7 连续 地 测量 出 这 些 坐 标 ， 考 虚 飞 机 的 纵向 运动 就 
能 说 明 本 定义 的 意义 . 虽然 航空 已 有 和 年 以 上 的 历 
吕 ， 一 个 能够 量 山 机 村 攻 角 扰 动 或 接近 地 面 时 飞行 高 
度 的 仪表 人 饮 今 尚未 发 明 出 来 . 可 测 重 坐标 的 全 体 称 为 调 
节 域 (field of regulation) ,3jF iA P (y, u y G S< n), 
` SIE CTC P LORRA ras ds E: 


£= y... 


J: h p Pe 5 3k sk 85 B£ $ Re. 控制 (12) 表示 -个 
反馈 规律 (feedback law)， 如 果 闭 合 运 算 {即将 (12) 代 
入 (1 准 产生 的 系统 


P = Ay+BEYL, .pr tp)+ (13) 
+@(y, ri, tra Fah p). t) 


的 未 被 扰 运 动 y=0 是 斯 近 稳 定 的 (部 渐 近 稳定 解 
(asymptotically - stable solution}. 系统 (13) 称 为 渐 
HEREA (asymptotically stable), WE RR ERZ 
y= 0 是 渐 近 稳定 的 . 
”有 两 类 问题 可 相对 于 闭 系统 (13) 被 表述 :分 析 类 的 
问题 和 综合 类 的 问题 . 
考 并 精确 到 和 多数 选择 的 容许 控制 {12), 如 


"| 


Frs LPN TEM (12) 


Pu ` Pr 


Pa ©U Pa 


Fr 
分 析 问 题 (analysis problem) : HESR p AER S, 
使 得 对 于 它 闭 系统 (13) 是 渐 近 稳定 的 . 这 个 值 域 是 用 
在 运动 稳定 性 琴 论 中 发 展 起 来 的 方法 构造 的 RAE 
性 理论 (stability theory)), 这 种 方法 在 自动 控制 理论 
中 得 到 广东 应 用 .特别 地 ， 可 以 指出 频 域 分 析 方 法 ; 
Jumyuoea 稳定 性 理论 (Lyapunov stability theory) , 
第 -近似 方法 (Hurwitz 定理 ，Routh 定理 等 })， 直 接 
构造 b 函数 的 JIamyaos 方法 ， 构 造 骨 期 解 的 JIayynon- 
Poincare 理论 ， 调 和 平衡 法 ，B B Eyma E, A. 
A. Anapogog 法 ， 以 及 面 与 面 之 间 的 点 变换 理论 ( 见 
的 )， 曼 后 一 组 方法 不 仪 能 用 来 在 呈 空 间 构 造 区 城 
S， 还 能 分 析 撕 述 系 统 (13) 的 自 振 返 动 的 方程 (13) 
的 稳定 周期 解 的 莽 数 . 所 有 这 些 方法 在 自动 控制 的 实 


践 中 山 鹤 广泛 采用 ， 并 且 被 询 入 商 等 学校 备 种 志 业 的 
学 习 课 程 ( 见 [5]), . 

WRS 是 太空 的 ， 控制 (12) 就 称 为 一 个 反 惯 规律 
RAWHA (regulation law). 它 由 一 组 测量 仪器 ， 
放大 器 ， 转 换 器 和 执行 机 构 来 实现 ， 这 就 是 常 称 的 再 
p as (regulator). 

m — TERIMA. 与 分 析 问 题 密切 联系 
的 问题 ， 是 怎样 构造 吸引 二 
domain of attraction) CHL [6], [7)). HERA). 
其 中 PES83， 包含 点 y=0 ERRA =n RA, uj 
以 保证 闭 系统 (13) 保 持 渐 近 稳定 性 质 时 ， 常 称 为 平凡 
解 (y=0) 的 吸引 域 (domain of attraction). PME F 
确定 给 定 肝 系统 (13) 和 一 个 点 B55 时 吸引 域 的 边界 ， 

现代 科学 著作 都 没有 构 遗 吸引 域 边界 的 有 效 方 
法 ， 例 外 的 人 是 在 一 些 军 内 情况 下 可 以 梅 造 闭 系统 的 
不 稳定 周期 解 , 但 是 ， 也 存在 一 些 方法 ， 可 以 用 来 移 
造 一 个 为 值 的 集合 的 边界 ， 它 完全 处 于 咀 引 域 的 内 
部 . 这些 方法 在 大 多 数 情况 下 所 依据 的 都 是 在 相 空 间 
中 估算 一 个 区 域 ， 在 其 中 Jlanmyaoa 函数 (Lyapu- 
nov - function) 满足 条 件 v 20, s0 (网 [7 

闭 系统 (13) 的 任何 解 y (4, yo, Pp) 代 表 一 个 所 放 的 转 
移 过 程 {transition process). ERKENE LRE YM 
AAt, ER- d AA 3EFJB R 80 H—# 
的 发 展 计划 应 包括 一 些 有 重要 实际 意义 的 补充 条 件 ， 它 
要 求 转移 过 程 具 有 基 些 酝 加 的 特征 . 这 些 要 求 的 性 
本 ， 以 及 这 些 附加 的 特征 , 与 被 秩 对 象 的 物 埋 性 质 是 密切 
相关 的 . 在 分 析 问 题 中 ,常常 可 以 通过 适当 选择 矢 数 p， 
使 转移 过 程 保持 需要 的 性 质 ， 人 岗 如 预先 设 定 的 调节 时 
间 C. 选择 参数 器 的 问题 ， 被 称 为 调节 品质 (quality of 
regulation) 同 题 { 见 [5]), 而 解决 这 个 问题 的 方法 又 与 
某 种 构造 解 y{t, y... p) DAAK: 或 者 对 方程 (13) 进 
行 实际 的 积分 ， 或 者 借助 于 模拟 或 数字 计算 机 对 和 解 作 
KHAA. 

转移 过 程 的 分 析 问 题 在 六 (9 是 随机 函数 的 所 有 情 
泥 中 有 很 多 其 他 的 提 法 ， 例 如 在 伺服 系统 中 就 如 此 { 见 
[5]. [8]) , 其 他 提 法 与 矩阵 4, 如 甚至 函数 o 的 随机 变 
化 的 可 能 性 有 关 ( 见 [5], [8]) ， 这 样 就 提出 要 研究 随机 
过 程 方法 ， 机 妖 的 通 应 和 学 习 方 法 等 问题 (L [9]). 
具有 讲 后 机 构 和 分 布 铸 数 的 系统 { 见 [10]. [11])， 以 
É R. 有 变 结 构 的 系统 (而 [12]) 中 的 转移 过 程 也 都 已 有 

合同 题 (synthesis problem): 给 定 方 程 (11)， 
MEENA "y )(r En), 和 容许 控制 集 E{y,，…， 
y. t) 要 寻求 全 体 反馈 规律 集 认 { 见 [13]) .这 个 问题 
的 最 重要 的 变形 之 一 是 所 谓 的 最 小 域 结构 (structure 
of minimal field) 问题 . -- 个 域 PO, yO 1) 称 为 
最 小 域 (minimal feld), FEZ Dag- + K W HU 


R, HERH r 是 最 小 的 . 问题 是 对 某 销 定 的 方 
Fe (11) 和 肉 许 控制 集 ， 归 和 傅 定 所 有 最 小 域 的 结构 


Pfyw a. Y. F JR OH TB aJ Pb BR: 
2 = Ar+ Bu, 
0 m00 00 
_ | m Ü Ó n i 0 _ Hy 
A=] o oak B= Hool u= la 
0 —n k OÜ 0 1 


WiEm, n,k BRER. 容许 控制 症 分 段 连续 函数 
$ up uai 它们 从 下 域 中 取 值 : 


[u] < i, iual =< Ha. 


Ji 88 0 8 itat EE bk P RAE Plz,). 每 个 域 维 
数 均 为 1 且 不 能 再 减 小 ( 见 [13]). 

迄今 (1977) 只 知道 -个 方法 可 以 综合 出 反馈 规律 
[3], 该 方法 基于 应 用 Joyos 函数 { 见 [13]}. 一 个 
有 关 的 定理 是 属于 Bapõaum - Kpacopckui fg (W6, 
00). [15]): 闭 系统 


j =ef) (14) 


REREH y -0 RARER, HAAA k. fr fE 
-- 个 正定 函数 vO) 使 得 其 按 {14) 的 全 导数 (即使 得 
p(y) Er (14) E 2 ARA 上 的 导数 ) 基 一 半 负 定 函 
数 w(y), BERERE w(y) = 站 工 ， 除 ?=0 外 没有 系 
统 (14) 的 整 轩 道 ， 关 于 最 小 域 的 寄存 与 结构 的 半 求 
问题 具有 重要 的 实际 意义 ， 因 为 正 是 这 些 域 确定 着 主要 
设计 师 对 子 控制 系统 的 最 小 重量 ,尺寸 . 揽 淋 性 ,价格 以 及 
BARROTEAK., 这 个 问题 对 上 在 工程 . E 
物 、 医 学 ,经济 和 社会 中 条 到 的 无 限 维 系统 有 具有 特殊 的 
理论 与 实际 意 狗 ， 

在 控制 系统 的 设计 中 ， 不 幸 的 是 我 们 不 能 仅 限 于 
解决 一 个 反馈 规律 的 综合 问题 . 在 大 多 数 博 况 下 主 设 
计 师 的 一 些 要 求 在 于 ， 避 证 闭 系 统 中 的 转移 过 程 满足 
某 些 特定 的 重要 性 质 . 这 些 要 求 的 重要 性 在 监控 原子 
反应 推 的 例子 中 显而易见 . 此 时 如 果 转 移 过 程 超过 5 
秒 钟 ， 或 者 某 些 坐标 的 最 大 偏离 超过 给 定 值 ， 就 要 发 
生 原 于 爆炸 ， 因此， 就 产生 了 -类 基于 集合 M 新 的 调节 
规律 的 综合 问题 . 下 面 给 出 这 些 问题 之 - -的 所 法 . 考 
虚 两 个 球 | y I=R. yy, 二 地 ,| 上 y=; R»: JAE 
数值 . 现在 考 卉 所 有 反馈 规律 的 集合 M. 利用 其 中 任 
意 一 个 反 情 规律 作 闭 合 运 算 ， 得 出 方程 


y = Ay+ BY... yn I+ (15) 
Pir HP oar Ik t) 
考虑 方程 {15) 的 所 有 从 妹 及 上 出 发 的 解 的 全 体 ,并 称 
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Z Jj REIR -solutions). E unit ER P ir— y. # 


统 静 是 源 近 稳定 的 ， 所 以 存在 一 个 时 刻 tt ， 使 得 条 忻 
[| =E, riyad l ZE, 
HER >t 都 成 立 ， 
A 
£ = supii. 


从 的 定义 , 很 明显 EFE. MN rS r PLA e 
球 上 出 发 的 只 解 中 的 任意 一 个 解 ， 当 上 2 ú BL £E T e 
RA, WA MEE t- !, W k 2 Bi 8: ES 8 5 
the transition prosess) a PD. 很 明显 ， 调节 时 间 是 
如 下 形式 的 一 个 泛 函 :六 = 扩 及 ,8 二) 全 了 为 一 给 定 的 
数 就 产生 一 个 快速 调节 器 综合 问题 : 给 定 某 一 反馈 
规律 的 集合 M ， 需 要 从 中 分 离 出 一 个 子 集 M, E4 
闭 系 统 中 的 调节 时 间 在 M, 上 满足 条 件 


C-ST 


可 以 完全 类 似 地 建立 反馈 规律 集合 M, …, M 的 综合 
问题 .它们 满足 主 设计 师 的 其 他 上 一 1 个 要 求 ， 

满足 主 设计 师 的 所 有 要 次 的 总 的 综合 问题 是 可 解 
H, MERG M, o, M, 的 交集 非 空 ( 兄 [131). 

对 于 域 P 具 有 最 大 维 数 =n, 而 系统 的 代价 指数 
表示 为 证 函 


J> [0.8 na. (16) 


Rewo č Dy CHEER RAWA, 综合 问 
题 已 解决 得 十 分 详细 ， 此 时 问题 被 称 为 最 优 调节 器 的 
解析 设计 ( 见 [14])， 事 实 上 问题 也 是 这 样 被 表述 的 ， 
问题 的 给 定 条 件 包括 方程 (11)， 定 义 在 最 大 维 数 域 
PCOD 上 的 容许 控制 类 《=“ (7，D), 以 及 泛 函 (16). 要 来 
是 找 出 一 个 控制 《= 《(y ,9, EEE 16) RB AMB 
个 问题 的 解决 可 表述 为 以 下 定理 : 若 对 于 方程 {11) 可 以 
找到 -个 上 闪 连 续 的 正定 函数 vr(y, ,以 及 一 个 函数 
CO) 满足 等 式 


wa + (+B +e. £, =0 aD 


而 且 不 等 式 


ep IN 
ar t'a CAytBt+o(y. 6, 1))>0 


对 于 任意 容许 的 上 成立 ， 则 函数 后 (by, 昌 是 问题 的 解 . 
些 时 有 等 式 


ih, y)=min jw (y, £, ty dt, 
[i] 
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函数 六 (7 ,时 称 为 Jsmyioa 8k K 88 (Lyapunov opti- 
mum fonction) ( 见 [15])., 它 是 Hamilton - Jacobi 型 
偏 祸 分 方程 的 解 ， 满 吓 条 件 My(oo) ooj=0 .对 于 函数 
w pu Pl FAR y, š 的 收 侣 的 县 级 数 ， 而 其 系数 
为 ! 的 有 界 和 连续 消 数 的 情况 ， 已 经 发 展 丁 一 些 解决 此 
问题 的 有 将 疗法. 这 时， 具有 原则 意义 的 是 , 方程 (11) 
的 线性 近似 问题 和 只 对 的 展 式 中 的 二 次 项 积分 的 最 
优化 的 可 解 性 ， 当 完全 可 控 性 条 件 成 立时 ， 这 个 问题 
是 可 解 的 ( 见 [15)). 
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粗略 地 说 ， 一 个 控制 系统 (control system) 是 一 


种 装置 ， 它 的 未 来 发 展 ( 感 在 一 确定 系统 或 在 一 随机 系 
统 中 ) 完 全 确定 于 它 的 现在 状态 {state )} 以 及 控制 参数 
AREARE. 确定 末 来 行为 的 “处 方 " 几 平 可 以 是 
iE RT W EKLER A 


k=f(x, u, t} XER", ue R", 1ER, (AL) 
或 差分 方程 
X = f(x. u, t), XER, n. ER ， 
t=0, 1, -. (A2) 


或 者 更 -RE BOWIa06540 y AE, ARAR E [B] B) 
发 展 方程 更 一 般 的 恼 微 分 方程 ,……, 或 者 上 述 方程 的 
组 合 . 通常 控制 weR” 可 能 取 的 信和 是 受到 约束 的 ， 如 
ius M, 这 里 MM 是 一 常数 ,但 蚌 也 的 确 有 一 些 ( 工 
EAH., 在 1 时刻 使 用 的 控制 (tf) 的 信和 明显 地 依 诡 于 
时 间 和 系统 状态 的 即时 信人 ( 妇 【《 这 本 身 当 然 允 依赖 于 
过 去 曾 使 用 过 的 控制 ). 这样 可 能 使 容许 的 控制 空间 
表示 成 简单 形式 的 问题 复杂 化 了 . 

将 控制 的 结构 ， 通 过 方程 (A 和 定义 在 R" x R” 
x 及 上 的 约束 N(x, ou 和 芳和 表示 出 来 ， 就 更 显得 不 杰 
可 能 了 , 这 是 可 能 发 生 的 ,例如 在 人 造 卫星 控制 的 情 剖 
中 ， 卷 里 控制 的 取 值 还 和 状态 x 有关， 上 比如 在 x 点 处 
球 的 切面 上 . 此 时 控制 就 变 成 一 向 量 点 的 截面 ， 而 且 
还 常 受 到 进一步 的 尺 寺 约束， 

在 这 - -点 上 ， 某 些 本 性 的 和 传统 的 问题 与 可 达 性 
{reachability) .可 控 性 (controllability) 和 状态 空 BI m 
(state space feedback) 是 有 关 的 ,给 定 -初始 状态 x(0), 
控制 系统 称 为 完全 可 达 的 (completely reachable) (从 
x (0)), 如 果 对 所 有 状态 x, 都 存在 一 个 容许 榨 制 将 x (0) 
带 到 x. 这 在 条 自 正 文中 被 称 为 完全 可 控 性 ,可 控 性 
在 西方 文献 中 通常 被 用 作 -- 个 相反 的 概念 : 给 定 -一 个 
《需要 的 ) 线 让 状态 X (站 .系统 被 称 为 完全 可 控 的 
(completely controllable) (到 x(f ,车 对 任 一 可 能 的 初 
始 状态 x ,都 存在 一 德 制 将 x 带 到 xf[ 门 .对 于 有 限 维 
连续 定常 系统 两 个 概念 基 一 致 的 ， 但 并 不 总 是 这 种 
情况 . 

对 于 非 线 性 系统 也 存在 许 宪 美 于 可 过 性 和 可 控 性 
的 结果 ， 特 别 是 对 局 部 可 控 性 和 局 部 可 达 性 .这些 结 
果 遂 常 是 通过 与 控制 系统 相 联 系 的 Lie 代数 表达 的 . 
人 鲁 如 ， 一 控制 系统 可 表 为 


%=f (x)+ Lu 9, (x), xER", vER”, (A3) 


考虑 Lie ti e(r) EERE (ad D (gisi, o, 
m; k=0,1,- y 9 2 6. 这 里 ad f(g)=[f,g], (ad f t = 
(ad f) - (ad f). 给 定 某 流 形 M E BJ] 85 H Lie 
RA LEA xe M Ak BJ E, rk. <. Pe TJ m] E > [šj 


m 


i 


_ 


~ Lt. 


i 


{CO): X8€_21C T M BES. -个 局 部 可 达 性 结果 现 
在 可 表述 为 : rk, x(¥)=n 意味 着 x 处 的 局 部 可 达 性 ， 
也 还 有 各 种 各 样 的 全 局 的 和 必要 条 件 型 的 结 提 ,特别 
是 对 于 分 析 的 系统 .参见 [A2], [A10], [A14] 可 以 获 
得 对 可 利用 结果 的 一 个 初步 印象 . 

给 定 一 个 控制 其 统 (六 1)， 一 个 重要 的 基本 问题 
是 ;用 反馈 能 够 将 系统 改变 到 何 种 程度 ， 这 里 仅 指 
RERE. H eS tF. -状态 反 镶 规律 是 一 个 适当 
BRI k: R 一 R", xm uckix) HERALA). 得 
到 一 印 环 系统 = f(x, k (x), t), MA1. 


图 1 
常常 也 引 和 人“ 新 "控制 eR"， 例 如 考虑 新 控制 系统 
X=f(x, k(x)+b,t). E E — RH X —=f(x. k {xoh t). 
动态 友情 规律 ， 其 中 函数 上 (x ,v) 用 完全 的 输入 输出 系 
HLJ) 


y=g(y, x, u, t), u=h(y) (s 
EREE, CREMA. 现在 的 重要 问题 是， 例如 ， 对 
于 给 定 的 系统 (AD ,能 吾 从 种 种 类 型 的 (x)K(x,t) 或 
茶 统 ( 太 4] 选 出 一 个 ， 恺 得 构 感 的 闭环 系统 是 稳定 的 . 
或 者 ， 能 省 利用 反刍 使 一 个 系统 加 性 化 或 馈 信 线性 系 
统 (4). D [A6], 其 中 有 精 选 的 结果 . 

在 工程 中 使 用 ( 强 ) 挤 制作 用 一 般 是 日 贵 的 ， 这 就 
FAT R AS4V8S TES J 了 的 控制 系统 的 概念 ， - 般 J 可 表 

r= | g(x, u, t)ár+F(x(t D. 


K HBIHHIR3MIKPODIP SB, PLG KE {ww) 极 小 {同时 将 x 
FAHRE 88 $ (最 优 开 环 控制 } ,或 者 求 极 小 化 
的 反馈 控制 规律 w=kK(x) (AERAR). ERP, R 
有 二 次 型 痢 据 的 线性 系统 (4} 是 很 重要 的 ， 这 就 是 所 谓 
ËJ LQ 问题 ,此 时 有 
G(x, u, t=uTRu +2u SxX+xX Ox, 
F(x)=xTM x. (A5) 
这 里 上 标 工 表示 转 置 ， R. S. OQ. 机 是 适 当 的 答 阵 (此 
人 可 能 局 4, 如一 样 是 时 间 的 画 数 .在 此 情况 下 ， 在 


xÍ R , MARE 
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作 适 当 的 正定 性 假设 后 ， 最 优 控制 解 是 存在 的 . ES 
反馈 型 ,导出 如 下 .考虑 Riccati E Ë J E (matrix 
Rixati equation} 
K=- AK—KA + 
+(S+B'KY R- (S+B'K)-Q. (A6) 
K(t)= M. 
BLR SER r E BR Sl L. 于 是 就 得 到 最 优 控制 
'(B'K+S)x. (AT) 


这 -- 解 (方法 ) 可 以 推广 到 还 受 Gaus 逢 机 干扰 的 线性 
系统 的 情况 ， 见 [A9], [A17]. 

对 丁 非 线性 系统 ， 也 有 一 些 最 优 { 皮 馈 } 控 制 的 综 
AHR. 例如， 我 们 仍 能 用 orparaa P: X 18 I ES E 
求解 对 每 一 初始 状态 xE 取 的 最 优 ( 开 环 ) 控 制 (如 果 它 
存在 县 是 唯一 的 ) . 这 就 给 出 一 个 上 映射 XH- u. 38 
是 最 优 反 馈 控 制 规律 的 翌 选 者 ,而 且 在 满足 某 些 正 坑 
性 假设 的 祖 沈 下 也 的 确 如 此 ， 见 [A3], [A15]. Æ [A5], 
[A12], [A13] 中 有 对 者 种 不 同情 况 的 最 优 控 制 的 标准 
论述 . 

在 很 多 情况 下 ， 不 能 假定 控制 系统 (A1) 的 状态 x 
能 直接 达到 控制 的 日 标 ,例如 达到 实现 反馈 规律 的 旧 
标 ， 更 一 般 地 说 ， 只 有 某 些 导出 的 量 才 是 真 接 可 观测 
的 . (可 起 一 下 站 机 的 例子 , 各 种 测量 装置 并 不 能 全 
部 调 出 飞机 的 状态 变量 .} 这 就 导致 一 个 输入 输出 ( 动 
To R A (input -output (dynamical) system ) 的 概念 ， 
或 简单 地 说 ， (动态 ] 系统 (system) H 8 €, 也 称 对 象 
UE 2), 


X =f(x, u, t}, y=h(x, u, t), (A8) 
x&€R",ueR"”, ye R'. 


I FP 


图 2 


这 里 ueR" 8 8 O WAYRAQ AT y € R' 39 88 Pk 58 
Hi. X (t, ul X06) 表示 (A8) 中 第 一 个 方程 的 解 ， 韦 始 条 
PEE x (to) 二 xo, u (t) 是 给 定 的 . 系统 {A8) 称 为 完全 可 
观 测 的 (completely observable), 若 对 任意 两 个 初始 
RE, xt ERACE AREH u, 等 式 y{x (1, 4; x), 
u.) y(x(t.u;xi).u, DRËTT t> t, H. r 88 Dk 39 
y=. REDRE G £ HE X rh 5 8 39 “t 8 S ta 
tr M SSS Ls t: 


X=AÀx+Bu, y=Cx. (A9) 
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(observability matri) |C C'A e CHA y | ARE 
n. BAHE PRHE R #f BJ) A PE (uj Re k A W. E 
完全 对 偶 的 . 

ERRE THA EA L aR E 
问题 得 到 .个 输出 模拟 ， 如 输出 反馈 镇 定 ， 这 里 (在 最 
简单 的 情况 下 :要 了 时 求 - F F TR PS 9k u =k (y) tE 
x=f(x,k(h(x.u,1),t)) 是 ( 渐 近 ) 稳 定 的 ; 动态 输出 
BRI ER; 以 及 最 优 输 出 反馈 控制 问题 ， 此外， 一些 新 
的 问题 会 自然 地 出 现 ， 例 如 ， 是 否 可 以 通过 引 人 某 种 
反馈 ， 使 得 某 些 输出 完全 和 某 些 输 人 无 关 ( 解 耘 问题 


(decouPling problems)). "3 Æ x É 322 E SKANE 
y RAA ELB BJ BEAL T K nT BË B nd. AA F Eat 


HRERS. 例如 ， 给 出 ts 所 1 上 的 现 测 y(s), 


寻求 给 定 系 统 状 态 的 最 好 估计 量 X(1) 的 问题 
X [A91). 
还 有 -个 所 谓 的 实现 问题 . 给 定 一 个 初始 状态 x,， 
则 形 如 (A8) 的 系统 定 尽 了 -个 从 输 入 函数 4 的 空间 到 
输出 男 数 了 的 空间 的 映射 ， 这 就 产生 一 个 问题 ; 通过 形 
如 (A8) 的 系统 可 以 实现 哪些 映射 1A6] 给 出 了 非 线 性 
确定 性 系统 情 闹 下 这 方面 结果 的 综述 ， 而 1A9] 包 会 线 
性 随机 系统 的 结果 - 
除了 输出 反 局 问题 外 ， 可 以 说 ， 到 目前 为 止 线 
性 定常 有 限 维 系统 {可 能 具有 Gaus 干扰 和 二 次 型 
Af BB) 理论 已 经 发 展 得 相当 完善 . 例如， 可 以 大 
WARRE SIETAN]. 把 这 些 主要 结果 推广 到 更 - 般 的 领 
域 着 来 需要 用 到 更 高 级 的 数学 , 例如 对 于 线性 系统 放权 
求 代数 几何 或 代数 天 理论 ([A8], [A16]), 对 于 无 限 维 
线性 系统 要 求 泛 函 分 析 和 压缩 半 群 [A4], 寺 于 滤波 和 
预测 要 求 泛 函 分 析 , 插值 理论 和 Fourier 4f [A9], 对 于 
非 线 性 系统 理论 山 要 求 叶 状 结构 物 ， 向 量 从 ， 疝 量 场 
的 Lie 代数 , 以 及 其 他 微分 拓扑 和 微分 几何 学 的 概念 
[A2], [A9]. 
名 前 ， 关 于 含有 未 知 {( 不 确定 ) 参 数 的 系统 进行 着 
a 这 里 适应 性 控制 (adaptive control) AEE 
.这 意味 着 ， 入 们 力求 设计 给 出 反馈， 它 可 以 自 
SEE W 自己 适应 未 知 的 参数 . 
关于 系统 学 科 和 入 制 理 论 发 展 的 现状 ， 可 以 通过 
阅读 每 年 的 IEEE CDC (Institute of Electronic and 
Electrical Engineers Conference on Decision and 
Control) 会 说 和 两 年 一 次 的 MTNS {Mathematical 
Theory of Networks and Systems) 合议 的 会 入 ,得 到 
清楚 的 了 解 . 
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TAA 译 
自动 程序 设计 [automatic programming ; asrossarusanmea 

npOorpawIvapOoaaRe ] 
根据 比较 接近 问题 的 原始 的 表达 方式 的 某 种 初始 
描述 ， 用 计算 机 自动 地 生产 计算 机 程序 (program ). 
“自动 各 序 设计 "的 含 沈 蝴 郑 时间 的 转移 而 变化 ,反映 出 
和 机 通信 工具 和 程序 证 计 方 法 的 一 般 发 展 ， 最 狠 , 自 动 
程序 设计 在 于 把 程序 交 给 计算 机 进行 击 译 ,把 用 某 种 算 
法 语言 {algorithmic language) 表示 的 求解 某 个 问题 的 


(i Nt 


算法 描述 转换 成 机 器 代码 后来, 自动 种 序 设计 被 认为 
包括 直接 综合 的 方法 ， 它 对 简洁 问题 描述 的 算法 进行 
综合 ， 且 限于 某 些 周 定 类 问题 , A ñj (19 世纪 加 年 
代 》， 自 动 程序 设计 正 被 扩充 到 在 较 广 泛 的 语言 框架 内 
对 表述 问题 的 算法 进行 综合 的 全 过 程 ， 且 不 局 限于 其 
特定 的 类 .这 种 综合 需要 算法 的 正确 性 检验 和 使 用 形 
式 化 上 方法。 如 自然 语言 语义 学 . VT W A E BB WE BH 


技术 的 各 种 模型 , A. II. Epiuos {R 
【 补 注 】 
参考 文献 

[Al] Balzer, R., A 15-year perspective on automatic 


programming, IEEE Trens Software Engmeering, 11 
(1985), 11, 1257 — 1267. Special issue on artifical 
intelligençe and software engineering, Guest Ed.: J. 
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自动 翻译 [ automatic translation ; aproMarmmecus nepe- 


pon]. AURTE ( machine translation ) 

使 用 自动 化 设备 从 -- 种 自然 语言 到 另 -种 请 言 的 
ELAH, 

B 3k R: AARIN 2 25 sh ( E mí Er E A SA) 
模拟 和 自动 化 领域 的 问题 . B 3 REF -*h R; 
(algorithm) 来 实现 ， 这 种 算法 的 规则 与 人 的 知识 和 直 
觉 无 制约 关系 ,是 严格 的 形式 规则 ,自动 翻 详 的 算法 能 
用 尾 何 适当 的 自动 化 设备 来 实现 , 例如 数字 计算 机 . 

自动 翻译 与 现代 结构 语言 学 和 数理 语言 学 的 发 展 密 
切 相 美 ,包括 困难 的 和 基础 性 的 语言 学 问题 ,其 中 许多 
过 去 被 忽视 ， 甚 至 没有 被 岗 戎 阐述 过 . 

开发 自动 栈 详 的 埋 论 基础 是 形 工 文法 ( grammar, 
formal) 理 论 ， 自 动 翻 详 算 法 实现 的 由 其 文法 定义 的 两 
种 语言 之 问 的 某 种 对 应 称 作 翻译 对 应 (translation cor- 
respondence). 这 种 对 应 是 在 文法 的 框架 内 借助 于 这 些 语 
言 性 质 的 结构 化 描述 会 式 化 的 . 最 经 常 使 用 的 结构 化 描 
述 是 成 分 结构 和 相关 树 ( 见 语法 结构 (syntactic struc- 
ture))， 因 此 ,自动 栈 详 算法 由 三 个 主要 部 分 组 成 : 1) 
源 语言 正文 分 析 , 即 以 输入 语言 的 给 定语 法 为 基础 , 对 输 
入 正文 进行 结构 的 分 析 ; 2) 转换 , 即 从 源 语言 正文 结构 
在 给 定 的 翻 详 对 应 的 基础 上 转换 到 目标 诺言 正文 结 
H 3) 昌 标语 言 正文 综合 , 中 认 输出 正文 结构 转换 到 特 
定 的 字 序 列 . 

, 在 研究 自动 翻译 的 早期 过 程 中 , 转换 规则 … 般 是 以 
算法 规则 的 形式 直接 公式 化 的 ,并 没有 预先 构造 源 语言 和 
目标 语言 的 形式 语法 ,也 没有 翻 详 对 应 的 明显 公式 表 
述 . 因此 , 纯 语 言 学 性 质 的 信息 变 得 与 算法 的 数学 外 形 
HWRE. 在 稍 后 一 段 时 期 , 构造 自动 翻 详 算法 的 发 展 方 
向 是 ,采用 适合 于 名 种 诸 言 的 通用 模式 , 尽 可 能 将 柄 译 
分 成 阶段 ,使 综合 阶段 与 分 析 阶 段 互 不 依 戟 ， 寻求 所 有 
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Bb 15k RER HE x) EA PF BJ E A ER 5 AE (PE Z 
种 类 翻译 (multivariant translation)). 在 包 数 情况 
下 ,有 关 特 定语 言 的 信息 是 严格 与 算法 部 分 分 离 的 ， 因 
此 ,就 有 可 能 不 考 虚 每 种 语言 特有 的 大 量 继 节 ,出 专心 集 
中 于 一 : 般 步 又 的 开发 以 寻求 满足 特定 的 条 件 的 解法 . 
至 于 自动 翻 详 的 纯 语 言 学 方面 ,可 以 认为 在 单个 句 
子 的 范围 内 所 有 的 词法 和 几乎 所 有 的 诸 法 问题 都 是 解 
决 了 的 . 建立 高 质量 的 全 出 自动 翻 详 系 统 的 主要 困难 是 
向 语言 语义 理论 的 相对 落后 有 关 的 ,语言 语义 弄 论 能 用 
于 准确 表述 意义 和 各 种 语义 的 处 理 规 则 , 也 用 于 理解 连 
RHEL PÄHE AREARE. 如 果 不 把 正文 
的 语义 适当 地 考 虚 进去 ,那么 ,翻译 往往 是 含糊 的 或 有 
错误 的 .错误 的 翻译 一 般 是 由 这 样 的 事实 造成 的 , 即 翻 
译 规则 并 不 包括 被 翻译 正文 的 所 有 可 能 的 含义 ,或 者 不 
能 保证 每 次 都 选择 到 正确 的 含义 ,这 些 仗义 可 以 由 相当 
广泛 的 上 下 文 或 甚至 由 被 详 正文 的 学 科 知 识 和 关于 世 
界 的 一 般 知识 等 来 确定 . 
通用 的 、 产业 化 的 高 质量 的 自动 翻译 系统 到 目前 
(019 世纪 如 年 代 ) 为 止 还 不 存在 ， 有 复杂 程度 不 同 的 
实验 系统 . 简易 的 专用 的 自动 翻译 系统 已 在 实际 工作 
中 成 功 地 使 用 ; 这 些 系 统 是 以 科学 技术 信息 的 自动 处 
理 为 基础 (具有 部 分 语法 钼 理 的 逐 字 翻 详 , 现场 信息 、 专 
利 证 书 和 情报 检索 系统 的 部 分 喘 译 和 自动 引用 ) . 在 可 
以 预见 的 将 来 , 自动 翻译 仅仅 可 用 于 翻译 科技 出 版 物 ; 
自动 翻译 文学 作品 和 小 说 是 既 不 实际 也 不 必要 的 . 
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C. A. Dumaan E 
【 补 注 】 了 】 机 器 岗 译 于 1955 年 前 后 始 于 美国 . 
从 语言 学 的 观点 来 看 ,这些 程序 是 朴实 的 (大体 
上 ,程序 给 出 逐 字 翻译 ) ,程序 是 以 非 结 构 化 方法 设计 的 
{ 例 如 ,语言 学 信息 不 与 翻译 算法 分 离 ), 这 些 程序 并 不 
令 人 满意 : 与 人 工 釉 详 比较 ,速度 慢 , 不 够 玲 确 ,成 本 也 
较 高 . 因此，1966 年 美国 政府 决定 停止 对 机 器 项 译 项 
日 的 所 有 支持 ，1965 至 1975 年 期 间 , 有 关机 器 翻译 的 
基础 研究 几乎 没有 进行 。 初 级 阶段 的 程序 是 在 商业 环 
境 中 另外 开发 的 ,现今 实际 使 用 的 大 部 分 是 这 些 程序 . 
这 些 程序 的 用 处 不 在 于 翻译 质量 , 而 在 于 作为 辅助 工具 
(如 正文 编辑 程序 ) 使 用 时 能 节省 专业 人 人 呐 的 时 间 . 到 
现在 为 止 , 只 有 一 -个 全 部 自动 翻译 系统 : 把 气象 预报 从 
英文 译 成 法 文 的 加 拿 大 TAUM 系统 . 1975 年 以 来 ,机 
器 翻 详 的 研究 有 所 恢复 ,尤其 是 西欧 和 日 本 , 这 种 研究 
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的 重要 因素 是 理论 语言 学 的 发 展 ,改变 成 本 和 影响 速 竹 
因素 的 硬件 的 发 展 ， 以 及 对 专业 翻译 {特别 是 技术 手册 ) 
H MICR. 
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A survey of mactune translation: its histo- 


自动 机 [ automaton ; æromar ] 

一 个 控制 系统 (control system), 通常 指 有 限 自 动 
机 {automaton, finite) 或 改变 其 成 分 或 工作 方式 所 得 
的 变型 . 主要 概念 有 限 自 动机 于 二 十 世纪 中 叶 形 成 , 是 
为 了 以 数学 语言 描述 神经 了 网络 ,通用 计算 机 和 其 他 实际 
自动 机 的 功能 . 最 早 的 这 种 努力 归于 W. McCulloch 和 和 
W. Pitts (1943), S. C. Kleene (1951), A. W. Burks 和 


J. Wright (1953), 及 其 他 一 些 人 . 这 种 描述 的 一 个 特点 


是 对 应 数学 模型 的 离散 性 及 其 参数 值 域 的 有 限 性 ,后 者 
说 明了 取 名 “有限” 自动 机 的 原因 . 外 部 作用 、 反 作用 各 
状态 分 别 看 做 三 个 名 为 输入 字母 表 , 输出 字母 表 和 状态 
字母 表 的 字母 . 此 时 , 决定 它们 之 间 的 相互 作用 的 关系 可 
由 二 函数 即 迁 移 函 数 和 输出 画 数 给 出 , 它 人 将 “状态 - 输 
人 字母 * 对 分 别 映射 到 “状态 字母 "和 “输出 字母 ". 在 每 
一 离散 时 刻 ， 处 于 一 给 定 状态 的 系统 接收 一 输入 信 号 
(输入 字母 表 的 一 字母 )， 发 出 一 输出 信号 {出 输出 消 数 
决定 的 输出 字母 表 中 的 一 字母 ) 并 转移 到 由 迁移 函数 
决定 的 一 新 状态 ， 有 限 自 动机 的 研究 ， 还 包括 对 反映 
实际 系统 各 种 特性 的 ， 各 种 有 限 自动 机 的 推广 和 变型 
的 研究 ， 就 有 限 自动 机 (4 ，8, B, o, yiii, CAR 
变型 可 分 为 下 列 三 个 主要 类 别 ， 在 第 一 类 包括 的 自动 
机 中 ， 其 某 些 字母 表 4, 5S 或 了 是 无 限 的 ， 这 种 自动 机 
称 为 无 限 的 (infinite) .在 第 二 类 包括 的 自动 机 中 ， 画 数 
和 名 代 之 以 任意 关系 或 随机 西数 . 这 就 是 仿 的 . 非 决 
定 的 ， 概 率 的 或 其 他 自动 机 . 第 三 类 包括 的 自动 机 具 
有 特定 的 输 人 对 象 集 ， 恕 具有 可 变 结 构 的 自动 机 、 项 
上 自动 机 (或 树 自动 机 )， 
mata, algebraic theory of). 有 些 自动 机 可 同属 几 类 ， 

如 模糊 自动 机 同属 以 上 三 类 ， 有限 自动 机 的 一 些 特 狐 
子 类 是 非常 重要 的 ， 如 无 记忆 自动 机 ， 自 治 自 动机 ， 

可逆 自动 机 ， 等 等 . 此 外 , 其 他 数学 分 支 的 概念 和 方 
法 的 使 用 亦 产 生出 特殊 种 类 自动 机 和 有关 问题 , 例如 ， 

代数 方法 的 使 用 导致 了 项 上 自动 机 .线性 自动 机 、 群 
自动 机 、 自 由 的 和 其 他 自动 机 的 概念 , 见 自动 机 的 代数 
理论 ; 编码 理论 中 的 问题 导致 了 自 调节 自动 机 . 可 道 自 


动机 等 概念 ， 见 福 率 自动 机 (automaton, probabilistic). 


见 自动 机 的 代数 理论 (auto - 


结构 自动 机 亦 有 并 种 推广 ， 主 要 是 允许 无 限 网 络 和 在 
工作 中 改变 元 件 间 之 连接 . 这 就 导致 了 生长 自动 机 
(growing automaton) 概念 ， 北 将 有 限 自 动机 的 主要 变 
型 和 子 类 及 其 最 重要 的 性 质 陈述 于 下 . 
宏观 方法 (macro approach). 1. 无 眼 自动 机 (infinite 
autotmata. 第 一 类 ) 不 同 于 有 限 自 动机 仅 在 于 它们 的 字 
母 表 A.B s S (S A. 38 H HUA K R Sr) af bA R: 2; B: 
的 .关于 有 限 自 动机 的 大 部 分 概念 和 问题 可 以 自然 地 
推广 到 无 限 自 动机 ， 更 高 基数 的 字母 表 扩 展 了 自动 机 
的 计算 能 为 . 例如 ,有 限 自 动机 只 能 实现 有 起 决定 的 
{时 序 } 函 数 , WL S ER ZR EAM (finitely -determined 
function) ,而 无 限 自动 机 则 再 用 于 实现 任何 决定 图 数 . 
此 外 ,可 用 无 限 自 动机 来 描述 竹 何 自动 机 和 机 器 的 功 
能 . 同时, 无限 自动 机 的 普遍 性 削弱 了 它 的 重要 性 , 从 
而 太 部 分 研究 仅 限 于 与 控制 系统 的 特定 模型 有 关 的 无 
限 自动 机 的 特殊 子 类 . 

2. 非 确 定性 和 蜡 步 自动 机 (non - determinstic and 


w w * * w* s k a * a 


e a + á e a 


机 (non - deterministic _ automaton) 形 式 地 定义 为 一 
个 系统 (4,S8,B,X), 其 中 4,3 和 是 前 述 意 义 下 的 字母 
表 , x 三 95xXAXSx 晶 是 一 个 迁移 -输出 关系 ， 如 虚 关 系 
Xx 是 一 个 Sx4 到 xB 的 陌 数 , 则 此 非 确 定性 自动 机 称 为 
确定 性 自动 机 (deterministic automaton), 实际 上 它 等 同 
于 一 个 有 限 自动 机 , 因为 这 种 可 看 做 分 别 映射 SxA 
到 5S fl B BS PS *k o HU 052. 不同 于 有 超 自 动机 , 
个 初始 非 确 定性 自动 机 As 有 几 个 初始 状态 , 它们 形成 
集合 8 的 一 个 子 集 S. Xs, 的 行为 通常 指 有 限 自动 机 功 
能 的 下 列 推广 之 一 . 

ay (8603 /. ADA %s, 实 现 一 个 关系 广 , E H 
Br W E F PE 3 p AXE rE SE x] aa, bi ib ) 所 
组 成 :存在 状态 s. s E ses H (s, a,b) 
€r(i=L+--, n). 初始 非 确定 性 自动 机 实现 的 关系 妆 与 
有 限 决定 关系 类 一 致 , 见 有 限 决定 函 妆 (finitely - detem- 
ined fimction). 

b 指定 了 终结 状态 集 S AEREA EEH As., 
当 字母 表 召 为 空 ( 即 y S SxA x S) HERNE event) 
L, ， 它 由 所 有 满足 下 述 条 件 的 A 中 字 ala, td 
成 :存在 状态 s 5 ,| 使 得 5e5 ,9 es, Bisa, 
sa) EXS, n). š ah bl W, 所 能 表示 的 事件 类 与 
正规 事件 类 -* 致 ， 即 关于 行为 的 这 一 方面 非 确 性 定 自 
动机 和 有 限 自 动机 是 等 价 的 . 然而, 非 确定 性 自动 机 概 
念 的 高 度 普遍 性 实际 上 反映 在 表示 相同 事件 所 需 的 状 
态 数 由 非 确 定性 自动 机 和 由 有 限 自动 机 是 不 同 的 . 存 
在 可 由 mm 个 状态 的 非 确定 性 自动 机 表示 的 事件 , 可 由 
2" 个 状态 的 有 限 自 动机 表示 , 但 不 能 用 更 少 状 态 的 任 
何 有 限 自动 机 表示 . 

非 确 定性 自动 机 的 一 个 特殊 子 类 由 所 谓 篇 自动 机 


(partial automata) 构成 ,其 中 关系 YX 是 将 集 Sx A k 
射 到 8x 召 的 偏 画 数 . 这 类 自动 机 实现 有 限 决 定 含 范 数 ， 

术语 “异步 自动 机 "通常 表示 下 列 两 种 自动 机 之 
一 . 第 一 种 包括 自动 机 (4,5,B,9, 兴 ), 其 输出 函数 光 映 
HR SAR B{ 对 有 限 自动 机 而 言 , 汪 映 射 SxA 到 
B). 这 些 自 动机 主 查 用 于 编码 理论 . 第 -- 种 包括 有 限 
自动 机 , 其 迁移 画 数 o RA F [TE MK: p(s, a a)=o6, a), 
对 所 有 的 s 和 a 威 立 . 这 些 自动 机 用 于 编码 理论 , 亦 用 
于 技术 和 生物 方面 的 某 些 系统 的 建 模 上 . 

3. DE EEE] B 动 机 (automata with a variable 
structure, 第 三 类 }) 是 一 种 有 限 自 动机 复 = (Ax A.S .B o, 
出 ), 它 具有 两 个 输入 通道 和 字母 表 44 上 某 个 园 定 的 无 限 
序列 x{ 超 字 ), 字母 表 44 上 任意 字 送 到 这 种 自动 机 的 
第 一 个 输入 (通道) 的 同时 ,序列 < 的 同样 长 度 的 开始 部 
分 送 到 第 二 个 输 人 (通道 ) .这 就 在 输入 字 对 的 集合 上 
强制 加 上 了 限制 ， 如 果 一 个 可 变 结 构 自 动机 看 作 一 个 
仅 有 第 一 个 输入 的 自动 机 (4 Pta F be n N A... WE 
的 迁移 和 输出 函数 将 依赖 于 镶 入 的 输入 字 的 长 虚 . 在 
行为 方面 ,一 个 可 变 结构 自动 机 等 价 于 一 个 具有 限 输 人 
和 输出 字母 表 玉 可 数 状态 集 的 无 限 自动 机 . 

4. 模 糊 自 动机 (fuzzy automata) 构 成 有 限 自动 机 
概念 的 一 种 推广 , 它 本 由 替换 迁移 和 输出 函数 为 模糊 关 
系 而 得 到 , 集合 JM 的 一 个 模糊 于 集 (fhzzy subset) 定 义 
为 映射 W 到 区 间 加 ,1] 的 一 个 函数 . 相应 地 , 在 一 个 横 
精 自 动机 中 迁 黎 和 输出 函数 分 别 被 代 之 以 映射 集合 
SxAXS 和 SxAxB 到 {0,1] 的 函数 ,其 中 S$ 为 状态 
集 ,4 为 输入 字母 表 , B 为 输出 字母 表 . 有 限 自 动机 代 
表 性 的 基本 概念 和 问题 对 模糊 自动 机 有 自然 的 推广 ; 特 
别 是 应 用 于 模糊 事件 的 表示 和 模糊 关系 的 实现 ,模糊 
自动 机 是 某 些 识别 机 制 的 数学 模型 ,被 用 于 模式 识别 
(pattern recognition). 

5. 特殊 种 类 有 限 自动 机 (special class of finite 

无 记忆 自 动机 (automata without memory) Ë: 8 
状态 有 限 自动 机 或 其 等 价 自动 机 ， 这 种 自动 机 的 每 个 
输出 字母 由 该 时 刻 移 人 的 输入 字母 完全 决定 . 它们 常 
看 微 功 能 元 件 (functional elements) 并 广泛 地 用 于 自 
动机 综合 问题 中 ， 

有 限 存储 自动 机 (automata with a finite storage 
space) 或 有 h: 记忆 自 动 机 (automata with a finite 
memory) 是 一 种 有 限 自 动机 , 它 的 每 个 输出 字母 由 当前 
时 刻 以 前 慌 人 的 .长 诬 有 界 的 输入 字段 完全 决定 ,与 宰 
始 状态 无 关 . 对 一 个 站 状态 有 限 存储 自动 机 ,上 述 输入 
字 怕 长度 的 最 小 上 界 不 超过 (nr —1)/2; 这 个 界 实际 上 
可 由 某 些 自 动机 达到 .一 个 有 限 存储 自动 机 称 为 自 调 
节 的 Gelf -regulatin 名 ,倘若 对 某 !， 任 何 时 刻 rt 的 
输出 字母 不 依赖 于 初始 状态 ， 这 种 自动 机 用 于 编码 理 
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i. 见 编 码 与 译 码 fcoding and decoding), 县 通常 使 用 
这 种 自动 机 的 变型 , 即 上 述 条 件 不 必 对 所 有 输 人 字 的 和 集 
合成 立 , 而 只 对 它 的 某 个 子 售 成 立 . JEFE B Sibi H 
没有 反馈 的 逻辑 网 络 实现 ， f 
可 道上 自动 机 (reversible automata) 或 无 信息 损失 


a 


I 自 动机 (automata without loss of information) 是 实 


现 二 一 函数 的 有 限 自 动机 . 这 种 自动 机 也 用 于 编码 理 
论 . 

微观 方法 (micro approach). AZ) W tW Á a 
机 , ETHER NEBA: 1) FT 35538 X 2 38 
网 络 , 当 自 动机 工作 时 ,其 元 件 和 元 件 间 的 关系 保持 不 
FEDTE AEEA, 和 3) 由 体积 元 件 和 连接 
HRH REAS. 这 种 自动 机 的 主要 类 型 浆 述 如 
F. 

1. 38588 EA H (generalized logical net- 
works with a “permanent structure}. FE WK 25 iq 
和 选 代 网 络 (iterative networks) , JE 8 Jè 8818 ss H BW A 
限 片断 ,具有 类 似 的 问题 范围 . 

W ti 38 (mosaic structures) 是 迁移 系统 (A, S. 
@)(EDE 2 (A,S,S p, p AAR Ñ 3 Jl, Tt rp 38 ih BS 3⁄ 
Hits hj. B 38 i FS 5 3k as E A)R 
FE. 这 些 系统 安置 在 nn 维 空间 的 整 举 标的 点 ( 整 点 ) 
上 ,同时 对 每 一 个 这 种 点 都 定 尺 一 个 整 点 的 有 限 集 , 称 
为 它 的 邻 域 .安置 在 某 点 的 迁移 系统 的 输入 字母 表态 
是 安置 在 该 点 的 邻 域 中 各 点 的 迁移 系统 的 状态 集 的 
Descartes 积 . 

一 个 馈 襄 结构 可 看 作 一 个 无 限 自 动机 , 其 输入 字母 
表 , 输出 字母 表 和 状态 集 都 同 为 它 包 食 的 所 有 迁移 系统 
的 状态 集 的 无 限 Descartes 积 ， 这 就 使 将 镰 典 结构 的 许 
才 癌 题 归结 到 无 限 自动 机 的 癌 题 成 为 可 能 . BR 25348 
特有 的 问题 包括 能 行 过 程 特 别 旦 计算 过 程 的 建 模 . B 
尔 也 考虑 以 任意 自动 机 代替 迁移 系统 的 贸 贱 结构 . 

一 致 结构 (uniform structures) 形 成 一 类 重要 的 镭 
12548. 如 果 所 有 迁移 系统 都 相同 且 任 一 点 的 邻 域 可 
由 某 个 固定 点 的 邻 域 经 平行 移 位 而 得 到 , W| dah Sh 385 
通常 称 为 一 个 一 致 结构 (uniform structure) 或 一 个 细 
胞 自动 机 (cellular automaton). 通常 假定 迁移 系统 存 
在 下 述 意义 下 的 某 个 “稳定 "状态 :如 果 输 人 字母 是 每 个 
分 量 篆 为 该 状态 的 要 元 组 (tuple) , 则 迁移 系统 保持 状 
态 不 变 ， 一 致 结构 的 代表 性 问题 有 自 繁 殖 问 题 和 “ 伊 铅 
园 " 问题 . 

任 一 时 刻 安 沁 在 整 点 上 的 迁移 系统 的 状态 产生 
一 个 空间 镀 艇 模式 .通常 称 之 为 一 个 构 形 
(configuration). 如 果 一 个 构 形 中 只 包含 有 限 个 迁移 
系统 ,其 状态 是 非 稳定 的 (激励 部 分 ), 则 称 它 为 有 限 
的 . 自 繁殖 问 题 (self - reproduction problem) 探 索 是 


否 存 在 有 限 构 形 ,使 得 在 一 致 系统 运算 过 程 中 变 到 一 
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构 形 ,它们 的 激励 部 分 是 多 个 重复 的 原始 构 形 的 激励 部 
J). "e" (Garden of Eden) 一 词 表示 一 个 不 能 由 
其 他 构 形变 成 的 构 形 .“ 煞 甸 国 问题 " (Garden - of - 
Eden problem) 是 要 决定 给 定 的 一 至 结构 的 “ 供 外 
园 " 的 存在 性 ， 

works with a variable structure)， 存 在 这 种 逻辑 网 络 
的 各 种 类 型 ， 最 一 般 的 一 类 包括 元 件 邻 域 和 元 件 本 身 
在 工作 中 都 可 变化 的 镰 戏 结构 ， EDDY Rh S 9384 
络 的 一 个 例子 , 人 人 科 可 举 出 模拟 具有 输入 的 Turing 机 
(Turing machine) 功 能 的 一 维 结构 、 此 时 一 维 网 络 的 
一 个 结 点 对 应 到 控制 机 构 , 而 其 他 结 点 对 应 到 带 上 的 格 
子 , 这 些 格子 被 看 作 迁 移 系 统 ,Turing 机 工作 字母 表 中 
字母 作为 它 的 输入 字母 和 状态 . 换 向 则 由 读 写 头 的 位 
EHE. ” 

另 一 类 可 变 结 构 广 义 逻 辑 网 络 是 所 请 生长 自动 机 
(growing automata) , 即 工作 中 激励 部 分 增长 的 -- 致 结 
构 , 有 许多 这 种 自动 机 的 模型 , 它们 模拟 实 实 机 制 的 各 
种 特征 . 
works of volume elements) 的 特 划 之 处 在 于 它们 的 基 
本 自动 机 及 其 相互 间 的 连接 都 赋 以 体积 . 丛 而 引起 具 
有 最 少 可 能 体积 的 自动 机 的 综合 问题 . 

“自动 机 "一 词 也 使 用 于 诸如 双向 ,多 带 , 多 头 .线性 
界限 等 等 自动 机 概 盒 中 ,事实 上 它们 是 Turing 机 的 变 
型 .有 时 将 所 有 抽象 机 髓 纳 人 自动 机 枝 念 中 . 
£ 
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【 补 注 】 更 自动 机 的 等 价 (Automata , equivalence of) 
条 目的 补 注 . 
【译注 】 可 六 自动 机 和 自治 自动 机 也 都 用 于 密码 学 


E £ bJ s BL BL [A1] A [A2]. 


(cryptology) . 
参考 文献 
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[R2] Kypuur, A. A, ABTOMATH Fey noTepy Idhoparmn 
koHeqHoro THopanxka, Pura, 1972. 
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自动 机 的 行为 [ automaton, behaviour of an ; akromata 
TOBE Je HHO | 

yË B SELA E BJ SF EE PF HE HI 38 E. TE BJ R 88 2 n 
念 . 对 一 个 有 限 自动 机 (automaton, finite) 来 说 ， 其 外 
部 环境 通常 为 输入 字 的 集合 ,而 它 的 行为 则 是 自动 机 产 
生 的 字 趾 数 或 它 表 示 的 事件 (有 时 为 超 事件 }. 对 一 个 
项 上 自动 机 来 说 { 见 自 动机 的 代数 理论 automata, 
algebraic theory of )), 常 项 集 为 环境 , 它 的 行为 是 这 样 
一 些 项 的 集合 , 用 所 动机 计算 它们 的 值 甬 于 相应 代数 的 
元 素 的 指定 子 集 .对 一 个 贸 典 结构 来 说 ,环境 为 初始 构 
形 的 集合 ,而 它 的 行为 由 在 各 时 刻 产 生 的 构 形 序列 组 
成 . 一 般 来 说 , (E_E) 自动 机 的 行为 的 概念 类 似 于 
有 限 自动 机 的 行为 的 概念 ,或 本 质 上 是 它 的 轻微 个 改 ， 

所 泗 处 在 随机 介质 中 自动 机 的 行为 (behaviour of 
an automaton in a random medium) E — #b%% SI 
E. 这 里 的 “介质 *" 指 一 个 概率 自动 机 名 , EHNE E 
的 自动 机 扩 的 输出 信号 变换 为 息 的 输入 信号 . 可 以 
PEERAA L PAHAA R taR 
阅 络 , 它 由 自动 机 W 和 见 通过 连接 一 个 自动 机 的 输出 
到 另 一 个 的 输 和 而 得 到 . 在 随机 介质 如 中 的 自动 机 
X 的 行为 可 以 看 作 是 这 个 自治 途 辑 网 络 的 功能 , 介 
M B 称 为 平稳 的 (stationary) ,倘若 它 是 一 个 单 状态 自 
动机 ， 如 果 自 动机 个 的 输出 信和 导 看 作对 自动 机 入 的 
奖赏 "或 “ 逢 罚 ", 那 么 自然 地 引起 一 个 问题 : 如 柯 构造 
自动 机 复 ,使 它 在 介质 加 中 的 行为 是 最 优 的 
(optimal), 即 在 该 介质 中 能 产生 最 大 可 能 的 增益 ， 通 
ARETES 的 输出 字母 表 由 字母 6 和 1 组 成 , 且 作 
为 对 自动 机 M 的 输出 符号 5、…, b Bm. pali p, 
"p 的 概率 输出 字母 1， 仅仅 字母 1 看 作 自 动机 入 
的 “奖赏 ". 、 

如 果 介 质 95 是 平稳 的 , 则 自治 妈 辑 网 络 的 状态 集 
与 自动 机 W 的 状态 集 相 同 ， 此 外 ， 如 果 自 动机 美的 输 
出 字母 无 二 义 地 由 它 的 状态 决定 , 则 此 娃 辑 了 网络 的 功能 
可 以 由 一 个 状态 迁移 随机 第 阵 好 描述 . 通常 ,考虑 这 
HERRE, 见 遍 历 性 (ergodicity)， 于 是 ,定义 函数 


s, t -Šo —p,} = > (Qp, — 


其 中 ,Gg 是 所 有 决定 输出 字母 b. 的 状态 的 终 概 率 的 和 . ' 


这 时 ,有 
min(2p, 一 ]) < WO B) < max(2p, — 1). 


W(W, B) = 


WR ASALA 的 输出 信号 不 依 式 于 介质 的 作用 县 它们 
是 等 概 的 , 即 0 二 …=o=1k, 则 有 


L 
WALD = Wo = Z Yel 


4 一 1 
函数 W (W, 9) 是 一 个 称 为 自动 机 % 在 介质 Ú 中 的 增 
益 (gain} 的 变量 的 数学 期 望 、 如果 W (W. g)> W, M 


称 自动 机 在 介质 册 中 的 行为 是 符合 目标 的 (goal- 


conformnin 自 ， 现 在 ， 随 机 介质 中 的 节 优 行为 问题 可 陈 
WF. 要求 构 造 一 个 所 谓 的 自动 机 渐 近 最 优 序列 
(asymptotically optimal sequence) ,, Aa, À 得 
动机 A, 的 增益 的 数学 期 望 当 m 趋 近 无 穷 大 时 趋 近 于 
在 此 介质 中 的 最 大 可 能 的 增益 ， 即 a... 
i=l k). ÆR ERIE. 当 daa 22172 时 ,用 所 谓 
的 线性 策略 自动 机 automata with linear tactics) 构 成 


这 种 序列 , (一 个 具有 大 字母 输出 字母 表 的 钱 性 策略 自 


动机 An 存在 后 个 状态 8 k, j=l, "L. n). 以 
及 下 述 迁 移 函 数 o 和 输出 函数 汪 : 
Pls 1)=s5, on 车 j=l, 下 
Psa D=s,, P(S 0)=s, 1, 车 j=2, …, n 


Psa Ssa, o Pp a)=b,, 


i=1, =, k, j=1, 0, n.) 


在 平稳 随机 介质 中 控制 渐 近 最 优 行为 的 规则 首先 是 在 


数理 统计 中 研究 的 . 但 是 在 该 力 域 得 到 的 结果 显 热能 
翻译 为 自动 机 理论 的 语言 . 

在 更 复杂 介质 中 也 研究 自动 机 的 行为 , 以 及 在 随机 
介质 中 自动 机 集体 (oollectives of automata) 的 行为 . 
在 后 一 情形 , 自动 机 被 看 作 忆 中 人 , B 2 tl # T B 8 % 
的 规则 被 看 作 介质 . 
ytre 
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条 目的 补 注 


有 限 自 动机 [ automaton, finite ; amrosmr, Konesrns| 
处 理 具 有 有 限 存 贮 的 离散 信息 系统 的 数学 模型 . 

有 限 自 动机 是 控制 系统 (control system) 的 最 重要 类 型 
一 ， 实 质 上 ,一 个 有 限 自动 机 可 描述 为 一 个 具有 输入 


=max {2p,—1: 
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和 输出 通道 且 在 任 一 离散 时 刻 处 于 个 状态 5,…,5 之 
一 的 系统 .这些 时 刻 构成 时 间 集 (time set)， 在 每 一 


时 刻 一 些 信 号 即 输 和 人 字母 表 中 的 一 些 字 母 镇 人 输 人 通 
道 , 并 在 输出 通道 产生 … 些 信号 即 输出 字母 表 中 的 一 些 
字母 . 在 特定 观点 下 , 这 种 系统 可 包括 形式 系统 
(formal system), 实 际 自动 机 ,全 物体 ,等 等 . f 
有 限 自动 机 概念 可 从 不 同 的 观点 来 定义 ， 当 采用 
宏观 方法 (macro approach) 邮 仅 对 系统 的 外 部 行为 感 
兴趣 时 , 一 个 有 限 自 动机 可 用 一 类 函数 ,一 个 有 限 有 向 
图 ,或 (以 代数 的 形式 ) 用 一 个 具有 一 元 运算 的 有 限 代 数 
给 出 { 见 自动 机 的 描述 方法 (automata , methods of 
specification of )).， 当 采用 微观 方法 (micro ap- 
proach) 时 , 一 个 有 限 自 动机 定义 为 一 组 死 件 和 它们 的 
互相 连结 图 式 , 即 不 仅 考 虑 自动 机 的 功能 ,还 考虑 其 结 
H. 相应 地 , 这 一 概念 称 为 缚 构 的 (structural) , 而 有 限 
自动 机 本 身 称 为 结构 自动 机 {structural automata) 或 


宏观 方法 (tmacro approach). 一 个 有 限 自 动机 就 是 -… 
个 系统 (4,5,B,9, 态 ,其 中 4,5,B 是 腿 字 母 表 , 通常 
非 空 ,分 别称 为 输入 字母 表 (input alphabet). 状态 集 


< w = é o 


* “€ w “é 5 


转移 函数 {transition function}, ERNES SA 到 5 ; 

ý 是 输出 函数 {output function), 它 映射 Sx4 FI B. 

这 种 有 限 自 动机 有 时 称 为 Mealy 自动 机 (Mealy 
automaton). #%&HH 68 W J mh dj S #J Ë ( 即 不 依赖 输 
人 字母 表 的 字母 }, 则 此 有 限 自动 机 称 次 一 个 Moore 自 
动机 (Moore automate+4}， 任 一 Moore 自动 机 也 是 
一 个 Mealy 自动 机 

一 个 有 限 自 动机 欧 最 重要 的 特征 是 它 的 行为 ( 见 自 
动机 的 行为 (automaton behaviour of an)), 它 可 用 
不 同 的 方法 定 尺 . 取决 于 所 考虑 的 行为 类 别 , 有 限 自 动 
机 可 分 为 转换 器 , 接受 器 (识别 人 器 }, 产 生 器 ,等 等 为 了 
定义 有 限 自动 机 行为 的 主要 类 型 ,扩充 函数 wg 和光 到 集 
合 $x4{ 其 中 小 是 4 上 所 有 字 的 集合 ,包括 空 字 A): 

p(s, A) =s, pls, aa)=0(@(s , a), a), 

WG. A) = A, W(s,za)=wW(o@(s , w), a), 
其 中 seS,aeA' qeEA,aa 表示 连接 字母 a SF z 48 3J 
的 字 . 因此 , 函数 部 人 ,的 和 第 个 ,四 对 任意 8 和 的 扩 
充 ,分 别 描述 自动 机 在 输入 字 & 的 作用 下 从 状态 s 变 到 
的 状态 和 自动 机 在 局 人 输 人 字 a 的 最 后 一 个 字母 的 时 
刻 所 产生 的 输出 字母 . 设 对 。 表 示 字 ~ 的 长 的 开始 部 
分 ,又 设 P(s,) 和 站 (5,ow) 分 别 为 S$ 各 上 定义 如 下 的 
*: 

p(s, a), 
wis, a). à 


pls, a)=@(s, w] )e(s, lp ` 
yis, aj=4({s, w] yis, el) ` 
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函数 pE, AA pls a) 分别 描述 情人 字 z RLR 
自动 机 呈现 的 状态 序列 ,和 在 输入 字 # 的 作用 下 自动 机 
产生 的 输出 字 即 输出 字母 故 的 字母 序列 .三 元 关系 


F=l(z, Pls, 0), pls, o): w€ A. ses) 


BF 8 B 8 SB HL M = (4, S. B. p, p) 的 功能 (func- 
tioning) {运算 (operation)) . H% p Ay 以 自然 方式 
扩充 到 4 上 无 限 序 列 (NE F (superwords)). 为 此 ， 
一 个 有 和 恨 自 动机 的 功能 有 时 理解 为 这 类 关系 下 其 
中 必 是 任 一 超 字 . 在 这 种 情形 下 ,函数 o(s, om 的 值 定 
义 为 在 序列 机 GS, 中 出 现 无 穷 次 的 那些 状态 的 集合 . 

具有 指定 初始 状态 s, 的 有 限 自 动机 称 为 初始 的 
Ginitialized)， 记 作 %,， 切 始 有 限 自动 机 % ,的 行为 
通常 定 多 为 下 列 四 种 关系 之 一 -， 

DER Ay. ERA A P B'(sk 如 到 B”, 
其 中 4” 种 B” 分 别 为 4 和 上 BB 上 的 所 有 超 宇 的 集合 ). 
此 函数 称 为 由 初始 有 限 自动 机 ,可 计算 的 (com pu- 
table) 或 可 实现 的 (realizable) . 

DREL EA, 对 给 定 终结 状态 
S 三 8 定 祥 如 下 : 


L; =ía€ A": 


pls w)€S 1. 
KA L. 称 为 由 具有 终结 状态 集 s 的 有 限 自动 机 


3)34 A 中 所 有 可 能 的 < 函数 Pa)= = (s, =) KSE GS 
集合 , 称 为 可 由 给 定 的 有 限 自 动机 W. rasa a. 
4) M, S A xf S BB J SR £ y 定义 如 下 : 


M,={uE A"; pls, a)eyl. 


称 MM, 为 由 具有 终结 状 志 于 集 系 y 的 有 限 自 动机 3, # 
示 的 超 事 件 ， 具有 切 型 行为 的 有 限 自 动机 称 为 有 限 转 
换 器 (finite Waneformers), 而 具有 2? 型 行为 的 有 限 自 
(aceptos). “““ 

如 果 Descartes HA X: xA RB x xB 分 别 权 
作 输 人 和 输出 字母 表 , 则 DETARE m 元 函数 的 
元 组 ,在 这 种 情形 下 , 可 说 自动 机 有 m 个 输 人 和 nn 个 
输出 ， FRR A n, A, AIB, B SHE B LA 


算 的 本 数 类 可 用 各 种 才学 工具 挤 述 ,主要 结果 是 。 有 限 
自动 机 可 表示 的 事件 类 恒 同 于 所 谓 的 正则 事件 ,有 限 自 
动机 计算 的 函数 恒 同 于 有 限 决定 音 数 (finitely- 


determinded function). 此 外 ， 有 限 自 动机 校 举 的 集 ` 


合 类 恒 同 于 有 限 自动 机 表示 的 事件 类 . 
XT 2 型 ,3) 型 , 和 4) 型 行为 , 在 下 述 意义 下 
Moore 自动 机 等 价 于 Mealy 自动 机 : 每 个 Mealy 自动 


(final states) # 


机 对 应 一 个 等 价 ( 即 表现 同样 的 行为 ) 的 Moore 自动 
机 ， 反 之 亦 然 ，1) 型 行为 则 不 然 . 但 是 , 如 果 在 一 个 
Moore 自动 机 中 取 形 如 


bs,m=p pts a) ms, z],)) = piels, z)) 


的 函数 代替 y, W| Moore 自动 机 等 价 于 Mealy 自动 机 . 

称 Moore 自动 机 时 =(A, S, BE. p. p) — 个 自治 自 
动机 (autonomous automaton) 或 一 个 产生 器 (genera- 
tor), 如 果 转 移 函 数 不 依 赖 输 人 字母 表 的 字母 ， 初始 自 
治 自 动 机 Wa, 的 行为 (behaviour of an initialized au- 
tonomous automaton) 通常 指 超 字 


W(s) w (e(s))0w(@)'(s)) n, 


JerPes''(s)=o(e"(s). 这 个 序列 除去 其 个 开始 部 分 外 
是 周期 的 . 

称 有 限 自 动机 3 为 一 个 转移 系统 (transition sy5- 
tem), WE B =S HE w 6, a)= 3 对 任何 sES 成 立 ， 或 
者 输出 字母 表 呈 为 空 集 . 因此， 一 个 转移 系统 由 三 个 参 
H(A, STEEN. 

有 限 自 动机 和 有 限 自动 机 的 功能 等 概念 可 以 用 
儿 种 等 价 的 方法 定义 ( 见 自动 机 前 描述 方法 
(automata,methods of specification of )， 自 动机 的 行 
为 {automaton , behaviour of an))， 所 谓 典 范 方程 
{canonical equations) 已 被 广泛 地 司 用 . 对 任 二 字 x, 
以 a(t) 表 示 z HETER, M ERE. 一 个 有 
限 自动 机 W 的 功能 户 怡 包含 满足 下 列 条 任 的 字 的 三 元 
#l(e,s,B): 1)|a|=|8l=]s]-i; 2) 对 每 个 rS |z) 
FA at+lj=plat), a) 和 pe)=y (a t), at) 8 sr. 
为 定义 一 个 初始 有 限 自动 机 3, 的 行为 ， 还 应 加 上 等 式 
5(1)=s ， 这 些 等 式 的 全 体 单 值 地 决定 -- 个 初始 有 限 
自动 机 的 行为 ， 通常 称 为 典范 方程 {canonical equations), 
典范 方程 广泛 使 用 于 自动 机 的 分 析 和 综合 . 
概观 方法 (micro approach). 


一 一 一 一 -一 一 上 | 一 一 一 


图 1 


考虑 由 如 上 定义 的 .输入 输出 字母 表 声 如 出 的 有 限 自 
动机 所 组 成 的 元 人 忻 集 ,其 中 4 是 一 个 对 所 有 元 件 都 相同 
的 有 限 字母 表 . 由 这 些 元 件 组 成 的 结构 有 限 自 动机 的 
构造 规则 描述 输入 和 输出 匈 许 的 连接 { 合 一 ), 并 定义 所 
得 有 限 自 动机 的 输入 和 输出 集 . 


1 
| 
| 
: | 
l 
z 
一 
| 
一 


三 一 一 一 一 一 一 一 


图 2. 


这 种 有 限 自 动机 的 最 重要 例子 是 32 R šf (logical 
networks) ,下 面 提出 此 概念 的 一 一 种 表述 . 考虑 情形 A= 
{0, 十, 且 元 件 是 表示 单 状态 有 限 自 动机 的 所 诈 功能 元 
件 (functional elements) 和 一 种 称 为 延 B 器 (delayer) 
的 特殊 Moore 自动 机 ， 后 者 的 特征 是 ， 它 有 两 个 状 
坊 , 通 常用 输入 字母 表 的 字母 0 和 1 AR, HEERA 
出 函数 满足 条 件 : p(a.b)=b fl g(a)=a .因为 功能 元 
忻 只 有 一 个 状态 ,他 们 完全 由 输出 函数 炎 决 定 , 现在 的 
情形 光 是 一 个 nn 元 Bode 函数 (Boolean function), 其 
中 是 功能 元 件 的 输入 数 . 元 件 本 身 是 初始 的 逻辑 网 
络 , 其 输入 和 输出 分 别 对 应 到 元 件 的 输入 和 输出 .按照 
下 述 规则 可 进一步 构造 更 复杂 的 还 辑 网 络 . 


1. 两 个 逻辑 网 络 的 并 集 是 一 个 送 辑 网 络 ,其 输入 和 
输出 分 别 是 两 个 还 辑 网 络 的 输 人 和 输出 (图 日. 

2. 一 个 逻辑 网 络 的 任意 两 个 输入 合 一 的 结果 是 一 
个 忆 辑 网 络 , 其 输出 与 原来 的 轴 辑 网 络 一 样 , 其 输入 除 
全 一 的 一 个 输入 外 与 原来 的 逻辑 网 络 一 样 (图 2). 

3. 一 个 退 辑 网 络 的 一 个 输出 连接 到 另 一 个 逻辑 网 
络 的 一 个 输 信 的 结 汪 是 一 个 逻辑 网 络 ， 其 输入 是 所 有 
第 一 个 思 辑 网 络 的 输入 和 第 二 个 逻辑 网 络 的 未 与 第 一 
个 迎 辑 网 络 的 输出 合 一 的 输入 ; 输出 是 所 有 两 个 逻辑 网 
络 的 输出 (图 3). 


4. 将 远郊 网 络 的 一 个 延迟 元 忻 的 输出 与 该 逻辑 了 网 
络 的 任 一 输入 合 一 的 结果 是 垩 辑 网 络 ,其 输入 是 所 有 未 
徐 合 一 的 原来 的 运 辑 网 络 的 输入 ,其 输出 是 所 有 原来 的 
逻辑 的 输出 {图 4). 在 某 种 限制 下 这 一 规则 也 可 应 用 
到 逮 辑 网 络 的 一 个 非 延 退 元 忻 的 输出 . 
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pesi 
"s |， 
L E=: 


图 4 

5. 在 任意 的 逻辑 网 阁 中 ,可 能 只 考虑 在 规则 1 一 4 
中 定义 的 若干 输 出 作为 输出 , 由 功能 元 件 经 规则 1, 2, 3 
和 5 得 到 的 逻辑 网 络 通 常 称 为 功能 元 件 图 ， 

一 个 于 辑 网 络 的 功能 本 质 上 可 描述 如 下 ， 设 在 时 
刻 ! 光 辑 网 络 的 所 有 输 人 都 哑 值 以 特定 的 输 人 字母 , BH 
延迟 元 件 的 状态 给 定 ， 则 在 此 时 刻 , 按照 下 述 规 则 , E 
辑 网 络 的 元 件 的 所 有 输入 和 输出 ,特别 是 逻辑 网 络 的 所 
有 输出 , 都 将 赋予 字母 . 如果 字 母 a,…, 9, 已 经 赋值 
到 具有 输出 函数 炎 (x,,…-,x,) 的 一 个 功能 元 人 忻 的 输入 ， 
则 其 输出 在 此 时 刻 的 赋值 为 丈 (a, ,…, a,)， 如 果 在 时 
刻 : 延 退 器 处 在 状态 ea， 则 其 输出 在 此 时 刻 的 娃 值 为 字 
Ea. 相同 的 字母 贱 予 合 一 的 输 人 和 输出 , 进一步 ,在 时 
刻 {+1 的 延 退 器 状态 由 时 刻 上 的 输 人 字母 次 定 ,如 前 所 
述 即 e (a,b)=b. 因此 , 如 果 延 退 办 的 初始 状态 被 指定 ， 
MEANE TEERAA 上 的 输入 序列 到 字母 表 
汪 上 的 输出 序列 的 映射 ， 其 中 ma 39 33 5256958 A. 
数 ,nm 之 1 是 还 辑 网 络 的 输出 数 ， 这 种 慌 射 类 恒 同 于 第 1 
种 意义 下 有 限 自 动机 实现 的 字 上 函数 类 ( 即 有 限 决定 范 
RÆ). 这 是 因为 上 述 逻 辑 网 络 的 功能 与 有 限 自动 机 
(3 ,9, 凡 的 功能 一 样 ,其 中 四 是 迎 辑 网 络 的 输 人 
数 ,n 是 运 辑 网 络 的 输出 数 ,3 是 还 辑 网 络 的 所 有 延迟 器 
的 状态 集 的 Descartes 积 ; 转移 画 数 o EM a $n y st: E 
用 延迟 器 的 转移 函数 ,而 输出 函数 水 由 前 述 的 功能 元 件 
和 延迟 元 件 的 功能 决定 . I 

|z, BEH AER R (EA 5 PRES ARENIE) 
和 输出 函数 为 Z. xV y, x £ y 的 功能 元 件 [ 记 号 为 带 
有 相应 丽 数 符号 的 三 角形 ) ， 


a 
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图 5 毒 示 一 个 逻辑 阅 络 ,在 时 刻 上 的 输出 字 蔷 为 1 EB 
仅 当 在 时 刻 0.…, 上 的 输入 字母 包含 奇数 个 字母 "1" (在 
开始 财 媚 咎 迟 器 有 信 0 ; F Eka Mbak nE 
的 输入 和 输出 )， 如 果 sf at 3 b(0 y 303 B A t 
的 状态 . 输 和 人 字 十 和 输出 字 苹 , 删 此 逻辑 网 络 的 功能 可 
由 典范 方程 定义 : 

s0 = 0, s +1) = s(r)+a(r) (mod2), b(t} = str). 
如 时 采用 和 窗 观 方法 , 则 此 自动 机 可 表示 为 (4,5,4,P， 
站 ) 的 形式 ,其 中 A=S=10,11, p(s, a)=s+a (mod 21， 
HB ws,a)=s. 

有 限 自动 机 概念 是 现代 自动 机 理论 (automata, the- 
oy of ) 的 出 发 点 , 它 也 与 这 一 概念 的 各 种 变型 和 推广 
AR. 
参考 文献 . 

[ Shannon, C. and MacCarthy, J. (eds.), Automata 

studies, Princeton Univ, Press, 1956 ("FPE 28: C. E, 申 

M.J EEE. HALDA, 科学 出 版 社 , 1963). 

[2] Tayu, B. M., Cores Un 中 poahm agrosaroa, M., 
1962 , 
[3] KoGpmacxuñ, H. E. Tpaxrme6por, B. A, Bpemenge s 

TEOPHIO KOHCDI ABTOMETOB, ML, 1962. 

B. EB. Kygpmnes, Ky H. fuos # 
【 补 注 】 见 自动 机 的 等 价 (autiomata , equivalence of) 
条 目的 补 注 , 
【译注 】 
参 寺 文献 
[B] 路 仁 输 ， 自 动机 引 论 ， 科 学 出 版 社 ，1986. 
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概率 自动 机 [sutomatan, probabilistic ; agromar eepos- 
THOCT EJ 前] ,随机 自动 机 (stochastic automaton) 

有 限 自 动机 (automaton , finite) 的 一 种 推广 ,其 迁 
穆 和 输出 活 数 是 随机 函数 .换血 话说 , 一 个 概率 自动 机 
可 以 定义 为 一 个 桑 统 (4,5,B,q, 由 ), EPAS, BEARR 
字母 者 具有 和 有 限 自 动机 情形 同样 的 含义 ,而 和 由 分 
SERA SARSA BHGA, BAR SER 
B 上 的 概率 测度 系 p Ay 表示 ,其 中 ae4, sE8, 这 
些 测度 常用 随机 矩阵 给 出 ( 见 自 动机 的 描述 方法 
(automata, methods of specification of )) . 如 内 这 
些 报 率 测 诬 只 取 两 个 值 0 和 1, 则 概率 自动 机 概念 实际 
上 等 同 下 确定 性 自 动机 (deterministic automaton}. 
无 输出 的 自治 摄 率 自动 机 实质 上 等 局 于 离散 Mapeos 
链 . 概率 自动 机 的 功能 的 定义 类 似 于 非 确 定性 自动 机 ， 
而 且 初 始 状 态 由 上 的 一 个 概率 测度 5 定 多 .如 果 概 
率 自 动机 处 于 状态 s BDA KOS p B i k OA Tia, 
MERER p- o(s, a, s, bA RES 和 输出 字母 
RPF E b. 


如 有 限 店 动机 一 样 ,概率 自动 机 可 接 它们 的 行为 类 
型 分 为 转 撞 器 和 接受 器 . 在 前 .情形 , 按照 功能 , 概率 
自动 机 以 某 种 概率 变换 输入 字 到 输出 字 并 产生 状态 字 
母 表 中 的 字 . 对 等 长 字 的 这 些 概 率 形成 一 个 概率 测 
度 , 因 此 这 样 的 行为 可 以 考虑 作 给 出 这 种 测度 的 可 数 
系 . 在 后 一 情形 , 给 定 终 结 状 态 子 集 $S5 和 称 之 为 逢 
点 (cut point) 的 区间 [0,1] 中 数 14. 概率 接 爱 器 X ,= 
{4,3;9,3 .4 表示 的 事件 由 所 有 这 样 的 有 4. 上 字 组 成 ,在 
其 作用 下 自动 机 以 至 少 的 丢 率 进入 菜 个 终结 状态 ,其 
中 o EE Bh B) S x A P| S HAIER H sE 2 # S 上 的 概 
率 测 度 系 o... EX. 不 同 于 有 限 自动 机 , 概率 自动 机 可 
表示 事件 类 是 一 个 连续 统 . 而 且 , 即使 是 唯一 的 一 个 概 
率 自动 机 , 当 +4 变化 时 也 可 表示 一 个 连续 统 事 件 类 . 如 
果 输 入 字母 表 只 合 一 个 字母 , 则 每 个 概率 自动 机 只 表示 


“一 个 可 数 事 件 类 ,一 艇 地 说 ,也 包含 非 正规 事 件 . 在 称 


之 为 弧 立 鹿 点 的 特殊 割 点 上 ,概率 自动 机 只 表示 正规 事 
件 . 区 间 [0,1] 中 的 一 个 数 4 称 为 给 定 概率 自动 机 的 一 
TILAMA (isolated cut point), 如 果 存 在 正 数 5 使 得 
任何 输入 字 变换 该 概率 自动 机 色 它 的 终结 状态 的 摄 率 
与 4 至少 差 5. 
有 限 自动 机 的 大 部 分 代表 性 概念 和 问题 可 以 不 同 
的 作法 推广 到 概率 自动 机 . 许多 概念 和 问题 保持 有 限 
自动 机 的 性 质 , 例如 , 可 引 人 状 态 的 等 价 概念 使 得 著名 
的 简单 试验 状态 可 分 性 定理 仍 保 持 , 见 自动 机 的 试验 
(automata, experiments with). 另 一 方面 ,不 同 子 有 
限 自动 机 , 它 的 极 小 形式 在 同 档 意义 下 是 唯一 定 多 的 ， 
对 一 个 给 定 概率 自动 机 存在 等 价 的 极 小 概率 自动 机 的 
一 个 连续 统 . 
存在 给 出 概率 自动 机 的 不 同形 式 和 方法 . 例如 ,一 
个 概率 自动 机 可 表示 为 有 两 个 输 人 的 决定 自动 机 , 其 中 
一 个 输入 局 人 和 输入 字母 的 一 个 随机 序列 . 概率 自动 机 
是 许多 真实 机 构 的 数学 模型 且 被 用 于 研究 生物 体 的 行 
y. . 
参考 文献 
[YI Byxapacn, P. T., HepowmraocTHhe AgTOMATH, Kaanp, 
1970. 
[2] Starke, P., Abstrakte Automaten, Deutsch. Verlag 
Wissenschaft., 1969. 
B. B. Kyapamies, IO. H Amos 所 
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自 守 形式 [automorphic form ; apromop 中 Bag opa j 

复 空间 C" 中 有 界 域 D EPEHA #& ( meromorphic 
functionm}， 对 作用 在 这 个 区 域 上 的 某 个 离散 群 (discrete 
group) r 满足 方程 


foa = "fx), xeD, yer, 
E LOGO EER x— vi) 89 Jacobi 行列 式 , m 是 一 个 


整数 , 称 为 自 守 形式 的 权 (weight of the automorphic 
form) .如果 在 群 工 的 作用 下 没有 不 动 点 ,那么 自 守 形 
式 就 定义 了 南 空间 DIT 上 的 微分 形 式 ， 上 反之 水 鳅 ， 自 
守 形 式 可 用 来 构 遗 出 非 平凡 的 自 守 函数 (automorphic 
function). 已 经 证 明 : WR gooo ER DLA - -个 全 纯 


有 界 函 数 ,那么 对 大 的 产值 级 数 
Patt) (x) 
yil 


收 和 化， 从 而 它 表示 一 个 权 为 m É YE RU B Sp BR 388. 
这 些 级 数 称 为 Poincare o 级 数 . 
上 面 给 出 的 自 守 形式 的 经 典 定义 近来 成 为 Lie 群 
及 阿 代 和 尔 群 的 离散 子 群 理论 中 一 个 有 深远 意义 的 推广 
的 出 发 点 . 
##* xW 
[1] Poincaré, H. , Oeuvres de Henri Poincare. Gauthier- 
Villar, 1916 — 1965. 
[2] Siegel, C. L., Automorphe Funktionen in mehrerer 
Variablen, Math. Inst. Gottingen, 1955. 
A H. Map JE 
【 补 注 ] 从 文献 [A2j 和 [A3] 可 以 对 自 守 形式 的 近代 发 
R 课题 以 及 它 与 其 他 数学 分 支 的 关系 有 某 种 了 解 
【更 为 一 般 的 概念 见 自 守 函 数 (automorphic fine 
tion) 杀 目 的 补 注 ). 
参考 文献 
[A1] Baily, W. L. jr., 
phic forms, [wanami Shoten & Pnnæton Umv, Pres, 
1973. 
[A2] Borel, A. and Casselman, W.(eds.), Automatic forms, 
representations and L- functions, 1—2, Amer. Math. 
Soc. , 1979. . 
[A3] Gelbart, S. S. , Automorphic forms on adáe groups, 
Princeton Univ. Press, 1975. 
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Introductory lectures on automor- 


身 守 函数 [automorphic function ; aarowMogp 中 aas 中 aas] 

这 样 一 个 多 复 变 量 的 亚 纯 函 堵 (meromorphic func- 
tion) 使 得 它 在 一 个 给 定 复 流 形 M 的 解析 变 摘 的 某 离 
散 群 (discrete 条 ouP)T 下 是 不 变 的 : 


JOCI = fix xeM, yer. 


自 守 函数 常常 定义 为 仅仅 包 人 省 定义 在 六 维 复 空 间 C" 的 
一 个 有 界 连 通 域 上 的 沙 数 ， 使 得 它 在 这 域 的 一 个 自 
网 构 的 高 散 群 了 下 是 不 变 的 . 

m s| X=M / 可 冉 与 一 个 复 结构 ， TEB SF ES 
数 是 天 上 的 亚 纯 隔 数 ， 在 所 研究 的 大 多 数 情况 都 是 考虑 
EHRE REX EIE. 因此 自然 地 在 自 守 两 数 的 
定义 中 包含 要 求 它 作为 一 个 亚 纯 郴 数 可 扩充 到 整个 空 
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AX. WE M=D(PI 邮 是 一 个 有 界 连通 域 ) W| V 4 
n=1 时 才 需 要 这 个 条 件 (如 果 n>1 sk 8 M IT E g 
的 , 则 这 杂 件 是 自然 满足 的 ) ， 容 易 证 明 自 守 郴 数 构成 
一 个 域 K(T), 曾 这 个 域 的 研究 则 是 自 守 画 数 理论 的 主 
要 任务 之 一 ， 

单个 复 变 量 的 自 守 国 数 比较 彻底 地 被 加 以 研究 , 其 
理论 基础 是 在 19 世纪 由 上 . Klein (1A H . Poincare 
(D REA. 那 时 流 形 MERGEA EARR. M 
可 区 分 为 三 种 情形 : M=PIC) ( 复 射 影 直 线 或 
Riemann $È, M=C 和 M=H( L 3E E ze C: Im z 
>01) ,在 第 一 种 情形 离散 群 广 是 有 限 的 ,曲线 M /TT 
是 亏 格 为 0 的 代数 曲线 ( 见 曲 线 的 亏 格 (genus of a 
curve)) ,因此 自 守 函数 生成 -个 有 理 函 数 域 ,在 M—C 
情形 下 自 守 函数 的 例子 是 阅 期 函数 (ag e E 
FER {z— z+n, neZ} 下 是 不 变 的 ), 特别 地 ,秀一 
合子 是 椭圆 函 数 . 在 后 一 种 情形 , 曲线 M/T 是 紧 的 并 
且 是 一 椭圆 曲线 ,而 域 居 (TT) 是 在 M/T 上 所 有 代数 函数 
所 成 的 域 ， 最 后 , 当 M= HB, Bia TI 使 得 MM 讶 是 紧 
的 或 者 有 有 限 体积 (在 Poincaré 度量 下 ), 邮 让 是 -- 代 
数 曲线 而 兵 (T) 仍然 是 在 MT 上 代数 函数 的 域 . lt lI 
线 的 亏 格 g UEFE HERE 
JIo6ayepcrmi 平面 ) 构 造 械 的 形状 是 多 边 形 的 基本 城 决 
定 . 这 时 构造 自 守 函 数 的 基本 方法 是 考虑 两 个 具有 相 
间 的 充分 大 的 权 的 自 守 形式 { 见 自 守 形 式 (automorphic 
form) JAITA. 这 个 方法 是 Poincaré 的 ,他 用 它 证 明了 
关于 自 守 西数 域 的 结构 的 上 述 结果 ([2] , [3], [4]) < F 
A E 85 $ 0 25 (L EE JP. Wp px FP 00 PR Wk 3: 39 0 ñ 3 00 
R. AA FEE Bí AHE A AEA A 39 
域 都 可 以 十 这 样 的 方式 得 到 {[3]) . 

这 些 早 在 19 世纪 就 已 得 到 的 结果 ,给 出 了 m=1 t 
B3 B SF PS 3 fk 2 jal 吾 / 工 具有 有 限 体积 的 群 r 的 
完全 的 描述 .对 于 H /T 具 有 无 限 体 积 的 群 F(Klein 群 ) 
情形 的 描述 就 困难 得 多 ;这 个 问题 仍然 在 深入 研究 之 
h dfs}, [5]). 

E 20 HE Ë sy P8 9 SI 10 SE HETEREN 
+. 也 许 在 19 Ht# n TERN Ë SE PS 5 A Abel 函 
数 的 情形 进行 了 详细 研究 , 它 与 Abel BE É 3: gN T+ 
椭 贺 到 数 和 椭圆 曲线 之 间 的 关系 ({1] , TD. 在 有 界 域 
D 上 的 n 个 变量 的 自 守 酒 数 的 第 一 个 同 子 是 C, L. 
Siegel KRE ([7]) (LE (modular group)) ,它们 
的 定义 域 是 上 半 平 面 占 的 一 个 n 维 所 广 量 是 有 界 对 称 域 
的 主要 例子 之 一 . Seel 也 是 得 到 有 和 界 域 DD 上 任意 自 
守 函 数 的 第 一 个 .- 般 性 结果 的 人 .他 推广 了 上 述 构造 
自 守 函数 的 Ponar 方法 ,并 且 证 明了 域 K(r) 5 £ =< 
少 包含 呈 个 代数 独立 的 函数 . 

今后 则 致力 于 阐明 使 下 述 代 数 关 系 定 理 (theorem 


w * a w < ; 
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n AEREA AFAA, BE 2 M KAA 
B C SSK RA RREI E. 

在 写本 书 时 (1977) 这 定理 在 下 述 情形 得 到 了 证 
H: 1) 如 果 商 空间 D / E 989 (17])); 2) WRT E 
HEAR 及 3) si D R wH K r Pr — W 1 Pt. 
fL BE (pseudo -concave group EXM F: 命 XX 为 一 区 
域 DD 的 子 区 域 ， 使 得 它 的 闭 包 仍 热 包 含 在 DD 中， 这 时 
边界 点 x S 王 称 为 拟 凹 的 , 如果 对 xz 的 任意 开 邻 域 U 
和 在 U 内 正则 的 任意 消 数 g(x) 存在 一 点 xeU 门下 
EA IP pix. 群 工 称 为 拟 四 的 ,如 果 存 在 一 子 
KR 下 六 使 得 每 一 边界 点 xea 都 可 用 下 的 一 个 元 
束 变 为 下 的 一 个 内 点 或 者 边界 AX He AMA. 

在 #4 个 变量 的 自 守 函数 理论 中 出 现 的 代数 灸 的 本 
性 和 性 质 还 没有 深 和 人 研究 , 这 与 单 变量 的 情形 有 所 区 
H. 

自 守 函数 概念 的 重要 拓 广 一 一 自 守 形式 , 8 更 数 
(theta -所 nction) 和 一 些 其 他 本 广 一 一 都 是 下 述 一 般 结 
构 的 特殊 情形 .考虑 到 MM 上 的 一 纤维 从 (ML ET 5k E 
(fibration)) 二 和 在 其 上 的 群 工 的 一 个 作用 .于 是 可 认 
为 土 的 截面 在 二 下 是 不 变 的 ， 如果 纤维 从 工 和 群 本 的 
作用 两 者 均 是 平凡 的 , 则 可 得 到 自 守 函数 . 

自 守 函数 的 研究 显示 了 区 域 DD 的 自 同 构 群 所 起 的 
重要 作用 . 自 守 沙 数 理论 的 概念 和 方法 就 是 这 样 应 用 
于 代数 群 的 理论 中 ， 其 中 它们 在 描述 无 穷 礁 表示 中 起 
了 重要 作用 o). 

从 自 守 是 数理 论 的 发 展 一 开始 , 它 就 和 数学 的 其 他 
分 支 的 许多 方面 联系 着 .特别 是 应 用 到 代数 几何 方面 
的 联系 . 除了 上 述 讨论 的 结果 外 , ATAA pH y 
法 在 对 象 为 代数 曲线 和 Abel ERGER h EE 
要 的 ， 自 守 函 数 在 数论 中 也 具有 重要 的 意义 ， 在 写本 
书 时 它们 是 研究 代数 条 的 日 函数 的 公有 工具 ([11]) .在 
自 守 旺 数 论 中 另 一 个 很 有 希望 的 数论 方向 是 p 进 自 守 
孙 教 和 形式 的 斌 究 ([9]) . 最 后 , 必须 提 到 应 用 自 守 函数 
来 研究 复 域 上 的 常 微分 方程 (112]) 和 构造 次 数 高 于 四 
的 代数 方程 的 解 ， 
$x t 
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A. H. Anrmpwasnos, A. H. Mapen #@ 
GHE HERF KUMESAR S3k UO C(/. U, 
了 的 一 个 有 限 代数 扩张 (甘于 代 教 关系 的 定理 ) 的 结果 
在 对 称 域 口 和 算术 群 工 的 情形 是 由 W. L. Baily jr. 
5 A. Borel ([A6])5 1. 1. Pyatetskil - Shapirof[A7]) 分 
别 独立 得 到 的 ， 

命 下 是 基 一 类 空间 (例如 复 的 或 实 解析 的 , 光滑 流 
ÉTA HARA X 正 是 作用 在 一 空间 V E 
T. @ Mor(X, H) 4 J. X #J H in ËJ PI PU Ry. T 的 
自 守 因子 (automorphy factor) 是 工 的 1 上 闭 链 
cocycle) (EREA (crossed homomorphism} ) j, E 
取 值 于 Mor (X. H) RETER- Bh hj; X x r 
= HER (x. Y()=j(x,)j (xy, Y). — M F E j 
EDMAX- X ( 链 式 法 则 ) 的 Jacobi EP. j 
自 守 形式 {automorphic form of type 请) 现 在 是 一 射 了 : 
于 一下 使 得 了 =j (x ,y)(xy) B Jacobi 矩阵 作为 一 
自 守 因子 及 取 作 用 在 忆 上 的 如 =GL(CY, 通 过 行列 式 的 
m 次 矢 ， 我 们 得 到 权 m 的 自 守 形式 (automorphic 
form of weight m ) 的 较 经 典 概念 , 见 自 守 形式 (auto 
morphic form ). ##BBT (X, Vy==( y, j(X, yM) A 
BT+jn H3OEX r XxV EER. Wind T £ 
I-A R3EBEAEMEE H hEN Xx V E.B 2 (Xx VT 
是 具有 纤维 下 的 二 JET 上 的 一 纤维 从 ,而 自 守 形式 是 这 
纤维 处 的 截面 ,或 者 ,等 价 地 , EAA Xx V — X Ë; 
等 价 的 截面 . 

用 比较 多 的 群 的 理论 命 G 为 一 具有 Lie 代数 6 的 
实 半 单 Lie 群 , 精 助 扩 张 这 样 一 个 映射 ,此 映射 指定 a e 3 
对 应 于 右 不 变 向 量 场 ,我 们 将 8 的 万 有 包 络 代数 U 等 
同 于 G6G 上 的 右 不 变 微 分 算 子 DG)， 命 下 为 G 的 极 大 
紧 子 群 ,T 为 一 离散 子 群 ， M dha: K— GL(V) 为 KK 
的 一 个 表示 ,一 光滑 的 向 量 值 函数 f: G 一 上 称 为 对 下 
的 一 个 自 守 形式 (automorphic form), WÈ /(kgy)= 
PHG) (Z, )f 是 一 有 限 向 量 空间 , 其 中 Z()=U = 


Automorphic forms and Kleinian soups , Ben- 


nf 


D(GYE U 的 中 心 , 而 了 满足 一 增长 条 件 . 和 上 面 讨论 
的 呈 型 自 守 形式 "概念 之 间 的 联系 由 正 =KK\ G ,下 在 局 
中 的 左 旁 系 空间 和 一 规范 自 守 因 于 (具有 于 = 太 .) 所 提 
供 ,此 处 规范 自 守 因 闻 可 在 上 述 理论 中 定 尽 ， 所 有 这 些 
较 详细 网 情形 见 |Al]. 

除了 上 述 应 用 自 守 函数 于 常 微分 疗程 和 代数 方程 
外 ， 还 有 一 个 在 关于 SL,(W)0S 8 B -Y- PE 9 Ë Sp PS S B 
调和 分 析 和 应 用 于 非 Euclid 波动 方程 (non - Euclidean 
wave equation) 的 Lax -Philips 散射 理论 (Lax -Philips 


scattering theory)} 之 向 的 最 为 明显 的 联系 , 见 [A4], [A5] . 


与 自 守 形式 和 自 守 函数 紧密 相关 的 重 多 材料 ,也 外 
于 条 目 模 形式 (Modular form); 模 函 教 LImodular func- 
tion); Fuchs 群 (Fuchsian group); 离散 子 群 (discrete 
subgroup); W #& $F ESE (discrete group of transfor- 
mations). 
#* x W 
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自 同 构 [ automorphism ; asromopham ] 

一 些 对 称 的 系统 到 其 自身 的 同 构 (somorphism){ 同 
HRH) -- 个 任意 代数 系统 的 所 有 的 自 园 构 全 体 构 
成 一 个 群 ， 对 这 个 群 的 研究 是 研究 所 述 代 数 系统 自身 
芍 性 质 的 一 个 重要 县 有 力 的 工具 ,( 见 代数 系统 的 自 同 
构 (algebraic system, automorphsm of an) . ) 

BBB +E 


自治 系统 [ autonomous system ; agromoweag crcress ], 
FEFFE 
一 个 不 显 含 自 变量 (Wil 05 W A PB. SaYE 


AUTONOMOUS SYSTEM 281 
W IJ — Br Ë 9: £ SE W — ky i k: 
x, = JAX ， Aah J = .. - ， 上， 
或 者 用 向 量 符 各 ， 
x = fix) (1) 


引进 -- 个 新 未 知 函 数 xie=t, 可 和 将 一 个 非 自治 系统 文 = 
FE, ORA- -个 自治 系统 .在 历史 上 , 自治 系统 是 在 描 
述 有 限 自由 度 的 物理 过 程 时 首先 出 现 的 ,也 称 为 动力 或 
THRA LAARA (dynamical system) ). 

(1) 式 的 复 自治 系统 等 价 于 具有 2n + AUR SK 
实 自治 系统 


d _ d _ 
P? (Rex) = Re/(x), 4 (Im x) = Im /fix). 


复 自 治 系 统 理 论 的 基本 内 容 一 一 不 同 干 实 的 情况 
— E: # f (X) RR B T OL F SE sz BJ ( BL 80 ry 88 8 
析 理 论 (analytic theory of di 人 Rrential equatiors ) ). 

考 虚 一 个 实 系数 的 解析 系统 和 它 的 实 解 . 设 x= 
9 (站) 为 解析 系统 (1) 的 -个 (任意 的 ) 解 ， 设 A=(t_， 
t) 为 它 有 定义 的 区 间 、 并 设 x(t; ,x") 为 具有 初 值 
xl =R. S GH 下 中 的 一 个 区 域 且 Je C'(G). 
如 果 Flx")= 0, 则 点 x"eG 称 为 自治 系统 (1) 的 平衡 
点 (equilibrium point ) 或 静止 点 {point of rest). 解 P(t) 
x(t ER=( 0, + o )) 对 应 于 这 样 的 平衡 点 . 

解 的 局 部 性 质 (local properties of solutions ). 1) 如 
F p81 位 是 解 , 则 对 尾 -c ER, otto Ei. 

2) 存 在 性 (existence ): 对 任何 toER,xosG, 在 


某 - -区 间 Aat 内 存在 一 个 解 xf g, x0). 

3) 光滑 性 (smoothness): W f e CP(G), p 3 上 
那么 pihe CA). 

44} 对 参数 的 依赖 性 (qdependence on pararneters ): 设 
Fix w), a EGSR ARG K — + X 5k; 如 果 
f=sC'(G xG), pl BË Z x(rt; t. x° w) EC (A 
x G ACAH E [1] 一 [4]). 

3) 设 所 为 介 平衡 点 ,那么 分 别 存在 点 x 了 (x) 的 
AR V, W. D) R Bes EBE (difEeomaorphsm yy=A(xj: V 
一 W ,使 得 该 自治 系统 在 序 中 有 形式 j= 常数 ， 

在 自治 系统 {1) 中 作 变 量变 换 x= gt{y)， 得 到 系统 


y = {p07 fp0), (2) 


,其 中 p(y) 是 Jacobi ERE (Jacobi matrix ). 


解 的 整体 性 质 {gjoba] pmoperties of solutions ). 1) Ë 
治 系统 (全 的 任 一 解 x= (t) 可 扩展 至 区 间 A={t, 1,). 
WR A = 只 ,那么 此 解 就 称 为 无 限 可 扩张 的 (unboundedly 
exiendable]; 如果 r, =+ oO, r > oo 那么 此 解 就 
# 39 R T 85 B A 8 X B AT AP 3k 8 (unboundediy 
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extendable forwards in time) (类 似 地 X F DIB] mj 
(backwards in time) }. 如 果 1, <+ ©, W 2 wt — E 
E KEQ, x° € K, 存在 -+ r=+t (K) <t, 使 得 对 1> 
(KVA x t; x JEE K hott < — oo, 80028 p; 
ERA AER D SE RB (peolongation of solutiors of 
diferentizl equatiors )). 

DERRE EH EEE- hs, RARER 
始 数据 的 任何 两 个 解 在 它们 整个 定 祥 域内 是 恒 等 的 . 

3) 一 个 自治 系统 的 任何 解 属 于 下 列 一 种 类 型 之 一 : 
a) ABN, GNA e t. S R, pt) 天 gl(b); 
b) 周期 的 ， 非 常数 ; c) o (= W 9. 

自治 系统 的 几何 和 解释. 对 每 - -个 解 x= 名 人 在 区 域 
G 内 规定 了 一 条 相应 的 曲线 了 : x= (t). EA, 这 时 
避 称 为 自治 系统 的 粗 空间 (phase space), T E id = 
间 中 的 轨道 (trajectory in the phase space), 解 则 可 理解 
为 相 空 间 中 沿 着 轨道 的 运动 ,由 公式 gx =x 0x" E 
义 的 映射 多 G -— G ( 即 每 一 点 在 时 间 持续 的 过 程 中 治 
相 轨 道 移动 ) 称 为 相位 流 (phase flow). 在 它 的 定义 域 
内 相位 流 满 足以 下 条 件 ; la x 对 (t,x) 为 连续 ; 2) 有 
HEIR (group property) g"'*"x—g"g" x, 

Liouville 定 理 (Liouville theorem) 成 立 : I$ D Ç G 88 
一 有 限 体 积 的 区 域 ， 而 AER g DEGER, 那么 


du, 
dt 


= jd fix yax. (3) 


对 于 一 个 Hamilton 系统 ，(3)? 式 的 一 个 推论 为 相 
位 流 的 相位 体积 守恒 .{3) 臣 的 第 二 个 变 式 按 下 述 方 式 
获得 . Wk x= y(t, QADAR- - 族 解 ，e (Geo Ul, 
w.) € G, 设 G 为 一 区 域 , 并 设 Qe C'(A x G), 
那么 
Ln I.a) = div Äx) 6) 


e IG, oy=detóx/0(x, o). 

LIAA (structure of phase trajectories). 1) i£. 
意 两 个 相 轨 道 或 者 没有 公共 点 或 者 相 重合 ， 

2 人 尾 一 相 雪 道 属于 下 列 类 型 之 一 : a) 一 个 光滑 、 
简单 . 非 封 闭 的 Jordan M: b) 一 个 环 , 即 与 一 个 圆 微 
分 局 胚 的 曲线 ;ec) 一 个 点 (一 个 平衡 点 ). 在 一 个 不 是 
平衡 点 的 一 点 的 小 邻 域内 相 轨 道 的 局 部 结构 是 平凡 的 
(见解 的 局 部 性 质 5) }: 相 轨 道 族 与 平行 直线 族 柚 分 同 
E. 对 于 线性 自治 系统 .一 个 平衡 点 邻 域 中 相 轴 遭 的 
结构 是 已 知 的 ， 因 为 自治 系统 是 可 积 的 {[5]) ， 对 于 非 
线性 自治 系统 ， 这 个 问题 甚至 在 n=2 的 情况 下 也 尚未 


完全 解决 ( 见 橄 分 方程 的 定性 理论 (qualitative theory of - 


diferential equations ) } .这 一 问题 的 一 个 方面 是 平衡 点 
的 稳定 性 问题 ( 见 稳定 性 理论 (stability theory) }. FI 
将 给 出 一 些 结果 . 设 x", 刀 是 系统 (1) 的 平衡 点 ， 设 


y= 90) (Ü 


FRU VAR y 的 邻 域 ， 如 果 存 在 邻 域 避 ,政和 

个 双 时 射 :UU 一 六 ,使 得 (hh 了)x= (g'- hyx (#f F 
xEU,f'xEU, {g'o h)x € P). REX y=h (x} 变 换 
的 结果 , 自治 系统 (1) 的 轨道 变 成 自治 系统 (1 的 轨道 ， 
就 称 系统 (中 和 (1 在 它们 平衡 点 六, y 的 都 绒 中 是 等 
Br B (equivalent) . 如 果 产 是 一 个 微分 网 眶 GOB). W| fF 
此 等 价 是 可 徽 的 (drentiable )( 拓 扑 的 (topological }). 设 
V B B 148 8 U 的 平衡 点 ， 设 矩阵 六 (x 人 是 非 退 化 的 ， 

并 设 它 不 具有 任何 纯 虚 数 本 征 值 . 那么 自治 系统 (1) 在 
x) 8 — A 3 bR rh 5 2 BJ RERA p= fr (x° 拓扑 地 等 
价 . -个 重要 的 例子 是 自治 系统 六 = Ax,y= By, KP A, 
B 是 具有 二 虚数 本 征 值 且 n>2 的 常数 矩阵 ， 译 于 这 些 
自治 系统 何 时 拓扑 地 等 价 是 未 知 的 ， 自 治 系统 理论 中 
最 基本 的 问题 之 一 是 相 和 轨道 整个 族 的 结 榴 问题 . 对 于 
?一 2 的 情况 己 蓝 得 最 完全 的 结 果 ， 但 是 即 贰 在 此 情况 


”下 解答 也 是 远 不 够 完全 的 ， 
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M. B, denoptor Ë 


(NEI 人 们 已 研究 并 解 区 了 两 个 线性 动力 系统 文 一 Arx 


equivalence of orbit edn 向 是 tj ). RT’ 
en 
值 的 只 "的 分 解 ,并 设 岂 为 4 对 TY 的 限制 . 那么, 如 果 
dim V," =dim V,', dim V, =dim Vp, 并且 A'A B° 
eeta fr (ED st — 8 88 EJ W BE S, A"=S BS), WJ 
Z= Ax fl j= By F $h Ë # PE) 5 , 

存 离 散 动 力 系 统 情况 下 有 -类 似 问题 : 对 于 两 个 
RERS 4, B: R" — R", 何 时 存在 一 -个 自 同 坟 9 使 


. +» . *+ . x. + . 


(topological similarity of matrices) ), 并且 必须 考虑 像 


透镜 空间 (lens spaces } 和 P. A. Smith 猜想 (P. A.Smith 
conjecture ) 等 类 问题 .完整 的 叙述 见 [AI] .根据 G. de 
Rham EE, WEEER 4 和 8B 是 拓 盾 相似 的 ， 并 
Hth CERE ) 相 人 性 保持 单位 球 以 及 限制 于 其 中 的 
微分 同 胚 ， 那 么 盾 阵 4 和 后 也 是 线性 相似 的 . S. E. 
Cappel 和 J. L. Shanson 的 结果 表明 ， 在 维 数 过 了 的 
情况 址 ， 对 于 本 征 值 的 绝对 值 为 1 的 矩阵 (关键 的 情 
况 ) 拓扑 和 线性 等 价 是 一 样 的 结合 Kuper -Robbin 的 
结果 ([A3]) 就 得 到 维 数 最 大 为 5 的 第 阵 完全 的 拓扑 分 
类 , 在 更 高 维 情 况 下 ， 对 于 本 征 值 模 数 为 | BU 35 PE tr 
扑 相 似 ，-- 般 地 说 绝 不 意味 着 线性 相似 ([Al])., 这些 
结果 用 来 断定 连 绪 时 间 系 统 相 位 流 在 哪些 时 间 t 塞 为 
扩 扑 等 价 的 ,这 蕉 至 在 不 是 拓扑 等 价 系 统 情况 下 也 会 
ERRE. 

参考 文献 

[Al] Cappell, S.F .and Shaneson, J.L.. Non-jiearsimilari- 
ty. Ann.of Math., 113 (1981), 315 = 355, 

[A2] Kuiper. N. H. , The topology of the solutions of a 
linear difèrential equation on R", in Proc. Internat, 
Congress on Manifolds Tokyo, 1973, pp. 195 — 203. 

[A3] Kuiper, N. H.and Robbin, J, W, , Topological classi- 
fication of linear endomorphisms, Iw. Math., 19 
(1973), 83 — i06. 
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自命 名 [ autmymy ; apronruvmna] 

一 个 表示 式 ( 一 个 字 ) 用 作 其 自身 的 名 字 , RTA 
的 这 种 用 法 称 为 自命 名 的 (autonymous ) (不 同 于 通常 意 
灸 下 的 用 法 ). 鲍 如 .如果 我 们 说 “ 立 是 方程 x+3=2 的 
组 成 部 分 "， 那 么 我 们 是 用 x 作为 字 挟 x 的 名 字 ， 并 且 
用 “x+3=2" 和 作为 表示 式 x+3=2 的 名 字 ， 如 果 我 们 说 
“了 2 可 以 被 2 整除 "、 那 么 术语 “12” 是 非 自 命名 用 法 
(用 来 指定 一 个 整数 )， 然而 如 果 我 们 说 * 亿 由 两 个 数 
字 组 成 ", 那么 “12” 是 自命 名 用 法 ( 作为 自身 的 和 名字) 

在 普通 语言 中 ， 通 常 有 来 自 上 下 文 和 语法 上 的 充 
分 可 车 的 因素 ， 用 纵 区 别 自 命名 和 非 自 命名 用 法 ， M 
而 在 某 些 情 况 下 ， 区 别 两 种 用 法 可 能 是 困难 的 . 这 时 
需要 特别 留心 避免 模 楼 两 可 的 用 法 必须 区 别 对 象 本 
身 和 它 的 省 字 ( 名 称 )， 在 给 定语 言 中 必须 把 用 作对 象 
名 字 的 术语 和 用 名 字 表 示 的 对 象 的 术语 区 别 开 来 . 对 
象 和 它 的 和 名字 之 曾 的 区 罚 下 以 用 为 此 目的 而 特 到 创造 
的 术语 ， 或 是 用 加 引号 的 方式 来 实现 ; 加 引号 的 术语 
不 同 于 不 加 引号 的 同一 术语 . 一 个 术语 的 自 合 名 用 法 
把 术语 的 意义 和 术语 本 身 结合 在 一 起 了 : Ë AB Ext 
象 自 身 ， 而 县 者 它 作为 所 表示 的 对 象 的 各 字 . 
参考 文献 

11] Church, A, , Introduction to mathematical logic, 1, 


Princeton Univ. Press, 1956. 
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[2] Kleene, S. C., Introduction to metamathematics, 
North - Holland, 1951 (中 译本 : S.C. YK. 元 数学 导 
论 ， 科 学 出 版 福 ，1984, 1985 ). 

[3] Curry, H. B., Foundations of mathematical loge, 
McGraw - Hil, 1963. 
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平均 值 [average ; cpemaee ] 一 组 实数 a 二 (al，…, 0.) 
于 权 g=(g U. q.) (q >0, q =1)% 
量 


Myla 9g) =P! [Eee], 


其 中 phh REFRE WNE A, "3 p(x)=x' 
时 , 我们 得 到 

1 

Wi(a, q) = 


>o a: 


特别 地 , 当 Fr=1;9=1Pn (i=1,'“,n)hr, t (a, in)= 
ARR an n, a, OAR YF HA (arithmetic ave- 


和 
* * * * * 
* ú # F s 


average) 


Ep 

a, p) = La i 
则 单独 引 人 ， 

平均 值 理 论 中 的 基本 结果 之 一 是 不 等 式 凶 (ay< 
Ala) 成 立 , 除 非 所 有 a 全 部 相等 . 另外 的 结论 是 ; 

l N (ka,p)= k NM, (a,p) k>0; 

2) (a, p)= (a, py S HAM 35 p=ue+pB, Be 

R, x= 0; 

3) mela p) EM (a, p) SHER oo sy” 33 Y 8 
Z PHE r< s, MM, (a, p) £M, ia, p). 

平均 值 概念 还 可 以 推广 到 无 穷 数 列 , 只 要 相应 的 级 
数 以 及 乘积 收 钙 .也 可 以 推广 到 隔 数 , 下面 就 是 一 个 
AT: 设 在 考虑 的 区 间 上 ， 了 (x) 宕 0 几乎 处 处 成 立 ， 


p(x)>0. XE 
b 
p! | 
MN U. p) 一 n ` 
fpix)dx 
那么 下 式 成 立 : 
b Š 
ffi pd < Mp p} fpo dx. 
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参考 文献 
[1] Hardy, G. H. , Littlewood. J. F. and Pólya. G. , Ine- 
qualites, Cambridge Univ, Press. 1934 (P ER k: G. H. 
哈代 等 ,不 等 式 ,科学 出 版 社 , 1965). B. H Co6onea 所 
GHJ 对 应 于 平均 值 d, R X rh BE averape 
外 ,还 经 常 使 用 mean (平均 值 ) 这 个 词 . Aw. WRT 


s: a " > 


an). 


参考 文献 
[A1] Mitrinovié, D, S... Analytic Inedualiaes . Springer, 
1970. 
[A2] Milrinović, D. S. , Elementary inequalitics Noordhoff, 
1964. LIWE PE 


平均 转动 [average rotation ;cpemaee nenxketme ]， 一 臻 
Fë 18 3 1 S E fO) oy h arg f(1) 的 

HR R 

lim a8/ = e 

的 存在 性 (在 某 些 给 定 的 条 件 下 , 见 后 文 ) 所 构成 的 一 种 
现象 . 极限 本 身 也 称 为 平均 转动 (平均 运动 [mean mo- 
tion ))， 如 果 对 所 有 的 二 | ayl eo, 则 意味 着 可 以 选取 
arg fe) 的 一 个 连续 的 分 校对 于 解析 的 殖 周 期 函数 f ， 
即使 它 含有 零点 , 仍 可 以 保留 平均 转动 的 概念 。 妈 , 引 
进 “ 右 " 幅 角 及 “ 左 " 幅 角 的 概念 ,它们 的 差 在 f bb k Ht 
零点 处 跳 哮 tka, 并 且 相 诺 地 陈述 右 平 均 转 动 及 左 平 
均 转 动 . 车 它们 相等 , 则 简单 地 称 为 平均 转动 . 

平均 转动 问题 的 出 现 与 下 而 的 事实 有 关 , 即 在 天 体 
力学 中 行星 近日 点 的 经 雇 被 近似 地 表 成 某 个 -: 角 多 项 
武 


H 
f = Na eo: 
1=1 


WRM. J. L. Lagrange 研究 了 两 种 简单 的 情形 ， 即 ， 

某 一 个 |aj| 大 于 其 余 系数 的 和 的 情形 ， 以 及 m=2 的 情 
形 ; 他 还 注意 到 ,在 其 他 情形 问题 就 复杂 了 . 这 一 问题 
的 研究 真 到 加 世纪 才 开 始 着 手 ( 有 闫 它 的 历史 ， 见 
H- B]). … 个 三 角 密 项 式 总 有 一 个 平均 转动 这 一 最 终 
的 结果 是 由 B. Jessen F 1938 年 提出 的 { 关 于 它 的 证 
明 , 见 [1]). 【从 动力 系统 理论 的 钊 度 看 ,这 足 灌 善 流动 的 
HEE THRE AEE E a g, 这 一 流动 是 册 
单 参 数 子 群 的 元 春 通 过 移动 定 久 的 . 但 是 ,这 个 函数 有 
奇 点 ,从 而 不 能 现成 地 应 用 相应 的 一 般 定理 .) 比 这 更 
早 些 ,H. Bohr 证 明了 满足 条 件 inf | rt >0 的 插 意 一 
致 玛 同期 函数 的 平均 转动 的 存在 考 { 见 [4]) .在 这 种 情 
形 时 , 差 arg -e È q — S F BJ WB 8 9 ñ B H 
F. AAE, S Brya JN RE 888 u F EJE sl ÉE 
ALJ MD. 这 时 ,平均 转动 并 未 总 是 存在 , m B BI 


使 存在 , 差 arg f(t) Í et 也 并 不 - 定 是 有 办 的 - i E 
信 然 可 以 其 有 殖 周 期 的 某 种 广 闵 性 质 ; 特别 地 ,这 对 三 
角 客 项 式 是 止 确 的 {[5]). 除了 解析 情形 以 和 处, 只 在 在 
一 些 涉 及 满足 条 件 | 了 的 | 关 A inf o= 的 函数 的 


平均 转动 的 弧 立 结果 . 
参考 立 献 
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J. B. Anocos 1] 

【 社 注 】 亦 用 "平均 运动 " (mean motion) 一 证 代替 
“平均 转动 ” ,例如 见 [2], p.310. ka Pk Š FE 


平均 值 变 化 定理 [average valve, theorem on variations 
of the; nauma pero masam Teopema], HA 
学 中 的 

关于 Gibbs 统计 系 综 (Gibbs statistical aggregate) 
中 的 动力 学 量 的 平均 值 因 Hamilton 算 子 的 无 穷 小 变化 
而 产生 的 变化 的 一 种 陈述 ， 平 均值 的 变化 一 般 讲 依赖 
于 “引信 ”Hamilton 算 子 变化 的 方式 及 初 值 条 件 . W 
有 一 个 会 多 个 相互 作用 的 粒子 的 (量子 的 或 经 典 的 ) 系 
统 , 它 可 由 不 以 显 式 依赖 子 时 间 的 Hamilton 算 子 所 撒 
述 ， 当 初始 时 刻 t 一 一 名 时 处 于 热平衡 状态 ， 当 绝热 
地 引 人 Hamilton 算 子 的 无 穷 小 的 .依赖 于 时 间 的 扰动 
时 

H — H+ëV(t). 


其 中 
ED = Yes LS， ES0 g— +0, 
LEJ 
不 以 显 式 依赖 于 时 则 的 动力 学 变量 4 的 Gibbs 平衡 平 
均 <A> 将 改变 [( 按 对 扰动 的 线性 近似 ) 一 个 量 


ó<A(0> = =mi Ye Er << A | EV p > ft, 
(Ë) 


这 里 «Algo > EVY EERME Green pš #k BJ Fourier 

恋 换 { 见 统计 力学 中 的 Green 函数 (Green function) ) ， 
这 个 定理 主要 应 用 于 非 平衡 不 可 逆 过 程 理 沦 (在 此 

理论 中 这 一 定 还 的 一 种 表述 还 称 为 起伏 散 逸 定理 


站 


(fluetuation - dissipation theorem)) L £ J, 3 E 8 3⁄ 


的 方程 链 与 方程 组 推导 Green 函数 的 方程 链 与 方程 组 
( 抑 关 联 函 数 (统计 力学 中 的 ) (correlation function (in 
statistical mechanics))). 
参考 文献 
[1] Kubo, R.. J. Phys. Soc. Japan, 12 (1957). 570. 
[2] Boromotor. H. H. [mn.], Canomnmon, E. H., ç XK. 
JOEP H eop Qusan. 1962, 43, 677. 
[3] Eorommeioa , H H [m1], Canonmies, B H., Heroroppre 
BONPOCHI CTATHCTHYCCKOÑ MEXAHEEH M., 1975. 
[4] Tamos, C B., Merom raanropolt Teopsa MAIHETHINE, 
2 uy, M., 1975 ( 英 译 本 :Tyablikov, S.V., Methods of 
the quantum theory of magnetem, Plenum Press, 1967). 
B H IDL=uro EE 
【 补 注 】 
prre 
[AI] Bogolyubov, N. N. and Bogolyubov, jr, N. N. 
Introduction to quantum statistical mechanics, World 
Scientific, 1982. 沈 W 


平均 化 [averaging ;ycpeTBeme ] 

计算 函数 平均 值 的 运算 ,这 些 函 数 是 微分 方程 的 构 
造 的 一 部 分 ， 此 方 积 描 述 周 期 的 . 概 周 期 的 而 总 的 说 
来 措 述 振动 过 程 .平均 化 运算 可 看 成 一 种 类 型 的 光滑 化 
算 子 ,平均 化 方法 首先 被 用 于 天 栖 力 学 中 行星 绕 日 运动 
的 研究 中 .后 来 又 扩展 到 很 广泛 的 俏 域 中 ; 非 线 性 振动 理 
论 , 物 理学 . 自动 控制 理论 .天 文 动 力学 等 等 .平均 化 方 
法 常 给 出 原 方 程 的 近似 解 . 适用 平均 化 方法 的 最 典型 
的 机 分 方程 类 型 如 下 . 

1) H. H. Eoromo6os 意义 下 的 标准 方程 组 ; 
= = uX% t, W), (1) 
这 里 x, EBA, EREL u 是 正 的 小 参数 . 

2) 多 频率 自治 2 x 周期 芭 统 ; 


dx 
EX XY 
4 uX (X, y), 


d a 
T = alx) T nY (x, y), 


x. y, X. Y HEER, H 
X(x. y + (22) = X(x, y) Y(x, y Hm) = Y (x, y), 
w(x) 是 频率 向 量 - 
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3) 多 壬 率 非 月 治 系统 : 


dx = 

+ MX (x, y, I), 

dy (3) 

m = w(x, y, t) +Y (x, y. t). 
TEHET E H EER HA Ir by PE tH 3 [VER 3; 

程 组 (1) — (3): 


dx _ . 
Z aXo(x): (15 
dx _ 
dt 一 BX (x). 5 
ay _ . 
4 ax): 
dx 
— 二 sX, Xo. Fo l). 
J RX;(X. Xg. Fo 7) G 
a = AX y ih 
这 里 
l T 
= — 4 
X(x) = hm r [west Odi, 4) 
X(x) = (5) 
l ir ir 
= 7 eo JX(x Yio ‘Ydd n> 
ar Í Í yi Ynt aF dy, 
K(X, xu, Yo to) = (6) 
iaa 
= lim — j YP xo, o, to U, t) dt. 


公式 《用 一 (后 就 是 最 常用 的 平均 化 方法 . 
公式 (6) 表示 “ 沿 生成 解 " 作 平 由 化 的 格式 , 先 在 函 
A Xx. y 中 ， 用 方程 组 


dx 
di 


A _ 
di alx, y, t) 


的 生成 解 来 代替 y, ERER EH (6). 
把 方程 组 (1) — (3) 改 变 了 以 后 产生 的 主要 问题 是 : 
在 尽 可 能 大 的 时 间 区 间 ( 数 最 级 为 1/jn) 内 对 范 数 


xü) xü w |, yG =a) yG, p) | 
作 估计 ,这 里 


= Ü, 


x0, p) = x(O,g), yO, u) = y(O, u). 


这 就 是 平均 化 方法 的 问题 的 实质 ， 对 于 方程 组 {1), 平 
均 化 方法 的 这 一 问题 是 Borormo5oa 提出 的 ,他 的 结果 
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成 了 常 微分 方程 的 现代 算法 理学 的 基础 . 
参考 文献 
[ll EBoromoó6oap, H. H, Mmwurponosegñ FO A, Acuwarro- 
THHecHHE METOIE B TEOPHH HÜJTHHCHHIX KOEOanHH 4 
aai, Mo 1974 ($ P K; Bogolyubov, N. N and 
Mitropol'skii, Yu. A., Asymptotic methods in the theo- 
ry of non- linear oscillations, Gordon and Breach, 
1961). 
[2] MrpoonoJmexrii O A, 
HOM MEX3HHEE K, 1971 
[3] Bonocoe, B. M., Mopryaoa, B. H, Merog ocpemenna 
B THPHH HATERHEH KONGaTenbHbI CHCEM, M, 
1971. 
[4] Tpm, E A., Pss, IO A, FKOHBCTDVKTHBHbDE: 
METOIb ARATAI HEJIHHOHRDIX CHCTEm, M.. 1979. 
E. A TpeGenuroe ER 
[ 补 注 】 [AI] 中 给 出 了 关于 平均 化 方法 最 近 的 现代 
处 理 . 
参考 文献 
[A1] Sanders, J. A. and Verbhukt, F., Averaging methods in 
non -linear dynamical systems, Springer, 1985. 
FRA H 


Meton YcPeIHEHHH B HEHH- 


轴 向 量 [ axial vector ;ocesoii sekropj. {h f St (pseudo- 
vector) ` 

有 疝 空 间 中 的 - -个 向 量 , 当空 间 的 取向 相反 时 , 它 
变换 为 逆向 景 . 帅 向 量 的 向 基 积 就 是 轴 向 量 的 一 个 例 
T. EC3-3 张 鸿 林 译 


公理 [ axiom ; agCuoMa] 
基本 的 很 设 , 自明 的 原理 , 在 演绎 的 科学 理论 中 ， 
公理 是 某 种 理论 的 一 些 基 本 的 原始 假设 .从 这 些 假设 出 
发 ,通过 演绎 即 纯 妹 辑 推 理 , 可 以 得 出 该 理论 的 其 他 一 
UAF. BARH (axiomatic method). 
TL C. Hoarnos # Kik 译 


选择 公理 [axiom of choice ; masiopa skemma] 
集合 论 中 的 一 条 公理 , 即 对 任何 非 空 集合 复 F. 存在 


函数 了 ,使 得 对 下 中 的 任何 集合 8, 均 有 (Se SUA 称 
为 上 上 的 选择 函数 (choice fonction)) .对 于 有 限 集 往 F, 
选择 公理 可 从 集合 论 { 如 在 系统 ZF 中 ) 的 其 他 公理 推出 ， 

选择 公理 是 由 下 . Zermelo (1904) 明确 地 表述 的 ， 
但 曾 被 许多 数学 家 所 反对 .其 原因 首先 是 由 于 它 不 同 于 
集合 论 其 余 公 理 的 纯 存在 特性 , 其 次 是 由 于 它 的 一 些 不 
可 接受 的 ,其 至 与 直觉 “通常 意义 " 相 永 盾 的 推论 ,如 由 
选择 公理 可 推出 ; 实数 的 Lebesgue 不 可 调集 的 存在 ; 
FR B jJ = sik DU fF E: 

B=0, U … UU, 


B=v,UJ UJ Ko 
BX U UX,,,, 
使 得 U 5 X £ S (IS i<n)B. V, 8 X,., 全 等 
(1<j# m). RIE, FOB n 5 S3SEATA3MY X... 
Xm ;它们 吕 在 空间 中 移动 而 形成 两 个 与 它 相 等 的 球 . 

许多 与 选择 公理 等 价 的 公设 随后 相继 被 发 现 .其 中 
有 : 1) REH (well -ordering theorem) :在 任何 集 
合 关 上 存在 全 序 RS Xx X ,使 得 任何 非 空 集合 USX 
包含 在 关系 及 意义 下 的 最 小 元 素 ; 2) 最 人 原理 
(maximality prinaple) {Zorn 引 理 (Zom lemma); 
如 果 偏 序 集 大 的 任何 全 序 FR URSLR, MXE 
会 最 大 元 ;3) 具有 单位 元 的 任何 非 平凡 梅 都 有 最 大 理 
想 ; 4) 紧 致 拓扑 空间 的 积 是 紧 致 的 ; 5) 任何 无 穷 集合 
XRE# 55 X x XARRA. 

选择 公理 并 不 与 集合 论 ( 例 如 ,系统 ZF ) 的 其 他 公 
理 相 子 盾 ,并 且 如 果 它 们 不 矛盾 , 则 选择 公理 便 不 可 能 
由 它们 导出 ,选择 公理 在 经 典 数学 中 已 被 广泛 地 杂 
用 ,如 它 用 二 以 下 定理 ; 1) 自由 群 的 每 个 子 群 都 是 自 
由 的 ; 2) 代数 城 的 代数 闭 包 存在 且 在 同 构 意义 下 是 唯 
一 的 ; 3) 每 个 向 其 空间 者 有 一 个 基 , 它 也 用 于 ;4) 一 
个 函数 在 一 点 处 连续 的 两 个 定义 的 等 价 性 (s -5 定义 和 
序列 极限 定义 ) 和 用 于 证 明 5) Lebesgue 测度 的 可 数 可 
加 性 .大 后 两 个 定理 是 从 可 数 选 择 公理 得 出 的 (公理 的 
表述 包含 集 角 下 的 可 数 性 条 忻 ) .已 经 证 明 , 如 果 ZF 不 
牙 盾 , 则 定理 1) 一 5) 不 可 能 在 ZF 中 推出 ， 

大 们 已 经 构造 了 一 个 潮 吓 可 数 选 择 公 理 的 集合 论 
模型 并 且 在 该 模型 中 每 个 数 集 都 是 Lebesgue 可 测 的 . 
这 个 模型 是 在 系统 ZF 与 存在 不 可 达 基 效 的 公理 不 巴 
盾 的 盆 设 下 构造 出 来 的 . 
prre 

[1] Fraenkel, A. A. , Bar - Hillel, Y. and Levy, A. , Founda- 

tions of set theory, North - Holland, 1973. 

[2] Jech, T, J., Lectures in set thery: with particular emp- 

hasi on the method of forcing, Springer, 1971. 

[3] Jech, F. J. , The axiom of choice , North - Holland, 1973, 
B. H. Tpu É 
[E] 
参考 文献 
[A1] Jech, T. J. ,Set theory, Acad. Press, 1978. 
BATE 莫 绍 把 校 


外 延性 公理 [axiom of extensionality ; ofbem nocTH Ak- 
ooma} 

集合 论 公理 之 一 , 它 断 言 当 两 个 集合 含 相同 元 素 时 两 
集合 相等 : 


Yu Vp(Vx (x Eux € b) = u =p) 


在 一 个 不 含 等 号 而 且 和 公有 一 个 谓词 符号 E 的 语言 中 ,外 


Jl 


+= 


L 


LAE EE e T e. 


延性 公理 形式 为 


Vu Vo(Vx (x eux Ev) => Yz (u ezerez) 


外 延性 公理 在 Zermelo - Fraenkel # Š (Zermelo - 


Fraenkel system) ZF 中 对 于 数学 的 形式 化 不 具有 实际 
的 重要 性 . 任 笨 能 在 ZF 系统 中 构 作 的 对 象 帮 能 在 一 个 
设 有 外 延性 公理 的 系统 中 肇 画 . 设 ZF 是 通过 在 ZF 中 
去 掉 外 延性 公理 以 及 把 其 余 公 理 中 形 如 w=v 的 公式 
替换 为 公式 


Wx (x€u = xt) 


而 得 到 的 .那么 可 以 证 明 在 ZF 中 存在 ZF 的 解释 (inter- 


pretation). 类 似 的 结论 对 于 类 型 论 志 成 立 . 


对 于 Quine 系统 NF， 它 由 消除 类 型 论 的 类 型 标 ` 


导 而 得 , 情况 就 不 同 : 不 能 在 NF 中 解释 NF， 系 统 
NF “(除去 外 延性 公理 的 NF} 是 一 个 颇 咬 的 系统 ,而 且 
它 的 相 容 性 能 在 形式 算术 中 证 明 , 然 而 NF 不 弱 于 有 无 
穷 公 理 的 类 型 论 . 
$* x 
[1] Barwise, J. (ed.), Handbook of mathematical logie , Nor- 
th - Holland, 1977. 
[2] Boffa, M., The consistency problem for NF, J. Symbo- 
lic Logie , 42 (1977), 2, 215 — 220. B. H. Tmoum $ 
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公理 模式 [ axiom scheme ; anom cema | 

表述 具有 相同 语法 结构 的 各 种 公理 (aaom) 的 一 种 
统一 化 方式 .一 个 特定 的 公理 模式 通常 表示 为 一 个 表达 式 
4 ( 它 经 常 是 用 一 种 不 同 于 表达 那些 公理 的 语言 来 
表达 的 }, 它 确定 这 一 模式 的 语法 结构 ， 并 如 从 提出 
发 按 一 定 的 规则 可 以 得 到 原 有 的 任何 一 条 公理 

当 自 表达 式 久 生成 公理 的 规则 已 先行 确定 或 使 之 无 
歧义 理解 时 ， 一 种 公理 模式 党 被 看 成 是 % É OA. 
例如 ， 命 题 演 算 哺 的 公理 模式 x > (8=w) 就 是 指 形 如 
AS(B5A)552: 80 8.5. th A fa B E P Rit @ 2: 
=. 

一 个 非 远 辑 公理 的 模式 的 例子 是 传统 的 算术 公理 
中 下 列 的 归纳 模式 : 


(atD&vx (a(x) D alx h} D Vx alx), 


REPE x 和 x 都 不 属于 所 考虑 的 形式 语言 的 字母 表 ， 
分 别 解 释 为 这 一 形式 语言 的 任意 一 个 公式 和 任意 一 个 
ET. 
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运用 公理 模式 可 以 使 我 们 在 构造 形式 理论 时 不 用 
RAEN. 这样， 在 具有 两 条 导出 法 则 一 一 代入 法 则 
和 终结 法 则 一 的 任意 一 种 充分 强 的 命题 演算 中 可 以 
只 对 公理 作 伐 人 而 进行 推导 ， 这 就 使 我 售 可 以 对 命 古 
演算 作 等 价 的 覆 改 ， 即 用 相应 的 公理 模式 来 代替 每 条 
公理 ,而 把 代 人 法 则 从 推导 法 山中 删除 . 
prre 
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公理 方法 [ axiomatic method ; mamomrreeas meron] 

获得 科学 理论 的 一 种 方法 . 为 得 到 一 种 科学 理论 ， 
把 其 中 基 些 原始 的 假设 称 为 公理 (axiom)， 以 其 作为 这 
个 理论 的 基础 ， 而 理论 的 其 他 命题 是 由 这 些 公理 经 还 
辑 推演 而 得 到 的 

在 数学 中 ， 公 理 方法 始 于 古 希 腊 关于 几何 学 的 研 
R. 公理 方法 应 用 的 最 辉煌 实例 一 一 直到 19 世 
纪 一 一 是 Eudid 的 《几何 原本 》(Eudid's Elements } 的 
公理 系统 {大约 公 元 前 300 年 ). 当时 还 没有 提出 畦 逮 
辑 工具 导出 公理 的 推论 的 问题 ， 但 是 ，Euqlid 系统 非常 
明显 地 是 试图 棋 据 相对 来 说 为 数 不 包 的 公设 (公理 }), 
利用 纯 推 导 的 办 尘 得 到 几何 学 的 所 有 基本 命题 ， 询 把 
公设 的 成 立 看 成 是 自明 的 . 

19 世纪 初 ，H. .JIo6aqepcrnii 和 J. Bolyai 发 现 的 
F Endid 几何 学 进一步 促进 了 公理 方法 的 发 展 ， 他 们 证 
明了 ， 如 果 把 传统 的 Euclid 第 五 公设 用 它 的 否定 代替 ， . 
那么 也 可 以 按照 纯 逻 辑 的 方式 得 到 一 种 和 Eudid 几何 
人 己 样 漆 亮 ， 并 且 局 样 有 意义 的 几何 学 . 在 1 世纪 , 数 
学 家 们 的 注意 力 于 是 被 吸引 到 关于 构造 数学 理论 的 演 
铎 方法 方面 ; 这 就 产生 了 一 个 新 问题 ， 即 公理 方法 概 
念 自身 和 形式 (公理 ) 数 学 理论 的 联系 的 问题 . 随 着 用 
公理 方法 导出 的 数学 理论 的 逐步 增加 一 一 特别 应 提 到 
的 是 M. Pasch, G, Peano A D. Hilbert 关于 初等 儿 何 的 
RELER CITE Euqidk 儿 何 原 本 》 那 样 ， 它 们 
在 逻辑 上 无 可 非议 ， 还 有 Peano 首先 提出 的 对 算术 的 
公理 化 一 一 形式 公理 系统 的 概念 变 的 更 严格 了 ( 见 下 
文 )， 最 后 终于 创立 了 作为 近代 数理 逻辑 主要 部 分 之 一 
HER iÈ (proof theory) . 

FEH, ANRE RRUAR RAER 
到 数学 的 问题 的 基础 . 那 时 主要 是 在 分 析 中 把 基本 
的 概念 更 加 精确 化 ， 以 及 利用 不 断 发 展 的 严格 还 辑 推 
理 把 较 复杂 的 思想 归结 到 较 简单 的 梳 仿 (A.L, Cauchy 
的 上 -5 RA. B. Bolramo À K. Weierstrass 的 函数 论 概 
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$., UA G. Cantor 和 R. Dedekind BJ 2228 y, h, 
非 Euclia 几何 学 的 发 现 促进 了 会 理 方 法 的 发 展 ， 新 思 
想 的 形成 ， 以 及 更 一 般 的 数学 问题 的 提出 . 主要 是 与 
一 个 任意 的 公理 理论 有 关 的 问题 , 例如 , ship z: E Pt 
的 相 容 性 ， 完 全 性 和 独立 性 问题 . 这 方面 的 第 - 批 成 
果 是 利用 解释 方法 (method of interpretation ) 得 到 的 ， 它 
可 描述 如 下 ., 设 对 给 定 公 理 理 论 人 下 的 每 -- 个 原始 概念 
和 每 -个 关系 都 指 深 一 个 特殊 的 数学 对象 ， 这 些 对 象 
的 全 体 称 为 解释 域 (Beld of interpretation). 然后 就 自然 
地 指派 下 的 每 一 个 命题 站 为 关于 解释 域 的 元 束 的 某 一 
PFE ， 和 ”可 能 是 真 的 或 假 的 . 从 而 就 可 分 别 说 
理论 了 的 命 4 在 此 解释 中 是 真 的 或 假 的 . ARRATE 
的 性 质 通 常 允 是 另 一 个 可 公理 化 的 数 掌 理论 了 的 研究 
对 象 (T 一 般 不 同 于 T). 解释 法 可 以 用 来 证 明 想 对 想 罕 
性 (relative consisteney) -一 - 即 用 下 述 方法 证 明 形 式 为 
“WE T EHR, WAME 了 也是 相 窜 的 ”这 
样 的 命题 .假定 理论 已 经 在 理论 T 中 被 解释 ， 使 得 
了 的 每 一 个 公理 4 都 被 解释 为 太 的 -` 个 真 命题 A. T 
的 所 有 定理 ftheorem )， 即 由 了 的 谱 公理 4 现 辑 推演 出 
EHE -命题 4, 在 T, patu p y — AEA, A" 可 由 
工 的 诸 公 理 4 在 工 中 的 解释 A 推演 出 ， 因 此 4 "是 
真 的 ， 革 面 的 说 法 基于 — tramane. WAKE 
理论 了 和 T 的 逻辑 工具 在 某 种 程度 上 是 类 似 的 ,事实 
上 这 个 条 件 通常 是 成 立 的 (在 解释 方法 的 早期 应 用 中 ， 
这 个 假设 甚至 不 加 讨论 ， 因 为 它 被 认为 是 不 言 自 明 的 ; 
事实 上 ， 在 早期 试图 证 明 粗 对 相 容 性 定理 时 ， 了 各 T, 
的 逻辑 工具 是 完全 相同 的 ， 这 就 是 古典 请 词 演算 的 理 
È). 现在 假设 理论 丁 是 不 相 容 的 ， 即 设 这 个 理论 的 某 
个 命题 4 和 它 的 否定 都 能 从 了 推演 出 来 . 那么 上 面 得 
到 的 两 个 命题 4 和 非 4 将 都 是 T 的 真 命题 ， 即 T 
是 不 相 容 的 . F. Klein 和 H. Poincar 曾 用 这 种 方法 证 
H: 如 果 Eudid 几何 是 相 容 的 ， 那 名 Jio6aseacssti 的 非 
Euclki 几何 也 是 相 容 的 ; Ayh Eudid 几何 的 Hilbert 公 


殖 系 统 的 相 容 性 问题 被 Hibert 用 此 方法 归结 色 算 术 的 ， 


相 容 性 问题 , 解 胜 方法 也 可 用 于 解决 公理 系统 的 独立 
性 问题 . 为 了 证 明理 论 了 的 公理 4 独立 于 理论 丁 的 其 
他 公理 ， 即 公理 4 不 能 由 了 的 其 余 公 理 推 演出 (因而 必 
须 和 包括 它 才能 得 到 理论 并 的 全 部 )， 只 要 构造 一 个 解 
释 ， 在 其 中 4 根 而 了 的 其 佘 公理 都 真 即 可 - WEH 4 m 
立 的 这 种 方法 的 务 一 种 形式 是 证 明 在 旦 论 了 中 用 4 的 
RERE 4 后 得 到 前 理论 是 相 容 的 ， 由 上 上 面 提 天 的 把 
Jlo6aseacrmit 几何 的 相 容 性 问题 归结 到 Euclid 几何 的 相 
容 性 问题 ， 以 及 把 Euclid 几何 的 相 容 性 问题 归结 到 算 
术 的 相 容 性 问题 ， 就 得 到 这 样 的 结论 : 假若 正 整 数 的 
算术 是 相 容 的 ,那么 Euclid 的 第 五 公 谨 是 不 能 由 其 余 
公理 推出 稀 ， 这 种 解释 法 的 弱点 是 ， 仅 就 考虑 公理 系 
统 的 相 容 性 和 独立 性 问题 来 看 ， 它 只 能 得 到 相对 性 的 


结果 ， 然 而 解释 法 的 一 个 重要 成 就 是 揭示 了 算术 起 者 
特殊 作用 ， 它 是 个 若 十 其 他 理论 的 相 容 性 问题 归结 
到 它 的 相 容 性 的 数学 理论 . 

由 Hibert 及 其 学 绑 所 提出 并 且 被 称 汶 数学 基础 的 
EAEN (formalsm) 的 方法 是 上 面 方法 的 进一步 发 展 
{ 在 某 种 意 尺 上 是 -个 顶峰 ),， 会 理化 方法 的 这 一 进 一 
步 发 展 是 前 过 引进 形式 系统 (formal system ) h 8 2 m 
使 公理 理论 的 思想 更 精确 化 ， 从 而 使 得 数学 理论 本 身 
可 以 作为 -个 确切 的 数学 对 象 来 灶 符 并 且 可 以 构造 一 
个 关于 这 种 形式 化 数学 理论 的 一 般 理论 一 一 称 为 元 理 
论 (meta-theory). 用 这 种 方法 解决 数学 基础 方面 的 所 
有 主要 问题 的 可 能 性 看 来 有 很 大 的 吸引 力 、 而 县 Hiibert 
本 人 就 话 图 沿 此 道路 进行 研究 ， 这 个 方法 的 主要 概念 
是 形式 系统 . 性 一 个 形式 系统 是 由 一 个 完全 确定 的 表 
示 式 类 构成 的 一 一 名 一 类 公式 ， 在 其 中 可 以 按照 一 种 
确定 的 方式 推演 出 来 公式 的 一 个 于 类 ， 称 为 形式 系统 
的 定理 ,形式 系统 中 的 公式 没有 直接 的 含义 ， 并且 一 
般 说 来 他 们 可 以 由 忆 倪 出 于 某 种 技术 原因 而 选择 的 符 
号 构成 . 事实 上 ， 构 成 公式 的 方法 和 一 个 形式 系统 中 
定理 的 概念 是 这 样 选择 的 ， 就 是 俩 所 得 的 形式 手段 能 
够 用 来 最 有 效 地 表示 某 种 数学 理论 (甚至 是 非 数 学 理 
È) HKEE- A, MERRNI ECERAN., 
也 表示 了 它 的 推演 结构 . WÉR- EA RA S PJ -— 8 
方法 如 下 : 

I. 系统 5 的 语言 (language of the system } 

a) 列举 系统 中 基本 符号 的 宇 母 表 {alphabet ) . 
bj) 由 基本 符号 构成 5 的 公式 的 构造 (语法 ) 法 则 
(oonstruchon (syntactic ) rules ) .基本 将 号 的 一 个 序列 
一 个 公式 ， 当 且 忆 当 它 能 由 语法 法 则 构造 出 来 ， 


I. 系统 S 的 公理 aons of the system). 由 指定 
的 闫 二 个 公式 (过 是 有 限 个 站 可 数 多 个 组 成 的 一 个 
集合 ， 称 这 些 公式 为 系统 5 的 公 

HU. 系统 3 的 推导 法 则 Ce eon rules of the sys- 
tem) (RIKER N] (deduction rules)). 在 5 的 所 有 公式 
构成 的 集合 上 定义 一 wR Ro oo ROGA EA RF 
+). BRO U. X ERAR PH 一 个 n0); 
AFRE F, o, Fuar WER, (F eo Fna) 
真 ， 那 么 就 说 公式 F, o 可 以 由 公式 F. o, 局 ,通过 法 
则 R MAR. 

作为 一 个 确切 的 数学 对 象 ， 措 定 T ， 开 RM 与 措 
定形 式 系统 $ 有 相同 的 意义 , 因为 ? 的 定理 或 可 推导 出 
的 公式 的 概念 对 所 有 形式 系统 都 是 用 统 -一 的 方式 形成 
的 {其 一 RAPI rt. 语法 规则 和 推导 法 则 
URH R, o, R,) 的 一 致 水 平 ) S 中 的 -一 个 推导 {de* 
rivation) 是 个 沸 思 如 下 条 件 的 有 碌 公式 序 到 | 序列 的 
每 一 个 2 公式 或 是 一 一 个 公理 或 是 由 其 前 面 的 某 几 个 公式 利 


用 S$ 的 一 个 推导 法 则 R TBA. S 的 一 个 公式 称 为 这 个 
系统 的 定理 (theorem) , 如 果 存 在 -个 推导 以 它 为 最 后 
-个 公式 

任意 “个 特定 的 数学 理论 了 部 可 以 周 译 到 一 个 适 
当 的 形式 条 统 $ 的 语言 中 ， 使 了 的 任 - -有 意义 ( 真 或 假 ) 
的 命题 都 可 以 利用 5 的 个 公式 来 表示 . 

人 们 自然 可 以 期 望 这 种 形式 化 方法 能 够 散 到 ， 殷 
任何 数学 理论 的 一 切 有 意义 的 内 容 部 建立 在 用 可 推导 出 
的 公式 {形式 系统 的 定理 ) 这 一 概念 所 代表 的 精确 且 显 
然 可 千 的 基础 上 ， 而 为 了 解决 像 数学 理论 的 相 容 性 问 
题 这 样 的 基本 问题 ， 只 要 对 形式 化 这 个 理论 的 形式 系 
绕 证 明 相应 的 命题 即 可 、 册 于 上面 措 述 的 形式 系统 是 
严格 的 ， 或 者 用 Hilbert 学 派 的 术语 来 说 是 "有 穷 论 的 ” 
数学 对 象 ， 人 们 可 能 期 望 得 到 相 容 性 命题 的 有 穷 沦 证 
明 (finitsic fwoof)， 即 在 某 种 六 义 下 是 有 效 的 证 明 ， 也 
就 琵 说 其 证 明 不 依赖 于 例如 像 实 无 穷 抽象 ( abstraction 
of actual infinity ) 这 样 的 强 有 力 上 具 ( 后 者 是 古典 数 学 理 
沦 的 基础 遇 到 困难 的 原因 之 -- ). 干 是 要 求 用 于 证 明 涉 
及 形式 系统 的 结果 的 工具 具有 “有 穷 * 性 ， 特 别 是 用 于 
证 明 形 式 系 统 相 容 性 的 工具 具有 -有 雳 "性 ， 就 代表 了 
Hilbert 形式 化 绢 领 的 一 个 主要 特征 ， 然 而 Godel 在 20 
世纪 30 年 代 早期 所 得 到 的 结果 推 德 了 基 寸 这 个 网 俩 的 
FEWE. Göda ET: 

1) 算术 理论 或 任 -- 包 含 算术 的 数学 理论 (如 集合 
i ) 的 任何 自然 的 相 容 的 形式 化 ， 都 是 不 完全 的 ， 并 且 
在 下 述 意义 下 是 不 可 能 完全 化 的 a) 5 包含 (在 通常 意 
义 下 真 的 } 不 可 解 公式 ， 即 5 包含 一 个 公式 .4, NRA 
(incompleteness of formal arithmetic) }，b) 玩 论 用 什么 
楼 的 有 限 公 式 集合 去 扩充 S 的 公理 系统 (包含 用 5 中 的 
不 证 解 公式 去 扩充 ) 以 得 到 新 的 . 更 强 的 形式 系统 ， 都 
不 能 使 得 到 的 系统 没有 不 可 解 公式 (不 完全 性 


(incompleteness); W, [5] A Göde 不 完全 性 定 更 (Gade] ` 


ineompleteness theorem}}. ° 

2) 如 果 形 式 算术 理论 实际 上 是 相 容 的 ， 那 林 ， 虽 
然 它 的 相 容 性 这 一 命题 用 自身 的 语言 可 以 表示 ， 伍 不 
可 能 用 形式 化 算术 自身 的 方法 来 证 明 这 个 命题 . 

这 就 意味 着 ， 即 便 是 在 算术 这 种 情况 ， 束 想 用 任 
何 形 式 系 统 的 可 推导 公式 来 穷尽 所 有 其 内 容 为 真 的 命 
题 也 是 木质 上 不 可 能 的 . 对 于 算术 的 相 容 性 也 不 能 
希望 得 到 任 向 有 帝 性 的 证 明 ， 这 是 因为 有 穷 性 证 明 
的 任何 合理 精确 化 似乎 部 能 在 形式 算术 中 加 以 形式 化 . 

HARER Hibe 的 形式 主义 框架 中 的 公理 方 
法 的 能 力 加 上 了 一 定 的 限制 . 然而， 在 这 些 眼 制 的 范 
鲁 之 内 ， 它 仍然 在 数学 基础 中 继续 起 着 重要 作用 ， 因 
此 ， 在 Göde 的 这 些 铺 果 发 表 之 FB. Godel 本 人 
(1938 一 1940} 和 和 P. Cohenf1963 )， 也 都 以 公理 化 方法 
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为 基础 ， 用 解释 方法 得 到 了 集合 论 中 美 于 选择 公理 和 
连续 统 假设 的 相 容 性 以 及 彼此 独立 性 的 基本 结果 (9， 
PD. 至 于 相 容 性 这 一 数学 基础 的 根本 问题 ， 由 Gödel 
的 结果 可 以 清楚 地 看 出 ， 它 只 能 借助 于 非 有 穷 性 的 工 
具 和 思想 去 证 明 . 对 这 个 问题 的 各 种 可 能 的 证 明 方法 ， 
不 是 所 有 数学 家 都 有 相同 的 接受 程度 ， 这 主要 是 因为 
对 各 种 坚 辑 工具 的 可 接受 性 的 见解 不 同 . 在 已 得 到 的 
关于 形式 系统 相 众 性 的 结果 中 ， 首 先 应 提 及 的 是 形式 
算术 的 粘 容 性 的 证 明 [8], 这 个 结果 是 基于 对 一 个 本 数 
超 限 歼 上 的 无 限 归 纳 法 证 明 的 ,这 方面 的 舅 一 个 更 新 
的 例子 是 试图 用 某 些 直 觉 主义 (intuitionism) 的 思想 证 
明 分 析 的 形式 系统 的 相 容 性 [9]. 
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公理 集合 论 [axiomatic set theory ; akcHhoMsamaueaeas Te- 
ODER MBIONPCTE] 

KEPAK- -个 分 去 ,在 这 个 分 支 中 , 我 们 用 数理 
有 逻 办 的 方法 处 理 集合 的 非 形 式 理论 的 部 分 ,为 此 ,通常 
将 集 各 论 的 这 些 部 分 表述 为 形式 公理 化 理论 .更 狭义 
地 ,术语 “公理 集合 论 "表示 一 种 公理 化 理论 , 其 目的 在 
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于 构造 非 形 式 人 朴素") 和 集合 论 的 革 些 部 分 ， 

1900 年 左右 创建 的 集合 论 必 须 处 理 在 它 的 早期 所 
产生 的 几 个 蛋 论 .已 ,Cantor A B. Russell É 3: 4: 
EKERN UE (antinomay ) 引 起 了 -- 场 广泛 的 讨论 并 
H 5k 35 BH 3138 pi ñ < ki p Pr .集合 论 的 公理 化 方向 
可 视 为 对 由 此 产生 的 这 种 状 剖 作 更 彻底 研究 的 工具 . 

集合 的 形式 公理 化 理论 的 构造 法 始 于 表述 命题 的 
语言 的 精确 描述 . 热 后 用 这 个 语言 将 “ 杆 素 " 集 合 论 的 原 
则 表示 成 公理 或 公理 模式 的 形式 . 公理 集合 沦 的 最 为 广 
滩 流 传 的 系统 的 扼要 描述 可 给 出 如 下 . 在 这 个 措 述 中 ， 
包含 以 下 初始 符号 的 语言 担任 了 重要 的 角色 : 1) 变 元 
X, Z u, D, xp U EPERRA PERET E AiE 
BREAC: 2) 谓词 符号 & (关联 符号 1 和 = ($4) 3) 
ERAT (description operator)1 , 它 指 "使 得 … 成 立 
的 -个 个 体 "; 4) 逻辑 联结 词 和 量词 : 一 【等 价 )， 
-- (H0) V CRA) A GE T(E) V ( 
称 ), 3 CFE) 5) 揪 号 (和 )》 ,语言 的 表达 式 分 为 项 和 公 
式 , 项 是 集合 的 名 ,而 公式 表示 命题 .项 和 公式 按照 以 下 
规则 生成 . 

RI. 车 + 和 og 为 变 志 或 项 , 则 {569) 和 (t= 中 为 
公式 

R. # AB NAH x AEW, WA 
B), (4 -= B). (AV BY. (AA BY, AA. Y xA, 3xA 
为 公式 且 zx AAM, Æi x 为 项 . 

例如 ;公式 写 xX {xey — xEz) 相 当 于 说 "yy 为 2 的 
子 集 "并 且 可 记 为 ySz; MiwyylyEwey Ez, 
是 z 的 一 切 子 集 的 集合 的 名 并 且 用 通常 的 数学 符号 表 
JA E Pz. 设 符号 — 表示 “左上 方 为 右 方 的 一 个 记 
号 " .下面 将 给 出 许多 其 他 公式 和 项 的 记号 - 

空 集 ; 

A m Aya € X. 

使 4(x) 成 立 的 一 切 的 集合 : 

[x: A(x)) e zVx(x€z e AG). 


其 中 ，z 不 在 A(x) 中 自由 出 瑰 ( 妈 ,不 是 公式 AHS 
数 ) . 
x 和 ?的 无 序 对 ; 


[xy] = (z: z=x V z=y). 
由 x HRR CR: 
(x) = {xx} 
x 和 和 的 有 序 对 : 
<xy> < ((x (x. yy). 


xF y KH: 


xJ; = {z:zex V zey}. 
xA y 的 交 : 
xy e (z: zex Azey). 
x Ë) —WJ u S 60) 3F: 
(Ux = (z: 3u(zev V veEX)}. 


x 和 yy 的 Descartes 积 : 
XXy S (z: Juz = <u, p> Nex A vey)}. 


w 为 函数 的 记号 ; 
Fnc(w) = Jow C tX p) A 
Aut V Lun ew A <u u> ewə— b =b). 
函数 w 在 元 素 x 处 的 值 : 
w x @ y < x, y> Ew. 
mELFEA z: 
Inffz) = Ø ez A Ynez — u ) (u)ez). 


如 下 公理 理论 4 是 "朴素 "和 集合 论 的 原则 的 最 完全 
W OR. 4 的 公理 为 : . 
各 让 外 延性 公理 (axiom of extensionality) : 


WVx(xGy<xx ez) — y =z 


CRR S x 和 ?包含 相同 的 元 案 , 黄 它们 相等 " }. 

A2 概括 公理 模式 (axiom scheme of comprehe- 
son: 0 00 

Jy Wx( 和 EM)， 
其 中 ，4 为 不 会 y 为 其 套数 的 任何 公式 (* 存 在 只 会 司 44 
H FÉ GE x 的 集合 yp"). 

这 个 系统 是 自 相 革 盾 的 .如 果 在 A PRAAT 
xx 作为 4， 册 由 公式 wxtxzEey 呈 一 xx) 和 容易 
得 出 y Ey en yEy, HEITE. 

集合 论 的 公理 和 桑 统 可 以 被 继 分 为 以 下 四 个 组 . 

a) 在 第 :组 中 的 公理 系统 的 构造 试图 限制 概括 公 
理 以 便 著 得 通常 数学 证 明 的 量 自 然 的 表述 方法 ,并 且 同 
时 避免 葛 悉 的 眉 论 .这 一 类 型 的 第 一 个 公理 系统 是 系统 
Z, H E. Zermelo (1908) 提 出 .但 是 ,这 个 系统 不 允许 
有 些 数 学 分 支 的 自然 表述 ,而 A. Fraenkel 于 1922 年 
通过 增补 一 条 新 的 原则 一 一 替换 公理 (axiom of repla- 
cement) 而 对 Z 作 出 了 补充 .所 得 的 系统 称 为 
Zermelo - Fraenkel 系统 ( Zermelo - Fraenkel system) 
并 且 记 为 ZF. . 

b) #—#H E HjJU 2 BE A SY H FP TO B XE 25 88 SE 
的 系统 组 成 的 ,例如 ,作为 非 谓词 定义 的 结果 .该 组 包括 
Russell 的 分 支 类 型 论 , 简单 工 型 论 和 具 超 穷 指 标的 


类 型 论 (types, theory of ). 

c) 第 三 组 是 由 使 用 非 标 准 的 逻辑 推理 方法 ,多 值 
逻辑 ,证 明 的 补 条 忻 和 无 穷 推理 规则 刻画 的 . 该 组 的 
系统 发 展 最 少 . 

d) 第 四 组 包括 了 懈 于 前 三 个 组 的 系统 的 由 改 并 

旨 在 达到 某 些 逻辑 和 数学 的 日 标 . 这 里 将 只 提 政 
Neumann - Gödel -Bemays 的 系统 NBG(1925) 8 W. 
Quine 的 系统 NF(1937). NEG 系统 的 构造 是 由 在 ZF 
系统 的 下 珊 上 具有 有 益 多 条 集合 论 公理 的 要 求 而 诱发 
的 .系统 NEF 代 表 了 克服 类 型 论 中 概念 的 分 层 的 ~- 种 党 试 . 

RAZ, ZF 和 NE 可 以 用 上 面 描述 的 语言 加 以 表 
述 .这 些 有 系统 的 推 带 规则 和 所 谓 的 馆 辑 公理 都 是 相同 的 ， 
并 且 构 成 了 一 个 具有 等 全 和 奖状 词 的 一 阶 应 用 谓词 
AE. 相等 性 公理 和 龙 状 词 公理 是 : 


x=y = A(x) AU), 


其 中 ，A (x) 是 一 个 不 会 约 东 变 元 了 的 公式 ( 即 , 它 不 合 
Vy, 3y, Iy 类 型 的 成 分 ) ,而 4(y) 是 在 公式 AG) rh 
用 y 替换 变 元 x 的 某 些 自由 出 现 而 得 ， 


x = x, 


3!x A(x) > AGxA(x)), 


其 中 ,量词 习 !x 指 " 存在 一 个 且 权 一 个 x” 而 公 
xü 4(1xA(x 是 通过 用 项 Ix AG) ER ED x Bj — HJ 
自由 出 现 而 得 . 量词 习 !x PJ lie ip ij V 和 3 及 等 
号 加 以 表示 . 

系统 人 (non - logical axioms) 


> asy “< 


z2. HRA ha (pair axiom): 
Fu Vz(2 Eu — z=x V z =y) 
(RA {x y 存在"); 
Z3. 并 集 公理 (union axiom): 
Jy Vx(xey — 3t(tez A xe) 
《集合 (jz 存在“)， 
Z4. LE AAE (power set axiom): 
Jy Vx(xë€y — x Cz) 
C ROS P: Wek ); 


> b y F a + y 


eme): 
3y Vx(xey — xez A A(x) 
(“存在 由 z tB fE 4(x) 成 立 的 元 素 x 组 成 的 z 的 子 
E) AM 12 —Z5 是 概 揪 公 理 的 例子 ; 
26. 无 穷 公理 (axiom of infinity): 
az [nf(z ); 
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Z7. 选择 公理 (axiom of choioe): 


Yz 3w{Fnow) A W9x(xez A ~x = Ø — w x€ xy) 


对 任何 集合 z, FERR w， 它 从 = 的 每 个 非 空 元 
E x 中 选 出 唯一 元 案 w “x””), 以 上 公理 可 用 正则 公理 
(regularity axiom} 加 以 补充 : 


Z8. Vx(—x= Ø —3y(yex Ay (Yx = Ay, 


ARAE E BESA Ff x Ex X 63, X S Xy 
这 样 的 递 降 链 .公理 Z8 简化 了 2Z 的 构造 并 且 它 的 引 人 
并 不 导致 蔬 纤 ， 

系统 工 适 合 于 研究 算术 、 分 析 、 泛 函 分 析 和 小 于 
从。 的 基数 .但 是 ; 如果 其 按 通 常 方式 定义 , 则 它 不 再 能 
EHAR, HEARKE Z HRE. 

系统 ZF 是 从 ZZ 出 发 增加 Fraenkel 的 替换 公理 
轩 式 而 得 到 的 ,该 公理 模式 能 以 概括 公理 模式 的 形式 如 
下 给 出 : 


J Vx(x€y + Jot ez A x=uA(t,5))) 


(“FE HE x=l1tA(t.b) RE x BR Pq E y, E 
P, RARE 的 一 切 元 素 ") , 换 句 话说 ,是 从 z tH 
RH KETTE o ERA tA(t,0) 而 得 到 的 . 

系统 ZF 是 一 个 很 强 的 理论 . 所 有 通常 的 数学 定理 
都 可 由 ZF 表述 . 

NBG 系统 是 在 ZF 上 增加 新 类 型 的 变 元 一 一 类 变 
A X, Y, Z, --' 和 有 穷 多 条 构成 类 的 公理 而 得 , 异 此 可 
证 骨 以 下 类 模 的 公式 : 


JY Vxtx eT rAd (xy), 


其 中 , A(x)383 NBG 的 公式 , 它 不 合约 束 类 变 元 或 符号 1 ， 
因为 ,任何 公式 4 tx) 都 可 用 来 构造 一 个 类 , 故 无 穷 多 条 
ZF 公理 重 可 用 会 类 变 元 的 有 穷 多 条 公理 加 以 代替 , 选 
择 公 理 有 形式 : 


'3X(Fnc( X) A Vx(—x= @ — X xex) 


并 且 确 认 选 择 函 数 的 存在 , 它 对 一 切 集 人 台 是 唯一 的 并 且 
构成 一 个 类 

系统 NF 有 更 简单 的 公理 形式 , 即 : 1) 外 延性 公 
H, 2) 公式 4 能 被 分 层 的 概 揪 公 玲 , 即 ,能 够 指定 以 下 
标 有 指标 的 公式 4 的 一 切 变 元 以 便 得 到 了 型 理论 的 公 
式 , 扼 ,在 形 如 xsy 的 子 公 式 中 ,x 的 指标 慨 于 y 的 指 
$. 

系统 NF 有 以 下 特性 : 

a) 选择 公理 (axiom of 中 oioe) 和 广义 连续 统 假设 
(continuum hypothesis) 是 不 可 证 的 ; 

b) 92H (infinity , axiom of ) 是 可 证 的 ; 

c) 外 延性 公理 担任 了 一 个 很 重要 的 角色 . 因此 ， 
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如 果 外 延性 公理 用 以 下 略微 弱 的 公理 代替 : 
(Bu(uey) ^ Yufu ey euez) 一 了 二 2 


它 允 许 大 量 的 空 集 . 而 NF 的 概括 公理 保 桂 不 变 , 则 得 
到 一 个 相当 弱 的 理论 :所 得 系统 的 相 罕 性 甚至 可 在 形 
式 算术 中 加 以 证 明 . 

有 美 刚刚 描述 的 系统 之 间 的 相互 联系 的 一些 结果 
可 给 出 如 下 . 

z) ZFA- ARE NBG 中 可 证 当 且 仅 当 它 在 ZF 
中 可 证 . 

B) 在 ZF 中 可 以 证 明 对 Z 补充 了 替换 公理 模式 
ZEO 的 任意 有 限 包 个 例子 以 后 的 系统 的 相 容 性 , 央 此 ， 
ZF 比 立 强 得 多. 

y) 的 相 容 性 在 艺 中 可 证 , 克 艺 比 T 强 . 

ó) 由 可 以 在 NF 中 发 展 整 个 类 型 论 的 意义 之 下 ， 
NF 并 不 比 T 弱 . 

集合 论 的 公理 化 方法 使 人 们 有 可 能 拖 述 一 些 数学 
问题 的 (精确 意义 下 的 ) 不 可 解 性 的 命 古 并 且 能 严格 地 
证 明 它 .使 用 公理 化 方法 的 一 般 过 程 如 下 : 考虑 一 个 集 
合 论 的 形式 公理 系统 $( 通 常 , 它 为 ZE 或 它 的 一 种 艇 改 
方案 )， 它 是 相当 一 般 的 , 足以 包括 经 典 数学 的 一 切 通 
常 的 证 明和 由 它 可 推出 的 一 切 通常 的 数学 事实 .一 个 给 
定 问题 4 可 必 为 语言 S$ 中 的 公式 而 写 下 来 .然后 用 数学 
方法 证 明 4 和 它 的 否定 都 不 可 能 在 $ 中 导出 .于 是 可 得 
问题 4 不 可 能 用 理论 $5 的 工具 {不论 用 哪 种 方法 ) 得 到 
解决 ,但 是 ,因为 棚 定 理论 3 包含 了 一 切 通 常 的 证 明 方 
法 , 故 结果 表明 4 不 可 能 用 通常 的 推理 方法 干 以 解决， 
即 , 4 是 “超越 的 ”. 

报 述 一 个 证 明 不 可 能 在 理论 S 中 进行 的 -- 些 结果 
通常 是 在 8 或 8 的 某 个 自然 扩张 是 相 容 的 假定 之 王权 
得 的 ,这 是 因为 ,一 方面 权 当 5 为 相 容 时 ,问题 才 可 能 不 
BJA S 中 导出 ,但 是 这 种 相 容 性 不 可 能 用 s 提供 的 工具 
iA HEBE (Gade 不 完全 性 定理 (G6del incomple- 
teness theorem)), 即 ,不 可 能 通过 通常 的 方法 导出 . 另 一 
方面 , s 的 相 容 性 常常 是 一 个 很 恰当 的 假设 ; BB p S IE 
是 建立 在 它 的 真实 性 的 基础 上 的 . 

此 外 ,集合 论 的 公理 华 方 法 使 人 们 能 够 精确 地 提出 
和 解决 集合 论 中 有 关 能 行 性 的 问题 ,这 些 问 题 在 集合 论 
REWE W R. Baire, E. Borl, H. Lebesgue, S. 
N. Bernstein [S. N. Bernshtein] , H. H. Jiya 和 
W. Sierpinski 等 人 学 人 地 研究 过 . 称 和 集合 论 中 请 足 性 
质 复 的 令 体 在 公理 化 理论 5 中 能 行 可 定义 , RI 8 BE 48 
ASHER 4(x) 使 得 在 S 中 能够 证 明 它 被 唯一 个 体 
所 注 足 并 且 该 个 体 满足 性 质 % .由 于 这 个 定义 ,我 们 能 
够 严格 地 证 明 对 $ 中 的 某 些 性 质 搞 ,人们 不 能 能 行 地 
确定 一 个 满足 所 的 个 体 , 但 5 中 这 些 个 体 的 存在 性 可 
以 得 到 证 明 .然而 . 由 于 所 选择 的 理论 $ 是 充分 一 般 


的 , 故 5 中 某 些 个 体 的 存在 是 非 能 行 的 这 一 事实 也 是 它 
万 的 存在 性 不 能 用 通常 的 数学 方法 能 行 地 建立 这 一 事 
实 的 证 明 . 

最 后 ,公理 化 集合 论 的 方法 也 使 人 们 能 够 解决 经 典 
数学 分 支 , 如 基数 和 序数 理论 , 拱 述 集合 论 和 拓扑 中 的 
许多 困难 问题 ， 

下 面 是 由 会 理 集合 论 所 获得 的 某 些 结 当 .其 中 大 多 
数 定理 是 涉及 Zermelo - Fraenkel 公理 集合 论 (ZF ) 的 ， 
它 是 目前 最 常 被 人 们 使 用 的 , 设 ZF 为 不 会 选择 公理 
Z7 的 系统 ZF. F ay, 这些 结果 也 能 够 很 容易 地 被 
修改 而 使 之 适合 于 系统 NBG. 

1) K. Gödel 于 1939 年 证 明 , 如 果 ZF 是 相 容 
的 , 则 在 加 进 选 择 公 理 和 连续 统 假 设 后 , 它 仍 将 保持 相 
AET N, E ZF 中 可 证 选择 公理 和 连续 统 假设 是 不 
可 能 的 .为 了 证 明 这 个 结果 , Gidel 构造 了 一 个 由 所 亩 
Gudel 构造 集 [Gadel constructive set) 组 成 的 理论 ZF 的 
模 误 ,这 个 模型 在 现代 公理 集合 论 中 担任 了 重要 的 角色 . 

2 选择 公理 或 连续 统 假设 是 否 可 在 ZF 中 导出 的 
HEEE 1963 ERR. 当时 , P. J. Cohen 用 他 的 力 
追 法 (Bbrcing method) 证 明了 如 果 ZF E H B, 则 当 
加 进 选 择 公 理 、 连 续 统 假设 或 它们 的 否定 的 任何 组 合 
之 后 , 它 仍然 是 相 容 的 .因此 , 这 两 个 问题 是 独立 于 ZF 
的 ， 

用 于 证 明 一 们 公式 4 不 可 在 ZF 中 导出 的 主要 方 
法 是 去 构造 一 个 包含 4 之 否定 的 ZF 的 模型 .被 人 们 改 
进 了 的 Cohen 力 迫 法 极 大 地 拓 广 了 构造 集合 论 模型 的 可 
能 并 且 现 在 成 为 儿 乎 所 有 有 关 不 可 推演 出 的 结果 的 基 
础 .例如 : 

D 已 经 证 明 ， 可 以 在 ZF 中 增加 如 下 假设 而 不 产 
生 ( 另 外 的 ) 不 相 容 : 假设 集合 x 的 子 集 的 集合 的 基数 
可 以 为 -- 全 正规 基数 上 的 、x 的 基数 的 、 几 乎 任意 预 
先 给 定 的 函数 { 该 叭 一 重要 的 限制 与 长 on 认定 理 有 关 ) . 

4) M. A. Cem (1920) 表述 了 以 下 假设 : 对 任 
何 线 性 全 序 集 , 如 果 其 两 两 不 相交 的 非 空 开 区 间 的 簇 至 
雪 为 可 数 的 , 则 必定 包含 一 个 可 数 的 处 处 稠密 的 子 集 
Cem fi EZ F 中 不 可 推导 ， 是 用 Cohen 方法 证 明 
的 . 

5 已 证 以 下 假设 在 ZF {不 会 选择 公理 ) 中 不 可 
解 : “实数 集 的 任何 子 集 是 Lebesgue n Wi.” 

6) 描述 集合 论 的 许多 重要 问题 与 ZF 的 相互 关系 
已 被 党 清 .关于 这 个 问题 的 第 一 个 结果 是 由 HH. C. 
Hoanxon 证 明 的 {[5]). 公理 集合 论 的 方法 司 人 们 能 够 预 
先 发 现 ″ 朴素 ”集合 论 的 癌 昕 之 间 的 未 知 的 联系 . 例如 ， 
了 BS AD RRA Lebesgue 不 可 测 集 合 的 存在 可 推 
出 不 会 完全 子 集 的 不 可 数 [LI (BI C.w ) 集合 的 存在 . 

7) 已 经 证 明 在 ZF 中 缺乏 能 行 全 序 连 续 统 . 许字 
辣 果 证 明了 在 描述 集合 论 和 序数 理论 中 缺乏 能 行 定义 


的 对 象 ， 
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Godel 的 书 [A4] HA T LRE 1} 中 命题 的 他 的 


Set theory and the continuum hypothesis . 


[lectures in sel theory: with particular em - 
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公理 化 类 [axiomatized dass ; SKCHOMATHGHpYeMbI 
maco 
一 个 公理 系统 所 确定 的 同型 模型 的 类 . 形式 语 

的 个 类 下 称 为 公理 化 的 (有 限 公理 化 的 ) 
(axiomatized (finitely axiomatized } ), W Æ f £ L BJ PH 
AARRE r. E K H B.V H 8 J W FREER 
所 有 模型 站 构成 : > 中 的 所 有 公式 在 和 中 有 证 尽 并 乓 
# W rh 8 s ( 见 代 数 系 统 (algebrak system) ). 递归 表 
征 的 一 个 模型 类 称 为 递归 公理 化 的 (recursively 
axiomatized } ,如果 它 可 被 一 个 递归 的 公理 集合 所 确定 ， 

数学 中 研究 的 很 多 代数 花 统 类 可 以 南 一 阶 语言 的 
公理 系统 确定 . 例如 ， 所 有 Boole 代 数 的 类 . 所 有 群 的 
类 . 所 有 城 的 类 和 所 有 格 的 类 都 是 有 限 公 理化 的 所 有 
无 扭 群 的 类 , 所 有 特征 为 D 的 域 的 类 和 所 有 代数 闭 域 的 
类 都 是 递归 公理 化 的 ， 但 不 是 有 限 公 时 化 的 . 公理 化 
类 的 理论 是 去 揭 江 由 一 个 确定 语言 所 定义 的 让 有 的 类 
共有 的 规律 性 ， 对 一 - 阶 语言 的 这 种 理论 也有 很 好 的 研 
究 ， 朵 此 以 下 公 讨 论 这 种 类 和 公式 . 

两 个 模型 称 为 初等 等 价 的 (qementarily equivalent), 
如 上 果 对 一 阶 语言 的 任 一 公式 ， 只 要 它 在 一 个 模型 中 是 
真 的 , 那么 它 就 在 另 一 个 模型 中 也 是 真 的 ,模型 观 称 为 
模型 n WpS ys (elementary extersion}， 如 果 任 … 在 
pi 中 有 定义 并 且 真 的 公式 在 喘 中 也 是 真 的 . 

一 个 初等 闭 模型 类 下 称 为 完全 的 cwomplete )， 如 
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果 它 的 所 有 模型 第 此 初等 等 价 ， 每 -个 公理 化 模型 类 
是 若干 个 量 两 不 相交 的 完全 类 的 并 ， 一 个 类 称 为 对 于 
基数 m WLI (categorial in cardinality m), WÈ 89 
所 有 基数 为 m REMES. WR AEA i aJ 8k 
表征 模型 类 对 十 -个 不 可 数 基数 是 范畴 的 ， 那 么 它 对 
于 所 有 不 可 数 基数 都 是 范畴 的 ， 但 它 对 于 可 数 基数 可 
能 不 是 范畴 的 ， 此 时 它 有 可 数 个 两 岗 不 同 构 的 可 数 模 
型 对 任意 自然 数 n 2, 都 存在 恰 有 n 个 两 两 不 同 构 
可 数 模型 的 完全 公 旦 化 模型 类 . 

一 个 公理 化 模型 类 称 为 可 解 的 (solvabie)， 如 朵 存 
在 -个 算法 、 可 以 用 它 断 定语 言 LRE AARE K 
的 每 一 模型 中 是 真 或 是 假 的 ， 下 面 的 定 刺 刻 硬 了 完全 
类 , 范畴 类 , 可 解 美 之 间 的 联系 ;如果 对 于 一 个 无 限 
基数 范畴 ， 并 且 帮 不 含有 限 模型 ， 那 么 天 是 完全 的 ， 
一 个 递归 完全 的 公理 化 类 是 可 解 的 ， 


简约 美和 射影 类 起 公理 化 类 的 推广 ， 射影 类 
(projective classes ) 是 由 形 如 
IT,- IT, MOP... ,PT ..T,) 


的 阶 公理 定义 的 类 ， 其 中 P,, 研 是 谓词 变数 . 


NOP... P. T... 工 ) 是 表征 为 o= (P, o, Poo 
T, THAR. ZERAN EREET E 
类 . 

ri 
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A. JI. Tañmanos 所 

【 补 注 】 在 英语 中 公理 化 类 称 为 “axiomatic dass”, 初 

等 等 价 的 也 称 为 不 可 办 的 (indiscermible ). 

FRR E Tim Fe 


MASLE E [axonametry ; agkconoMeTpus ] 

把 二 维 图 形 映射 到 一 个 平 徐 的 方法 之 一 对 于 -- 
个 图 (图 形 )}， 当 一 个 正 交 Descartes 坐标 系 和 一 个 该 图 
形 将 被 投影 其 上 的 平面 选 定 后 ， 轴 测 投 影 拒 访 图形 按 
影 到 选 定 的 平 商 上 .根据 投影 的 方式 ， 轴 测 投 影 可 以 是 
平行 的 (parallel) 或 中 心 的 (central) 如 昌平 行 投影 到 
选 定 平面 的 方向 重 育 于 该 平面 ， 那么 这 个 轴 测 投影 就 
称 作 是 垂直 的 (normal) 或 正 的 (orthogonal); 否则 就 称 
之 为 射 的 (skew) ， 一 个 正 轴 测 投影 的 参数 是 逢 坐标 轴 
与 选 定 平面 之 间 类 角 的 余弦 ， 有 了 时 称 它们 为 蝴 杰 指数 
(distortion index] .车 两 个 畸变 指数 相等 ， 则 称 该 轴 
测 投影 法 为 -- 测 法 (dimetry), 车 二 个 畸变 指数 相等 ， 
则 称 之 为 等 测 法 (isometry); 而 车 三 个 畸变 指数 都 不 
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相等 ， 则 称 之 为 三 测 法 (trimetry)， 关 于 轴 测 投影 法 的 
基本 定理 是 Pohlke-Schwartz 定理 (Pohlke - Schwartz 
theorem): 任何 四 面体 能 被 投影 为 一 个 任意 给 定 的 平 
面 四 边 形 ， 


参考 文献 
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(B, p) 结构 [(B, p)- Structure ; (B, o) - crpykTypa ] 

疝 量 从 (或 球 从 等 } 上 的 一 种 结构 , 它 是 纤维 化 的 结 
构 群 概念 的 推广 ， 

Hp: B. — BO, DAE, EIER XEN n$ 
向 量 从 , U SB SE E: X — BO, MAg ¿ X — 
BO, 到 B, -TRARA RRA EAB, gp,) 
结构 , 即 它 是 满足 p, ERRA E: X 日 的 一 个 
等 价 类 , LEANAR AE: X — 吾 , 称 为 等 价 的 (equ- 
ivalent) , 娩 果 它们 是 纤维 同 伦 的 ,我 们 无 法 对 等 俐 的 纤 
维 化 一 致 地 定义 (8B, , 外) 结构 .因为 这 种 一 致 性 与 等 价 
的 选取 有 关 . 

设 有 一 个 纤维 化 p: B — BO, EEA g: B. — 
B. 的 序列 (B, 2. g). WWE j =p ° gÚ, BO, — 
BO BRERA) KB o., 9,) (有 时 只 是 {8,， 
P,P 称 为 一 个 结构 序列 (structure series) . 流 形 M" 的 
法 从 (normal bundle) { 坟 上 (8 ,9 结构 序列 的 一 个 
等 价 类 称 为 财 的 一 个 (有 , 9) 结 构 ; 它们 从 某 个 充分 
大 的 r 起 均 相 等 , WANE, p) 结构 的 流 形 M " 称 为 
(B, @) 流 形 {(B， g)- manifold). 


可 以 研究 用 更 一 般 的 分 类 球 从 空间 BG, RE BO. , 


并 能 在 其 上 引进 (B, p) 结构 . 


涛 志文 献 
[1] Lashof, R. , Poincaré duality and oobordism, Trans. 
Amer. Math. Soc. , 109 (1963), 257—277. 
[2] Stong, R. E. , Notes on cobordism theory, Prinœton 
Univ. Press, 1968. IO. b. Pom #Ë 
【 补 注 】 这 里 


BO, =lin inf Gras, (R'*") 


是 R"*' 中 Fr 平面 的 Grassmann 济 形 的 极限 . 
' EEH EMEP 


Baer S£ | Bier multiplication ; Bopa ymuosenne ] 
H R. Baer (iD A R hA EA 3k 25 60 3k 6 F 
的 二 元 运算 . 设 4 与 下 为 尾音 的 模 . 有 4 的 一 个 以 8 为 
核 的 扩张 (extension ) 是 一 个 正 合 序列 (exact sequence ): 
0— BR X> (1) 
PORAST sk 
0- B— X=A— 0 
2340069, MEATA x: X X, ië F El n] 23% : 


扩张 的 等 价 类 的 集合 表 为 Ext (A. B). 在 Ext (A, B) F 
的 Baer 溢 法 是 从 扩张 的 滋 法 运算 导出 的 . T ERRE 
EMF. 设 


Ë = 
G= 8 5 4 ü, (2) 


ñ, w 
0 B — VY — 4 —Ü9 (3) 


为 两 个 扩张 . EH T XO Y HREIRBE TTE 
C = {x, y): olx)= oa)} 
D = [(— x, y): x= B(b). y= B/(b)) 
TA DSC, 所 以 我 们 可 以 定义 商 模 zZ=C/D. 扩张 (2) 
与 (3) 的 Baer $! (Baer product) 就 是 扩张 
Ë, u; 
Ü— E — Z —A — 0. 
这 里 
a,[x, y] = a(x) = a,(y). 


2066 BAIRE CLASSES 


参考 文献 
[1] Baer, R., Erweiterung von Gruppen und ihren 
Isomorphismen, Math. Z., 38 (1934), 374—416. 
[2] Cartan, H. and Eienberg. 5. 
Princeton Univ, Press, 1956. 
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Baire 类 | Baire classes ; Bapa Kacen | 
TARRA. 211 E =l AN E x Ë 352 h BJ 38 8 
ERATA E X H B WR H R. Baire ([1]) 于 
1899 F ERAR — 24 Baire $F28 (Baire clas- 
sification). j£ $ H 8 f: À — R BU + 1k E #B o JE 
合 ,其 中 4 为 度量 空间 , 称 为 第 0 Baire 类 (zeroth Baire 
qlass)H,. 第 - Baire 类 (first Baire class) H, R:H 30 F 
9 E£ 52 8 3k 了 : A — R HERRER. 其 中 的 了 是 
处 姓 收 伍 的 连续 星 数 列 的 极限 ， 当 cm 为 第 -类 或 第 - 
类 的 序数 时 , Baire Æ (Baire class) 晶 ,定义 为 满足 如 下 
条 忻 的 函数 f: A 一 及 的 全 性 ,它们 不 属 寺 前 面 的 任何 
类 ,但 可 表示 成 了 =lim,. afn BPLE H. , B, =u. 
Baire 类 H.. 关于 第 一 类 和 和 第 二 类 中 所 有 序数 之 并 , 称 
为 Baire 函数 (Baire functions). 这 是 包括 连续 函数 在 
内 且 关 于 胺 点 收敛 是 再 闭 的 函数 A -RR 的 最 小 类 .不 
超过 第 e Baire 类 的 函数 的 线性 组 合 . 积 与 商 ( 对 非 0 分 
母 ] 仍 为 不 超过 第 Baire 类 的 函数 . 不 二 过 第 Baire 
和 此 的 均匀 收 敏 的 尊 数 列 的 极限 函数 也 属于 不 超过 第 wx 
Baire 类 .不 超过 第 a Baire 类 的 一 列 画 数 收 货 于 不 超过 
第 x Baire 类 的 函数 的 充 要 条 件 世 经 找到 ([4]). 所 有 自 秽 
密集 M = À 之 并 , 称 为 拓扑 空间 A 的 核 (kernel of the 
topological space 》 假如 A 是 完全 空间 并 具有 一 非 空 的 
白 密 核 ,那么 没有 一 个 Baire 类 是 空 的 ([2])., Baire 函数 
ERES TF Borel 可 测 函 数 全 体 { 见 Borel 测度 (Borel 
measure jh. 由 此 可 知 ，Baire ë8 # Pj 3; Lebesgue 可 
NAF Lebesgue 测度 (Lebesgue measure )). 任 一 
Lebesgue A WAH gA + R 必 等 价 于 不 超过 第 2 Baire 
类 的 -个 Baire M% ([3)). Baire + AÁ 618 T EXER 
(主要 是 RR} 上 的 函数 ,并 深入 地 研究 了 第 一 类 中 的 函数 ， 
他 证 明了 一 个 不 连续 函数 属 干 第 -- 类 的 充 雪 条 人 忻 是 , 诱 
导 函 数 在 每 个 完满 集 寺 存在 一 个 连续 点 {Bsire 定理 
(Baire theorem )). 这 定理 可 应 用 于 画 数 三 :4 >R 
其 中 4 有 Baire 性 质 (Baire property, W[21). Bair M 
数 的 概念 可 以 自然 地 推广 到 画 数 吧 :4 一 了 ， 其 中 了 
为 任意 的 距离 空间 . 
prr 
[1] Baire, R. , Leçons sur les fonctions discontin yes, profe 
sses au collópe de France. Gauthier - Vilars, 1905. 
[2] Hausdorff, F. , Set theory, Chelsea, reprint, 1978 (中 
译本 : F. 豪 斯 道夫 , 集 沦 ,科学 出 版 社 , 1960). 
[3] Harancon, H. TI. , Teopua 中 yHKDH 放 SeIUecTBesmHo mepe- 


MCuHoñ, 2 wa., M. , 1957 (PH A: T. BÉ i 
松 , 实 变 函 数论 ,高 等 教育 出 版 社 ，1958). 

[4] Gagaeff, B. M.. 
tions measurable B, Fund. Math., 


Sur les suites convergentes de fonc- 
18:1932), 182 - 188. 
H. A. Buuorpanopa EE 
AMEL 拓扑 空间 的 子 集 称 为 自称 密 的 (dense -in - it- 
self ) 有 其 指 它 没有 相对 新 立 点 .有 关 Baire 类 的 近代 英文 
参考 文献 是 {1Al1. 闫 十 它 的 理论 以 及 应 用 可 参见 [A2]. 
参考 文献 

[A1] Rooy. A. C. M. van and Scehikhof. W. H. 
nd course on real functions, Cambridge Univ. Press, 

1982. 
[A2] Boas, P. R., Wr. 
th. Asoc Amer., 1981. 


A sem- 


, Á pritet of real functions. Ma- 
ERE 译 部 维 行 校 


Baire 性 质 [Baire pioperty ; Eapa canofcyao], 46 4F 2 M) 
PESA 
一 种 与 集合 的 可 测 性 相 类 做 的 性 质 ， 集合 4 其 有 
Baire 性 质 (Baire property), 如果 存在 开 集 G, 8 49 3 
# ANG SGAR E: Baire 意义 下 的 第 一 范畴 集 ({ 见 个 
AME (category of a set)); “ 开 " 也 可 以 换 成 " 闭 ". 
还 有 其 他 的 等 价 定 尽 , Am, — + 3: 6 B. # Baire 性 
质 , 如 果 它 是 一 个 G 型 集 和 一 个 第 一 范畴 集 之 并 ， 具 
有 Baire 性 质 的 集合 类 对 于 取 可 数 并 和 和 可 数 充 以 及 取 
余 等 运算 都 是 封闭 的 . 不 具有 Baire 性 质 的 集合 的 例子 
[L]. 
参考 文献 
[1] Kuratowski, K., Topology, Acad. Press, 1966 —196% 
(PBK X). Paragraph 40. B. A.Crenpuop {È 
【 补 注 】 具有 Baire 性 质 的 集合 常 称 为 Baire 8 (Baire 
sef 或 殖 开 集 , 第 一 范畴 集 常 称 为 贫 集 (meager) . 
参考 文献 
[A1] Čech, E., Topological spaces, Wiley, 1966 . 
PRB AE RER E 


Baire 集 [ Baire set ; Bapa Mimogecrao]. 局 部 紧 Haus- 
dorff Zi) X 中 的 
X r E SE 2 E Rz BJ o Ph 65 yG 8. EEG 集 . 
Baire 集 用 来 定义 Baire 可 测 画 数 ， 在 所 有 经 典 的 特殊 
情形 , 其 中 测度 理论 是 建立 在 拓扑 空间 ,例如 Eudid 空 
间 上 的 ，Baire 集 与 Borel 88 (Borei set) 的 概念 是 一 
HAY. 
参考 文献 
[1] Halmos, P. , Measure theory, v. Nostrand, 1950 {中 
RA: P. 位 尔 姆 斯 ， 测 度 论 ,科学 出 版 社 ，1958 ) 
B. A, Creopuog Ë EWE É Wi 以 


Baire 空间 [ Baire space ; Bapa mpocrpüscTao | 
1 使 关于 完全 空间 的 Baire 定理 {Baire theo- 


rem) 成 立 的 任何 空间 . 
2) 其 点 为 自然 数 的 无 穷 序列 in,}={n， 
量 空 间 , 其 距离 由 下 述 公式 给 出 : 
| 


{fn}, Im, )) = K 


其 中 k, Einem HATARA. 这 是 包含 任何 
度量 可 分 零 维 空间 的 拓扑 象 的 完全 度量 可 分 零 维 空 
间 . 


n, BJ Bz 
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Baire 定理 [Baire theorem ; Kopa Teopema ] 

1) 关 于 完全 宝 间 的 Baire 定理 (Baire theorem on 
complete space): 在 给 定 的 完全 度量 空间 中 , 处 处 稠密 
的 开 集 的 任意 可 数 系 统 在 这 个 空间 里 有 非 空 的 .甚至 外 
处 稠密 的 变 ， 一 种 等 价 的 说 法 是 : 非 空 的 完全 度量 空间 
不 可 能 表示 为 它 的 无 处 稠密 子 集 的 可 数 和 ， 这 是 由 有 只. 
Baire 措 出 的 ([11)， 

# x 

[1] Baire, R., Ann. Mat. Pura Appi., 3 (1899), 67. 

TI. C. Anmeecangpos #Ë 

【 补 注 】 这 个 定理 也 称 为 Baire 范畴 定理 (Baie cate- 
gory theorem) ( DL [A1], p.200). 
参考 文献 

[A1] Kelley, J. L., General topology, van Nostrand, 1955 

{中 译本 :J. 上 . 凯 葬 ,一 般若 扑 学 ,科学 出 版 社 , 1985). 


2) 2: F 8 SE PS SF 85 Baire 定 理 (Baire theorem on 
semi- continuous functions): : 设 4 为 度量 空间 M HF 
集 , 旦 设 三 于 一 R，Fc) 为 4 上 的 上 (或 相应 地 下 ) 半 
连续 函数 的 充分 必要 杀 恬 是 对 于 任何 数 a, 集 全 {x:xE4， 
JOa (或 相应 地 {x:x EA, Jx) E APR. R. 
Baire xF f :R — RR 给 出 了 证 明 ([1]). 由 这 个 定理 稚 
出 半 连 续 函 数 属 于 第 一 Baire 类 (Baire classes). #—- 
个 较 强 的 定理 :不 取 值 +co(-oo) 的 上 (下 ) 半 连续 画 数 
是 一 个 单调 趟 增 CT.) E Sç P 95 FE 2] É 38 ER. 
参考 文献 

[1 Baire, R., La thtorie des fonctions discontinues, 
Gauthier - Yillars , 1905 . 

[2] Haram , H. M., Teopmsg bynny — servecrmeanoik 
mepemenHoÑ, 2 mg., M., 1957 【中 译本 : H. T1.3ET6 35. 
LEARE., 人民 教育 出 版 社 , 1958). 

H 点 Bunorpanopa HE 
【 补 注 了】 第 一 Baire 23 rh hy B8 gb gk 322 Baire M% 
(Baire function). ` 
参考 文献 

[Al] Rudin, W., Principles of mathematical anatysis, 

MoGraw - Hill, 1964 【中 译本 : W. P T , 数学 分 析 原 
理 , 高 等 教育 出 版 杜 , 1979). 
FRR, RER. PR 译 
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平衡 模 [Ralanced module ; c68naucnpoeasubai MOYE] 
一 个 模 对 ， 当 把 它 视 为 环 End, M ERARE, 

自然 环 同 术 GR — Endaa Q MEMS. oh p E X 

R: 对 于 任 一 rER 和 me M, p(r)(m)=mr. É P R: R 

模范 畴 的 生成 元 (generator), 当 且 仅 当中 作为 R # Je 

平稳 的 、 投 射 的 且 作 为 End P i EE BL ERN. 

#- 

[1] Faith, C., Alæbra: rings. modules and categores, L-2, 

Springer, 1973—1976. JL A Cxopuszop f EA F 


PME [ balanced ring ; cGanaucuponanuoe kumuo], X 
TAE) 

— 3, BERIA ARRETE. 一 
HETER TA 9, 当 且 仅 当 知 的 所 有 商 环 是 Q F-1 
环 (OF -1-rings)， 即 其 上 所 有 正 合 左 模 是 平衡 的 . 
特别 地 ， 一 个 环 是 平衡 的 ， 如 果 它 的 所 有 商 环 是 拟 
Frobenius 的 . 每 个 平衡 环 可 以 分 解 成 一 个 单列 环 和 一 
个 特殊 类 型 的 局 部 环 上 的 矩阵 环 的 直 和 . 每 个 平衡 环 是 
半 完 满 的 . 一 个 Noether 平衡 环 是 Artin 环 . 
参考 文献 

[1] Hrom nayku n yemma. Ance6pa. Tononoras I'eoxses= 

Tas, r. 19, M., 1981, 31 — 134. 

[2] Faith, C., Algebra, 1—2, Springer. 1973 — 1978. 
JL A Ckopmaos È EEA PE 


平衡 个 [ balanced set ; ypasnonemreunoe MBOXECTRO ] 

LRE HETA Y PHEA U, CMEI Hx 
et 和 |4| 委 1 可 导出 Ax eU. RI m a rh 65 38 (y 
球 是 平 病 集 的 例子 ; 更 一 般 的 例子 是 折 扑 向 量 空间 中 
的 零 邻 域 基 中 的 替 钙 域 U. 这 些 零 领域 还 是 吸收 集 , 即 
对 于 任何 x e X. ff EM d a0, Ei x € AU 对 于 
Al aR. WE U 是 凸 吸收 平衡 集 , 那 么 证 男 Pu (x) 
= mf {|4| ; x EAU) PHR (semi -norm], 即 它 有 下 列 
性 质 ; 


pu(x +y) < pol) tpu), pulo = |a] pux) 


平衡 集 也 称 为 有 心 集 (centred set). 
E p i 
[1] Kamroposms, JI. B., Anome, T. IL. , Oyarmonankhei 
aHsum3，? Wan., M. , 1977 (中 译本 : JL B. Kanropossns , 
F. IL. amor, FEH 高 等 教育 出 版 社 ，1982 )， 
B. H. Co6ones FE 
[ 补 注 ]】 AEREE p. WRAD REFE U 
的 Minkowski šZ PA (Minkowski functional). 
参考 文献 
|A1] Yosida, K., Functional analysis, Springer, 1980 ( 中 译 
本 : 吉田 耕作 , 泛 函 分 析 , 人 民 教 育 出 版 社 , 1980). 
史 树 中 译 
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扫除 读 【 balayage method ; ometana Meros ] 

R Laplace 方程 {Laplace equation ) 的 Dirichlet 
问题 Dirichlet problem ) 的 一 种 方法 , 由 H. Poincaré 
提出 ([1], [2]. 亦 见 [3])， 陈 述 如 下 ， 设 也 是 Euclid 空间 
R'a 22) 中 的 一 个 有 界 区 域 ，[==6D 为 D 的 边界 . 用 ó 
表示 集中 在 点 yeD 的 Dirac 测度 ,而 Ux; 5) Sin 23 bf 
表示 测度 5 的 Newton 位 势 (Newton potential), 4n = 
2 时 表示 测度 和 的 对 数位 势 (logarithmic potential). 从 
区 域 D 到 边界 工 上 的 测度 ó HHR (balayage 或 swee- 
ping) 是 指 工 上 的 一 个 测 麻 房 ， 它 的 位 势 U(x; A) 在 
D 的 外 部 等 于 U(x S), Æ D SW 32 KT U(x; 5); 
这 个 测度 B, EE- h) B S F Y E X T sá y € D EM 
MAE (hamoni: measure), HE DEBILE 98 BE 
WHERE. 如 果品 是 一 个 球 ， 质量 分 布 色 的 
EJE MAE A, FREY T Poisson 核 ( 见 Poison 积分 
(Poisson integral)) ， 一 般 说 来 ， 若 按 界 工 充分 光滑 , 则 
测度 p, EAER, HAEA BB 的 密度 恒 等 于 D 
的 Green Mi (Green function) 的 法 向 导数 .测度 B, n Fl 
来 表示 Dirichlet 问题 的 解 , 即 有 所 谓 的 de la Vallé - 
Poussin 公式 (formula of de la Vallée - Poussin): 


Ug) = [AdB 


其 中 f(x) 是 定 尽 在 FT 上 的 画 数 ， 

Poincaré 在 他 关于 扫除 落 的 原始 论文 中 , 先 对 球 论 
证 这 个 方法 的 几何 构造 . 然后 , 根据 Hamak 定理 
(Harnack theorem}) 和 区 域 可 以 用 球 列 {B,}r.| 3238 
的 事实 , ARETES RAA Uhn 其 中 每 个 位 势 
UD,, 基 由 前 一 个 U,, 通过 把 质量 从 区 域 人 ji 下 移动 到 
它 的 边界 的 扫除 法 得 到 的 , 这样 就 简化 成 对 充分 光滑 的 
PO D # Dirichlet 问题 {扫除 法 适用 的 条 忻 的 详细 讨 
ELB). 

“在 现代 位 势 论 中 { 见 [3], [6]), HR A (balayage 
problem) 同 Dirichlet 了 问题 一 样 ， 作 为 独立 的 问题 来 狂 
理 , 这 样 就 可 以 考虑 任何 集 上 的 扫除 测度 . 例如 ,最 简 
单 的 扫除 问题 是 对 于 在 闭 区 域 内 给 定 的 质量 分 布 ， 
求 F=6D 上 的 一 个 质量 分 布 v. 使 得 这 两 个 分 布 的 位 势 在 
成 外 部 相等 ， 如果 边界 工 是 光滑 的 , 那么 对 u WA 
问题 的 解 是 一 个 编 对 连续 测度 v. 它 的 密度 或 导数 y (y) 
(PET) 可 借助 于 五 的 Green 函数 G (x, y) 表示 成 


y (y) = JIER dpto, B20, yer, (人 


HP iG ôn k G(x, yy # A yer WT AAE AFR. 
在 区 域 吕 内 位 势 满 足 不 等 式 UGxim SUE a), MÆ 
区 域内 扫除 使 位 势 减少 , 车 a= 5, 是 在 点 x€ D 的 Dirac 
测度 , 则 由 公式 { 时 得 到 y= AGa y) ân, B Green 
函数 的 法 向 导数 是 入 中 在 点 x e D 的 单位 质量 的 扫除 


测度 的 密度 把 公式 ( 拘 加 以 推广 ， 就 可 对 于 任意 一 个 
区 域 只 ,得 到 任意 Borel $ E— r J j BS E)K 
表达 式 : 

WE) = fe(x;E, Dydu(x), 


Hho E , DEG ETATER D HWA 
测度 . 

# K E R' 中 的 任 一 紧 集 , py 为 有 界 正 Bord 测度 ， 
则 测度 4 到 紧 集 外 上 的 扫除 是 长 圭 的 测度 vv， 使 得 
U(x; <UGx; e) 处 处 成 立 ，U(X ;四 =U(x; u) E K 
上 拟 姓 处 (quasi - everywhere) 32. 即 可 能 在 一 个 零 外 
FARLA. 用 这 种 方式 表达 的 扫除 问题 比 上 述 通过 
多 域 来 定义 前 扫除 更 一 般 , 且 可 推广 到 其 他 类 型 的 位 
势 ， 例 如 Bessel fr (Bessel potential) 或 者 Riesz 位 
#yF(Riesz potential). 同样 也 可 考虑 任意 Borel 集 天上 
的 测度 扫除 . 

上 调和 函数 (superharmonic function ) 的 扫除 问 
题 可 类 伏地 叙述 . 设 v 是 区 域 DcR" 上 的 非 负 上 调和 
函数 . 函数 ， 到 紧 集 K < 上 上 的 扫除 是 满足 下 述 条 件 的 
最 大 上 调和 函数 BS 1) 它 的 关联 测度 集中 在 K E; 
2) 朴实 y 钼 处 成 立 ; 3) BKE—vy Æ K EMAER. 

在 抽象 位 势 论 (potential theory, abstract ) 中 , 在 
任意 一 个 调和 空间 (harmonic space XAH, 关于 集合 天 ， 
上 面 两 种 方式 投 述 的 扫除 问题 也 都 已 解决 ; 调和 空 
间 指 的 是 一 个 局 部 紧 的 拓扑 空 间 X RITR RAN 
来 定义 的 调和 疝 数 艇 ， 这 种 公理 法 使 得 有 可 能 考虑 与 
更 一 般 的 偏 微 分 方程 关联 的 位 势 的 扫除 何 题 ([7]). 随 
机 过 程 的 扫除 法 见 [8]. 
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sure). 有 关 位 势 论 中 与 Green 困 数 相关 联 的 问题 ,{ 上 1] 
是 一 本 经 典 的 套 考 书 . 

在 概率 位 势 论 中 ,一 个 集中 在 DD 上 的 概率 济 度 到 

T=BD 上 的 扫除 测度 (swept measure) m FE D E 
EMBANAN e 的 标准 Brown j2 3 (Brownian mo- 
tion) 在 首次 击 中 工时 的 分 布 . 

同 概率 论 的 另 一 个 联系 如 下 所 述 , 对 每 个 足 艇 好 
的 调和 空间 , 存在 一 个 Hunt 过 程 (Hunt process) 
(X), 它 的 过 分 函数 ( exoessive functions) 基 正 超 调 和 
E. E A ARREK 的 击 中 分 布 ( hitting distribu- 


tion), 则 对 于 每 个 正 超 调 和 阔 数 4 有 pu- BE, HWE p 


在 关上 的 扫除 是 pp. 因此 ， 函数 或 者 测度 的 扫除 (ba- 
layage ) 的 概念 也 可 以 用 一 个 核 半 郡 (semi . group) i 
位 势 核 《poterifial kernel) 来 定义 ， 见 1A3]. 
参考 文献 
[A1] Tsuji, M., Potential theory in modern function theory, 
Chelsea, reprint, 1975. 
[A2] Doob, J. L., Classical potential theory and its probabi- 
listic counterpart, Springer, 1984. 
[A3] Dellacherie, C. and Meyer, P. A., Probabilités et po- 
tentiel, 1-2, Hermann, 1975 — 1985. 
AHC. WAW F T&N 校 


FÈ [ball ; map] 

Euclid Í] E" P iA EA xo( 球 心 {centre)) 的 距 
离 小 于 ( 开 球 (open ball) Vy") 或 不 大 于 (Bl Pk (dosed 
balD) 殊 *) 某 一 数 R《( 球 半径 (radius)) 的 点 x 的 集合 VV"， 
即 ， 

Vm (V) = (xe E": pix, xo)<R (< R)). 
— k r! Jt $R Et (line segment), — #tsR y’ PE E) # 
` (disc), XF n>3 的 让 有 时 称 为 超 球 (hyperball) , 
球 的 边界 (表面 ?是 球面 . 
球 的 体积 是 

. _ mn 2 a grot 

V To EY ` À. 
其 中 $" ' 是 边界 球面 的 表面 ,是 gamma 函数 :T(n +1) 
=n1, Tn +1/2)=2"0 .3…Cn 一 1)za2， 特 别 地 ， 


ZR? 
z= 


W! = IR, Vi = rR, U: = SR vi- 


随 闭 维 数 的 增加 , 球 的 体积 “集中 " 到 它 的 表面 上 : 


VR VR,) 


— § R ÆR, naem. 
VIR) ISen n> 


球 是 最 简单 的 孔 何 形 性 ， 它 的 拓 车 是 平凡 的 . 在 
一 切 具 有 相等 体积 的 形体 中 ， 球 的 表面 积 最 小 ， 而 在 
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一 切 具 有 相等 表面 积 的 形体 中 ， 球 的 体积 最 大 ， 

在 度量 空间 中 ， 球 可 按 同 样 的 方式 来 定义 . 热 
而 ， 这 时 的 球 未 必 是 严格 点 和 的 ， 它 的 表面 可 以 有 非 光 
清点 等 等 ， 即 它 可 以 有 任意 凸 体 的 一 切 特征 现象 . 

一 个 无 穷 维 球 (infinite - dimensional ball) = i $ 
逐次 递增 而 依次 檬 入 的 球 的 序列 的 方向 极限 ,与 有 限 
ARRE., ERARE. 反之 ， 在 拓扑 向 量 空间 
中 ， 球 的 紧 性 意味 着 它 的 维 数 有 限 性 . 

例如 ， 见 球面 (Sphere) . 

H C Ias 沈 一 兵 译 


Banach 代数 [ Bansch algebra ; Banaxona anre6pa ] 

复数 域 上 的 拓扑 代数 (topological algebra) A, 其 拓 
扑 由 使 得 4 成 为 Banach 空间 (Banach space) 的 范 数 来 
定 愉 , 且 元 素 的 染 法 对 两 个 因子 各 自 连续 ， 一 个 Banach 
代数 称 为 交换 的 (commutative ) , 是 指 对 于 所 有 x ,y EA, 
等 式 xy=Jx 成 立 [( 见 交换 Banach 代数 (commutatvwe 
Banach algebra) }. — + Banach 代数 4 称 为 具有 单位 
元 的 代数 (algebra with a unit), 如 果 4 包含 元 素 e ,使 得 
对 于 柱 何 xX€.A, 等 式 ex=xe=x 成 立 , 如 果 在 -- 个 
Banach 代数 4 中 没有 单位 元 ,那么 单位 元 可 以 附 如 , 即 
有 可 能 构造 一 个 具有 单位 元 的 Banach 代数 用 , 它 包 合 
原来 的 代数 4 作为 休 维 数 为 1 的 闭 子 代数 . 在 任何 具 
有 单位 元 e 的 Banach 代数 4 中 ,总 可 把 落 数 换 为 另 一 
个 等 价 范 数 ， 使 得 对 于 新 范 数 来 说 ， 关 系 式 akl < 
tal ibli diel= 183. 在 下 面 的 才 述 中 ,照例 都 假定 
代数 中 包含 单位 元 , 卫 它 满足 上 述 对 于 范 数 的 条 件 . 

H. 1) 设 XX 是 紧 拓扑 空间 , C (X) E Er X L 053: 
续 复 值 男 数 全 体 ， 那 么 CO 关于 通常 的 运算 和 范 数 


ISI = max|/| 
是 Banach 代数 . 

2) 一 个 Banach 空间 上 的 所 有 有 界线 性 算 子 的 全 体 
关于 通常 的 线性 算 子 的 加 法 和 夷 法 运算 以 及 算 子 范 数 
形成 Banach 代数 

DEVESA C" PHARRR. VLERA 
界 全 纯 肖 数 关于 通常 的 送 算 和 范 数 


EAI = spl/| 


是 Banach 代数 . 这 个 Banach 代数 包 售 在 了 上 有 界 全 
Bb. 在 了 的 闭 和 包 上 有 连续 延 拓 的 函数 全 殿 作为 闭 子 代 
数 . 景 简单 的 例子 是 在 园 盘 |z |< 1 上 连续 、 在 圆 盘 
1z1< 1 中 解析 的 函数 代数 . 

4) 设 如 为 局 部 紧 群 , L1(G) 为 关于 如 上 的 Haar M 
ETW., 且 基 于 这 个 测度 绝对 可 积 的 所 有 巩 炒 (等 价 类 ) 
的 空间 ,其 范 数 为 


Ifl =f /(g)idg 


300 BANACH ALGEBRA 


(Z Haar 积分 ). 
如 果 把 卷 积 运算 


SD ()=[ f.(2) f,(g'hydg 


看 作 是 LOPHURA WBA L'(Gy3E 3 -个 Banach 代 
数 ， 如 果 G B: Abel 局 部 昆 群 ,那么 Banach 化 数 L(G) 
是 交换 的 . Banach 代数 L' (G) 称 为 G 的 群 代数 (group 
alpebm ). 群 懂 数 L'(G) 有 (关于 卷 积 的 } 单 位 元 , 5 B 
当 如 是 离散 的 . 

当心 是 交换 群 时 ,可 议 构 造 L'(G) 的 一 一 表示 , 它 
BETES E L'(G) 的 Fourier 变换 所 给 出 ,后 者 即 G 
的 特征 标 群 如 上 的 函数 


JO)=]x(2)f(e)ag, 


BR JOO 全 体 (关于 通常 的 点 态 运算 ERAT GE 
的 连续 一 数 代数 4(G)》, 它 称 为 局 部 紧 Abel 群 G fb 
Fourier 代数 (Fourier algebra). 特别 是 ,如 果 如 是 整数 
群 乙 , 那 么 4( 名 是 圆周 上 的 可 展开 为 绝对 收 伍 三 角 级 
数 的 连 夕 备 数 的 代数 ， 

5) 设 G 是 拓扑 群 , G 上 的 连续 复 值 画 数 称 为 歼 周 
期 的 Calmost periodic), WEE 它 的 位 移 f(g,g) (ge G) £ 
Wk: T G 上 的 一 致 收敛 形成 -- 个 紧 函 数 族 ， AAMA 
数 全 体 关于 点 态 运 算 和 范 数 


PAREIKO 


形成 交换 Banach 代数 . 

6) 非 交 换 的 四 元 数 域 不 构成 复数 域 上 的 Banach t 
数 , 亲 为 Banach 代数 4 的 元 素 的 老 积 应 该 与 数 乘 相 闪 : 
对 于 所 有 4eC 和 xx,yE4， 等 式 

À(xy) = (Ax) = xy) 
必须 成 立 ; 在 四 元 数 域 中 当 取 =i, x =j, y=k 时 这 个 
等 式 是 不 成 立 的 ， 

蔡 何 具有 单位 元 的 Banach 代数 是 有 连续 逆 的 拓扑 
代数 . 特别 是 ,如 果 (AE Bana 中 代数 4 中 的 关于 乘 
EA A } 逆 的 元 素 全 体 ,那么 (4) 对 于 由 棋 人 s (A) 
二 4 诱导 的 拓扑 是 拓扑 群 . 如 果 le 一 a 1<1, 那 么 a € 


st. A 
a`! = Šor, 
n =0 


其 中 b=e—-a, TRAKK. 4 PAETA 
HAUER 4 中 的 一 个 开 集 . 

MRE Banach 代数 4 中 所 有 元 素 都 有 逆 ( 其 至 有 有 左 
着 ), 届 么 代数 4 等 距 同 构 于 复数 域 (Tempdanm- Mazur 
EH ( Gc) ° bnd - Mazur theorem ) ) . 

距 然 在 一 个 Banach 代数 A 中 单位 元 的 某 个 邻 域 可 
由 可 道 元 所 构成 ,从 而 性 何 非 平凡 理想 的 闭 包 是 与 4 不 
相 重 合 的 理想 , 特别 是 , 极 大 (左右 . 双边) 理想 是 闭 的 . 


Banach 代数 理论 中 的 一 个 重要 课题 是 刻画 Banach 
代数 中 的 闭 理想 . 在 若干 情形 中 , 这 个 问题 可 以 简单 地 
解决 . 在 代数 CORAL) 每 个 闭 理想 具有 形式 
d={ f =s C(X): fly=01, 其 中 Y 是 区 中 的 闭 集 . 如 果 A 
是 可 分 无 限 维 Hilbert 空间 上 的 所 有 有 界 钱 性 算 子 的 懂 
数 ,那么 全 连续 算 子 理想 是 4 XA IN PBB 

-个 元 索 @e4 有 左 { 右 ) 闭 , 当 且 公演 它 不 包含 
在 伍 何 概 大 左 ( 右 ) 理 想 中 . 4 中 的 所 有 极 大 左 理想 的 
交 与 所 有 极 大 右 理想 的 交 粗 重合 ; 这 个 变 集 称 为 代数 4 
的 根 (radical of the algebra), i fE Rad A. 元 率 a e A 
JÑ T Rad A, 当 且 仅 当 e+aeav esfd) 对 于 任何 aeEd 


成立. 满足 Rad A=0 的 代数 称 为 半 单 的 (semi - simple). 
代数 CCX) 和 群 代数 上 '(G) 是 半 单 的 ，Banach 空间 上 的 


所 有 有 界线 性 算 子 的 代数 的 所 有 不 可 约 的 ( 即 没有 非 平 
凡 不 变 子 空间 的 ) 闭 子 代数 是 半 单 的 ， 

元 素 a <4 的 预 解 式 (resolvent of an element ) Et Ñ 
žr a 
= (a —4ey"!, 


À — a, 


它 定义 在 所 有 使 得 a 一 Ae 的 (双边 )} 逆 存在 的 46 C W 


集合 上 . 预 解 式 的 存在 域 包 含 所 有 注 羡 |41 > 1al 的 点 下 
预 钙 式 的 极 大 存在 域 是 开 集 ; 在 这 个 集合 上 , 预 解 式 是 
连续 的 .甚至 是 解析 的 ,而 且 da Ida =a, 此外, Hilbert 
恒等式 


a;, ú,, THM. ar 


成 立 ， 预 解 式 存在 域 的 祭 集 称 为 元 剖 a 的 谱 (spectrum 
of the element ), 记 作 g(t4), 对 于 每 个 45 有 ,集合 gla) 
BEZARAR. 

如 果 a,b € A. 那么 集合 olab) Ñ o (ba) t — # É 
合 , 但 是 


o(ab) LJ {0} = o(ba) U (0). 


数 

la | = max ja] 
HALK a € A BU 38 E £ (spectral radius }; 
$, Terpana AA (Gel nd formula) 


对 干 这 个 


ta] = lim} a i 

成 立 , 这 里 右 端的 极限 总 存在 . 如 果 a 8 Rad À, 8 2, 
Iaj=0; ~ 般 地 说 , 逆 命 题 仅 对 其 根 重合 于 广义 萎 零 元 
{ 即 |ej=0 的 元 素 o) 集 的 交换 Banach 代数 为 真 . 在 任何 
Banach 懂 数 中 , 关系 式 |a*|==fa, |4a1=]411al 和 lal < 
ja 成立, 如果 4 是 交换 的 ,那么 | ab| 拟 |alib| 和 
la+b|<=|a|+Ib] RE. 

没有 非 零 广义 矢 零 元 的 非 交 换代 数 的 例子 是 已 知 
的 , 然而, 如果 对 于 任何 a e AKRA leE l al RE, 
那么 Banach 代数 4 是 交换 的 . 条 件 “对 于 所 有 a,b € 


odf iR r > 


A, labli= pl 成立" 对 共有 单位 元 的 代数 4 来 说 也 
是 交换 性 的 充分 条 件 . 
jution ) ,如 果 在 4 上 定义 了 运算 a. a', 它 满 鲜 条件: 
HFA a bEAA HEC, 

Ga+gbY = Fa tgb, (aY =a {ab) =b'a, 
W. 上 映射 a 一 a' 称 为 4 中 的 对 合 (inyoljution). 具有 
对 全 的 代数 4 上 的 线性 泛 函 由 称 为 正 的 (positive), 如 
Wp (aa) 203 TE a e AWA. WI SR TE A y 
是 正 的 ,那么 

| Wa) |? < Weea ') 
对于 所 有 ae EAM, WOR À hh xar k EE gt, 
即 1a"1=1a1 对 于 所 有 ae4 成立, 那么 

WE 四 扫 We)|la el|. 

一 个 具有 对 合 的 Banach 代数 称 为 是 完全 对 称 的 
(completely symmetric ) ,如果 e+a`a estd) 对 于 任何 a 
E AIRT: ARA C'R C -algebra)( 完 全 正则 代数 
(completely - regular ajgebra)), 如果 ha'al=] al zF 
任何 a EARR. (Ei C 代数 是 全 对 称 的 . 全 对 称 


代数 的 例子 包括 交 挤 群 或 紧 群 的 群 代数 LG). CRO 


数 的 例子 包括 代数 C (X) (C( 和 0) 中 的 对 合 定 义 为 对 复 
HEARE ) 和 Hilbert 空间 中 的 有 界线 性 已 数 的 同 
时 包含 算 子 及 其 伴随 算 子 的 闭 子 代 数 ( 对 合 定义 为 对 伴 
随 算 子 的 转换 ). 任何 C 代数 等 距 ( 且 保持 对 合 ) 同 构 
上 这 种 代数 之 一 【Temdanam- Hajwapx 定 未 (Gel'fand - 
Naimark theorem ) )， 特 别 是 ,任何 交换 C 代数 4 等 
PERRETE) RAAF CtX) 之 一 (这 一 定理 蕴 
涵 Stone - Weierstrass 定理 ) . 

-- 个 具有 对 全 的 Banach 代数 的 元 素 吕 称 为 
Hermite 的 (Hermitian ), 如 时 他 =a- 一 个 具有 对 合 的 
Banach 代数 是 C" 代数 的 充 要 条 件 为 : 对 于 所 有 Hermite 
AR a, $ le“k=1 成 立 . 如 果 在 一 个 具有 对 合 的 
Banach 代数 中 ,suplesl< oo {上 界 对 于 所 有 Hermite 
元 素来 取 ) ,那么 这 个 代数 拓扑 * Te C 代数 . 如 
果 在 一 个 任意 的 Banach 和 代数 中 ,je 所 1 一 1 对 于 所 有 实数 
! 和 某 个 固定 的 元 束 4 成 立 ,那么 1 ai 重合 于 谱 半 径 ， 
B all= lal. 

Banach tE 88 B 6: RE Banach 代数 理论 ,在 
泛 函 分 析 的 各 个 分 支 和 一 些 其 他 数学 学 科 中 都 有 众多 
应 用 ， 
$x 
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Barach 解析 空间 [ Banach analytic space, Banaxosa 
ARAJIATHYECKOE npoOCTPANCTEO] 

解析 空间 概念 的 无 限 维 推广 , 它 产生 于 对 解析 结构 
形变 (defbrmation ) 的 研究 .这 里 , 局 部 模型 是 Banach 解 
析 集 (Banach analytic set ), BB CLAY Banach 空间 (Banach 
spw) ERIE URTA P tU, F,fy=f (0), h f: U 
— FERA Banach % H F 99 98 $ü É& Sq (analytic 
mapping). 与 有 限 维 情形 不 同 之 外 在 于 :在 局 部 模型 上 
它 没 有 给 定 一 个 结构 层 , 但 有 一 个 层 集 (W), R h W 
是 任意 Banach 空间 G 中 的 开 集 .这 时 , OGEN AR 
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HEH U — G 的 芽 的 姑 对 形式 为 x 一 nlx)f (x) BJ Wk: 
STA TERR, EP o : U — Hom(F, G) EBE J a 
RR I b(W) < oG B # W PRIR ARE R, 
的 . E b(W) X T H Banach 空间 的 开 集 及 其 解析 
映射 的 范畴 天 到 了 (0) 十 的 集合 的 层 的 范畴 的 函 子 . 

-- 个 拓扑 空间 X, 135 R # JA WS KER X rh B5 
此 全 (其 中 所 有 点 有 同 构 于 某 个 局 部 模型 的 邻 域 ) 的 县 
的 范畴 的 阔 子 ,就 称 为 Banach 解析 空间 (Banach analytic 
space). 

复 解 析 空 间 形成 Banach 解析 空间 范畴 的 -个 完全 
子 范畴 ,一 个 Banach 和 解析 空间 基 有 限 维 的 ,如 果 它 的 每 
一 个 点 x 有 同 移 于 这 种 模型 p (U, F. f) SER. 且 存 在 
机 射 9: 辟 一, 它 诱导 出 模型 的 一 个 自 同 构 , 且 有 完全 
连续 的 微分 dg, (1). 

Banach 解析 空间 的 第 二 种 特殊 情形 是 Banach 解析 
FLE (Banach analytic manifold ), 即 局 部 同 构 于 Banach 
空间 的 开 集 的 解析 空间 .一 个 重要 例子 是 各 上 的 Banach 
空间 的 有 结余 空间 的 闭 线 性 子 空间 的 流 形 ， 

有 限 确定 的 Banach 89 E $ (finitely -defined Banach 
analytic sets ), 即 形式 为 n (U, Ct, 了 的 模型 ,具有 类 书 于 
经 典 性 质 的 局 部 性 质 : 原始 分 解 ,Hilbert 零点 定理 ,局 部 
描述 定理 ,等 等 ,都 是 可 应 用 的 (12]). 
参考 文献 

[1] Douady, A.. Les problèmes des modules pour les 
sous-espace analytique compacts d'une espace 

analytique donné, Ann. inst. Fourier ( Grenoble), 16 

(1966),1, 1—95. 
[2] Ramis J.- P. , Sous -ensembles analytiques d'une va- 
riétė banachique complexe, Springer, t970. 
- JH. A. IogoMmapes 8 史 树 中 译 


Banach 指标 [ Banach indicatrix ; Eastaxa mammscarpuca ] ， 
38 K $k (multiplicity funaion), 连续 西数 y=f(x) 
(a 所 x 所) 的 : 

一 个 取 整 数值 的 函数 N(y, f) (— < y <o), EF 
于 方程 了 (x)=y 的 根 的 个 数 . 车 对 于 给 定 的 y, LES 
REER, W N{y, D=o; 着 方程 元 根 ， 则 
NO, f0. ER N(y, f) B d S. Banach 定 义 的 {[1]， 
亦 见 [2]), 他 证 明了 , 在 fa,b] 上 任意 连续 函数 /(x), 
它 的 指标 Niv, 人 六 是 不 高 于 第 2 Baire 类 中 的 函数 ,并且 


h += 
v) = f NO /dy 全 
-0 


其 中 (站 是 了 在 [a,b] 上 的 变 差 . 因此 等 式 (*) 可 以 看 
作 是 连续 函数 了 的 变 差 的 定义 ， Banach 指标 也 本 以 对 
抽 有 第 一 类 不 连续 点 的 函数 定义 (县 保持 等 式 (*)), 见 
[3]. Banach 指标 的 概念 可 以 用 来 定 广 多 元 函数 的 变 孝 


(4), 5). 
参考 文献 
[1] Banach, 5., Sur les lignes Tectifiables et les surfaces 
dont laire est finie, Fund. Math. , 7(1925), 225 — 236. 


[2] Harancon, H. IL , Teopaa 中 yi Bentecrmensoñ nepe- 


MeHHOB , 2 ma., M. , 1957(rhi&Ak: H. TL. HE Rz, 
实 变 函 数论 ,高 等 教育 出 版 社 ，1958 ). 
[3] Hosmamä, C. M. , «Berm. Jicump. ya - a$, 7 (1958), 
Cep. MATOMATHKA, MEXAHHEA ， SacTPONOMR 2, 70—87. 
[4] Kponpon, A. C. , < Ycnexn, marem. Hayk, S,(1950), 
l, 24-134. 
[5] Baryumun, A. T. , O voromepnpe Bapuamasx, M. , 1955. 
B. H. ToryGos IE 
【 补 注 】 更 一 般 地 ,对 于 映射 :XX 一 了 ,也 可 类 似 地 
定义 Nty ,了 ). 设 为 可 分 距离 空间 , 昌 nF X 
一 切 Borel 子 集 AA ua. iS cY, Gts) 


=u (J(S ). 8 it y ERR Carathéodory 条 性 由 CHE 


的 无 上 的 测度 , 则 有 
PADINAN, 


对 一 切 Borel ACX RX. MA 中 的 第 176 页 . 
(四 的 重要 推广 ,可 见 [A2]. 
参考 文献 
[A1] Federer, H. , Geometric measure theory, Springer, t969. 
[A2] Federer, H., An analytic characterization of distribu- 
iions whose partial derivatives ae representable by 
measures, Bull. Amer. Math. Soc. , 60{1954), 339. 
王 斯 雷 译 RANE 


Bamıch 格 [ Banach lattice ; Ganaxopa petueTKa ] 
同时 是 Banach 空间 (Banach spPace) 的 向 量 烙 (vector 
lattice ) , 其 范 数 满足 单调 性 条 件 : 


lx] =< y| = lx] < l 


Banach 格 也 称 为 KB 谱系 (KB -lineal ) ,而 一 个 任意 
的 赋 范 格 , 即 具有 单调 范 数 的 向 量 格 , 称 为 KN 谱系 
(KN - lineal ) .在 对 一 个 购 范 格 核 范 数 完全 化 时 , 序 关系 
可 以 被 迁 拓 到 所 得 到 的 Banach 空间 使 其 成 为 Banach 
格 .如 果 有 可 能 对 一 个 格 引 人 Banach 拓扑 使 其 成 为 
Banach 格 ,那么 这 种 拓扑 是 唯一 的 ,最 简单 的 Banach 格 
的 例子 是 在 一 个 任意 的 紧 拓 扑 空间 Q 上 的 连续 函数 空 
E CCQ), 其 中 有 自然 的 (点 坊 ) 序 和 通常 的 (一 致 ) 范 
数 .另外 的 Banach 格 的 例子 包括 上 ,空间 和 Oricz 空间 
{Odicz space ) ,在 Banach 格 中 , 司 范 数 收 例 是 对 于 具有 
单元 基准 的 收 敏 性 的 { 果 收 敏 , 这 对 于 髓 范 格 是 不 成 立 
的 . 

一 个 重要 的 特殊 情形 是 有 界 元 的 Banach 烙 ， 如 
PAE X ta 38 iB (> T (strong unit)1, 即 如 果 对 于 每 
个 x 也 存在 这 样 的 1, 使得 jx| S 11.82462 KS 


== | t. Z A — — 


式 成 立 的 最 小 的 4 可 取 作 , x l. 这 样 得 到 的 赋 范 格 称 
为 有 界 元 素 的 同 范 档 (normed lattice of bounded elem- 
ents 和 如 果 它 按 范 数 是 完全 的 ,那么 它 就 称 为 有 界 元 
的 Banach # (Banach lattioe of bounded elements ). 在 一 
个 有 界 元 的 Banach 格 中 ( 蓉 至 在 -个 有 界 元 的 赋 范 
rE), 依 范 数 收 敏 恒 向 于 具有 单元 基准 的 收 敏 ,和 而 元 素 
集合 的 依 范 数 的 有 界 性 恒 同 于 序 有 界 性 .如 果 一 个 有 界 
元 的 赋 范 格 是 条 件 c 完全 的 ,那么 它 也 是 依 范 数 完全 
的 . 

空间 C(Q) 是 有 界 元 的 Banach 格 , H Ag x (q) 
= 1 取 作 章 位 元 . 对 于 任何 有 界 元 的 Banach 格 X%, 存 
在 紧 Hawsdorf SA Q , BE 48 X Ú #k PR] H H. 知 同 构 于 空 
li C (Q), AER Hatsdorf 空间 上 的 连续 函数 的 Banach 
格 的 一 个 抽象 特征 ， 

在 任何 赋 范 格 中 , 依 范 数 连续 的 可 加 泛 函 是 正则 的 ， 
特别 是 , 它 可 表示 为 两 个 司 范 数 连 续 的 正 可 加 汉 函 之 差 ， 
在 Banach 格 中 ,每 个 正 可 如 汉 函 是 依 范 数 连续 的 ,这 意 
RE EMEA% SAR ER mR. 
范 格 X BJ Banach 意义 下 的 对 偶 空 间 X Pt: 3 Pk Se # É) 
Banach 格 .在 一 个 赋 范 格 中 , Hahn - Banach 定理 可 以 如 
下 却 强 ; 对 于 任何 x >0, 存在 依 范 数 和 连续 的 正 可 加 斌 
A f E f(xo)= jx 1, H fl =l, 

#* W 
[1] Bymar, B. 3. , Baeneme a eofmro roryynopsiosrsrmdax 

mpocrpasera, M., 1961 { 英 详 本 : Vuikh, B. Z., 

Introduction to the theory of partially ordered spaces, 

Wolters - Noordhoff, 1967). 

[2] Day M. M., Normed linear spaces, Springer, 1958. 

B. 3. Bym PE 

【 补 注 】 关于 “具有 单元 基准 的 收 襄 性 " BL Riesz 室 间 

(Riesz space). 上 述 条 目 中 的 术语 来 自 [1] ,在 西方 文献 
中 一 般 不 这 样 用 . 

向 量 格 (vector lattics ){ 即 同时 是 格 的 实 线性 { 半 ) 序 
向 量 空 间 ) 通 常 称 为 Riesz 空间 . 一 个 Riesz 空 间 工 上 的 
范 数 | ， | 称 为 Riesz 范 数 (Riesz nom), 如 果 


FISi =l FNS Hl gl, 


其 中 了 ,ge 上 是 任意 的 ;这 一 关系 式 称 为 单调 性 杀 件 ， 
这 里 
IFSA VY (f). 


赋 范 Riesz 空间 (normed Riesz space) REA AM P Riesz 
范 数 的 Riesz 空间 . Banach f ñ) E 2 MA ETF: 
Banach H -EIX i 8k su 3: BU 85, Riesz 空间 ， 

一 个 Banach 格 上 的 所 有 (Riesz) 范 数 是 等 价 的 . 

对 于 一 个 Banach 格 上 来 说 , 序 对 偶 空间 ( 见 Riesz 
空间 (Riesz space ) ) 与 范 数 对 慢 空 间 是 重合 的 (这 对 于 
HW Riesz 空间 一 般 焉 成立), 要 求 依 范 数 完全 的 Banach 
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格 不 : 定 是 Dedekind 完全 的 . 然而 ,任何 Banach $ L 
(甚至 每 个 赋 范 Ricsz 空间 } 都 可 看 作 一 个 Dedekind 完 
全 Banach $ ( 工 的 按 范 数 的 双 对 偶 空 间 , 见 Banach 室 间 
(Banach space ) } 的 (Riesz ) 子 空间 . 

prk 


[Aji] Schaefer., H. H., Banach lattices and positive opera- 
tors, Springer, 1974. 

[A2] Luxernburg, W. A. J. and Zannen, A. C., Riesz 
spaces, 1, North - Holand , 1971. 

[A3] Lindenstrauss, J. and Tzafriri, L., Classical Banach 
spaces, 2, Springer, 1979. 

[A4] Zannen, A.C., Riesz spaces, 2, North- Holland, 1983. 

里 树 中 W 


Banach - Mazur jZ [Banach - Mazur functional: 
Eamaxa - Masypa dbynzunogan] , Banach - Mazur 算 子 
【Banach - Mazur operator) 

H S.Banach l S. Mazur ([]]) 提 出 的 可 计算 水 函 
ETAT HERA M. 到 M, 的 .将 M 中 元 素 的 
任意 可 计算 序列 变换 到 M, 的 可 计算 序列 的 中 函 的 可 计 
算 性 ( 见 可 计算 函数 (computabie function)). 

设 及 是 所 有 一 元 一 般 递 归 函 数 (general recursive 
function) J g r. 定义 在 只 上 的 自然 数值 泛 画 由 称 为 
Banach - Mazur 可 计算 的 (computable according to 
Banach - Mazur) 或 Banach - Mazur ÉZ M (Banach - 
Mazur functional), 如 果 对 任意 二 元 一 般 递归 函数 8. 
存在 一 般 递 归 函 数 / 使 得 


Fen) = Hga, m)) 


(这 里 g 对 任意 固定 的 n 团 作 是 1m 的 函数 )， 所 有 一 般 
递归 泛 陌 和 处 处 有 定义 的 能 行 汉 函 ( 见 构造 寞 量 空间 
{constructive metric spaoe)) E: Banach - Mazur FZM. 
另 一 方面 , [2] 中 提出 了 一 个 不 是 一 般 递归 函数 , 也 不 是 能 
47 EZ A ËJ Banach - Mazur ZZ M, Banach - Mazur 证 
落 的 一 个 重要 性 质 是 其 连续 性 ([1]): 这 样 一 个 汉 函 在 
任意 一 般 递 归 函 数 上 的 值 只 由 该 阔 数 的 有 和 眼 多 个 值 所 
HE. 

EERE A BJ THR FEE S TT T E 5) — Sú % TF Bš e 
上 . 设 忆 是 一 个 可 计算 实数 的 可 计算 序列 的 集合 ;每 
个 序列 La) E C 由 两 个 一 般 弟 归 函 数 了 和 g 定义 ,使 
得 对 所 有 唱和 于， 


fik. n)— Ik, n) < ] 


, n +I ntl 


LERA p$ Banach - Mazur 可 计算 的 (这 样 
的 函数 集 记 为 咽 ) 如 果 对 任意 忆 的 序列 {a,}， 序 列 
lpia, ERT C. MARK pe 四 在 所 有 可 计算 点 上 
是 连续 的 {[1]). 例如 , sgn x e R. 是 否 所 有 WPAN ER 
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计算 连续 的 , 仍 是 (1977) 未 解决 的 问题 , ATP 
的 运算 序列 是 封闭 的 ， 所 以 在 这 基础 上 可 以 成 功 地 发 
展 可 计算 分 析 ([1]). 
#- x Rt 
0] Mazur, S. , Computable analysis, PWN, 1963. 
[2] Friedberg, R. M., 4 - quantifier completeness: À Ba- 
nach - Mazur functional not uniformly partial recursive, 
Buli. Acad. Polon. Sa. Sér. Sa. Math., Astr. Phys., 
6(1958), 1, 1—5, 
[3] Mapror, A. A. , < Tp. marem. HH - ta. AH OOCP», 52 
{1958}, 315—348. 
[4] Rogers, Jr. Y., Theory of recursive fimctions and effe- 
ctive computability, MoGraw - Hill, 1967. 
E. A. Kyumep IE 
[ 补 注 】 递归 分 析 最 新 发 展 可 见 [A]] ， 
参考 文献 
[Ai] Aberth, O. , Computabie analysis, McGraw - Hill, 1980. 
HRK 译 


Banach 模 [Banach module ; Easxon Mmonyr ], Banach 
代数 A L. i Banach 4 
Wr di kR ARSRIER T m: A x X — X BJ Bangch 空 
间 (Banach space ) X, RF m Æ X FEjoEX Y KS 5 F 
的 4 上 的 左 模 (module) 结 构 . 4 上 的 右 Banach 模 和 
Banach 双 寞 用 类 似 的 方式 定义 . 两 个 Banach 模 之 闻 的 
连续 同 态 称 为 态 射 . 4 上 的 Banach RAF ERS 4 中 的 
闭 理 想 和 Banach AE # B > A. 可 以 表示 为 Banach 横 
A, @ (其 中 4 是 附加 单位 元 的 A, É E: Banach 空间 
mia b O x) =ab 人 名 划 的 直接 因子 的 < 上 的 Banach 
寞 称 为 投射 模 (projedive module). 见 拓 扑 张 量 积 
( topological tersor Drrxhrrt ). 
参考 文献 
[1] Rieffel, M. A.. 
Banach algebras and locally compact groups, J, 
, 1 (19671), 443—491. 
A. H. Xerem E 史 树 中 译 
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Bamch 空间 [ Banach space ; Bamaxono upocrpaucreo], 
好 空间 (8 - space ) 

% + wt 5 PLE s i (vector space ) . D. Hilbert, M. 
Fréchet 和 下. Riesz 在 1904 年 和 1918 年 之 间 所 引信 的 函 
数 空间 是 建立 Banach 空间 理论 的 出 发 点 . 在 这 些 空间 
中 , 强 收 化 . Si 9. 紧 性 , RA, 线性 算 子 等 基本 
概念 已 经 得 到 初步 研究 . Banach 空间 是 用 S.Banach 的 
姓 来 命名 的 ; Banach 在 1922 年 (BL [1]) 开始 根据 他 所 
引入 的 公理 来 系统 研究 这 些 空间 ,并 得 到 深刻 的 结果 . 

Banach 空间 理论 是 与 线性 拓扑 空间 (linear 
topological space 的 一 般 理论 平行 发 展 的 .这 两 种 理论 
互相 以 新 观念 和 新 事实 来 丰富 对 方 . WE, K H SENSE 


间 理 论 的 半 范 数 观念 成 为 建立 局 部 凸 线性 折 扑 空间 理 
论 的 必 不 可 少 的 工 其 . Banach 空间 中 的 元 素 和 线性 泛 函 
的 弱 收 合 的 概念 最 终 导 致 弱 拓 扑 概 念 的 形成 . Banach 
空间 理论 是 泛 函 分 析 的 一 个 得 到 彻底 研究 的 领域 . 它 对 
数学 的 各 个 分 支 都 有 大 量 的 (直接 的 或 通过 算 子 理论 的 ) 
应 用 ， 

蕴藏 在 Banach 空间 中 的 问题 是 形形色色 的 :单位 
球 的 扎 何 , 子 空 伺 的 几何 , 线 忻 拓扑 分 类 , Banach 空间 中 
的 序列 和 级 数 ,Banach 空间 中 的 最 佳 着 近 ,在 Banach 空 
间 中 取 值 的 函数 ,等 等 .注意 到 Banach 空间 中 的 算 子 理 
论 , 应 该 指出 ,其 中 许多 定理 直接 关系 到 Banach 空间 的 
几何 和 拖 盾 . 

P. 在 数学 分 析 中 过 到 的 Banach ZHK E A E 

定 条 件 下 的 函数 或 数列 集合 . 
1) L(p21)5 8 E 


DAL 
的 数列 x={#,} 的 空间 ,其 范 数 为 
Ixi = FUE 
2)m 是 有 界 数列 空间 ,其 范 数 为 


[x = spl & l 
3)c 是 收 敏 数列 空间 ,其 范 数 为 
Ixi = plé |. 


4) & Erik @k T 2 BJ 38 2] ñ5 2 JE] REA A 
Mx || = max | & | 
5)Cla,b] 8 [ab] 上 的 连续 函数 <= x (8922 EJ, 
其 范 数 为 


lx] = max |x¢)|. 


6) CIK] ÆRA K E 0) W 5k BS 3% A, REA 
|x l = max lx). 
DEC [ab] £ f Ë % n HAE 9 Sp 34 a h9 së 
间 , 其 范 数 为 
h = $ mak hO 
8)C"[I"”] 是 所 有 定义 在 mm EAE RHEEN 
中 连 绫 可 微 的 函数 的 空间 ,其 范 数 是 所 有 不 超过 n 院 的 
综 数 的 一 致 范 数 . 
9) Mia b] 是 有 界 可 测 函 数 空间 ,其 范 煞 为 
|x || = ess max (x) |. 


10) A(D) 是 在 开 单 位 置 盘 了 号 中 解析 , AANA D 
中 连续 的 函数 的 空间 ,其 范 数 为 


lx | = max | x(z)|: 
:EeD 


]1) LS: E, pO (了 P 艺 1) 是 定义 在 有 可 数 可 加 测度 u 
的 集合 5 上 的 函数 x(s) 的 空间 ,其 范 数 鸭 


l zp 
|x || = | =e san . 


12) Lla b] FDE L, (S; y, p) 的 特殊 情形 . 它 
是 次 可 和 的 Lebesgue 可 测 函 数 的 空间 ,其 范 数 为 


1p 
|x! = ae |? ds 
13) AP 是 Bohr 确 周 期 函数 空间 ,其 范 数 为 
hx = mp... O 


空间 C [abl C lab L [a,b].c, ET 089 ; 空间 
Mla,b|,m ,AP 是 不 可 分 的 ; CK] 是 可 分 的 , q BM 55 
天 是 紧 距 离 空间 . 

Banach 空间 的 ( 闭 线 性 } 地 空间 了 撤 开 包 络 空间 X 
来 考虑 仍 是 Banach 空间 . 赋 范 空间 万 对 于 子 空间 了 了 的 
商 空 间 关 ! 了 在 范 数 如 下 定 尽 时 仍 是 同 范 空间 : 设 
Y =x 十 了 基 一 个 陪 集 .那么 


=i +y ||. 
IYI = lx 


如 果 站 是 Banach € H, WA X/Y 也 是 Banach 空间 .所 
有 定义 在 赋 范 空间 卫 上 的 连续 线性 污 函 全 人 二 具有 范 数 


MN = sg L, «#0 


ERA XBRE F X. 它 是 一 个 Banach 空间 . 

Banach 空间 满足 线性 污 阔 延 拓 的 Halm - Banach Œ 
理 (Hahn - Banach theorem): WREE EEE X HTE 
E Y LE 2 T — AERE A, 3 2. EAEAN 
个 空间 X F, 并 哥 持 它 的 线性 性 和 连续 性 .特别 是 ,可 使 
延 拓 后 的 泛 函 具有 同样 的 范 数 : 

一 LECH = = LFO) 

甚至 - -条 更 一 般 的 定理 也 成 立 : 设 定义 在 线性 空间 六 
上 的 实 值 函数 p (x) 满足 条 件 


pix +y) < pG)+p O), 
p (kx) = Mp (x), X20, x. y £ X, 
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又 设 了 [xX) 是 定义 在 于 空间 YC X FBU 38 292EE 8. E 
满足 


f(x) p(x), xe Y. 
那么 存在 定 交 在 整个 七 上 上 的 线性 证 画 了 (xz) ,使 得 
F(xy = fœ} xeY;, P(x) =< p(x). xer 


Hahn - Banach 定理 的 一 个 推论 是 有 关 X fl X” 的 范 
数 的 * 首 "公式 : 


x = Joe) xE 
lx| = ga o 69. eX 


这 个 公式 中 的 最 大 值 是 对 某 个 =f 5 XX" 达到 的 . 5 
一 个 重要 推论 是 连 综 线 性 泛 函 的 分 离 集 的 存在 , 它 意 
味 着 对 于 任何 x 2 x, EY, 存 在 某 个 定义 在 苇 上 的 连 
SË £R PE BB, fh 8 fO) f(x) (ü Z @ BJ = < # 
(complete set of fnctionals ) ) , 换 句 话说 ,在 X LEERE 
够 多 的 连续 线性 泛 函 . 

对 于 许多 具体 的 Banach 空间 来 说 ,连续 线性 洋 范 
的 一 般 形 式 是 已 知 的 .例如 ,在 工 [eb] {p>>1) 上 ,所 有 连 
续 线 性 泛 函 由 下 列 公式 给 出 : 


b 
f= fry Da, 


其 中 yeL[a,6b],tipt+1/g=1; 同时 ,任何 沙 数 y(t) e 
上 fa, 有 趾 也 由 这 个 公式 定义 了 一 个 连续 线性 消 函 f.3F E 


II = [frora] . 


这 样 , ,的 对 侦 空间 是 上 ,; L. =L, L.[a, b] ERE 
线性 汉 函 用 同 祥 的 公式 来 定义 ,但 是 在 这 种 情形 下 y 
g M.I L: = M 

X" KAREE X" AZRA (second dual ) 空 
间 . 三 次 , 四 次 对 偶 空 间 等 等 .可 用 类 似 的 方式 来 定 凡 . 
天 中 的 每 个 元 素 可 罩 作 与 X LARREA.: 


F(f) = f (ay, H fe X" (Fe X `, x= X), 


这 时 ,| Fl=xl. 于 是 可 把 关 看 必 空 间 多” 0 3 aj, A 
R XE" XC. 如果 在 所 指出 的 
包含 关系 中 , Banach 空间 与 它 的 二 次 对 偶 重 合 ,那么 它 
就 称 为 自 反 的 (reflexive ). 在 这 种 情形 中 ,所 有 忆 合 都 是 
等 式 . 如 虹 泡 不 是 自 反 的 ,那么 所 有 包含 都 是 严格 的 .如 
果 商 空间 蔷 “/ 人 具有 有 限 维 数 n ,那么 XX 称 为 nw 阶 拟 自 
反 的 (quasi - reflexive of order n). 对 于 任何 站, MAEZ 
HFE. 

Banach 空间 的 A E HENI ( reflexive criteria for Banach 
gaos). ee 
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1) X H 580, SHRI ETSE 可 求 得 
x € X, 使 得 下 列 公 式 中 的 上 确 界 可 达到: 


B/l = sp HL, x=. 


2) #B2 = [s| HREAN MP p S W E: 
FSC RR EH x 69: R Sp l RR f sE#p tu S AKAT 
列 (Eberlein - laymi 38 (Eberlein- Shmul yan theo- 
rem)), 空间 工 , 和 i, (p>1) 是 自 反 的 ,空间 L.,1, C. 
M,c, m, AP R-dE B 2 0), 

一 个 Banach 空间 称 为 弱 完 全 的 (weakly complete), 
如 果 其 中 的 每 个 能 Cauchy 序 列 都 弱 ka 于 空间 中 的 革 
TER. 每 个 自 反 空间 是 弱 完 全 的 , 此 外 , Banach 空间 


不 包含 同 攀 于 6 的 子 空间 的 Banach 空间 . 这 类 空间 在 
许多 方面 类 羽 于 弱 完 全 空间 . 
一 个 Banach 空间 称 为 严格 凸 的 (strictly convex), 如 
果 它 的 单位 球面 S 不 包含 线段 . 为 了 定量 估计 单位 球面 
的 凸 性 ,引入 凸 性 模 : 局 部 凸 性 模 
xte 
2 


flx, e) = arfi- yes, | x-y ll > 


XES, 0<e<2, 


和 一 至 上 品 性 模 
(E) = inf ê(x, £). 


如 果 对 所 有 x £9 和 所 有 & >0, 5(x， 5) >0 成 立 ， 那么 这 
vex) 如 果 对 所 有 e >0, Ooni, 那么 这 个 空间 称 
为 一 致 是 的 (uniformly convex ) . A — š BJ Banach 
空间 是 局 部 ~- 致 凸 的 ; 所 有 局 部 一 致 贞 的 Banach 空间 
是 严格 凸 的 .在 有 限 维 Banach 空间 的 情形 下 , 它们 的 道 
命题 也 成 立 . 如 果 -- 个 Banach 空间 是 一 致 凸 的 ,那么 它 
是 自 反 的 ， 

一 个 Banach 空间 称 为 光滑 的 (smooth), 如 果 对 于 
任何 线性 无 关 的 元 家 x 和 y, 函数 yt) lx ty 对 于 所 
有 :的 值 是 可 微 的 .一 个 Banach 空间 称 为 一 致 光滑 的 
(unifbrmly smooth) ,如 果 它 的 光滑 模 


pT) = sp telp le t x -il T>0 
ape 
满足 条 件 
im A = 0 
了 4 了 


在 一 致 光 江 空间 中 , 且 仅 在 一 致 光滑 空间 中 , 范 数 是 一 
F Fréchet 可 微 的 .一致 光滑 空间 是 光滑 的 , 当空 间 为 有 


限 锥 时 其 道 亦 真 ,-- 个 Banach EH Y E- -Bonia 
光滑 的 ), 当 且 仅 当 习 ”是 ~- 致 光滑 的 (一 致 凸 的 } ,下 列 
关系 式 联系 着 Banach 空间 于 的 由 模 与 天 "的 光滑 模 : 


pr (oop | -ao 


如 果 一 个 Banach Z EE — R rh J S ER), 那么 
E f) EF +f. 2 B| 8 RE ZE J| E EE A gk , Banach 空间 上 ,和 
1(P>1) 是 一 致 目的 和 一 致 光滑 的 , 且 


see)={ (I< p< 2), 
sn(2< p< 0); 


T (<p =?) 
P) = |; Rapo); 


KA = a< Le <o]. 
Banach 空间 M. C. A, L, AP, m, c, 1 BER E R nbg, 
也 不 是 光 清 的 . 
在 Banach 空间 中 关于 线性 算 子 的 下 列 重要 定 埋 成 
W: 
Banach - Steinhaus 定理 (Banach - Steinhaus theo- 
rem) 如 果 线 性 算 子 族 .7 ={ 工 } 在 每 一 点 上 有 界 : 


sup | Tax || < >o, xex, 


那么 它 也 依 范 数 有 界 : 
sup || Fa || < >. 


` + + + +* 


mm) .如 果 一 个 线性 连续 算 子 了 把 Banach 空间 X — — 
B fE] Banach 空间 7, 那 么 道 算 子 了 -! 也 是 连续 的 ， 

闭 图 象 定理 (closed -graph theorem) .如 果 一 个 闭 线 
性 算 子 把 Banach 空间 X Bh RJ Banach 空间 Y , 那么 它 是 
连续 的 ， 

在 Banach 空间 之 间 的 等 距 是 很 少 发 生 的 .空间 工 
各 的 等 距 是 一 个 经 典 便 子 . Banach 空间 C [K ] 和 
C[K,] 等 距 , 当 且 权 当 K, 和 K, FHE (Banach - Stone ¿E 
理 (Banach- Stone theorem ) ). 同 构 的 Banach 空间 的 邻 
近 程 度 的 度量 是 数 


d(X, Yy=lninf| T| IT 'll. 
其 中 了 取 遍 所 有 有 可 能 实现 不 和 了 之 问 的 (线性 拓扑 ) 


ENAT. 如 果 互 等 距 于 了 ,那么 4 人 (人 Y)= 然而 ， 
d(X.Y)=0 g X 5 了 人 的 全 了 也 是 在 的 它们 


cal properties) ,它们 包括 可 分 性 . 自 反 性 向 嘿 完 全 性 ， 
对 于 Banach 空间 的 同 构 分 类 特别 有 下列 断 言 : 


L, = L; L = k. r==s; 
L, # L, r=ss; L, = k.r s =2: 
M =m; CO 1] = AD 
CfKI=C[I0.H ,只 要 天 是 有 连续 统 基 数 的 度量 紧 统 : 
CH7] Z CjO, 1} 


每 个 可 分 的 Banach 空间 同 构 于 某 个 局 部 一 致 上 是 Banach 
空间 .还 不 知道 (1985) 是 否 每 个 Banach 空间 都 同 构 于 它 
的 某 个 超 平面 .已 知 存 在 不 同 构 于 严格 凸 空间 的 Banach 
空间 . 

不 考虑 赋 范 空间 的 线性 特性 ,而 考虑 它们 的 拓扑 分 
类 .两 个 宅 间 是 同 胚 的 , 如果 可 以 在 它们 的 元 素 之 间 建 
立 双 方 的 一 一 连续 对 应 (不 一 定 是 线性 的 ) . 不 完全 的 赋 
范 空间 不 同 胚 于 任何 Banach 空间 , 所 有 后 限 维 可 分 
Banach 空间 是 同 胚 的 ， 

在 可 分 Banach 空间 类 中 , C[0,1] 和 A(D) 是 万 有 的 
( 风 万 有 空间 (universal spac ) ). 自 反 可 分 Banach 空间 
类 中 甚至 没有 一 个 同 构 于 道 用 空间 . Banach 空间 i 在 某 
种 不 同 的 意义 下 是 通用 的 : 所 有 可 分 Banach 空间 同 构 
FERRARA. 

在 上 面 提 到 的 - . 些 Banach Z IJ B, ë T L, 和 万 以 
外 ,每 个 都 包含 没有 余子 空间 的 于 空间 . ENE E m 
和 对 中 ,每 个 无 跟 维 可 分 子 空 间 都 是 不 可 余 的 ,而 在 
CON 中 所 有 无 限 维 自 反 地 空间 都 是 不 可 余 的 .如 果 在 
一 个 Banach 空间 中 ,所 有 地 空间 都 是 可 余 的 ,那么 这 个 
空间 同 构 子 一 个 Hilbert 空间 . 还 不 知道 (1985) 是 否 所 有 
Banach 空间 都 是 某 两 个 无 限 维 子 空间 的 直 和 . 的 一 
子 空间 Y 是 可 余 的 , 当 且 仅 当 存 在 个 连续 的 把 下跌 
射 为 了 的 射影 . 映射 到 了 的 射影 的 范 数 的 下 确 界 称 为 
子 空间 了 在 姜 中 的 相对 射影 常数 (relative projection con- 
stant) A (Y, X}. Banach Z H y hiin E rE Y, E 
HRR, AAY AS yn. — Banach 空 间 了 的 绝对 
射影 常数 (absolute projection corstant ) 是 


4(Y) = sup4(Y, X). 


这 里 支取 遍 所 有 包 人 洛 了 作为 子 空间 的 Banach 空间 .对 
上 任何 无 限 维 可 分 Banach 空间 ,总 有 (Y= 2, WE 
ANS A< o BJ PS Banach 空间 形成 空间 类 2 a 
1). 空 同类 x 重合 于 空间 类 C (Q). eri Q EE 3838 
HRR LRT E 388 š ia] (extremally -disconnected spa- 
ce)). 

关于 有 限 维 Banach 空间 的 基本 定理 . 1) ARER 
范 空间 (Minkowski 空间 (Minkowski space) ) 是 完全 的 ， 
PIJ E: Banach 空间 . 2 ) 有限 维 Banach 空间 中 的 所 有 线性 
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算 子 是 连续 的 .3) 有 限 维 Banach 空间 是 自 反 的 (X 的 
HR T AHER). 4) 一 个 Banach 空间 是 有 跟 维 的 ， 
当 且 促 当 它 的 单位 球 是 紧 的 .$) 所 有 nn 维 Banach 空间 
两 两 同 构 ， 如 果 在 它们 的 集合 中 引入 距离 


d(X, Y) = Ininf|| TJ) T |l. 
那么 它 就 变 为 紧 空 间 . 
一 个 级 数 
Yx. xe X. 
k=l 


AE ARS (convergent), 如 果 部 分 和 序列 的 极限 5 存在 : 
三 一 Y x 
kI 


iim = 


n= 0 


如 果 
之 J| x || < ç, 
那么 级 数 (s) ak, HERRE F . 它 称 为 绝对 收 敏 的 


(absolutely convergent) , 一 个 级 数 称 为 无 ETET 
(unconditionally conwergent] ,如 果 当 任意 排列 它 的 项 时 
ERRA. 无 条 件 收 伍 级 数 的 和 与 它 的 项 的 排列 无 关 . 
对 于 有 限 维 空间 的 级 数 ,特别 是 对 于 数值 级 数 ,无 杀 件 
收 敏 与 绝对 收 敏 是 等 昼 的 .在 无 限 维 Banach 空间 的 情 
形 下 , 由 绝对 收 侣 可 推出 天 条件 收 伍 , 但 在 任何 无 限 维 
Banach 空间 中 , RARA ,这 是 下 述 JIpopeuxuñ - Rogers 
定理 (Dvoretskii - Rogers theorem) 的 一 个 推论 : 对 于 所 
有 满足 条 件 ?a: < oo 的 数列 a, 2.0, 在 每 个 无 限 维 
Banach = A FEE- TERRAS E ,使 得 
fx 二 Qk= 4,2…), 在 空间 G6, 中 (以 及 因而 在 任何 包含 
同 构 于 c, 的 子 空间 的 Banach 空间 中 ), 对 于 任 向 收敛 于 
FHRA a z0, 存在 一 个 无 条 件 收 敏 的 级 数 卫 闷 ,满足 
lx. =a. Æ L (S; x, ny. 3k x, 8 32 3 tk ik S 
lag: E 


È al < >. 
其 中 
_ J: (I<ə<2), 
p p>). 
在 具有 同性 模 (hsh Banach š HP RR E x, 
BJ 1; 3 PEE 38 E ñi 3 
a x; ||) < oo 


convergent ), 如 有 果 对 于 每 不 了 EM EAK) 
Ba.A hi bk 558 P t lk 9 95 3k a. R (9 5 X 
Bg AAF c 的 子 空间 . 
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一 个 Banach 空间 中 的 元 素 序列 le) 称 为 极 小 的 
(minimal ), 如 果 它 的 每 一 项 e, 都 在 其 余 元 素 的 线性 包 
X” =[aJ],, ,的 闭 包 外 .一 个 序列 称 为 一 致 根 小 的 
( uniforraaly minima) ) ,如果 


pen X 2 ylle |, Geysli, n=1,2,.... 


MR y = WRBA Anerbach # ( Auerbach system), 在 
每 个 n 维 Banach 空间 中 ,存在 完全 的 Auerbach 系 {e,} . 
还 不 知道 (19851 在 每 个 可 和 分 Banach 空间 中 是 次 一 定 存 
在 完全 的 Auerbach 系 ,对 于 每 个 极 小 系 存在 一 个 伴随 线 
HEARE ie) 之 同 由 下 列 双 正 交 关系 相 联 系 : 
te) = 高 -在 这 种 情形 下 , 系 {a ,人称 为 双 正 交 的 
(biorthogonal ) . 一 个 线性 活 耳 的 集合 称 为 全 的 (total)， 
如 果 它 仅 在 空间 的 堆 元 上 全 部 为 办. 在 每 个 可 分 
Banach 空间 中 存在 具有 完全 伴随 的 完全 极 小 系 .每 个 元 
3 xe 汪 可 以 按 双 正 交 率 形式 地 展开 为 级 数 : 


x~ S AGO, 
k: l 


但 在 一 般 情形 中 , 这 个 级 数 是 发 散 的 . 
一 个 元 素 系 fei} 称 为 XH kÆ (basis), RETE 
# x ° 于 可 唯一 地 表示 为 收敛 级 数 


x= š Akers a, =ayd(x). 
KI 


Banach 空间 中 的 每 组 基 都 是 具有 全 伴随 的 完全 一 致 
极 小 系 ,反之 不 眉 , 这 可 由 C[0,2x] fü L [0.2z] 中 的 系 
le. 这 个 例子 看 出 . 

一 组 基 称 为 无 条 件 的 (unconditional }, 如 果 它 的 
重新 排列 还 是 基 ; 否则 则 称 为 条 件 的 《conditonal ) . 在 
工 [0,2zj(p >1,p 关 2) 中 , 系 fe'"} 是 一 弓 杀 件 基 . Harr 
系 是 工 ,(p>1) 的 一 组 无 条 件 基 ,在 空间 C fn L PRA 
无 条 件 基 . 还 不 知道 (1985) 是 否 每 个 Banach 空 何 都 包含 
一 个 有 无 条 件 莽 的 无 限 维 子 空间 ,任何 有 无 条 件 基 的 非 
自 反 的 Banach 空间 包含 一 个 同 构 于 上 或 0 的 子 空间 . 

两 个 Banach 空间 大 和 大 中 的 两 组 正规 基 (e, 和 
{e 站 称 为 等 价 的 ， 如 果 对 应 e, 一 ek =l, 2,…) 
可 延 拓 为 世 和 芒 , 之 间 的 同 构 . 在 空间 4, 中 和 之 一 中 ， 
所 有 正规 无 条 件 基 等 价 于 自然 基 . 在 对 应 用 来 说 是 重要 
的 Banach 空间 中 ,所 构造 的 基 并 非 总 适用 于 解 快 问题 ， 
例如 等 子 理论 的 问题 .为 此 引信 卫 基 { 了 -bases ) 或 求 和 
3£ (summation bases ). 设 19j 是 -个 正则 求 和 法 (regular 
summation methods E RE, AE 8 (2.1 X BR 38 z$ z Sr 
ERAEN TE WRAT x e X uJ t — 86 538 3k 


[ee] 
X — > aker. 
k =l 


它 可 用 该 方法 求 和 而 得 到 x. 在 C[0,2z] PERAKE 
[em 。 是 对 于 Cesiro 法 和 Abd 法 的 求 和 基 . 每 个 工 


基 是 具有 完全 伴随 的 完全 极 小 (不 一 定 是 一 致 极 小 ) 系 
反之 不 真 ，- 直 到 加 年 代 , Banach 本 人 提出 的 革 问 是 
(basis problem) if Æ Banach 空间 理论 的 主要 问题 之 一 : 
每 个 可 分 Banach 空间 是 否 总 存在 基 ? 对 一 些 具体 的 
Banach 空间 的 基 的 存在 问题 至 今 还 没有 解决 .没有 基 的 
可 分 Banach 空间 的 第 一 个 重子 是 在 1972 年 构造 的 ; 在 
空间 C" (和 4 加) 中 的 基 已 经 构造 出 ， 
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Banach - Seinhaus 定理 [Banach -Steinhaus theorem ; 
EBazaxa-iiireñuxaysa reope™ | 

有 关 一 个 线性 拓扑 空间 到 另 一 个 线性 拓扑 空间 的 
连续 线性 肌 射 空间 的 拓扑 性 质 的 一 系列 铺 果 的 统称 . 设 
互 和 天 为 局 部 凸 线 姓 拓扑 空间 ,其 中 五 是 桥 型 空间 
[barmelled space ), 或 设 巨 和 F 为 线性 拓扑 空间 ,其 中 所 
是 Baire 空间 (Baire space ) ,那么 ,下 列 命题 或 立 . 1) h E 
到 上 的 连续 线性 映射 集 工 (E,PF) 的 任何 按 单 站 敏 拓 扑 
有 界 的 子 集 是 等 度 连 续 的 { 一 致 有 界 性 原理 (unifbrm 
boundedness principle)); 2) W$ L (E. F)rh Bg 8 T P 
tuk — 4-1 ia lk kini RRRA, B ie kaku YF k 
ATETH ES FHAA BE 2 b E H EA F 00 & t$ 
线性 映射 , 旦 PEEN ETEL -ABAF v ({2]， 
[3]). 

这 些 一 般 结 果 司 得 有 可 能 把 S. Banach 和 H. 
Senhas 的 经 典 结果 ([1]) 表 达 得 更 确切 ; I El F Ë 


Banach 空间 , M 是 总 中 的 第 -一 纲 集 的 了 集 . 于 是 ,1) 如 
果 HELE F) B supilu (x): we 上 对 于 所 有 xEe 
MAR. A sup(lul:u eHN}<00; 2) u Ei E 
到 下 的 连续 线性 瑞 射 译 列 , 且 对 于 所 有 x = M. P #l 
u (xy F pet, WA u, # E BEET 9 L 3 S£ 
于 一 个 由 EE 到 下 的 连续 线性 映射 b， 
*#* xW 
[1] Banach,S. and Steinhaus, H.. Sur le principie de la 
condensation de singularitë&, Fund. Math. , 9 (1927), 
50 一 61. 
[2] Bourbaki, N., Ekments of mathematics, Topological 
vector spaces, Addison - Wesley. 1977C RER). 
[3] Schaetr, H.H. ,Topological vector spaces, Macmillan, 
1966. A. H. IHTept 38 
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参考 文献 

LAI} Kothe, G. .Topelogical vector space, 1,Springer, 1969. 

[A2] Kelley. J. L. and Namioka, 1., 
spaces, Springer, 1963. 
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半 群 的 带 [ band of semi- groups ; ceama mo[oyrpynm]., 
给 定 族 {S。} 的 

一 个 半 群 S, 可 人 务 划 成 一 些 子 半 群 的 并 ， 而 这 些 
子 半 群 的 ( 同 构 ) 类 正 是 那些 S, BAE So So EA 
某 个 5, 使 S.S, S, 5S 也 称 为 可 分 解 ( 成 这 些 半 群 5。 
的 带 ) 的 (decomposable). 欣 句 话说 ， S 分 割 成 半 群 9 的 
带 , 如 果 所 有 是 5S 的 子 半 群 且 存 在 $ 上 的 同 余 p 使 
得 p REE S. kE S. 称 为 给 定 带 的 分 量 (compo- 
nents). 术语 “ 半 群 的 带 " 同 频 繁 地 用 “ 带 " 这 一 名 词 
作为 “所 有 元 素 篆 为 每 等 元 的 半 群 "的 同义词 是 一 致 的 ， 
因为 半 群 上 的 同 余 p 使 半 群 能 分 划 成 带 , 当 且 仅 当 商 半 
群 5/p 是 矫 等 元 的 半 群 . 

很 多 半 群 可 分 解 成 半 群 的 带 , 且 具 有 某 些 也 许 是 
“好 * 的 性 质 ; 酌 如 研 论 它们 的 构造 在 某 种 程度 上 化 为 考 
察 带 的 分 量 所 属 的 类 型 及 震 等 元 的 半 群 (例如 ,参见 
Amhimedes 半 群 (Archimedean semi - group); Æ 
全 单 半 群 (completely simple semi - group); Clifford 
Æ R€ (Clifford semi - group); 周期 半 群 {periodic 
semi-group); WAR (separable semi- group?) . 

半 群 3. 的 带 称 为 交换 的 【oomtmutative], 如 果 对 
于 相应 的 同 余 p, 商 半 群 Sip 是 交换 的 ;于 是 81p 是 半 榜 
(这 时 ,5 常 被 称 为 半 群 5 的 半 格 ;特别 地 , 车 Sip 是 
链 , 则 S 称 为 半 群 S. 的 链 ). 半 群 的 带 称 为 矩形 
(rectangular) 的 (有 时 称 为 矩阵 (matrix) B$ ), 如果 S/p 
是 矩形 半 群 ， 见 震 等 元 的 半 群 (idempotents， semi- group 
of ) 这 等 价 于 说 带 的 分 量 可 用 指标 对 记 成 驴 ;, 其 中 
i 和 4， 分别 遍历 某 指 标 集 I LA. 使 得 对 尾 何 S... Su 有 
S.S, = S... 半 群 的 任何 带 是 盾 形 带 的 半 格 ， 即 它 的 分 
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量 可 安置 在 子 族 中 使 得 每 个 子 族 的 分 量 的 并 是 分 景 的 
抱 形 带 ,而 且 原 来 的 半 群 可 分 解 成 这 些 并 的 半 格 (Clifionrd 
定理 (Clifford theorem) [1]). H FES u> # ÉS E 
质 , 半 格 或 后 形 半 群 由 一 些 恒等式 刻画 , 对 每 条 所 列举 
的 性 质 昌 在 任何 半 群 S 上 有 一 个 最 好 的 同 佘 ,使 得 相 
ERRER ATO, BIFES 到 半 群 的 带 ,到 半 群 的 
交换 带 ,以 及 到 半 群 的 佐 形 带 的 最 大 分 划 (greatest par- 
titions) (或 最 大 商 分 划 (biggest quotient partitions)). 
强 带 (strong band) 一 词 涉及 到 半 群 的 特殊 类 型 
的 带 {[4)): 对 不 同 分 车 的 任意 元 a,5, 局 积 ob 是 这 两 个 
无 中 的 一 个 的 方 括 . 半 群 强 带 的 一 个 重要 的 特殊 情形 
(也 是 半 群 链 的 特殊 情形 } 是 序数 和 {ordinal sum) (或 序 
列 零 化 带 (sequentially - annihilating band)): 它 的 分 量 的 
集合 {5.} 是 良 序 的 ， 且 对 满足 S.<S 的 性 何 Se, S, 及 
IHT ae S,, b € S,, f ab=ba= a; 在 指定 了 分 量 和 它们 
的 序 之 后 ,在 同 构 意 尽 下 序数 和 是 唯一 确定 的 . 
##* x t 
[1] Clifford, A. H. , Bands of semi - groups, Proc. Amer. 
Math. Soc. , S (1954), 499 一 504. 
12) Chiford, A. H. and Preston, G. B. , The algebraic theo- 
Ty of semigroups, 1, Amer. Math. Soc, , 1961. 
[3] Jamm, E. C., Donyrpyms, M. , 1960 ( 英 译 本 : Lyapin, 
E. S., Semigroups, Amer. Math. Soc. , 1974). 
[4] Mepa, J H. , Caremar coa monyrpyna, & Has. 
Boe. Mare. >, (1965), 6, 156- 165. 
JL H. Uespm E 
【 补 注 了】 半 群 3 上 的 同 佘 是 一 个 等 价 关 系 ， 使 对 所 有 
a, b, e es E 
a~b=ac ~be 和 ca ~eb, 


石生 明 详 许 以 超 校 


HOHA [bar induction ; Gap.unnyKumng] 

一 种 用 于 直觉 主义 数学 { 见 元 觉 主义 (intusnonism)) 
中 的 推理 的 归纳 方法 ,可 描述 如 下 : 设 莱 性 质 尺 和 5 是 
定义 在 自然 数 的 有 限 数组 ( 见 多 元 组 (tuple)) 上 的 , H 
使 得 : 1) 性 质 中 可 判定 , 即 可 以 能 行 地 指出 它 是 否 满 
足 任 给 的 数组 cm, …, ms >; 2) 对 任何 选择 序列 o, 
可 以 找到 形 如 《a(0),… ,aln 一 1)》 的 数组 满足 R. 而 
BEJAN MR REE SRA O (从 而 得 此 
名 字 有 3) 对 于 任何 自然 数组 z. 2 R), | S (z) (所 
5 U, n. 》 是 一 数组 ,使 得 对 任何 自然 数 上 均 有 
S (Cn, 7) 则 SCCni,…, ns》); 此 性 质 

车 以 上 条 性 1) 一 活 迪 满足 , 则 从 坝 归纳 原理 可 推 
HSO 

坝 归 纳 的 运用 是 由 LL. E. J. Brouwer 作为 推理 的 
直觉 主义 方法 提出 的 ， 以 表明 自由 选择 序列 类 是 不 完全 
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HAE- TEE LETIA HÆ S. C. Kicene 
WA. A. Mapron fhar Rb uEBH J. LJ 453 a BB EE P, 
甚至 从 坝 归 纳 的 推论 , 肩 定 理 ) 推 出 并 ll: Br 8 zk; FE Pr 9 
AEE T A Cant). 

0 年 代 人 入 在 数学 基础 中 开始 用 到 的 坝 归 纳 的 
形式 没有 用 自然 数 数组 ,而 是 用 更 复杂 的 组 , 如 选择 序 
列 组 . 

坝 妇 纳 在 形式 直觉 主义 数学 分 析 的 语言 中 可 如 下 
+h: 

Yx (R(x)V—R(x)) € Va Jr R(x) & 
& Vx (R(x)DS(x)) & 
& Vx (Vy SAPD Sa) > S (0). 
参考 文献 
fi] Klene, S. C. and Vesley, R.E., The foundations of 
intuitionistic mathematics : especially in relation to recur- 
dve fonctiions , North - Holland, 1565. 


A, T, Bparajmaa Ë 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AI] Dummett, M, Elements of mtutionism. Clarendon 
Press, 1977. 
[A2] Troekbtra, A.S. , Choice sequenœs, Clarendon Press, 
1977. AAE ARAPE 


理发 师 性 论 [barber paradox; napmmaxepa napanom ] 
同 " 乡 村 理发 师 * 特 论 (antinomy}. 


Barbier Æ [Barbier theorem ; BapBbe Teopema], 在 等 
THARE 

e — i šk 85 t S AE A EEA BS 
于 常数 4, 那么 曲线 的 长 度 是 wa. yk E, Barbier 在 


1860 年 发 现 的 ， A E Heno IË 
【 补 注 】 E. Barbier H Bi LIFE [Ai]. 
#* x 


[A1] Barbier, E., Note sur le probiëóme de Iinguille et le 
jeu du joint couvert, J. Math. Pure. Appl, 5 (1860), 
273 — 286. 

[A2] Bonnesen, T. and Fenchel, W.. Theorie der konvexen 


Körper, Springer, 1934. W a PE 


柄 型 空间 { barrelled space ; 6oweunoe npocrpancerao! 

一 种 没有 可 距 性 条 件 的 显示 Banach 空间 (Banach 
space ) 和 Fréchet 空间 (Fréchet sPace) 的 许 第 性 质 的 局 
AE h tk FE H th E. E E fE Banach - Steinhaus 定理 
( Banach - Steinhaus theorem ) 成 立 的 最 广 的 空间 类 之 —. 
桶 型 空间 是 由 N. Bourbaki 首先 引信 的 人 fi]). 


MERE EEN- .个 集合 ARN TAE (balanced 
set) ,可 果 对 本 所 上 有 x 总 和 和 所 有 满足 | x |< 1 gax 
EARL — T 
MEERE ERR — Aa Bl T Bp + x 6 ETE 
某 个 «>0, 使 得 wx € A. 
线性 拓 外 空间 中 的 柄 型 (barrei ) 是 指 阿 的 平衡 吸收 
凸 江 . 李 集 空间 是 指 这 样 的 具有 局 部 西 拓扑 的 线性 拓扑 
空间 : 其 中 每 个 衫 型 基 零 的 分 域 . Frechet 空间 ,特别 是 
Banach 空间 , 司 桶 型 空间 的 例子 . Monta 空间 (Montel 
space ) 是 重要 的 一 类 桶 型 空间 , 它 显示 许多 值得 注意 的 
性 质 , 桶 型 空间 的 商 空 间 , 桶 型 空间 的 直 和 以 及 诱导 极 
限 都 是 桶 型 空间 . 由 一 个 桶 型 空间 到 另 一 个 局 部 凸 线 性 
帮 朴 空间 的 连续 线性 映射 的 点 坊 有 界 集 是 等 度 连 续 的 ， 
在 一 个 椰 型 空间 的 对 侦 空 间 中 , 按 弱 岳 外 有 界 的 尝 合 也 
按 强 拓扑 有 界 ,并 且 按 弱 插 扑 是 相对 紧 的 . 桶 型 空间 的 
对 侦 空 间 中 的 紧 集 的 闭 广 包 是 紧 的 . 
参考 文献 
[1] Bourbaki, N.. Elements of mathematics, Topological 
Vector spaces, Addison - Wesley, 1977 (R AHE K). 
[2] Edwards. R. E.. Functional analysis: theory and appl- 
ications.. Hoh, Rinehardt. Winston, 1965. 
B. M. THxowpoe BE 
【 补 注 】 桶 型 空间 是 使 Banach -Steinhaus 定理 可 以 推广 
的 最 广 的 局 部 凸 空 间 类 . 它 首 先 在 [A4] 中 引入. 
五 中 的 - -个 不 一 定 平衡 的 集合 ARAR AR, R 
对 于 每 个 xEE, 存在 基 个 ,使 得 x ex4 对 于 所 有 
laatat. 对 于 桶 型 空间 的 对 偶 , 下 列 四 个 命题 是 等 
价 的 : 1) ASS 8 90; DARRAR; 3) 4 是 等 
DERN. 4) Ae 568 60 . iA H FAE A 
命题 得 到 : E Ha p th] o Oh EMEEN. (最 
后 一 个 概念 见 白 扑 向 量 空 间 (topological vector space ); 
拓扑 机 射 空间 (space of mapping, topological ).) 
参考 文献 
[A1] Schaefers, H. H.» 
illan, 1966. 
[A2] Kelley, }. L. and Nomioka, I., Lincar topological 


Topological vector spaces, Mamm- 


spaces, Springer, 1963. 
[A31 Kothe,G ., Topological vector spaces, L.S pringer, 1969. 


[A4] Bourbaki, N., Sur certains espaces vectoriels topolo- 
giques, Ann. Inst. Fourier, 211950), 5—16. 
Epp PF 


(E M | barier ; 6apvep] Lebesgue W :š $k ( Lebesgue 
barrier}, 1i% P 6 

一 个 函数 ,其 存在 的 充分 必要 条 件 是 一 个 边界 点 关 
-F Dirichlet 问题 的 广义 甫 在 该 点 的 性 质 的 正则 性 ( 见 
Ferron 法 【Perron method); 正则 边界 点 (regular 
boundary point )). 


EE EE pp EE 


TAE Ac E 称 为 吸收 集 (absorbing set), 


Nl 


AERD E N = 


W D JR Euclid 空间 R'(n 22) 中 的 OPO CAR, E. 
其 边界 工 = 加 W- A. +Ó Š Ë) JF] RA 35 38 ñ 25 IT fa] 2 PF 
HAR w0), 它 在 闭 区 域 D r s E — + rh l A š Ë8 


-EÈ B= B(R, OWAE (DUDOR 内 连续 ,在 DOBH 


EWA. ÆDUDOB HRE RR E, EAEN 0. 
Piin, "i n23 是 吉 屁 这 样 的 边界 点 , ED $ DL 内 存在 
- HT IAT 的 闭 球 BR, y) 时 , 则 可 了 到 调和 函数 
i ] 


w — 
(x) Rr -2 |xw-v | 


EAMAR, AERE B(R, y) KETE, y EIEL. 

EELEE i Sr E ELE E a 
在 区 域 的 每 个 边界 点 上 都 存在 , 则 可 推出 D E tan 
域 (domain of holomorphy) . Š D ES SZ i] Cin 2.1) 
中 的 AE, 是 边界 T=5D 上 的 一 点 . 那么 DD 内 
任何 以 为 奇 点 的 解析 函数 f(z) 都 是 上 的 -个 闸 函 
数 . FE, 函数 ]/(z 一 5) 是 任何 平面 区 域 Dc 人 的 边界 
ACR ARR. ER 


D = | = {21,,.. 2 IP per 
1=1 


的 这 界 的 任何 点 《= (4, Z.) E 8842 E B| š Sk, 例如 
Eiki Iiz te +E- R?). 

ERIR DHARA ë Edge 8 PS 3k. 如果 存 在 一 
在 呈 内 定 尺 的 解析 函数 , 它 在 上 上 无 界 , 即 存在 某 个 收 
效 于 的 点 列 [28 }cD， 满 足 


Jim IF| = +e. 


对 于 区 域 D< C", 8 F Bi W %8 JÉ zB) B s Ba pk sr: 
对 于 区 域 DD 的 任何 边界 点 集 E, # E Wii — SARE 
MAR, 则 可 找到 一 个 在 也 内 全 纯 的 函数 ， 它 在 EE 的 
所 有 点 上 都 无 界 . $ ET DRHAL, MI D 
是 一 个 正则 域 ， 
#+*x 

[1] Cowrant , R. and Hilbert, D. , Methods of mathema- 
tical physics . Partial differential equtations, 2, Interscieno , 
1962( 译 自 德 文 ， 中 译本 : R.P DD. D. ARGE, ge 
物理 方法 ， 开 ， 科 学 出 版 社 ，1977 1) . 

[2] Bnazgnaupoa , B. C. , Merom TEOPHH 中 Hi MHOTHX 
KOMIDIRERCHPR TeDeMEHHhm，M.，1964【 英 详 本 :Viadimi- 
rov, V. S. Methods of the theory of Functions of 
several complex variables, M. L T., 1966, Chapt. 3). 

[3] Hatar, B. B. Bpeneune e xOMIDUKCHDIÑ AAAH, w. 
2, 2 ma, M., 1976. 

E. I Conoxsesrgs, M. Hlnpun6exos # 


【 补 注 】 [A1] $ [A2] 是 关于 Lebesgue MAg HI ES Ac tf. 
的 英文 参考 书 ， 
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参考 文献 
[A1] Hayman, W. K. and Kennedy, P. B. Subharmonic 
fonetions，1. Cambridge Univ. Press, 1976. 
[A2] Helms, L. 1., Introduction to potential theory. Acad, 
Press, 1975 (H B 38225. 
ARL. Ri 详 TEH # 


Bartlett 检验 [ Bartlett test ; Baprnerra KpHTEpRĂ ] 

Behrens - Fisher 问 EN (Behrens - Fisher prob- 
lem ) 中 的 统计 检验 . 它 涉 及 两 组 样本 Xi xE N (a,, 
cD Ly, y EN a h RF k K BI]: nenn. 
其 临界 域 由 下 述 不 等 式 给 出 : 


1 
nol, 


Sle -D0 -更 


这 不 等 式 的 左边 有 自由 度 为 n 一 1 的 Student 分 布 
(Student distribution), 它 联 系 着 检 驴 的 显著 性 水 平 
和 常数 ec，Bartiett Hte ME Scheffe 16686 ñ — te. R 
有 着 类 似 的 极 值 性 质 , 但 它 是 在 Scheffe 的 解 提出 之 
前 ,由 M. S. Bartlett 在 [1] 中 提出 前 .Bartlett 的 另 一 


个 检验 与 比较 许多 样本 的 方差 有 关 ， 
参 老 交 献 
[1] Bartlet, M.S., The information avallable in small sam- 
ples, Proc. Cambridge Philos. Soc., (1), 32 (1930) 3, 
360- 566 ， 


O. B. 四 amaeacrmi E HER PE 


重心 坐标 [barycentric coordinates ; 6apunemrpueckue ko- 
opamEaTH ] 

n 维 向 量 空 间 E 中 一 点 关于 某 个 图 定 点 组 prop 
的 誉 标 ， 这 个 点 组 不 落 在 一 个 nn 一 1 维 子 空间 中 ， 每 一 
m x € E" 都 能 被 唯 一 地 表示 为 


Y = Aopo t enr HA apas 


ha 2 WASA TTS 的 实数 , 由 定义 
可 知 ， 点 x 是 置 于 点 p,,…,p, 处 的 质量 1 … 1 的 重力 
ab. $ doro ARAIA 的 重心 坐标 (barycentric 
重心 坐标 各 分 量 均 为 —— 的 点 称 为 
重心 (baryoentre). 重心 坐标 是 A.F. Möbius F 1827 
年 在 [1] 中 引入 的 ,以 解 管 这 样 一 个 问题 ， 置 质量 于 一 


个 三 角形 的 顶点 ， 使 得 一 个 给 定点 是 这 些 质 量 的 重力 
中 心 - 重心 坐标 是 齐 次 坐标 ( homogeneous coordi- 


ooordinates ) ; 
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nates) 的 一 种 特殊 情形 ， 它 们 都 是 仿 射 不 变量 ， 

代数 拓扑 中 用 到 了 单 形 的 重心 坐标 (2]). —+ n 
维 单 形 “的 点 关于 其 项 点 A... A, BJ E b b ba, EIB 
以 向 量 OA, .…,04, 为 基 的 Descartes 坐标 , 这 里 O Ë 
在 包含 g 的 np 维 子 空间 之 外 的 任意 一 点 1 如 虹 og 在 基 个 
Euclid 空间 中 ， 那 么 这 个 定义 不 依赖 于 点 O); k 
者 ， 在 包含 的 子 空间 射影 完全 化 之 三 ， 是 指 其 关于 
出 ,水 的 射影 坐标 , 单 形 的 点 的 重心 坐标 是 非 负 的 ， 
且 其 各 分 量 之 和 等 于 一 ， 如 果 第 ;个 重心 坐标 为 零 ， 
这 就 意味 着 该 点 位 于 单 形 的 顶点 4 所 对 的 侧面 上 ， 
这 使 得 考虑 一 个 几何 复 形 的 点 关子 其 所 有 顶点 的 重心 
坐标 成 为 可 能 . 重心 坐标 常 被 用 来 构造 复 形 的 重心 重 
分 (harycentric subdivision). 

抽象 复 形 的 重心 坐标 由 类 似 的 方式 形式 地 加 以 定 
Ep. 
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重心 重 分 [jarycenmtric sibdivision; Gaputeurpuqecxoenmon- 
pa3neiealte] LITE KH 
HE F 352 RUSA — E 8 JE 4 8 K 6536 BR E 
而 获得 复 形 而 .每 个 一 维 单 形 (线段 ] 被 二 等 分 ; 假定 
所 有 维 数 所 一 1 的 单 形 已 被 重 分 ， 那 么 ， 任 - n 维 单 
JÉ 的 重 分 用 一 些 锥 来 定义 ， 这 些 锥 张 在 = 的 边界 单 
形 上 ， 且 以 单 形 a 的 重心 为 公共 顶点 一 一 该 点 的 重心 
Æ} (barycentric coordinates) 为 /ta +1). PIRRE K, 
的 顶点 与 复 形 外 的 单 形 是 一 一 对 应 的 ， 而 复 形 K, 的 单 
形 与 二 的 共有 包含 序 的 有 限 单 形 组 有 同样 的 对 应 关 
系 ， 对 于 抽象 复 形 的 情形 ， 重 心 重 分 的 形式 定义 与 此 
M. E T. Ckxrnspeuwo JE 
iht] 
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基 [ bsse ; Gawa], 拓扑 空间 X th, By 3: (base of a 
topology), Tš (open hase) 

X JF f Ë B, E X 64 -F FE G X R + I& 
Uc 083 Khas ET Fri) REAA h o. 
FARREA, 只 限定 考察 它 的 基 即 已 足 
够 . -- 个 空间 可 以 有 许多 基 , 它 的 最 大 的 一 个 是 所 有 开 集 
的 族 , 所 有 世 的 基数 中 最 小 者 称 为 拓 站 空间 XX 的 权 {wei- 


ghi). ERA t REE, 存在 基数 和 zx 的 处 处 稠密 集 . 
其 有 可 数 基 的 空间 也 称 为 满足 第 -可 数 公理 (second 
axiom of countability) 的 空间 ， 闭 基 (dosed base) 的 
对 偶 概 写 由 基 的 元 素 的 补 组 成 .不 用 任何 有 效 外 延 . 

=M] X 在 一 成 XEXX 的 癌 部 基 (local base ) (点 x 
的 基 (base of the point x)), EX PRA F PIER 
开 集 族 GO): 对 x HITA 0O., FEVER), 使 
x€ V<0.. 在 每 一 点 都 具有 可 数 局 部 基 的 空间 ， 称 为 
满足 第 一 可 数 公理 (first axiom of oountability) 的 空 
间 . 成 中 的 开 集 族 见 是 基 ， HAMSTER X BR X x 
的 局 部 基 ， 

Um, n 是 基数 . ë D| XEBEY m 点 基 
im -point base), WH 3858 x € X = # NTE BH m 
个 元 素 ; Sy BJ Hi, 当 m =1 Fj. 该 基 称 为 不 相交 的 
(disjoint); = m 为 有 限时 ， 称 为 有 界 点 有 限 的 (boun- 
ded point finite); H * m = =R IT, 称 为 点 可 数 的 
(point countable). 

THARE BEA m 局 部 的 (m - local), 如 果 任 
意 点 xe 王 有 邻 域 品 ， Z £ W É) m 个 元 素 相 交 ; 
特别 地 , 当 m =1 时 ， 该 基 称 为 离散 的 【diserete}; 当 m 
为 有 限时 ， 称 为 有 界 局 部 有 限 的 X bounded locally fi- 
nite): ËB 4 m= R, 时 ， 称 为 局 部 可 数 的 (localiy 
countable). Æ 8A (n-m) AH ((n= m) -point 
base) (gk (n-m) 局 部 基 ((n-m)- local base), WẸ 
E m 点 (m 局 部 ) 基 的 基数 为 n 的 集合 的 并 ; 例 如 ， 
对 于 mn= 攻 ,就 是 不 相交 (c- disjoint)，g 点 有 限 
ta- point finite}, 5 离散 {go- discrete), 及 o 局 部 有 
限 基 ta- locally finite bases), ` 

这 些 概 念 主 要 是 用 在 可 度量 化 空间 的 准则 上 ， 例 
如 ， 具 有 可 数 基 或 者 满足 第 一 硬 数 公理 的 正则 空间 和 
具有 点 可 数 基 的 正则 空间 都 是 可 度量 化 的 : 具有 = W 
散 基 或 者 o 局 部 有 限 基 的 正则 空间 是 可 座 量 化 的 ( 逆 命 
题 仅 在 前 一 种 情形 成 立 ) ， 

TXE AAR (uniform) (k — 309 
(k-uniform)), 和 如果 对 任 -- 点 xe X (£ EFE P) 
及 其 任 一 邻 域 O. (0) 公有 有 限 个 基 的 元 素 售 x (1; 
H) AAEN AE CO) (X NO.) 相交 . 空间 XË 
TEREK, 当日 仅 当 它 是 具有 一 致 基 的 仿 紧 空间 (H 
有 上 一致 基 的 Kommoropos 空间 或 T, 空间). 

ERNE 男 称 为 正则 的 (regular} ， 如 果 对 任 - - 
点 xEX 及 其 任 RAO, FERRO, 使 所 有 各 
K& XN 0. 都 相交 的 基 的 元 素 的 集合 四 有 限 的 ， 可 达 空 
间或 工 空间 屁 可 上座 量 化 的 当 旦 仅 当 它 有 正则 基 . 

基 的 氢 念 的 推广 是 所 谓 mÆ (m- base) ( 格 基 
(iattice base), TEZE X É F E E Y, 使 外 中 全 一 
非 空 开 集 包含 男 的 一 个 非 空 集 , 即 按 Hausdorff ë % m 
EX PAE MARRE nE ARRA, 例如 


集 忆 :在 自然 数 集 的 Stone - Cech 紧 化 (Stone - Cech 
compactification) 中 形成 ZPE- - z 
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[2] Yhpprcon, IL. C, Tpi no ToqoTona H NPYTEM o8- 
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A A Mamee #Ë 
REL 在 紧 化 理论 中 闭 基 是 有 用 的 , IRAE compacti- 
fieation ) . 
除 有 界 点 有 限 基 和 有 界 局 部 有 限 基 的 概念 之 外 ,也 
用 到 点 有 限 基 (point finite base) 和 局 部 有 限 基 (local 
finite base) 的 概念 ， 基 (或 任何 子 集 族 8) 称 为 点 有 限 
的 , 如 果 任 何 点 x 都 属于 加 的 有 限 个 成 员 中 , 即 对 任何 
x, V, =IBeg:xe Bl ESE. 注意 , W 由 可 以 有 任意 
大 的 有 限 基 数 , 当 作 的 基数 以 固定 的 有 限 数 m 为 界 
时 , TEAR AARE. 类 做 的 说 明 适 用 于 局 部 有 限 
性 . 5 AS E 


tieneral 


换 基 | base change 或 change of base ; wawewa Gaam ] 

一 种 范畴 论 的 构造 ， 拓 扑 学 中 的 导出 纤维 概念 以 
及 模 论 中 标量 环 的 扩张 都 是 其 特殊 情况 ， 

设 心 是 一 个 有 纤维 积 的 范畴 ， 并 设 g: 5 一 5 是 忆 
的 一 个 志 射 ,由 g 所 作 的 换 基 是 从 5 对 象 的 范 贱 ( 即 , 态 
射 了 : 祥 一 S 的 范畴 , 这 里 六 是 的 一 个 对 象 ) 到 S 对象 
的 范畴 的 一 个 荔 子 ， 它 将 一 个 3 对 象 三 天 一 3 变 成 多 
HRN X. S, REXX x, S ,而 大 是 到 第 二 个 因 
子 上 的 射影 ， 于 是 态 射 9 称 为 换 基态 射 (base -change 
morphism}. RANER, X 是 从 天 由 换 基 而 得 来 的 . 

换 基 的 -个 特殊 情况 是 概 形 S 的 一 个 志 射 y: x — 
S 的 一 个 纤维 的 概念 : 一 点 sE 5S 上 的 态 射 f 的 纤维 
(fibre of the morphism) 是 概 形 O 7 77 T 

X, = XX ss, 


B) J X SD B 259 s— S 由 换 基 所 得 到 的 概 形 .类 
羽 的 定义 给 出 了 几何 纤维 (Beometric bre) X; 它 是 通过 
与 S 的 一 个 几何 点 相关 联 的 态 射 Spec K— 8 由 换 基 得 到 


BASE OF A DEFORMATION 3⁄3 


H, ZER K 是 一 个 代数 闭 域 . 在 一 个 换 基 下 ，$ 概 
E XPE HERRE. 道 问题 一 一 从 概 形 天 由 换 
基 所 得 的 概 形 的 性 质 来 推断 概 形 革 的 性 质 -已 在 下 
降 理 论 中 被 考虑 了 ( 亦 见 [3]) . 

设 f: XS A y: XSi g: 3 一 
4 所 得 的 态 射 ， 使 有 一 个 Descartes IEP 


X) s X 

fl 1⁄ 

Si 2 
# FE X L25820 - FE, MFE -个 自 热 的 层 蜡 
He: gf.) -fg (Fry. # F JE Abel 群 的 一 个 屋 ， 
则 对 每 一 个 9 兰 0, 存在 一 个 自然 层 同 态 


ha:g (Rtf.(F — 下方 


在 这 些 条 件 下 , 攻 与 加 也 称 为 换 基态 射 (base -change 
morphism )， 常 说 , 换 基 定理 (base - change theorem ) 是 
有 效 的 ， 如 条 内 (y ) 是 一 合同 构 .换言之 ， 换 基 症 
ME- ATAT RY. 与 换 基 本 子 的 相 容 性 (交换 性 ) 
的 命题 . 特别 地 , 如 果 # 是 一 点 seE5 的 嵌入， 那么 ， 
REER, EE FHR g ERRAR HAES EA 
f 的 纤维 的 g 维 上 同调 群 之 间 ， 存 在 一 个 自然 同 构 
(R*f.(F)), = HX, Flx). 在 下 列 情况 中 , RER 
理 也 都 是 有 效 的 : 1) f 是 仿 紧 拓扑 空间 的 一 个 正常 映 
H. 而 $ 是 一 个 局 部 紧 空 间 ([H); 2) /是 概 形 的 一 个 
可 分 拟 紧 的 态 射 ,g 是 一 个 平坦 杰 射 .下 是 个. 模 的 拟 闪 诊 
层 ( 对 于 通常 与 形式 的 概 形 的 上 同调 一 见 [2] -一 其 
比较 定理 也 可 以 解释 为 一 个 换 基 定理 ); 或 3) f R E 
形 的 正常 态 射 , 下 是 平稳 拓扑 中 的 挠 项， 还 有 其 他 一 些 
使 换 基 定理 有 效 的 情况 在 [3] 中 也 被 考虑 过 . 
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Topologie algëbrique et théorie des 


形变 的 基 [ base of a deformation ; ocnopanue mreõanms ] 
在 曲面 及 其 形变 F“ 上 除 它们 的 合同 点 (point of 
congruence) i #!J — + # $ 84 (conjugate net). HR 
的 基 由 下 述 事 实 来 刻画 ; EER h (bend) (# F 5 
F” 的 等 距 对 应 点 沿 对 应 方向 的 法 曲率 赤 与 庆 之 比 ) 
在 形变 基 的 方向 达到 极 值 ， 
参考 文献 
[1] Karas, B. db., OoBh TeOPER OOBEPXROCTEÄ B TeHIOPHOM 


314 BASIC COMMUTATOR 


Hamoa = 2 M - JE, 1945. 
M. H. Roñuexoscxuit 所 
【 补 注 了 £ F 2 US HIS IH By H iba; S Ak, W 
HEET (deformation, isometric}. 沈 - 兵 译 


基本 换 位 于 [basic commutator ; 6a3pcab 册 RDwMMYyrarop]， 
正则 换 位 子 (regular commutator) 
` LTF RHS R -个 给 定 的 集合 及 的 元 素 
归纳 构造 出 欧 一 个 对 象 , RE, R 中 的 元 素 被 认为 是 
长 度 为 1 的 基本 撞 位 子 ， 并 且 冶 定 了 它们 的 一 个 性 意 
的 全 序 . KEIRA nl 的 基本 挤 位 子 由 下 询 方 式 定 
X HW. 如 果 a, b 是 两 个 长 度 小 于 nn 的 基本 换 位 
F, PAb 被 认为 是 一 个 长 上 度 为 n BU S kah qa +, 
当 且 仅 当 满 足下 列 条 件 : 1) a,b 分 别 是 长 度 为 ,1 的 基 
#W u f. H k+I=n; 2)a>b; 3) WH a=[cd)1, MM 
a 所 bh， 对 由 此 得 到 的 长 度 不 超过 的 基本 换 位 子 , 赋予 
任意 满足 条 件 [ab] >b 的 序 ， 同 时 保持 长 度 小 于 nr 的 基 
本 换 位 子 原 有 的 序 ， 这 样 构造 出 来 的 基本 换 位 了 于 是 以 
灵 作 为 自由 生成 子 的 自由 Lie 代数 的 一 个 基 {[1]) . 
#— >x 

[1] Elapuos, A H., & AreGpa u norma $, 1 (1962), 1, 

14 ~ t9. K M. Topar 所 

【 补 注 】 B MRER EE 自 H RFR (free magma), 
即 字母 表 民 中 所 有 非 交 换 非 结合 的 字 的 集合 . 基本 换 
位 子 可 以 看 作 填 {R) 的 一 个 子 集 ， 这 个 于 集 通常 也 称 
为 一 个 P, Hall # (Hall set). R 上 的 恒 等 映射 导出 一 
个 映射 p: MR) — LAR), XË LR) SRK E R tE H 
BJ B H Lie Q$. E KRE M(RyRÉJ— 4 P. Hall 
#R S (Bl— 36 k h iy T 65 ES), MWA HRE Ë H 
KE LCR) 的 一 个 基 ， 称 为 一 个 PHall £, L. (R) 的 
其 他 一 些 有 用 的 若是 Chen -Fox -Lyndon Æ (Chen - 
Fox Lyndon basis), IIlupaurop 基 (Shirshov Basis) ( 这 
两 组 基 基 本 上 相同 ) 与 Spitzer- Foata 基 (Spi tzer - Foata 
basis), 见 [A4]. 设 尺 的 基数 f= 并 R 是 有 限 的 . 设 LO) 
是 民 上 长 度 为 n 的 基本 换 位 于 的 个 数 ， 那 么 


L(n)= +5 n (yr, 


RE p :(1,2. 1 — [—1, 0, 1122 Möbius A% (Möbius 
function}， 其 定义 如 下 :a(D=1; A 了 =0， 如 果 大 是 某 
个 数 的 平方 的 倍数 ; appa 1. WR p... p. 
是 互 不 相同 的 素数 ， 
参考 文献 
[AlI] Bourbaki, N., Groupes et algëbres de Lie, Hermann, 
1972, Chap. 2; 3. 
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zi HRE H 


3 KAN [basic set ; Gasncnoe wmtozeefRo]， 线 性 系 的 
OMO (或 概 形 ) 邢 中 属于 无 的 给 定 线性 系 工 的 可 
移 部 分 的 所 有 除 子 的 点 的 集合 ， 
A. 设 


Aoao X1, XI HA Gnl Xo XI X2) = Ü 


he 85 OF 8 EK n KARR Dx 4° 3E B) 35 31k 3E HEF 
A G BD 2: 353 XR B R, 3 rh 


F-H =F, G H = G, 


HEM F. 3) G 的 最 大 公 因 子 . 

# e: X 了 P{L) 是 由 工 定义 的 有 理 映射 ,上 的 
基本 集 是 o, 的 不 确定 点 的 集合 . 基本 集 具 有 YAKA 
子 概 形 召 的 结构 ,定义 为 线性 系 的 可 移 部 分 所 有 除 子 
HE. gi 的 不 确定 点 的 消去 可 归结 为 子 概 形 B HAR 
理想 其 的 平凡 化 , 见 双 有理 几 何 学 (birational geometry). 

对 于 光滑 射影 曲面 上 的 没有 固定 分 支 的 线性 系 
L, FERK n, EIn >n, 时 完全 线性 系 |n 上 | 的 基 
本 集 是 空 的 (Zariski 定理 (Zariski theorem))， 这 对 
高 维 情形 并 不 正确 . 
参考 文献 
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B. A. Hmon 所 陈 志 杰 译 


Æ [basis ; basme], AA X ih 

生成 改 的 一 个 极 小 子 集 B. 这 里 的 生成 (generation) 
EHEER xsX 都 可 通过 把 某 一 个 类 名 的 运算 作 
用 于 B 的 元 素 而 得 到 ,这 个 概念 与 相 美 性 概念 有 关 : 
X PRERE o 中 的 运算 与 B 的 元 素 相 关 . 极 小 性 
(minimality) 是 指 不 存在 B 的 真子 集 B (C B) 生成 
在 某 种 意 久 下 ,这 个 性 质 引出 了 吾 的 元 索 的 无 关 性 ; 不 存 
ELR bE RoT h B P) ef aK FR. PJ YH, 所 
有 自 热 数 的 集合 三 rM — 9 -- oG 8 O ED. H O 
EAA i Bi W P[ PLE k KRAE Z. 所 有 >1 的 
B 2 Sk nT Pq 2 IK 38 š Fi pk: B Ət AARRE tE PK. u 
3 #Ë pk 5 W dH JII HI PI Sr $£ 3 BJ W.sH Jb. Pü Amei 
BGR RTIl, i, j, k) AMERRE (basis of the 
aleebra of quaternions) ;如 果 生 成 运算 除 加 法 和 用 实数 
好 之 外 还 包含 四 元 数 的 屁 法 ， 那 么 四 元 数 代 数 的 基 仅 
WETER [C Il. 月 《 国 为 天 一 节 ). 

k 阶 自然 数 的 基 (basis of the natural numbers of 
order k) E B 383 了 的 包含 0 的 一 个 子 序列 只, 使 得 
各 ,每 一 元 素 是 全 的 此 个 元 素 的 和 (生成 运算 ) . 这 就 是 说 


任 一 自 热 数 半 可 以 表示 为 
n = at: +a, 


JerFa, 8 9. 例如。 每 -个 自然 数 是 四 个 自然 数 的 平方 
和 (Laprange EM (Lagrange theorem)), 即 自然 数 
的 平方 序列 是 二 的 一 个 4 阶 基 ， 一 般 说 来 , 自然 数 的 
m KM: PE p| Ë: Z, hy — F H (Hilbert E (Hilbert theo- 
rem})), 这 个 基 的 阶 已 用 Basorpanmos 法 (Vinogradov 
method ) 作 了 估计 ，Z, 的 基 的 概念 已 推广 到 数 的 妊 意 
序列 的 情 癌 ,， 即 蕊 ,上 的 函数 的 情形 . 

一 个 集合 碟 总 包含 一 个 生成 集 (平凡 的 情形 是 : X 
生成 妇 ， 然 而 要 证 明 极 小 性 大 抵 是 不 可 能 的 (这 种 情 
襄 具 有 代表 性 的 是 类 9 中 包含 无 限 元 运算 ,特别 是 在 所 
扑 结 构 ， 格 等 中 ) . 由 于 这 个 藉 因 , 概 小 性 条 件 由 一 个 
较 弱 的 条 件 代 替 : 基 是 具有 极 小 基数 的 生成 集 . 在 这 
一 情形 , 基 召 定 祥 为 一 个 外 度量 集合 (或 总 体 (popu- 
lation)j)， 即 定义 在 指标 集 T LE E B B (ñ T X dh 
一 个 函数 b (t). ER ETB; THARA NIES X BS 
基 的 维 数 (dimension) (或 牧 (rank)). 例如 , 在 一 个 
可 分 拓扑 空间 P 了 中 ,一 个 可 数 处 处 稠 瞩 集合 电 可 以 作 
为 它 的 一 个 基 ; P 可 由 日 通 过 闭 包 训 算 生成 (顺便 说 一 
下 ,更 -- 般 情况 下 的 生成 与 此 相同 , 见 下 面 ) 

拓扑 空间 攻关 于 拓扑 的 基 (basis for a topology) 
( 基 {base]}) 是 天 中 的 所 有 开 子 集 组 成 的 集合 的 一 个 基 
ñ; 其 生成 适 算 是 取 罗 中 元 罕 的 并 . 

Boole 代数 A 的 基 (basis of a Boolean algebra) 
(Tarski 意义 下 外 的 对 偶 基 ) 是 如 中 的 一 个 { 极 小 基数 
N E S S; H S * Ñ M (B3IL2E IR S) E H 2 H s 
一 4=Y( 等 价 于 sca) 确 定 的 ,其 中 se 人 Sa 中，W 
是 负 的 单位 , "~ "是 莉 涵 运算 .也 可 用 类 似 的 方式 革 人 
— 9 T y HÆ (basis for a filter) $ — TEG S, # 
得 对 任意 的 aeV, 存 在 一 个 seS 具 有 性 质 sc a. 

集合 天 的 基 的 更 特殊 的 情况 用 下 面 的 方式 引 人 . 
设 B(X) É X É Boole 代数 (Boolean algebra), HD X 
的 所 有 子 集 的 集合 构成 的 Boole 代数 . ERETTE- 
erating operator) (HAE F (qdosure operator)) 7 是 
B(X AA AAR H, ERS a C B.B Z J(dya 
HB]; A€ JA) J (A)=J(A). 

一 个 元 素 xe X AES A 生成 ， 如 果 xeJ(4); 特 
别 地 ,如 果 J(A)= X. WE AE X. 具有 这 个 性 质 的 
极 小 集合 召 称 为 天 的 由 算 子 J 定义 的 基 ， 生 成 算 子 J 
称 为 有 限 型 (finite type) 的 ， MEHER. Ac X 8 x eX, 
只 要 Xe JA), 就 存在 一 个 有 限 子 集 4c4 使 得 xE 
THA: 生成 算 子 了 称 为 具有 代 换 性 质 (property of 
substitution), 4 $ HAEE y, zeX MACY, HÆ 
FEJOHH yeJ(AU(z)) ,那么 z e (AU y). 一 个 有 
有 人 懂 换 性 质 的 有 限 型 算 子 J EX 六 上 一 种 相关 关系 
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(dependence relation), 妈 把 B(X) 分 成 两 类 一 2: 
集 和 不 相关 和 集 ; 如 果 对 某 一 y EA, ye J(AN 号, 就 说 集合 
4 是 相关 的 (dependont}, i $ aR ycca, yJ 
(AN). RIN A EE Ke 69 (independent) ， Wik, À E 
相关 的 { 无 关 的 ), AMHR — (任意 ) 非 空 有 限 子 集 
如 二 4 是 相关 的 (无 关 的 ) . 

集合 8 是 集合 六 的 -个 基 的 充分 必要 条 件 是 B 是 
于 的 一 个 无 关 生 成 集 , 或 者 说 号 是 三 中 的 一 个 概 大 无 
关 集 合 . 

如 果 4 是 任意 -个 无 关 集 合 ，C 是 包含 4 的 XH 
一 个 生成 集合 ,那么 在 七 中 存在 一 个 基 B EB 
并 三 BEC. 特 别 地 ,六 总 有 一 个 基 , 并且 到 的 任意 两 个 
基 有 相同 的 基数 . 

在 代数 系统 三 中 ,所 谓 自由 基 (ftee basis) B 的 概 
念 起 著 重 要 作用 ， 自 由 基 由 下 述 性 质 刻 郴 : p(— X)2J 
任 一 代数 系统 了 的 映射 (了 5; X [p| 33) pJ 1 (PE — Bh) 
充 为 天 到 了 的 一 个 态 射 { 同 态 )， 或 者 说 , 对 尾 一 态 射 
( 同 态 )8: 王 一 工程 任 一 集合 4 一 天 ,生成 算 子 Jr 和 J, 
WE TFA t: 


BJA = JA Y). 
具有 一 个 自由 基 的 代数 系统 称 为 自由 的 (fro). 


一 个 典型 的 人 鲍 于 是 环 下 上 ( 么 ) 模 ((unitary) 
module) M 的 基 , 也 就 是 中 的 某 些 元 束 组 成 的 生成 
计 的 一 个 自由 族 ([3]) . ERE, KS 三 的 元 素 的 族 
4= {qi +e) 称 为 自由 的 是 指 4 具有 性 质 ， 如 果 
>z a ORA RATAR Ah e =0), 那么 对 所 有 te T, 
¿= 0.3 B FR EB SE x 表示 为 元 素 a, 的 线性 
组 会 (linear combinations); 存在 { 依 赖 于 x) 元 素 ¿, 
5E 上 的 一 个 集合 ， 使 得 除 有 限 个 下 指标 上 外 ,上 =0， 
并 且 使 得 分 解 x 一 多 < ea 成立 (BI X Jë À B) ER tE EJ ti 
(linear envelope)). 在 这 个 意义 下 , 基 M E Ë H 3; 
BW ib ik r. TE, 3 ERHI A A 1 的 周 
期 的 集合 是 一 个 离散 的 Abel EE (PIL E sF Z. Fñ — + 
模 ), 有 一 个 自由 基 ， RER S KAME {period basis}; 
它 由 两 个 称 为 原始 周期 的 数 构成 . 用 类 似 的 方式 定 
AEREE Abel 函数 的 周期 基 . 

如 果 上 二 是 一 个 除 环 ， 那 么 它 的 所 有 基 (在 前 曾 的 意 
多 下 ) 都 县 自由 的 ， 与 此 相反 ， 存 在 设 有 自由 基 的 模 ; 
例如 .把 整 环 天 中 的 非 主 理想 视 为 天 上 的 横 就 包 舍 在 
这 种 模 中 . 

域 天 上 向 量 空 间 X BJ Æ (basis of a vector 
spaoe) 是 单 式 模 (基础 集 XY) 的 一 个 (自由 ) 基 . 类 似 地 ， 
城关 上 民 数 4 的 基 (basis of an algebra) 是 向 量 空 何 
基础 集 4 的 基 . 一 个 给 定向 量 空间 了 Y 的 所 有 基 有 相同 
的 基数 ,这 个 基数 等 于 十 的 基数 ; 称 | 了 | 为 XRRR E 
$r (algebraic dimension) .每 一 个 元 素 x 8 X n] 以 瞧 一 地 
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# 93 u KIP TEIH S. 元 素 *,(x] 是 二 上 的 一 个 线 
性 性 泛 旺 ,并 且 移 上 (x) 为 x 在 给 定 基 {a1! 中 的 分 N 
(component) (或 称 坐 标 (cçoordinate)), ` ` 
#& AB X0)— TESES AR X hX J BB 
关系 的 一 个 极 大 自由 业 (free set). 
映射 


aix -> £.() 


称 为 基 映 射 (basis mapping) 其 中 (1)=&,(x)， 如 果 
¿ 是 x 在 基 4 中 第 1 个 分 量 的 值 ， FWA P RE: X 3 
辩 " 内 的 一 个 线性 单 射 ， 兵 7 表示 定义 于 了 上 已 取 值 下 下 
HARA PS Wari R as a]. 在 这 种 情况 下 , 象 集 (由 
所 有 且 有 有 限 个 非 零 值 的 函数 {有 限 支 柱 函 数 ) 构 成 . 
这 个 解释 容许 我 们 定义 域 六 上 向 最 空间 蔷 的 一 个 广义 
Æ {generalized basis) 为 七 到 空间 K 的 某 一 + Bl K 
(站 的 双 射 线性 映射 ,其 中 下 是 某 一 个 适当 选择 的 集 
A. K ERELT TT 上 且 取 值 于 外 中 的 所 有 函数 构成 
的 空间 . 热 而 除非 对 了 附加 限制 (如 有 序 ) 和 附加 茶 
种 结构 (如 有 一 个 拓扑 } 以 及 在 天 (TT) 上 出 加 上 相应 的 相 
敬 条 件 ， 否 则 广 祥 基 概 念 在 实战 中 难得 有 用 . 

向 量 空间 关 的 基 有 时 称 为 代数 基 (algebraic ba- 
sis); 这 方面 需要 强调 的 是 这 个 说 法 与 五 上 的 附加 结 
村 没有 联系 ,甚至 当 几 加 结构 与 向 量 空 间 结 构 相 准时 也 
是 如 此 , 

当 把 实数 域 有 看 成 有 理 数 域 上 的 - -个 向 量 空 间 
B, ERNER Hamel Æ (Hamel basis) . 它 是 G. Hamel 
([4]) 为 得 到 函数 方程 f (x+y)= f yee 
连续 解 而 引入 的 ; 此 方程 的 解 的 图 象 在 平面 R 中 处 处 
秋 密 ， 为 了 使 每 一 殖 周 期 郴 数 对 应 于 某 一 可 数 Hame) 
基 月 ， 使 得 这 个 函数 的 每 一 个 Fourier AKA, MT £ 
的 钱 狂 包 络 中 ， 有 有 的 泡 认 可 以 选择 为 属于 一 个 序列 
periodic fanctions)， 在 一 个 包含 除 环 P, 3: Bg bt P 
的 可 逆 元 素 为 可 亲 元 素 的 环 中 ,可 以 构 咎 一 个 类 似 的 
#. 任意 向 最 空间 的 代数 基 有 时 也 称 为 Hamel $Æ. 

拓扑 基 (topological basis) ( 域 天 上 拓扑 向 量 空间 
的 基 ) 是 一 个 集 全 A= {a iteTlc X, 4 具有 类 似 于 
向 量 空间 代数 基 的 性 质 和 蕊 能 ， 折 了 扑 基 概念 是 泛 函 分 
析 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 它 推广 了 关于 天 的 拓扑 结构 
的 代数 基 的 概念 ， 并 且 使 得 三 的 每 一 元 素 x 关于 大 
(ac tETI 的 分 解 成 为 可 能 ,而 且 这 种 分 解 (decomposi- 
tion) 是 叭 一 的 ,也 就 是 把 x 表示 为 4, 的 线性 组 合 的 极 
限 ( 在 某 种 意义 下 ); 


x = lim Pian, 


FW=eoh (x) E E 2 X E, HARET K rH É g FE z 
M, ER Z, (x) A x #E 35 4 中 的 分 量 (component); 或 者 


BA x ATHE ARR # $K (Coefficients). THA 
了 使 任 一 元 泰 x 的 分 解 存 在 ， A # X HEME — T 
集合 ,并 且 这 种 分 解 是 唯一 的 { 即 关 的 零 元 的 所 有 分 量 
390), A 必须 是 于 中 的 一 个 拓扑 自由 集合 . 

拓扑 基 的 意义 及 实际 作用 (今后 拓扑 基 将 简称 为 
基 ) 在 于 建立 工 的 线性 双 射 三 ， 称 E AERJ (basis 
mapping). z # X Bh 9 P| 3: T {依赖 于 X 3) E 
KT) PKD HE 2 T ihz T F HERE T K 
中 的 某 些 函数 构成 的 , 即 


Ex € X — eK, 


RE h G)=¿ (x), SHE R AVA 12 (x)] = 
K(T>3EBI¿ (Ti=X. AFERRA RREN, KTA 
AA Hi hh SL hA X w BH i. p, R E 
Banach F [B] y (e 8 E n S), $S TU ZE 3 A 
下 ,如果 把 代数 基 的 概念 作 适 当 推广 ， 那 么 T q atas 
际 上 更 小 ， 同 时 可 使 外 (T) 的 结构 更 简单 ， 

空间 KK( 了 了) 包含 所 有 有 限 支 柱 函 数 ， 基 La) 的 元 
么 集合 是 是 数 集合 {e (3 上 的 双 射 道 象 ， 此 函数 集 的 每 
一 函数 仪 有 一 个 等 于 1 的 非 零 什 ; 


a = EE), 


Jih (s)=1, WR t=s, 并 且 ¿#,(s)=0, WE ts, 
BAHR, o 是 一 维 子 空间 A, 的 生成 元 ，4 ,在 X :h 
的 余 空 间 是 由 方程 8,(x)=0 定义 的 超 平面 ， 

于 是 , 基 {a,} 的 作用 是 构成 了 (在 基 种 意义 下 ) 一 个 
TAR iZ, (xz)a， 即 把 空间 天 分 解 为 一 维 子 空间 的 
(广义 ) 直 和 和 ; 


X = im BE OA 


这 个 分 解 的 分 量 (x) 是 x 在 基 上 映射 下 的 象 ， 用 类 似 
的 方式 在 具有 一 致 ， 极 限 ( 扎 拓扑 ) PE (L - ) 逼近 , 或 
其 他 隆 加 结构 的 向 量 空间 中 定 文 基 ， 

基 概 念 的 推广 是 可 能 的 , 并 且 事实 上 已 在 各 方面 加 
以 推广 . 在 T 上 引入 一 个 拓扑 和 一 个 度量 就 导致 了 
所 的 元 素 的 连续 和 (continuous sum ) 以 下 与 之 对 应 的 
整 表示 概念 ; 空间 XX 分 解 为 分 支 空间 (不 必 是 一 维 
的 ) 已 用 于 线 性 牌子 的 谱 理 论 ; FEKT 而 代 之 
以 考虑 域 玉 上 的 一 个 任意 夭 扑 代数 (如 到 值 于 玉 或 玉 
中 的 了 上 的 度量 代数 ,射影 算 子 代数 等 等 } 就 可 能 使 对 
仙子 拓扑 向 量 空 间 的 很 多 抽象 概念 具体 化 ， 特 别 有 是 能 
利用 已 充分 发 展 的 特征 标 理论 这 一 工具 

可 数 基 (countable basis) BA ERA, MEH 
观点 看 ,可 数 基 的 量 重 要 例子 是 空间 站 的 元 素 的 序列 
{a,}， 使 得 蕊 的 每 一 个 元 素 x 关于 基 fa AEE 
HEFE: 


Bia, ¿Ge K, 


这 个 级 数 ( 关 于 X BJ#nih) Wr 9k F x. 此 处 T—= Z, f R. 
级 数 中 有 一 个 自然 顺序 ， 可 数 基 通 常 简称 * 基 " . 用 类 
HIAR AAA (weak countable basis)， 如 果 
JE Jt >É É) z S BE DA. 例如 函数 e™ (kez) 
是 空间 L (1< p <) ËJ — T 38 ( p 次 绝对 可 和 周期 函 
LEHE, WpS EE H L, L. ( L F SESE S 
A 5 PR SC 3 lp] B) n S 88 38) ak C'' (连续 周期 函数 ) 的 
E. 可 数 基 存在 的 一 个 必要 但 还 不 充分 的 杀 忻 是 臣 的 
可 分 性 { 例 恕 ， 区 间 fa, bl] 上 的 实 值 可 油 隔 数 空间 不 存 
在 可 数 基 ), 热 而 有 界 序列 空间 1, (1, 的 拓扑 不 是 可 分 
的 ) 没 有 可 数 基 , 但 是 元 素 a,= las, 关于 弱 拓 扑 olla, 
Dle 构成 一 个 基 ( 其 中 6 一 0， 如 果 i 上 ;而 二 1， 如 
果 i=k). 可 分 Banach 空间 的 可 数 基 的 存在 问题 ( 基 
问题 (basis problem)) 已 有 否定 解答 ([6]) ， 对 于 核 空 
何 的 类 似 向 题 也 有 了 否定 逢 答 ([7]).. 

然而 ， 对 于 应 用 来 说 ， 可 数 基 不 总 是 “好 用 的 ". 
例如 ， 分 量 上 <,(x) 可 能 不 连续 . xx 的 级 数 展开 式 不 一 定 
无 条 人 忻 收 钱 等 等 ， 由 于 这 些 厌 天 ， 人 们 在 基 上 加 上 一 
些 限制 ,. 或 者 引信 它 的 推广 . 

可 数 型 基 (basis of countable 4ype) 是 可 数 基 概 
念 的 一 种 推广 ， 虽然 了 不 是 可 数 的 . Ri x (eX) 关 
于 基 的 分 解 有 一 种 自然 的 定义 ; 与 之 相应 的 空间 天 (TT) 
由 具有 可 数 支 柱 的 函数 构成 . 例如 Hilbert 空间 中 是 
的 - -CREEZE (a) 是 一 个 基 ; AH x e H, 32 xf 
所 有 下 标 teT( 可 能 除去 可 数 个 上 ,号 位) 一 《Xi 
{ 其 中 《。，-" > E H hÉ sh f HU), FE H 2 3 
bia 政策 于 <, 基 上 映射 由 到 所 有 a, 生成 的 闭 子 空间 
上 的 正 交 射影 规定 . 忆 上 所 有 复 殖 周期 函数 构成 的 空间 
AP 有 一 个 由 函数 e'" 构成 的 基 ; 这 里 R=T, K(T)k- 
可 数值 鲍 数 构成 的 集合 ,并 且 基 映射 由 公式 


+r 
. 
yx (M = . Ajer 
=[x (¿M Jim 3; fx jet dÀ 


EX. 

ARPFÆ (unconditional basis ) 是 空间 X 中 的 一 
DRE, WER x 的 分 解 无 条 件 收 黎 ( 即 对 级 
数 的 任意 多 个 项 重新 排列 ， 级 数 的 和 不 变 )， 例如 ， 在 
c (WT O 的 序列 ) 和 1 (次 可 和 序列 ，1 系 pp< oo) 
中 ， 元 未 oa =(s 构成 一 个 充 条 件 基 ; 区 间 [a, b] 上 
BEZANA Ca, b] RAER. Hilbert 空间 
的 正 交 可 数 基 是 无 条 忻 基 ， 有 无 条 件 基 的 Banach 空 
间 是 花 完 全 的 【因此 它 有 一 个 可 分 对 倡 空间 ) 当 且 仅 当 它 
不 包含 同 构 于 co 的 子 空间 (或 相应 的 【,】. 

B fa,} 和 {5b,} 分 别 是 Banach 空间 XX 和 了 的 两 全 
基 ， 如 果 存 在 一 个 线性 双 射 了 :ga, — b fB T uj L T 
充 为 X 与 了 之 间 的 一 个 同 构 , 敢 么 就 说 { a) 与 {b,} 是 
等 价 的 (equivalent)， 如 果 把 {a,} 与 {b,} 中 的 一 个 经 
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过 对 元 素 重 新 排列 和 规范 化 后 ， 得 到 的 基 与 另 一 个 等 
价 ,那么 就 说 La 1} 与 也 小 是 拟 等 价 的 {quasi - equivalent), 
空间 1, h, c 中 的 每 一 个 的 所 有 规范 无 条 件 基 彼此 等 
价 . 在 Descartes 积 空间 了 x I (l< p <q<%) 中 ,所 
有 无 条 件 基 彼此 等 价 . 然而 存在 不 等 价 于 正 交 基 的 规 
范 基 . 

可 和 基 (summable basis ) 一 一 无 条 件 基 的 -种 推 
广 ， 其 对 应 的 集合 可 以 有 任意 的 基数 ， 当代 = 了 
时 ,那么 它 与 无 条 件 基 -- 致 -一 -可 和 基 有 是-- 个 集合 4 = 
{9,: tET) EHER x= X, FEARRDE HA 
组 合 (部 分 和 ?的 一 个 集合 ， 称 此 为 工 的 一 个 广义 分 解 
(generalized decomposition), 3f x RHEE 可 和 的 . 
这 就 意味 着 ， 对 避 的 任意 仓 域 VcX, 本 以 找到 一 个 
#W TË 4u = 4 使 得 对 任意 有 限 子 集 A SA, X É 
(Zéa £ U 


(FA 

成 立 , 即 当 部 分 和 形成 一 个 Cauchy 系统 时 【Cauchy 滤 
+). AM, Hilbert 空间 的 尾 一 正 奖 基 是 可 和 基 ， Fi 
类 似 的 方式 定义 弱 可 和 基 (weakly summable basis). 
全 可 和 基 (to tally summable basis) 是 一 个 可 和 基 ,并 
生存 在 一 个 有 界 集合 BB 使 得 半 范 数 集合 {ps (S ay 
是 可 和 的 . 全 可 和 直至 多 可 数 ， 在 对 偶 核 空间 中 ， 所 
有 弱 可 和 基 是 全 可 和 基 ， 

绝对 基 (absolute basis) (绝对 可 和 基 (absolutely 
summable basis E WWR E ha BE Eh 25 ÍR] B5 B. 28 tn F 
性 质 的 可 和 基 : 对 二 的 任意 邻 域 U 和 每 一 个 上 ET， 半 
范 数 旋 {p (a,)} 是 可 和 的 . 所 有 无 条 件 可 数 基 是 绝对 
Æ, WAR DILO p (91) 对 所 有 x 和 所 有 连续 半 范 
数 piiat. EA Banach 空间 中 ,公有 是 有 有 绝对 
可 数 基 . 如 果 一 个 Frechet 空 间 有 一 个 绝对 基 , 那 么 它 的 
所 有 无 条 件 基 都 是 绝对 基 , 在 核 Frechet 空间 中 , 尾 一 可 
数 基 (如果 它 有 的 话 } 是 绝对 基 [131]7. 

Schauder 基 (Schauder basi) 是 空间 支 的 一 个 
革 {a:t<ET} 并 且 具 有 如 平 性 质 : 由 这 个 枯 所 定义 的 
其 上 映射 是 连续 的 (因此 是 到 某 一 空间 以 (T)} 上 的 同 
构 ), 即 对 和 任 一 xs 至 ， 是 诸 分 量 ¿ (x) 32 X EÉ siz 
钥 数 的 一 个 基 ， 特 别 地 ,x 关于 这 个 基 的 分 解 的 系数 是 
世上 的 连续 泛 函 .这 种 基 首 先 由 J. Schauder ([5]) 对 
T= ZZ 的 情形 定义 ，Schauder 基 概 念 是 基 概 您 的 所 有 
UEP SED. 

Schauder WH {a )} 和 {5,} 形 成 一 个 双 正 交 系 统 这 
一 事实 来 刻 源 . 于 是 在 空间 co。 和 1,(p 之 1) 中, 序列 a, 
三 {6,,} 构 成 一 个 可 数 Schauder 基 ， 空 间 C[a, b] rh É 
可 数 Schauder 基 形 成 一 个 Haar % (Haar system). 
在 完全 度量 向 量 空间 中 ( 特 划 是 在 Banah 空间 
中 }， 所 有 可 数 基 都 是 Schauder Æ (110]). 在 Frechet 
空间 中 , 弱 基 和 Schauder 基 概 总 是 一 致 的 ([1H). 在 
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FAE PRE EZ RE == i (barrelled space) H, t 
没有 Schauder Æ ([8]). 然而 , 如果 在 这 些 空间 中 存在 
— 3 Schauder 基 ， 那 么 它 就 是 一 个 通常 的 Schauder 
基 ([9]). 一 个 具有 可 数 Schauder 基 的 桶 型 局 部 凸 空 
间 是 反射 的 ， 当 且 仅 当 这 个 基 同 时 是 一 个 收缩 集 
(shrinking set]， 即 如 果 与 它 对 应 的 12 1 EAEE X 
也 就 是 , 如 果 级 数 Yu ta 的 部 分 和 的 集合 有 界 ,那么 
ATARA ([12]}， 在 Banach 空间 中 , 如 果 一 个 
Schauder 基 是 无 条 件 基 ， 那 么 它 是 一 个 收缩 集 (或 一 
个 有 和 界 完全 集 ) 当 且 公 当 无 不 包含 同 构 于 上 几 的 子 空间 
(或 同 构 于 6 的 子 空间 ). 

在 局 部 凸 空间 中 , 一 个 Schauder 基 是 等 度 连 续 的 
(equicontinuous) ， 如 果 对 堆 的 任意 邻 起 口 ,可 以 找到 
零 的 一 个 邻 域 下 使 得 对 所 有 xe X, c€ T, 


| (x) | pula) < prix). 


桶 型 空间 中 的 所 有 Schauder 基 都 是 等 度 连续 的 ， 并 且 
每 -个 具有 等 度 连 续 基 的 完全 局 部 止 空间 他 以 同 某 一 
个 序列 空间 等 同 ([1 5]). 核 空间 的 等 度 连 续 基 是 绝对 基 . 
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Bateman 函数 [ Bateman function ; Beitrmema yuknus] , 
k Zk (k - function) 
函数 


m 2 
k(x) = 二 f cos(x t80—r0)40, a) 
0 


其 中 x 和 v 都 是 实数 . HARE H. Bateman 定义 
的 [[1]}. Bateman 陋 数 可 以 表示 为 第 二 类 合流 超 几 何 
函数 pla, 5, Xx) 的 形式 : 


Fe 二 Tax) = e Pr 0 2x), x>0 (3 


把 关系 式 (2) 取 作为 具有 割 线 (一 中 , 0] 的 复 平面 上 的 
Bateman 函数 的 定义 是 很 方便 的 ， 下 列 美 系 式 成 立 : 
对 于 情况 (1)， 


k,(—x) = k _,(x), 


对 于 情况 (2) ， 
kai tiO) = kalie meib- a0 28, 


其 中 >0, 而 pa, b; BARALE AR. 
bga o 
[1] Bateman, H., The k- fncion, a particular case of the 
mnfluent hypergeometric function, Trans. Amer. Math. 
Soc. ,33 (1931), 817—831. 
[2] Bateman, H. and Erdėyi, A (eds), Higher transcen- 
dental funcions, 1, McGraw - Hill. , 1953 ( FH 本 : 
A. 爱 尔 侣 里 等 编 , 高 级 超越 函数 , 种-- 册 ,上 海 科学 技 
术 出 版 社 , 19597. 
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Bateman 法 [Batman method ; Beiirwena meton ] 

一 维 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 积分 算 子 的 
近似 方法 ; 它 是 退化 核 法 (degenerate kernels, method 
of} 的 特殊 情况 . 这 个 方法 是 H. Bateman # H169([1]). 
参考 文献 

[1] Bateman, H., Messeng. Math., 37 (1908), 179- 187. 
[2] Kamropomm, JL B., Kpemos, B. H, Tpminme CHALE 
METO BbETIeTO anaia, 5 aat, M.- JL, 1962 { 英 
译本 : Kantorovich, L. V. and Krylov, V. L, Approxi- 
mate methods of higher analysis, Noordhoff, 1958). 
A. B. Baryumkai R 


[ 补 注 ] 在 Bateman 法 中 , 退化 核 Kx. o i FA 
法 则 来 构造 : 
K(x, s) = 
0 K(x, 351) K(x, sv) 
Kans) Ker si) K(x ss) 
Ko s) Ko : Kaw, sa) 


Kass) o 


K(x, Sw) 


Kx. s) `l K(Xs, Sy) 
Ht s, x G=], 
间 上 的 一 些 点 . 
参考 文献 
[A1] Bateman, H., Pros. Roy. Soe., A{1922), 441 —449. 
张 润 林 译 


… 各) 是 所 考 虚 的 积分 方程 的 积分 区 


Bayes 公式 [ Bayes foñmula ; Bešeea 中 opmwyoma ] 

一 个 公式 , 利用 它 可 由 事件 (或 假设 ) 的 先 验 概 率 
计算 其 后 验 概率 , 设 4，… 4, 是 互 斥 事件 的 一 个 完全 
H: UA =m, AQA S Q (ij). 则 在 给 定 事件 B, PB) 
>0, 发 生 之 下 ,事件 A B) 38 PF 83 P (A.| B) Ph Bayes 
公式 

P(A)P(B|A,) 


PA |B) = —— Oe—— (9. 


Š PuPe |4.) 
i=l 


求 出 ,这 里 P(4d) 是 岂 的 先 验 概 率 ,P(Bi4) 是 在 给 定 事 
APAD RERET, FHE BEERE, 这 会 
式 是 T. Bayes 在 1763 年 证 明 的 . 

公式 (是 是 下 述 抽象 化 的 Bayes 公式 的 一 个 特例 . 
设 8 和 “上 为 取 值 于 可 测 空间 O, B.) 和 (X. By) 的 随机 
X. H Elg <2, AEEA ASF,=s[o : Z (ey), 4 


GA) = SBD) Folie) Pldo). 


这 里 F,=a (Q: gah, T lwm) 是 集合 4A 的 指示 函数 , 则 测 
REG IME PARRER (GP), B E [g (0| F] (a) = 
(dG ! dP) (0), AE E: G w$ P B Radom - Nikodym 导数 . 
$x m 
[1] Kommoropos, A. H., OCHOBHEK OHATHA TEOPHK BeDONT - 
Hocreñ, 2 Haa, M., 1974 (中 译本 ; A. H, RJ EF 38 
去 ,概率 论 基本 概念 ,商务 印 书馆 ,1952). 
A. H Illupaes # 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Liptser, R.S. and Shiryayev, A. N., Statistics of ran- 
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dom processes. 1, Springer, 1977, Section 了 9. 
ERT 译 


Bayes 方法 [ Bayesian approach ; Feiieconcamit nomon ] ， 
BH F128 65 

基于 上 述 假 定 的 一 种 方法 : 对 统计 问题 中 的 任何 参 
数 , 可 赋予 一 ERA 任何 一 般 的 统计 决策 问 
晤 由 以 下 的 要 素来 确定 ; (可 能 的 ?样本 x 的 空间 (X, 
A KAE Wk 0 RAN ERO, -Sa (X, Ao RR JE 
概率 分 布 { Po : be @), T % = lB] (D, >) ARAN L (0, 
d) EAM í 3 232 B S D ñ OR Ik K d 时 所 造成 
的 损失 . 次 策 的 目的 是 找到 在 某 种 意义 下 最 优 的 规划 
(决策 函数 ) 5 二 65(x), 它 对 每 个 观察 结果 xe 半 指定 一 个 
决策 5(x)sD. 在 Bayes 方法 中 ,由 二 假定 了 未 知 敌 数 日 
星 一 个 具有 给 定 ( 先 验 }) 分 布 r=x(d 信 的 随机 变量 ,最 好 
ERIR AN (Bayes AWAR (Bayesian decision func- 
tions =F OA E AERE inf, por, SERI 
的 函数 ， 此 处 


mr, 人 = jel ëym(a0), 


p06) = [L(0 8(x))Pa(dx) 
x 


这 样 ， 
p(n.) = inf Í Í LAB. (xy) P (dxyztaB, 


下 面 的 论述 在 寻求 Bayes HAMAS =S (x) 时 有 用 . 
it P,(dx)=p(x|0)du G), z(d0)=z=(0) dv (0), KB n, v 88 
是 ao 有限 测 度 , 假如 积分 次 序 可 更 换 , 则 得 到 
Í f (0, Bx) Poldx) (d8) = 
| 


= Í Í LKO, 8(xyp(x (OYE) duxi dab) = 


= fdu) [jee S(x))p(x LAO) co 人 | 


由 此 可 见 , 对 一 给 定 的 xe 世 6 的 值 4 要 使 
inf Í L(8. dyp(x ayra d) 


这 个 概 值 能 达到 ,或 等 价 地 说 ,要 使 
el aeaa PO 10) 


这 个 极 值 能 达到 ,其 中 
p(x) = {PC OO ano 


但 依 Bayes 公式 (Bayes formula) 


i=. awan sp cms nn 
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[L6 a PELA duo, = Eib cx 


这 样 ,对 一 给 定 的 x,5(x) REE aE TER ELL, d) 
ERE d" 的 取 值 

例 { 检 验 两 个 简单 假设 的 Bayes Fih). G =10, hh 
p={di, dih b= LO j=,2), m(0)=m,xn(0)= m, 
十 元 二 1 WERE d WIERZE H, :9=0, WA 
RRR 上 |<, Lachy. 这样 ,由 


plr, = fimiplx 9 LO S+ 
k: 


tmpix |B,)L (0, SCD dutx) 
可 推出 ,infs p (z, 全 在 下 述 函 数 处 达到 : 


g PULO) m Lu Li 
. Pt pala m Ls -La 
Š @) = p(x |?:) = L, Lu 
DA palid m Ln Lx 


Bayes 方法 的 优点 在 于 : 与 损失 p(0,5) Am, WAA 
K pir, p ESRAR o Ah, AUER b, 
使 
pir, Â) < inf ofm, 8)+e, 


x + 3⁄2 PI fÉ 3: EE 8k E R s Sk K R (sy>0). 
Bayes 方法 的 缺点 在 于 ， 它 必须 假定 本 知 参 数 有 先 验 
分 布 , 理 要 给 出 先 驻 分 布 的 精确 形式 (这 后 一 瞬 点 可 以 
在 某 种 程度 上 通过 采用 经 验 Bayes 方法 (Baycsian app- 
roach, empirical) 来 克服 . 
参考 文献 

[l] Wald, A., Statistical decision theory, Wiley. 1950. 

[2] Groot, M. H. de, Optimal statistical decisions, Me- 

Graw - Hill, 1970. 
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Hi Bayes 方法 [Bayesian approach, empirical ; Beñeco- 
BCH OJON JMINPHJECKHÄ | 
Bayes 方法 的 种 统计 解释 ， 利用 它 , 甚至 在 先 验 
分 布 {a_priori distribution ) 未 知 时 ,也 可 对 不 能 观察 的 
参数 作出 推断 , 设 (Y, 好 为 一 随机 向 量 . 对 随机 参数 X 
的 任何 给 定 值 =x, 7 的 条 件 分 布 密度 pplx) 已 知 , 若 
在 某 一 试验 中 仅 能 观察 到 工 取 的 值 , 而 二 的 相应 取 值 
未 知 ,而 需要 估计 来 观察 到 的 X 的 - -个 函数 p(X), 按 
E Bayes 方法 ,条 件数 学 期 望 E [p (| Y] =ë (Y) z F 
为 p(x) 之 近似 值 , 依 Bayes 公式 (Bayes formula), 这 
期 望 由 公式 
Y) = Jep (Y | xp dax) 四 


qY) 


给 出 ,其 中 
go) = fov |xptxy de} (2) 


PW 是 的 无 条 件 ( 先 验 ) 分 布 的 密度 , p(x) 是 相应 的 
0 有限 测度 ,而 gt(y) 是 的 无 条 性 分 布 的 密度 . 

如 果 先 验 密 度 未 知 , 则 无 法 计算 炎 和 4g 之 值 ， 得 
是 ,车 有 为 数 充 分 多 的 ,从 具 密 度 go) 的 分 布 中 描 出 的 
随机 变量 现实 轨 ，…, 系 为 已 知 , 则 可 以 构 迁 出 仅 依 赖 于 了 ， 
…, BHAT H giy). C. H. Bepuurreñn ([1]) 提 出 估计 
PODRA EMF: A gO 他) 中 的 了 人 O) 并 求 出 此 积 
HAER p (x), 然后 以 和 取代 (1) 式 右边 的 Pp 
Ag. 但 这 种 方法 很 困难 ,因为 求解 积分 方程 (427 是- ` 
在 计算 数学 中 难于 处 理 的 问题 . 

在 某 些 特殊 情况 下 ,统计 的 方法 不 仅 可 用 于 估计 4， 
也 可 用 于 西 计 水 ( 见 [31). RETAN, WRES xA y 
的 恒等式 


expo |x) = A NIz 0} | x] (3) 


成 立 . EGGP, 100) 8020) MERT y ER, ñj 
rz |xx) 作为 z 的 函数 是 概率 密度 { 即 可 视 为 某 随机 变量 
Z 在 给 定 X=x 时 的 条 件 密度 ). 若 (3) 成 立 , 则 (1 ) 式 的 
分 子 等 于 4(7)s [z(t 了 )] ,其 中 5 Ofri pa) dpo 
为 Z 的 无 条 件 分 布 的 密度 ,这样 ,如 果 有 为 数 充分 季 的 
具 密 度 s(z) 的 独立 随机 变量 现实 Z., Zu. 则 可 作出 
s(z) 的 相合 估计 30z), 从 而 也 可 以 找到 (了 ) 的 一 个 相合 
估计 (Y): 


vO HN = (y) = EL (4) 
qY) 

例如 , 设 需要 估计 p(X)=X*， 3trh h SEE, 而 
p(y|x)=x*e *yly=0,1;:,x>0), ll oG)p(y|x)= G) 
p(y+h|xy, JerB J(y)=(y+h)!/y!, 丁 为 在 此 有 1) 二 
pG |x), 83] s(z)=q(z). MER HUY +A) 
d(Y), MEMET 时 只 需 有 Y Yo 的 值 . 另 一 方 
面 , 如 果 p(y| x)=b (y|x)=C/!x'(1-x)'”"(y=0, n; 
n AER: OSE, C'= (s), Myg poix) = 
A(y)r (y+h|x), p =C W rlx) 
5 (zxz) 夫 pfy|x) .由 于 这 个 原因 ,在 本 例 中 为 作出 
#(F) 需 要 西 个 序列 试验 值 了 和 之 、 

这 个 形式 的 经 验 Bayes 方法 只 能 用 于 一 个 很 狭小 
的 族 , EPEE p (|x) 888 op{x) 适 合 条 件 (3). B B 
使 这 条 件 确实 猜 足 , 估 计量 td) 的 构造 仍 取决 于 随机 恋 
Ë Z, 的 可 观察 性 , TER Z 的 密度 与 了 的 密度 不 同 ， 
Y ,是 真 接 观察 到 的 .为 了 实用 的 自 的 ， 更 可 一 的 是 在 一 
种 收 改 过 的 形式 下 使 用 经 验 Bayes 方法 ,这 时 不 存在 
上 述 不 便 之 处 ,在 这 个 经 修正 的 方法 中 , 由 所 作 的 逼近 
得 不 出 (Y) B -个 相合 估计 (这 样 的 估计 可 能 根本 不 存 


u t 


lI 


(一 二 有 N 二 一 


A) W H fo B di iki $k L F RD ii E [1 E 38 DER rn 
F 述 线性 规划 问题 而 求 得 的 ; 以 出 (站 和 pY) 2F B 
i (1) A: Z + h B 28 PE Z PR E PR PE 23 E p (x) 20, 
[podel la (y)= [p(Y| x) p Oo) du (x) =Q(Y) Z F 
的 最 小 和 最 大 值 ( 极 值 是 对 林 知 的 先 验 分 布 pi E B), 
其 中 4(7) 是 前 面 担 及 前 4( 了 7) 估计 量 ,由 观察 什 也， 
了 作出 , 在 这 个 情况 下 可 证 明 岂 (YG (Y) WD 
PY 9?) 成立 的 概率 趋 丁 1, 如 果 用 于 作 估 计量 q(Y) 
的 随机 变量 Y 的 个 数 无 限 增 加 ( 据 太 数 律 (law of large 
numbers)). 也 问 能 作出 经 验 Bayes 方法 的 其 他 修 
E 一 一 例如 ,在 上 述 最 后 -一 条 件 gygy) 2 L B Bi 
有 限 个 形 如 gq()=4(3.) 的 条 件 , R P y, 是 起 初 给 定 的 
数 , 若 4 用 g 的 相应 性 信 限 来 代替, B| £ PF ot f S K 
qO) Sa()S aq) 的 形式 ， 等 等 . 

在 某 些 应 用 上 重要 的 场合 ,可 找到 隔 数 业 和 内 的 
适宜 的 优 控 函数 ,而 不 必 遂 过 费力 的 线性 规划 法 ( 见 样 
本 法 (sample method) 中 讨论 统计 控制 的 例子 ). 

关于 将 经 验 Bayes 方法 用 于 涉及 随机 备 数 值 的 假 
设 的 检验 ,大 大 判别 分 析 (discriminant analysis). 
参考 立 献 

[1] Eepntrega, C. H., & Hæ. AH CCCP. Cep marem 9, $ 
(1941), 85 — 94. 

[2] Eonmmes. JL H. B x., Mewnygdaponusi “kourpecc 
MATEMATHKOE B HHIH, ]970. oR COBETCEHX MATENGA- 
THEOR, M., 1972,48 — 55, 

[3] Robbms, H., An empricd Bayes approach to statistics, 
in Proc. Berkeley Symp. Math. Statst. Probab. Vol. 
1, Berkeley - Los Angeles, 1956, 157 — 163. 

N. H. Bominea # PAM B: 


Bayes 决策 函数 [Bayesian decision function ; Beiiecosmsag 
pemanan 中 yaxmnaa | 
-PAU RSE), 它 对 每 个 统计 试验 结果 x 给 
出 一 个 决策 5%), 到 值 于 一 给 定 的 决策 集 内 , 它 使 期 户 
损失 达到 最 小 ,正如 在 统计 问题 的 Bayes 方 法 (Bayesian 
approach) 框 染 中 所 定义 的 那样 . 
A. H. Upar Æ KAM PE 


Bayes 估计 量 [ Bayesian estimator ; Feiiecoamcam omesaca ] 

用 Bayes 方法 (Bayesian approach) H W #& të x} — 
KAER. A RE A aE A E, 一 
般 都 假定 未 知 铸 数 peoc R ERAREMA n= 
nide) 的 随机 变量 ,决策 室 间 DD 与 集合 昌 量 合 , HAR 
L(0,4) 表示 变量 6 与 居 计 4d HRB. 因此 , AAL, d) 
通常 假定 为 有 形式 工 (b, 4)=a(0)1(0—4), 其 中 是 误差 
向 量 0—d 8 M: T AF fi 8838. kS, WAA A(0-d4)= 
|o—d|"( >O). 最 有 用 有 在 数学 上 最 方便 的 是 平方 损失 
m$ L(0,d)=l0—d|*. 对 这 一 损 兴 函数 , Bayes iñ TF R 
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(Bayes 决策 函数 (Bayesian decision function) js "= (x) 
定义 为 悚 最 小 总 损失 
inf plm, Š) = iaf f f| 0—8(x) |* Pe (dx)m(dB) 


达到 的 函数 ,或 与 之 等 价 ,5 是 使 最 小 条 件 损失 
infE([6 six |x) 


达到 的 函数 ,由 此 推出 ,在 平方 规 失 晒 数 的 场 台 , Bayes 

个 计量 与 后 验 均 值 g x)= E(0 |x) E 3 , W Bayes PFL 2 

(Bayes risk) 为 ` 
pim, Â) = E[D(8 | > 站 


此 处 D (g |x) RER i 85 Jy E: 
Xej = E(I0—Et00|x)F|x1. 


A 设 x= (mx KH x SRES GA 
N(9,07) 的 独立 同 分 布 变量 , az m, I 3535183 AE 
wa Ng, 因为 当 x 给 定时 6 的 后 验 分 布 汐 正 态 
N Clp Tr), 其 中 
Ba 一 mottu Ta ` = na +r 2, 

no “++ * 
Hx=(x + tx n T AEEA MR ES 392 -d 之 
下 , Bayes 个 计量 为 sty =m, m Bayes 风险 则 为 
t= (nZ +m). A. H. lupen JE 
[ 补 注 】 


参考 文献 
[AL] Sverdrup, E., Laws and chanœ variations, 1, North- 
Holiand. 1967, Chapt. 6. Section 4. KER 译 


Behnke - Stein 定理 [Behnke - Stein theorem ; Femke- 
Crešina TeopeMa] 

Re G, C", k=1, 2,… ,其 中 对 所 有 的 六 
有 G, S G,. 则 它们 的 并 仍 热 是 全 纯 域 , Behnke -Stein 
定理 不 仅 对 复 Eudid 空间 C" 成立, 而 且 对 任何 Stein 
WE (Stein manifold) ERY. WEF G, ERAR 
习 下 不 是 单调 增加 的 ， 则 定理 不 成 立 . Hmc 中 两 全 
纯 域 


G, = {(z1, 22): ]z |<}, |> |<2) 
和 


G, = {Zz |z |<2. |z; |<1) 


的 并 不 是 全 纯 域 . 
参考 立 献 
fl] Behnke, H. and Stein, K., Konvergente Folpem von 
Regularititsbereichen und die Moromorphiekon vexität 
Math. Ann., 116 (1983), 204-216. 
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[2] Bnarznaspon, B. C., Merin Teopmu dy MEOTEYX 
KOMIUIECHRIX IsNCPevEHHLIX, M. ,19641 英 译本 : Vladimirov, 
V. S., Methods of the theory of functions of several 
complex variables, M. I. T., 1966). 

E. M. Hapa É 钟 同 德 译 


Behrens - Fisher 问题 [Behrens - Fisher problem ; Bep- 
eca -Tamuepa oof/RMal 
”从 一 个 统计 问题 所 引出 的 分 析 问 题 . 沪 统 计 间 题 
是 在 方差 未 知 ( 方 闫 的 比 也 未 知 ) 的 情况 下 ,利用 试验 数 
据 去 比较 两 个 正 态 分 布 的 数学 期 望 , 这 问题 是 W. U. 
Behrens 在 [1] 中 联系 到 粮食 作物 数据 的 处 理 而 提出 
的 . Behrens - Fisher 河 题 的 现代 提 法 ， 屁 R. Fisher 基 
于 充分 统计 量 的 概念 而 给 出 的 .设计 1……, 半 , 和 和 
Xn 是 具 正 态 分 布 的 相互 独立 随机 变量 , H EX, = 
ELA =0 slnn), EX = hs E(X,— aF = 
o G=, nmh 设 数学 期 望 M a JË o, o; AE 
Pje 都 未 知 , Sn, n, 22 时 , DIS B (X.. X,, S2, 
$1) 是 充分 统计 量 ， 此 向 量 各 分 量 之 表达 式 为 
X, = Tr X, = p, Dio 
Si = SX,- X), 5} = Sy- F, 
p= ' I= 

BE 115 Aa H k r 69 Bi $| E, n,  (X,— an) 和 
Vn, ruda AIEE, WS o É So) H 
YX? 分 布 , ARERIA nl 和 nl. 由 于 一 充分 统计 量 
所 信 关 于 未 知 邦 数 凸 , 尼 赔 , 叶 的 信息 量 与 原始 的 mu 十 ma 
个 随机 变量 X, X, 所 沼 的 一 样 多 ,因此 在 检验 有 关 这 些 
. 惫 数 值 的 假设 时 , 只 需 考虑 这 个 充分 统计 量 ， 特别 地 ， 
这 个 概念 是 有 关内 验 司 -此 = 上 的 假设 问题 的 现代 提 
法 的 基础 ， 这 里 A 是 一 事前 给 定 的 数 . 在 此 ，Behr- 
ens - Fisher UE S E B LA R X — X,, S2, S. WT 
能 取 值 的 空间 中 找 一 个 集合 无 ,, fE 5 W 1 32 B) 8 W 
正确 时 ， g -E.S Sr) eK. 的 概率 与 林 知 参数 
无 关 且 确切 地 等 于 给 定 的 数 x (0 <x<1). 

Behrens - Fisher 问题 的 解 的 存在 回 题 ,被 - : 些 杰 
出 的 数学 家 长 时 期 讨论 过 {主要 与 民 . A. Fisher xf f, [nl 
题 的 方法 有 关 ，Fisher 方 法 越 出 了 概率 论 的 范围 }. IO. 
B. Janm 等 在 1964 年 证 明 , 若 样本 大 小 n 和 n, 有 不 
同 的 奇偶 性 , 则 Behrens - Fisher 问题 的 解 K 存在, 3 n, 
和 n, 的 奇偶 性 辑 同 时 , 解 的 存在 与 和 理 仍 为 未 决 问 题 . 

Behrens - Fisher 问题 常 被 推广 和 粮 改 .特别 层 A. 
Wald I n bt E (X. — X, /S1 和 SISI 这 两 个 变量 的 样本 


空间 中 找 K 的 问题 . 此 问题 之 解 是 否 存 在 仍 属 本 决 … 


然而 ,可 以 造 出 这 样 的 和 集合 天， 使 当 恨 设 同一 册 =A 正 
确 时 ,事件 【( 瑟 -AS SSe K KAE REN k 


AEE aG 有关, 将 与 给 定 的 = 偏离 很 小 . 这 个 事实 
是 现代 关于 比较 yj 和 jt 的 检验 问题 的 实际 解法 的 建议 
W. B. H. Pomaropcrnit, M. Bartlett, H. Scheffe 
RICA T Eg a f p II AE T YF DSM 
Jë. 但 是 , W 6 kak RAR St AB038384 E £ 
出 ， 固 此， 一 - 般 说 来 ， 它 们 的 作用 通常 不 如 基于 
Behrens -Fisher 问题 及 其 推广 的 解 的 那 种 检验 . 
$= 
D} Beirens, W. U., Landyiirtsch. Jahresber., 68 419295, 6, 
807 — 837. 
[2] Jbomna, 10. B., Cramcramecme iad C MEULOLHMH 
napamerpamm, Wi., 1966. 
[31 Josmar, 10. B., Povanomat, H. B., Cynakos, B. H., 
4 Moxi. AH OOCP >, 155 (1964), 6, 1262-1264. 
JL H. Bomis I 
【 补 注 】 
参考 交 献 
[AL] Linnik, Yu. V. Randomized homogengows testis for 
the Behrens - Fisher probem, Selected Trans. in 
Math. Stat. and Probab., & (1966), 207 -217 ( H8 
X). EEE 译 


种 形 对 第 [bell - shaped game ; Knurwaurooüpawsasa nrpal 

一 种 单位 正方 形 上 的 对 第 (game on the wmit 
square), £ B * F P8 S 32 N o (x — y), 8 th 2 E: iE # PT 
正常 Pólya 频率 函数 (proper Pdlya frequency func- 
don: ` 

1) pkd 对 于 所 有 ue (— co, ooy e x ; 

2) 对 于 任何 站 和 任何 集合 -Oey <x <s 
各 一 wp <: < y, <o, AFTRA det lpi yhli 20; 

3) 对 于 任何 集合 {x,} GJE, ini, ARE (v) 
(对 应 地 , {x,}) ,使得 det p(x 一 y) || >0; 


4) Í“ glu)du <o, 


钟 形 对 第 的 一 个 重子 是 支付 阔 数 为 e-“-”” 的 对 
策 ， 在 钟 形 对 策 中 局 中 大 的 最 怖 策略 是 唯一 的 ,并 且 是 
AAR TAKAMA. AR o (A (x y) 
的 对 第 的 值 , 当 4 一 % 时 , a F Y #E JE DE 38 A 65 
支 集中 的 点 的 个 数 无 限 增 长 . 
参考 文献 
P] Karin, S., Mathematical methods and theory in the 


Bimes, programming and economis, Addison - Wesley, 
1959, B. K, Joma 8 Eeti 


Bellman 方程 1 Beliman equation ; BevurMata ypapnesume j 
1) HARRE (optimal control) 问题 提出 的 一 
种 特殊 类 型 的 偏 微分 方程 .如 果 能 找到 Bellman 方程 
Cauchy ii 888 ,那么 就 容易 得 到 原 问 题 的 最 优 解 . 
2) 解 元 散 最 优 控制 问题 的 一 种 遂 推 关系 ,借助 于 


Bellman 方程 求 得 最 优 解 的 方法 称 为 动态 规划 (dyna- 
mic programming ). 
参考 文献 

[1 Bellinan , R., Dynamic propgramming, Princeton Univ. 

Press, 1957. B. r. Kapemos 扎 

DHE) 连续 时 间 最 优 控制 问题 的 Bellman 方程 也 
tion ). 例子 和 更 多 的 细节 见 最 惰性 的 充分 条 件 (opti- 
mality , sufficient conditions ). 也 还 有 随机 控制 问题 的 
一 个 变形 . 


参考 文献 
[AT Feming, W. H. and Ršhel, R. W., Deterministic 
and stochastic optimal control, Springer. 1975. 
HHF 译 


Bellman - Harris 过 程 [ Bellman - Harris process ; Beni- 
mana- Xappuca nponecc ] 

年 扒 相 鞠 分 支 过 程 (branching process, age - de- 
perdent) 的 一 种 特殊 情形 . 首先 由 R. Bellman# T. E. 
Harris 人 ti) 加 以 研究 . Æ Bellman - Harris 8 ##rh, 8 
定 诸 粒子 彼此 独立 地 在 -随机 时 期 内 生存 , 且 在 它们 生 
存 时 间 的 终了 产生 随机 煞 个 新 粒子 若 Gü) NS T 
生存 时 间 的 分 布 函 数 ，A 人 为 每 个 粒子 下 一 代数 目的 母 
函数 , H£ t=0 时 粒子 的 年 龄 为 0, 则 粒子 数 1 的 的 母 
函数 Fü ; 引 =Esg 吧 满足 非 线性 积分 方程 


F(s} = Jr -ush dG) tsil Gir) 
上 


如 果 
G= 1 一 e V. (20. 


则 Bellman - Harris 过 程 是 一 连续 时 间 Mapsos 分 支 
过 程 ， l 
参考 文献 
[1] Bellman, R. and Harris, T. E., On the theory of 
ape - dependent stochastic branching processes, Proc. 
Nat. Acad. Sa, USA, 34 (1948), 601 ~ 604, 
E. A Cemacroaion E W OU E. 详 


Beltrami 坐标 [ Beltrami coordinates ; Benmrpawm wop- 
Tua Tha | 

曲面 上 的 坐标 ， 在 此 举 标 系 中 一 切 测 地 钱 均 可 表 
示 成 线性 方程 能 引入 Beltrami 坐标 的 曲面 称 为 射影 
的 (projective) (这 种 曲面 的 射影 变换 把 测 地 线 变 为 测 
WER). 如 此 称谓 的 由 梁 是 下 .Beltrami 在 1866 年 曾 
研究 过 这 种 曲面 . E B Ham 的 
【译注 了】 能 引 人 Beltrami 4r) A mE B. iN g: Gauss 
曲率 为 常数 的 曲面 CBeltrami M). (IL[B1], p.159.) 
参考 文献 
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[BI] 3638108. SHARE., WIJHE. FOR, MS 
教育 出 版 社 ，1988. 沈 一 兵 E 


Beltrami - Enneper 定理 [ Beltrami - Enneper theorem ; 
Denmbrpavm -Sauenepa Teopema | 
给 出 负 曲 率 曲 面 上 渐 近 线 (asymptetic line) 的 下 
述 性 质 的 定理 {E. Beltrami, 1866; A. Enneper, 
1870); 车 一 条 渐 近 线 在 给 定点 的 曲率 不 为 堆 ， 则 这 
条 渐 近 线 的 挠 率 平方 等 于 曲面 在 该 点 的 总 曲率 的 绝对 
8. 这 个 定理 也 适用 于 渐 近 线 在 给 定点 的 曲率 为 零 的 
情形 ， 这 时 ， 挠 率 平方 用 曲面 的 切 平面 滑 渐 近 线 运动 
时 它 在 该 点 的 旋转 率 的 平方 来 代替. 共同 一 点 出 发 的 
两 兽 近 线 具 有 绝对 值 相 等 而 符号 相反 的 掩 率 . 
E B Hina 所 
【 补 注 】 一 本 有 用 的 一 般 参 考 文献 是 [AI]. 
**=x 
[A1] Spivak, A M., Differential geometry, 3, Publish or 
Perish, 1975, 沈 一 兵 译 


Beliranú 方程 [ Beltrami equation; Bersrpama ypassetue ] 
见 Laplace - Betani 方程 【Laplace - Beltrami equa- 
tion ). 


Beltrami 解释 [Beltramij interpretation ; BEemrerpaM me- 
TepmpeTSUHS | 

JIio6aqeaczzii 平 面 的 一 部 分 在 以 球面 一 一 常 负 曲 
率 昔 而 上 的 实现 . 在 Beltrami REH, WEH geodesic 
line) 及 其 在 慷 球 而 上 的 线段 在 Joare 平面 上 起 
着 直线 及 其 线段 的 作用 ， 雇 球面 到 其 自身 的 等 距 映 
射 表 示 JloGascnczuñ 平面 上 保持 极限 圆 的 运动 . 伪 球 
面 上 的 长 度 ， 角 度 和 面积 对 应 于 Jore 平面 上 
HRE. AEAEE. 在 这 些 条 件 下 ， 每 一 个 涉及 部 
分 Jlo6awcaceuñ 平面 的 Joaren 测 面 积 学 定理 ， 对 
应 着 一 个 协 球 面 的 内 玖 几何 的 类 似 定 理 . Beltrami 解 
AAT lorem 平面 . 但 是 . 完整 的 Jo- 
sec 这 平 面 不 能 在 三 维 Euclid 空间 中 作为 正则 曲面 
而 实现 (Hilbert 定理 (Hilbert theorem)). 

Beltrami WE Æ E. Beltrami 于 1868 年 在 [1] 中 
提出 的 . 它 的 发 表 标志 着 JIo6asescmaii* 虚 几何 "首次 在 
三 维 Eudid 空间 中 得 到 实现 . 

关于 Jore 几何 的 其 他 解释 ， 见 Klein WE SE 
(Klein interpretation), Poincaré 天 型 (Poincaré 
model). 

参 老 文献 
[1] Beltrami, E., Saggio di interpretazione della geometria 
nonewlidea, m Opere Mat., Vol. 1, 1868, 374 — 405. 
[2] Karan, B Qp. Omoba momwepe, 1-2, M.- Ji., 
1949 一 1956. E B Umm # 
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[+E] 


参考 文献 
IAI] Klein, F., Vorlesungen über mecht Euklidische Geo- 
metrie, Springer, 1963. 杨 M. WR. ER PE 


Beltrami 法 [Beltami method ; Bemurpam meron) 
HE. Beltrami 在 1864 年 提出 的 求解 有 三 个 空间 
变量 的 波动 方程 的 方法 .该 方法 基于 以 下 事实 ,借助 于 
内 部 的 袜 分 算 子 ,在 特征 锥 面 上 波动 方程 可 转换 成 特别 
简单 的 形式 , hin MARRA u(x, t) 


4mtbu(xo, to) = ÍJ 


其 中 是 球面 : [x:|x—x =r}, dr 是 该 球面 上 的 曲 
Bi -E ERERB |x- l= (tj 上 的 外 法 
向 窒 商 .该 方 法 可 应 用 于 非 齐 次 方程 和 具有 任何 奇数 个 


空间 变量 的 方程 
参考 文献 


wr do, 


[1] Courant, R. and Hilbert, D., Methods of mathema- 
tial physks, Partial differential equations, 2, Intersci- 


ene, 1965 (ÆRE) (中 译本 : 数学 物 谋 方法 H, 84 
` 学 出 版 社 , 1977). HI. A. Ammon, H. A. Hrnun 3 


GREI 上 面 的 公式 称 为 Beltrarni 公式 ， 
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Bendixson 准则 [ Bendixson criterion ; Eeecous kpa- 
Tepsi; 
用 来 证 明 由 方程 组 


x = P(x, y), y = Qix y) (*) 


定义 的 平面 动力 系统 不 存在 闭 轨 线 的 一 个 定理 . 它 首 
Fh L Bendixson 表述 如 下 ([1] 六 如 果 在 单 连 通 域 G 
中 ,表达 式 P, + 妃 ,的 符号 不 变 { 也 就 是 说 , 保持 相同 的 
符号 ,只 是 在 一 些 扳 立 点 或 某 一 条 曲线 上 等 于 零 ) , 则 动 
力 系 统 ( 罗 在 区 域 避 中 没有 闭 轨 线 ，H., Dulac 推广 了 
这 个 准则 ([2]》 如 果 G 是 平面 (x,y) 上 的 单 连通 域 ,函数 
P 和 昌 EC'G), 且 可 找到 函数 flx,y)e C'(G) ,使 得 对 
任何 连通 子 域 D < G, WS 


/e+ eas = Ü, 


WER G + tu H SJ JJ # S: Ce) BJ Sh ER Hl Ay i PH B ya fj 
IE i m e Dn REC B) Bl 22. 在 环形 区 域 G 的 情况 
下 ,一 个 类 已 的 定理 是 说 : 动力 系统 (要 的 闭 扫 线 如 果 存 
在 , 则 是 唯一 的 .- 这 个 准则 还 可 推广 多 具有 柱 面相 空间 


的 动力 系统 (*) 的 情况 ([3]). 
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(Bendixson theorem). 
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Bendixson 球面 [Beodixson sphere ; Bengsecona cdepa ] 

实 分 析 中 的 球面 ， 在 单 复 变 函数 论 中 称 作 Riemann 
球面 (Riemann sphere). 

设 卫 :XX 二 了 + 如 二 1 是 Eudiid(X,Y,Z) 空 间 中 的 
单位 球面 NO, 0, DA SO, 0， 一 1) 分 别 是 其 北极 
和 南极 ; v 和 分 别 是 与 工 切 于 站 和 8S 的 平面 ; xSy 
和 ah 是 c 积 * 中 的 坐标 系 ， 甚 坐标 轴 平 行 于 平面 
Z=0 PERA XOY 的 相应 坐标 轴 ， 且 有 相同 的 指向 ; 
H £ | hoo N im y 允 到 上 的 球 极 平面 投影 
(stereographic projection), rr E rh È S JE E 映 到 * 
上 的 球 极 平面 投影 . 那么 , XE BDE e T OEI ç, y 中 任 一 
个 的 Bendixson 球面 . EFEM o (ES SAR) 
VEA NEAEH T M 08 — — B $l (bijection of the 
Planej% =I H '. 利用 这 个 双 射 可 研究 相 平 面 上 无 穷 
远 的 一 个 邻 域内 二 阶 实 代 数 常 微分 方程 自治 系统 的 轨 
道 性 态 ( 方 程 的 右边 是 未 知 落 数 的 多 项 式 ) ,该 双 射 把 这 
个 问题 化 为 一 个 在 点 多 ,0) 的 邻 域内 的 类 似 问 题 . 该 球 
面 以 I，Bendixson E. 
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Bendixson 变质 { Bendixson transformation ，Eenpcomm 


opeodpa3onaune | 


映射 


它 把 去 挤 点 各, 站 的 Euciid (x, p) FARKE -个 与 之 
类 似 的 Eudid (u, c) FA. 它 是 由 Bendixson 球面 
(Bendixson sphere) P ER AHR EER. mR E 
Bf (u, DADEA. 那么 Bendixson 变换 就 是 平面 
x ATA H= 的 反 演 . 
#*x 
II] Anpzponog , A. A, Jlieonropad, E A, Topon, A M., 
Mañep ,A T., 开 asecTBerH39 TEOPHS HBEHRMMH'SSCKHX CHCTEM 
atoporo nopama, M., 1966 {4E £; Andronov, A. A., 
Leontovich, E. A., Gordon, 1. L. and Maier, A., G. 
Qualitative theory of second - order dynamic systems, 
Wily, 1973. Á 下 Anpas E 
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Bergman # š $ | Bergman kernel fonction ; Reprmaas 
tpadyauma]，Bergman 核 (Bergman kernel) 

一 个 具有 再 生 核 性 质 且 定 尺 在 任意 区 域 DECE 
HEEREN, 在 此 区 域内 存在 美 于 Lebesgue 测度 do 
B L,(D) ARRA OMARY f. Bergman 核 函数 
Ak S. Bergman 引进 的 日] ,这 些 函 数 了 的 集合 构成 共 
AIE EZE {p.p IB Hilbert 空间 L, (DD) 
L,(D); L, ,(D)=L,(D)(10(D), 其 中 加 GD) 是 全 纯 
AATA. ag 


Kolz D) = KEN = ŠPI, 
45l 
E 二 


称 为 了 D 的 Bergman 核 隔 数 { 或 简称 核 函 数 )， 右 边 的 级 
数 在 吕 的 紧 子 集 上 一 致 收 襄 ,并 且 对 每 一 固定 的 feD 
属于 工 :iD)， 此 和 不 依赖 于 标准 正 交 基 fo | 的 选择 . 
Bergman 核 函 数 依赖 于 2r 个 复 变 量 并 定 多 在 区 域 DD 
x 卫 一 C ”上 ; 它 其 有 对 称 性 质 (symmetry property) 

Ki ,z)=KG(z ,的 , 且 对 变量 z 是 全 纯 的 而 关于 :是 
泛 全 纯 的 ， 如 果 D=p'x D”, D'C", DEC, A 


Kplz, 0} = 


其 中 z'=fz e, z.) z "=(z, t T” I) 

Bergman 核 函数 的 最 重要 的 特性 县 它 的 再 生性 质 
(reproducting property): 对 任 一 函数 E> ,(D) 和 
任 一 点 Ze DD， 下 烈 积 分 表示 成 立 : 


fy = [IOKE Harg). 


Bergman 核 画 数 的 极 值 性 质 (extremal proper- 
ties) 为 : 
1) 对 任何 点 ze p. 


K, z) = sop {| AE i fel Í D) i leam] 
2) 命 &eD 为 这 样 一 点 使 得 L, (DA aA 


Kp (z. SK a (z aS h 
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KO t f (cy= 1 050883. FEAN K(z e Y/K(E, EM 
R x 3 Et B Rf K (¿ , 2) "2, H. PS 8 xj PR H pk PE00) f 
是 极 小 的 ， M&K, Z) KE, RAKE 的 极 值 
函数 (extremal function}. 

Bergman 校 函 数 在 双全 纯 映 射 下 的 变化 由 下 闸 定 
理 表 出 : 如 果 是 由 区 域 中 到 区 域 D "上 的 双全 纯 映 
Bf. e(z)=w, e(2)=n, RA 

dz d 
Die £ 
其 中 dz jdw JE: W 5 Ë Jacobi 行列 式 ， 由 于 这 个 性 质 
Hermite 二 次 型 


Kol e.g) = Kol, 


在 双全 纯 映射 下 是 不 变 的 . 

在 区 域 的 内 冀 几 何 学 中 起 重要 作用 的 函数 KK(z)= 
K(z , 2) 也 称 为 一 核 函 数 ， 在 一 般 情形 下 它 是 非 负 
的 ,而 函数 log K(z) 是 多 重 次 调和 的 .在 K(z) 是 正 的 
区 域 D ( 酝 如 在 有 界 域内 ,函数 天 (z) 和 log K (z) 是 严 
格 多 重 次 调和 的 .后 者 相当 于 说 在 这 样 的 区 域 D 内 形 
A ds* 是 正定 的 .因此 给 出 也 内 的 一 个 Hermite 
Riemann 度量 ， 这 个 度量 在 双全 纯 映 射 下 保持 不 变 并 
称 为 Bergman 度量 (Bergman metic). EUA me E 
Kähler 度量 (Kaihler metric) 的 一 个 特殊 情形 .由 极 慎 
性 质 1) 可 知 , 当 趋 于 某 些 边界 点 时 Bergman EE H E 
HAWAJA. WE p < C" 是 -一 强 仿 凸 域 或 一 解析 
多 面体 ,那么 当 z 以 任何 方式 趋 于 区 域 的 边 值 点 时 KK({z) 
都 增加 到 无 穷 太 .Bergman 核 聘 数 的 具有 这 种 性 质 的 
任 一 区 域 是 一 全 纯 域 . 

对 于 最 简单 类 型 的 区 域 , Bergman 核 函 数 训 以 明 
显 地 计算 出 来 . 傅 如 对 于 C" 中 的 球 B={? : | z|< Rà, 
Bergman 核 函数 具有 形式 : 


Ka(z, Ü) = -$ 下 

对 和 "中 的 多 圆柱 U= Iz ;12)|<R,, j=, U niy, W 
. R 
Kiz É) = gi i 


m” Rir 


4 n=) 和 U=B 为 复 平面 2 HRA {]zl:|z]< 
Rj} 的 特殊 情形 时 ，Bergman 度量 变 为 经 典 的 双 曲 度量 


2R? 


d = Q 
R= |2 PY 


| d: |? 


它 在 共 形 映射 下 是 不 变 的 并 且 定 义 了 UU 中 的 Jlo6aseec- 
rä JLP. 
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[ 补 注 】 最 近 发 现 了 Bergman 核 西 数 的 另外 一 些 性 质 . 
对 一 大 类 具有 C“ 边界 的 伪 丁 域 (pseudo - convex do- 
mains), 包括 强 芒 目 域 和 有 限 型 域 (domains of finite 
type). € D x D FJ EP $R Kiz, w) 4 w ÆDE 
持 固定 时 它 对 z 光滑 到 边界 .这 是 关于 人 上 复 Laplace 
算 子 (complex Laplacian} 的 Neumann # F (Neu- 
mann operator ) N 的 紧 致 性 利 恒等式 ` 
P=I—0* NO 
的 结果 . 这 里 了 是 Bergman HE (Bergman projection), 
即 由 对 外 积分 给 出 的 工 ,{D) BÚ L, , (D) 上 的 正 变 射 
影 ;6 是 Cauchy - -Riemann 算 子 (Cauchy -Riemann ope- 
rator), Ó 是 它 的 Hilbert 空间 伴随 算 子 (Hilbert space 
adjoint operator) . ERE, 对 于 这 些 区 域 P W E: P Y8 
“条 件 R” (oondition R), M PH L, (D & W A 
L, ,(D), rh L, , (D) k Br Coors 空间 (Sobolev 
space). Bergman 核 函 数 的 这 个 性 质 可 以 用 来 研究 真 全 
HERRI (proper holomorphic msppinp) AREAN 
f {hiholomorphic mapping) (L.[A21, [A4], TAS). 
且 , 天 (z , w) 的 渐 近 性 质 已 签 研 究 ; rE s D 5 R M 
有 
Kiz, w)=F(z, w) (ig(z , w} "+ 
+G(z, w)lopg(iów(z, w), 
JE F, GW RD xD Em C” KA, Tü W W E 

a) (2 ,z)=p(z)/i, B p k D BJ — FEFE 
次 调和 定义 函数 (strictly - plurisubharmonic, defining 
function); 

b) Š, p ff oy ŒE z =w ERRAR H 

c) W(z,w)= —wWp(w, z). 

对 某 些 红 伪 凸 域 也 得 到 了 娄 似 的 结果 , 见 [Al， 
[A3], [A4]. 

对 其 他 区 域 的 Bergman 核 函 数 也 已 被 研究 ,例如 
Cartan 域 ( 见 [A6]) 和 Siegel 域 (Siegel domain) (w, 
[A7]). 
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[译注 】 关于 Bergman # 8 Aot AF [B1], [82]. 
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Bergman - Well 表示 [Bergman - Weil representation ; 
Peprvana-Bellnn nexter], Bergman -Weil 全 式 
(Bergman - Weil formula), Weil 公式 (Weil Formula) 

”一 个 全 织 函 教 的 积分 静 耿 公式, 它 是 由 S. Bergman 
MA A，Weil([2]) 得 到 的 ， 其 定义 如 下 ,， ñ D 3 
中 的 一 全 纯 域 , BAW, ， W # D rh # bk 3Ë dr 
WVm=[z6eD :|W,(z)| <1, k=1," NR Sh 8 T D. 
于 是 可 将 任何 在 了 内 全 纯 在 P w k AE- 
点 zEF 用 公式 


(idet (P, 
ra= zI ep 
Ir, O- Ww (zy) 


k=] 


dt (*) 


表示 . 其 中 求 和 是 对 所 有 户 < … < 六 进行 ,而 积分 是 
对 适当 定向 的 m edim o. .， 进行 ,这 些 曲 面 构 成 了 区 
域 玉 的 骨架 (见解 煌 多 面体 (analytic polyhedron)), 
d£=dü A — A dë, 这 里 函数 P. (Z, z) X W D 
x DAZJI Hefer 引 埋 (Hefer's lemma) ([3]) 由 
方程 

w-wa = De 

ral 

所 确定 .积分 表示 (A Bergman -Weil 表示 (Berg 
man -Weil representation}. 


=2AP E. z) 


在 Bergman - Weil 堆 术 中 出 现 的 区 域 上 称 为 Wei 域 
(Weil domain) ;通常 需 附 加 一 个 条 件 , 即 扼 阵 (ee ) 
(=l, k 2 的 秩 在 对 应 的 集合 


(eK: |B |= O 5| W. |= 


ERA hetee j, ARAH (=k) (这 样 的 Weil 域 称 
为 正则 的 (regular)) . 在 Bergman - Weil 表示 中 的 Weil 
E itu] J WK N T D 5) 8 Sr H 


U = {:eD: WeD,. =1.....: NY 


来 代理 ,其 中 /是 平面 局 上 上 具有 和 逐 块 光滑 边界 OD 的 
AAIR. H Bergman - Weil 表示 可 由 全 纯 画 数 了 在 肯 架 = 
上 的 值 来 确定 了 在 解析 多 面体 U 内 部 的 值 ; 涩 >1 
时 , o 的 维 数 严格 低 于 OU 的 维 数 ， 如 果 站 = 1, 和 解析 多 面 
性 退化 为 一 具有 光滑 过 界 的 区 域 , 这 时 骨 总 和 边界 一 
H. HWA NELA W=, WMA Bergman, -Weil 
表示 和 Cauchy 积分 公式 一 致 . 

Bergman - Wel 表示 的 一 个 重要 性 质 是 它 的 炉 关 于 
z 是 全 纯 的 . 因此 , 如 果 全 纯 画 数 了 用 一 个 在 5 上 可 积 
的 任意 函数 代替 ， 那 委 Weil 表示 的 右边 给 出 一 函数 ， 
它 在 器 中 椒 处 全 纯 而 在 D X 8U 中 几乎 处 处 全 纯 ; 这 样 的 
BMA Bergman -Weil 型 积分 (integral of Bergman- 
Weil type) ,如 果 f 在 U 内 全 纯 且 在 U F k k, BE 
么 它 的 Bergman - Weil 型 积分 在 DA 口上 几乎 处 处 为 
*. 

在 Weil 区 域 YF 上 的 Bergman -We 表示 经 过 民 换 


a Wie) 
(HH, zDD = 
YAI 
后 得 到 Weil 分解 (Weil deoomposition) 


fay = 
= 了 了 


wm |=. =a 
它 是 在 D 中 全 纯 的 函数 级 数 . 旦 这 级 数 在 了 的 任 一 紧 
子 集 上 … 致 收 伍 . 
参考 文献 
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【 补 注 } 
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Bemoalli 自 同 构 |Bemoulli automorphism ; Bepayma 
TOMOPthn3xwr | 

测度 空间 上 描述 Bernounlli 试验 (Bernoulli trials) 
及 其 推广 的 -- 种 自 同 构 ， 所 谓 Bemoulli 试验 , 是 指 一 
列 具有 相同 结果 以 及 相同 概率 分 布 的 相互 独立 的 试 
验 

设 4 为 试验 可 能 出 现 的 结果 的 全 体 , XEF B< A 
出 现 的 概率 为 测度 * ;在 4 为 可 数 集 的 情形 , 用 a, 表示 
它 的 元 素 ，p,=v 表示 它 的 概率 . 一 个 Bemouli 自 
同 构 的 租 空间 就 是 集 4 中 可 数 个 样本 的 直 积 ,也 就 是 
说 , 租 空间 的 点 是 形 如 上 ={b,} 的 序列 ,其 中 bE 4, 而 上 
跑 遍 整数 集 , 变换 耳 将 每 个 序列 中 的 元 向 左 位 移 一 
tr: T(b]= {b} 测度 用 定 尺 为 可 数 个 测度 "的 直 
积 ;因此 ,如 果 .4 为 可 数 集 , 则 


pdb: bi Tap, b, 5A, Y = p; P. 


此 时 ，Bernoulli 自 同 构 的 炉 (entropy) $T- Èp, logn, . 
Bernoulli 自 同 构 ( 或 更 确切 地 说 , 由 它们 的 移民 所 
生成 的 级 联 ) 存 遍历 理论 中 常 起 着 动力 系统 中 具有 统计 
特性 的 标准 例子 的 作用 . 一 个 Bernoculli 自 同 构 必 为 外 
自 同 构 , 但 存在 这 样 的 长 自 同 构 , 它们 并 不 BE Et ja] $£ T 
Bernoulli A AH, 虽然 已 经 知道 有 许 放 其 自 间 构 是 与 
Bernoulli 自 同 构 度 量 同 构 的 ， 两 个 Bernoulli 自 同 构 
为 度量 同 构 , 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 米 ([1]))，- 个 Ber- 
noulli 自 辐 构 必 定 是 其 有 和 较 大 炉 的 Lebesgue 空间 的 任 
-遍历 自 同 构 的 商 自 同 构 ([2]). 
参考 文献 
[LIA] Ornstein, D. , Bernoulli shifts with the same entropy 
are Bomorphic, Adv. Math. , 4 (1970), 337—352. 
[IB] Ornstein, D., A Kolmogorov automorphism that is 
not a Bernoulli shift. , Matematika, 15(1971), 1, 131 
— 150. 
[2] Cmaä, A. T. , < Matem c6. $, 6311964), 1, 23-42. 
Jl. B. 上 Hocoe 1 
LEI 两 个 Bernoulli 自 同 构 的 度量 同 构 可 以 用 有 
限 码 来 表达 ([A1]， 也 见 [A2]). 
参考 文献 
[Al] Keane, M. and Smorodinsky, M. , Bernoulli schemes 
with the same entropy are finitarily isomorphic, Anna. 
of Math. , 0941979), 397 一 406 . 
[A2] Smorodinsky, M. , Ergodic theory, entropy, Springer, 
[A3) Ornstein, D. , Ergodic theory, randomness , and dyna- 
mical systems, Yale Univ. Press, 1974. 
[A4) Comfeld, I P. , Fomin, S. V. and Sinai, Ya. G., 
Ergodic theory, Springer , 1982 (H$ Ë X). 
王 斯 雷 译 
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nenene | 
同 二 项 分 布 (binomial distribution). 


Bernoulli Af [Bernoulli equation ; Eepayztn ypamsesmee ) 
一 阶 常 微 分 方程 


aax +a(x) = fixy, 


其 中 «是 不 等 于 0 或 1 的 实数 ,这 个 方程 首先 是 由 
J. Bernoulli 研究 的 ([1]). Si y "=z, A Bernoulli 
方程 化 为 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ([2]), 如果 ao, 则 
Bernoulli F EREE y = 0; WE 0 cacl, MEHE 
点 上 ,方程 的 解 不 再 是 单 值 的 .考虑 形 如 


U0)x+g0)x"] = hy} a0,1, 


的 方程 , 如 果 把 其 中 的 了 看 成 自 变 量 , 把 x 看 成 了 的 未 
AA, 则 此 方程 也 是 Bemoulli 方程 . 
参考 文献 
[JI Bernoulti, J., Acta Erud. ,1695，59 一 67，537 — 557. 
[2] Kamke, E. , Differentialgleichungen; Lösungsmethoden 
und Lösungen, 1, Chelsea, reprint, 1971 (PEA: E. 
Fi. 常 微分 方程 手册 ,科学 出 版 社 , 1977). 


H. X. Pozos # 
【 补 注 】 
$R 
[A1] Inæ, W. L. Ordinary differential equatinns, Dover, 
reprint, 1956. 张 鸿 林 译 


Bernoulli 积分 [ Bernoulli integral ; Begmyzuu marerpan]， 
流体 动力 学 方程 的 

根据 理想 均匀 流 体 或 正 压 气体 (p—F (0) PS 3E W t 
动 的 每 一 点 上 的 流动 速 庶 * A š S nk ER É) iu ti J 88 8 
u(x,y, 2) ,确定 此 流动 同一 点 上 压力 p 的 积分 ,其 形 
式 为 


[E = c-1l|v| +u 0) 
p 2 


对 于 每 一 条 流 线 常 数 C 有 特定 值 ,从 一 条 流 线 到 另 一 
条 流 线 其 值 发 生变 化 . 

对 于 不 定常 流动 , 当 存 在 速度 势 时 , Bernoulli 积分 
{ 有 时 称 为 Cauchy - Lagrange 积分 (Cauchy - Lagrange 
integral) ) 成 立 : 


d 3 ijp 
P: a lv tut (2) 
式 中 
y = % @(x, y. z, t), 


(站 是 时 间 的 任意 函数 . 
对 于 不 可 焉 编 流体 ,方程 (1) ，(2) 的 左边 化 为 p jp 
形式 ; 对 于 正 压气 体 (p=F(p》 则 化 为 如 下 形式 : 


L _ [F') Ë 
[= Pres 


这 一 积分 是 也 ,Bemoulli F 1738 年 提出 的 ， 
参考 立 献 
[1] Milne - Thomson, L. M., Theoretical hydrodynamics , 
Macmillan, 1950 {中 译本 : L. M. 米尔 办 - 汤姆 森 , 理 
论 流体 动力 学 , 机械 工 业 出 版 社 , 1984). 
Jl. H. Ceremi 所 易 名 文 P 


Bemoalli RH £& [ Bernoulli lemaiscate ; 让 epaymaw 
AeMHECKATA | 


四 次 平面 代数 曲线 ,其 方程 为 : 在 直角 Descartes * 
WAF, 
(x` + —2al(x2— y) = 0; 
在 极 坐 标 系 中 


D = 2a2cos2@, 


Bernoulli 双 纽 线 关 于 坐标 原点 是 对 称 的 [ 见 图 ), 坐 标 
原点 基 具 有 切线 y= 土 x 的 结 点 和 损 点 . 曲率 半径 为 
r=2a°/3o0. 每 个 问 线 国 成 的 面积 为 5=a?. 从 Bernoulli 
双 纽 线 上 任何 一 点 MAEA R F(a, O) 和 
F,(a,0) BJP WW S, 等 于 点 互 和 下 之 间 的 距离 的 平方 
Bernoulli 双 纽 线 是 Cassini JIWE $Ë (Cassini oval), WA 
线 (lemniscates) 和 正弦 螺 线 (sinusoidal sbiral) 的 特殊 
情况 . 

Bernoulli 双 纽 线 因 Jakob BernouHi W 48 £, h 


在 1694 年 给 出 这 条 井 线 的 方 稳 ， 
#*x 
[i] Capenop, A. A., TLrocxae pame, M., 1960. 
H. JE. Cowie EE 
CHE] 
#=* = 


[A1] Brieskorn, E. and Knürter, H., Plane algebraic 
curves, Birkhiuser, 1986 ( 译 自 德 文 }. 


张 注 林 译 


Bernoulli 法 [ Bernoalli method ; Bepsy;utn meron ] 
求 如 下 类 型 的 代数 方程 


aox" tax” +- +a = Q (*) 


上 其 最 大 模 (绝对 值 ) 的 实 根 的 方法 .这 个 方 法 是 D. Bernou- 
亚 {[1) 提 出 的 , 它 基于 以 下 原理 , yO) … ,y(n 一 1) 
是 任意 给 定 的 数 ,y(n), y(n 一 1), … 的 值 由 差分 方程 


qoy(m +n)+agy(m+n-1)+ e taym) = 0 


计算 ,一 般 来 说 , 当 m 一 吕 时 ,表示 式 ytm +1)/y(m) 
就 趋向 于 方程 (的 的 具 最 大 模 的 根 ， 
EXN 
[1] Bernoulli, D. , Comm. Acad. Sei. imper. Fetro poli- 
tanae, 3 (1732), 62—69, Petropolis. 
[2] Yarregep, 3., Poðmcon, p., Marmara oôpabor- 
Ka peymetaroe Haĝmomnuä, JI. - M., 1935 ( 详 自 德 文 ) . 
JI. H. Tea6hrm # 


GHEN 表示 式 y(m+1)/y(m)88FI TRRA RRR, 
仅 当 这 个 根 是 单 根 ,并 且 没 有 其 他 的 根 具 有 同样 的 最 大 
可 .和 理 则 进行 如 下 OAN). P x, 为 具有 最 大 模 的 p 
重 根 (不 必 是 实 的 } . 则 当 mm 一 oo 时 ,关于 mn) 的 线性 
差 仙 方程 的 解 是 


p- 
y(m) = zef] xpe 
i=% “JJ 
这 个 表示 式 是 以 (x —x,)' 为 特征 多 项 式 的 线性 差分 方 
PRR. LUA m 一 oti, v 0m) 满 足 线性 差分 方程 
四 
vma Em AD 
如 果 p 所 2， 则 这 个 方程 关于 如 可 以 显 式 来 解 ,否则 用 
m-l, m 一 2,… (ÜR m, 重 写 (Al) ,对 x,, xi oR 
解 即 得 方程 ， 

如 果 有 两 个 具有 同样 最 大 模 的 根 x, 和 x. ( 午 数 分 
H p A qg, W H m 一 o FJ, yim) WW K Ey ¿F 3 TI 
Ai (xa wa BRER y y. (Al) Ë BH 
对 应 的 p+q 阶 差分 方程 代替 . 
参考 文献 


[A1] Hildebrand, F., Introduction to numerkal analyse, 
McGraw - Hill, 1956. 郭 祥 东 译 


Bemoulli 数 [ Rermoalli numbers ; Bepayvm dCnal 
J. Bernoulli 在 计算 自然 数 同 次 荞 之 利 

m I . 1 = |ñ 

Se 让 


Ü r= 0 


n+l-s 
B,m 


n=0,1,... m=1,2,. . 


时 发 现 的 有 理 数 序列 B. B., B, (111). 前 几 个 
Bernoulli 数 的 值 是 


l _ 
Bo=1, B. = > B: = Ç: Ba = 0 
p, = -L B,= 0, B, È, B: = 0 
4 30° 5 ' h 42 ' 
5 — 
B. = -而 B, = Ü. Bio = ge Bn = 0. 


一 切 奇 指标 的 Bernouili 数 ,除了 Bl 以 外 ,都 是 零 , B, 
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的 符号 交替 蛮 化 ，Bemoulli $k R. Bernoulli $ M A 
{Bernoulli polynomials} 当 x=0 时 的 (8: B = B (OY; 
ENEY W #E 3 3 39135 PR $ B 2 99 $ JE 3T 2 5 3 
#k. 例如 


x = ya = | x | < 2 
e'—l p= 
(所 谓 Bernoulli 数 的 生成 函数 ); 


2” n 
xcotgx = Zorg . |x |=". 
Gm z 2” 一 1 
tgx = 之 | B, AE |x |< 
L. Euer +f 1740 年 指出 了 Bernoulli # 1; Riemann 
rB io 对 应 偶数 s=2m 的 值 之 间 的 关系 : 


_ = m — Iy im 
tom = Èo = GE | Ba |. 


Bernoulli 数 可 以 用 来 表示 许多 广义 积分 . 例如 


Jae l = 1.2 


om] T gl Pel 


有 关 Bernoulli 数 的 一 些 关 系 式 为 : 


( 递 推 公式 ); 


ła 1 
By, = (— ‘4nf de nèl; 


es —] 


— -1 2(2n)' l 
Ban = (—1Y Ae Š -ir nz] 
估计 式 为 
了 2 cir 'B m° (2n)! 
QI SUI Pu < 302mj2 ° 


关于 Bernoulli AEA K W 381 8. 例如 [2] 包 会 了 对 于 
n< 9068 B,, 的 精确 值 ,和 对 于 n<250 É K 8. 
Bernoulli 数 已 被 广泛 应 用 于 数学 分 析 .数论 和 近似 
计算 等 许多 方面 
参考 文献 
[H Bemoulli, J., Ars conjectandi, Basle, 1713. 
[2] Bavis, H. T., Tablas of the higher mathematical func- 
tions, 2, Bloomington, 1935. 
[3] Saalschuetz, L., Vorlesungen über die Bemoultischen 
Zahlen, Berlin, 1893. 
[4] wro, M. H., Eepayumegm woma, M.. 1895. 
[5] Nielen, N., Traité élémentaire de nombres de 
Bernoulli, Paris. 1923. 
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[6] Kyapames, B. A., CyMMAPOBaHHE crenehci ÆJ HAT- 
yPeumHoro paga H wona Bepay on, M.- JI , 1936. 
[7] Nörlung. N. E., 
chnung, Berlin, 1924. 
[E] Tempon, A. O., Homole KobeubhR payqocreš, 3 
mn. ,ML 1967. 
[9] Hardy, G. H. , Divergent series, Clarendon, 1949. 
ID. H. Cy66omm # 
【 补 广 】 Bernoulli 数 在 割 圆 域 理 论 和 Fermat 最 后 定 
理 中 起 着 重要 作用 ， 见 [Al1], Pp.40 — 41, 和 [A2], 例 
如 ,如 果 p 是 不 能 整除 Bi, B,…，B,-; 的 分 子 的 奇 素数 ， 
则 x?+y? 二 2? 不 存在 解 x,y, ze N. (RLA (cydo- 
tomic field) ; Fermat 大 定理 (Fermat great theo- 
rem)). 
参考 文献 
[At] Lang, S., Cydotomic fields, Springer, 1978. 
[A2] Eibenboim, P. , Thirteen lectures on Fermat's last 
张 鸿 林 PE 


Vorlesunpen über Differenzenre- 


theorem, Springer, 1979. 


Bemoulli 多 项 式 [Bemol polynomials ; Eepay;um MHO- 
rodJe Hb) 


多 项 式 
= |: 
Bx} = > Ë 
5 Ü 


其 中 B 是 Bernoalli 数 (Bernoulli numbers). #41, 
对 于 n=0, 1, 2, 3， 有 


Bx = 1. 


Bn" ' n=0.1,. }. 


一 -了 .2 
B (xy = x 了， B(x) — X x+ 
pay = apad 
(x) = x Px tx 


Bernoulli 多 项 式 可 以 按 王 列 递 推 公式 来 计算 : 


a ljg 
È |s 


s Ü 


B(x) = nx" |, n523... 


J. Bernoulli F 1713 年 为 了 计算 和 

K 0 
最 先 研究 了 自 变 量 x 取 自然 数 (x= mh Bernoulli 多 
项 式 . L Euler 最 先 研究 了 x REA Bernoulli 多 
项 式 ([1]). "Bernoulli £ HA RAAE J. L. Raabe 
F 1851 年 引 人 的 . 这 种 多项式 的 基本 性 质 昆 ,它们 请 
是 有 限 差分 方程 


Baix +1)—B.(x) = nx"? !, 


I ft, EMEA REA ch EK to Bj fE PB FARER 
法 中 所 起 的 作用 是 相同 的 . 


Bernouili 多 项 式 属 下 Appel 多 项 式 (Appell poly- 
nomials} 的 类 型 ,也 就 是 说 ,它们 满足 条 件 


Blx) = nB, . (x) 
并 且 同 Euler 多 项 式 (Euler polynomials) 


B,(x)—7"8, | 


Eia) = Š 


有 着 密切 的 联系 . 
Bernoulli PAMERAN 


e pa 


ef 一 ,0 


Bernoulli 多 项 式 可 以 展开 为 Fourier A (Fourier 
series) : 对 于 n=1, 

sn 2rsx 

B (x) = x > = > ，0<x<1， 


sx 1 


YF n=2, 3, o, 


AT 
cos | 2rsx— > 


B. (x) = -ni$ 


s 1 


Bernoulli EWA AE FIE ER: 


, = x=]. 
(rs Y 


m —1 
B.(mx) = m"! >B, 


r = 


K+ 
m 


RAEM); 
B,(1 T x} = {一 17'B, tx) 
(互补 定理 ); 


Ed 


B,(x +y) = > . 


了 = 有 


B (yx "” 


( 自 变量 如 法 定理 ). 

Bernoulli 多 项 式 可 用 来 表示 Euer - MacLanrin 
公式 【Euer - MacLaurin formula) 的 余 项 ,和 用 于 函数 
的 级 数 展开 .Bernoulli 数 的 许 包 重要 性 质 都 是 Ber- 
noul 多 项 式 的 性 质 的 结果 . Bernoulli 多 项 式 可 用 于 可 
徽 周 期 苑 孝 的 积分 表示 : 

1 - 
y Í. Dix + dd, 


Hx) = > [ruya + 


Pt) = Ziea, Ë Ta | 


并 且 在 这 种 画 数 的 三 角 孝 项 式 通 近 或 其 他 逼近 的 理论 
中 超 着 重要 的 作用 ， 见 Favard 问题 (Favard problem). 
已 经 提出 Bemoulli 多 项 式 的 各 种 推广 . N. E. 


Nërlund SIA T v Et n KX Bernoulli # Tit k: 
Bx Ja) — Bax wn, w) 


(以 前 ,B. T. Avemu, H. S. Comm AI. M. Cun- 
DoB 曾 考虑 过 这 种 多 项 式 的 某 些 特殊 情况 )， 设 


; _ fu tw- f (x) 
À. f(x) A 
和 
BP (x |o) 三 2， 二 0 


MJ Bx lm) 作为 下 述 有 限 差 分 方程 的 n 次 多 项 式 解 而 
依次 确定 : 

AÁ. BPa fin, u) = 中 
v=], 2，…， 上 共有 初始 条 件 


BIO oeo 1) = BP er, o ad 


其 中 BU) [o,, o, 
递 推 关 系 式 求 出 : 
> [esn = wr Be 


BPa] = of8,, BP = 1, BË = 0, BP = l) 


a] (广义 Bernoutli #ç) HJ h F #J 


参考 文献 

[1] Euler, L., institutiones calculi differentialis, Teubner, 
1950. 

[2] Noriumd, N. E., Vorlesungen über Differenzenre- 
chnung, Berlin, 1942. 

[3] Bateman, H. and Emnjélw, A. , Higher transcendental 
functions. The Gamma function. The hypergeome- 
tric function. Legendre functions, Vol. 1, McGraw- 
Hill, 1953 《中 译本 : A 爱 尔 癌 里 等 编 ,高 级 超越 函数 ， 
第 一 册 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1957)， 

[4] Jian, B. B., B ç6. : Jicroperen-waTewaTHHeCEERE BOCIE- 
nosaka, E. 12, M. , 1959, 59—134. 

10. H. Cy56orun EB 张 鸿 林 译 


Rernoalli 随机 游 动 [Bemoulli random walk ; Bepayzrtu 
6:nyzagusmine | 

由 Bemoulli 试验 (Bermoulli trials) 生成 的 随机 游 动 
(random walk). Bernoulli 随机 游 动 的 例子 可 以 用 来 解 
妓 更 一 般 的 随机 游 动 的 某 些 基本 特性 .甚至 在 这 种 最 简 
单 的 概 型 中 还 表现 出 一 些 与 直观 相 虱 的 “随机 ”性质 . 

Bernoulli 随机 游 动 可 以 用 如 下 术语 来 描述 ;一 个 
质点 沿 着 x 轴 在 格 点 Kh 化 是 整数 ,有 >0) 上 随机 地 运 
动 , 运动 从 时 刻 1=0 开始 ,只 记录 在 离 油 时 刻 0,At,2A1 
… 质 点 的 位 置 . 质点 每 一 步 的 坐标 值 分 别 以 概率 p 或 
9g= 1 一 下 增长 或 减少 一 个 量 #， 而 且 这 种 增 减 与 以 前 的 
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运动 状况 无 美 . 因此 , 向 正方 向 或 负 方 向 的 位 称 人 成 
功 " 或 "失败") 可 用 一 个 成 功 概率 为 p 的 Bernoulli 试验 
HEEE. Bernoulli 随机 游 动 通常 的 几何 表述 为 : 
取 t 轴 作为 横 坐 标 ,x 轴 和 作为 纵 坐 标 ( 见 图 1, 它 表示 从 
零点 开始 运动 的 质点 的 乱 机 游 动 的 图 象 的 初始 片段 ) . 


Ar | Aí] s At | 
2Ar AAL BA! 
图 1. 进行 Bernoulli 88 | 3⁄3 69 IR A 
运动 的 图 象 的 柯 纵 片 豚 . 
设 革 表示 质点 在 第 j 步 的 位 称 , 则 状 , XX,,… 是 独立 随 
机 变量 序列 . 随机 运动 车 的 质点 在 时 刻 n At 的 坐标 等 十 
S =X + +X. 因此 , Bernoulli 随机 游 动 的 图 象 是 随 
机 变量 的 累积 和 的 性 态 的 直观 表示 . 此 外 . 起 伏 的 许多 
典型 的 特性 对 更 一 般 的 秆 机 变量 和 也 保持 . 图 1 还 可 
表示 在 古典 输 光 问题 中 赌 徒手 中 赌 本 的 变化 情况 (寻求 
Bernoulli 笨 机 洲 动 中 许多 事件 的 概率 的 公式 正 是 同 这 
一 问题 相 联 系 的 ) . 

在 物理 中 , Bernoulli 随机 游 动用 于 一 维 扩 散 过 程 
(diffusion process) 和 在 分 子 碰 捷 下 质点 的 Brown 运动 
(Brownian motion) 的 粗糙 描述 . 

与 Bernoulli 随机 游 动 有 关 的 重要 事实 叙述 如 下 
{这 时 假定 ASI, h=1): 

返回 概率 (probabilities of returning): 设 游 动 从 
零 开始 ， 至 少 有 一 次 回 到 零 的 概率 是 1— |p 一 9|， 即 在 
p=q=1/2 的 对 称 情形 是 1, 商 在 p=q Pf T L. 在 对 
称 情形 , 量 z( 第 一 次 团 到 零 时 所 经 历 的 时 和 间 ) 和 {第 
一 次 和 第 二 次 回 到 零 之 向 的 时 间 ) 等 等 是 具有 无 窒 的 
数学 期 望 的 独立 随机 变量 , 到 第 NN 次 返回 零 时 所 经 此 
的 时 间 , 即 十 …+t%, PJN. 一样 增长 ;而 在 2a 步 中 返 

am 十 1 
7” 
Vn 
ENa) ~ 2 


EN a) = 


回 零 的 次 数 N.. BJ E 35 (Ë Hi 2: K 

2r 

n 一 ! 
给 出 , 它 与 Am 增长 速度 相同 : 


结论 是 直观 所 想象 不 到 的 ; 在 对 称 Bernoulli 88 #[ 


游 动 中 , 在 图 上 接连 两 次 返回 零 的 时 间 间 隔 长 得 惊人 


(812). 
与 此 有 关 的 另 一 个 特征 是 五/n {图 形 在 机 轴 之 上 的 时 
间 与 总 时 间 的 比 ) 的 最 小 可 能 值 接近 于 1/2， 更 精确 地 
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a t 
0000 , 50000 foo0otn 
` N "k: 
j PA OEO VRAP 


——. 
BW 2 三 个 Bernoulli AHTRA. SE tE 
KT 206 000 tAE, 
说 ,下 还 定理 成 侣 :当下 — o, nek —= 9 f, 2: sË 
l 
mn Vxt1 — x) 


Pina ~ 


ART % É T, = 2k RARER py ,其 中 x =x 一 kfn. 


— + 8k 29 R E 5 f Garaine jaw) 的 推论 是 :对 每 一 
egazi, 不 等 式 T m <= REEERE TF 


1 dx 2 1 
一 = e arcsin Va. 
Lf Vx — x) ki 


Baz 38 ERER, 10 000 4352 PAK PL 20.1 
038364 £ T 9 930 个 单位 时 间 处 于 横 轴 之 上 上. HiKS 
地 说 ,观察 到 这 种 图 形 前 频繁 程度 不 小 于 在 十 个 当中 取 
其 一 .者 看 超 来 ,这 似乎 是 芒 课 的， 

最 大 E (maximum deviation}: 3 p> a m 
Peg. RBI 8 + 8 38 6) E 8: 38 bi 38 * 1 #£ m+ sk 
一 所. PJ. mE p< q, Hj iE 2 SHUT 3 


M' = max $, 


Ge 从 
ii M * = x 0 88 sk E 


lol 
gi iq 

具有 边界 的 Bernoulli MAWS: 人 们 常 考虑 具有 有 
吸收 芯 或 反射 壁 的 随机 游 动 . 例如 , 设 游 动 从 八 开 始 ， 
在 4 点 存在 一 个 柄 收 辟 是 狼 当 到 这 该 点 时 质点 停止 运 
动 , 在 点 akti D (k2 08 — W 3k) Fi — PE 38 
ae 38 S h Q Sik k pi q kB k-i, UMR p 
RRE k hh. EHARA SSES TRIE Sa E 
W.S 45 ASA TB, AMin, TRA T 
A-a lart) tb, En, EERI UT x Ak RRE 
HA n n ERER REE, U FOUR W: 


Z F ghane LYP dar 2TA 
RO tt W 9 Ë. 
a = L stan, 
Ine = Ü, x> -a. 
在 p=9~=12 的 情形 ,这 个 向 题 的 解 册 A. de Moiver # 


P. Lape 人 发现，Laplace z {Laplace formula) 
是 : 


Bix =: | EEEN də. (*) 
T$ Sin @ 
其 中 


h 一 N ü 
3 


_ 


p = atx+ł? +I 


HI Ra E (difusion processes } 的 转化 . 作为 
一 个 例子 , 设 p=q=1/02, At=l/N, h=1//N , W 
Bernoulli 88 8L 3928 8 HW RZEP, Nor, E 
极限 葡 寺 Brown 6 SB P B 03. Hm, EAT 
FREK- R EE T HAA THAUKA EEF a 
ALBER. 对 n/N=T, t=0, a N = = h Z: sÑ 
(*) 取 极限 得 到 


wT 
1 一 -2 了 d 
Yar | i Vin.. L: 
它 等 于 进行 Brown i 31 89 M s< h E ba XÇ) 满足 不 将 
式 


min 人) s< ea 
vuk T 


的 概率 , 蛮 即 质点 在 壁 — x SER K AK 3. yT H. Pe 
A Hi38 Ey 2548 4 2 š, FA- kr 8 SH 3:35 2 K. W 8 
利 网 离散 过 各 过 流 到 连续 随机 过 程 是 适宜 的 BAS OE ` 
Es(Hmit theorems} ). 

Barnoulli WEA Dy 3i i Q Ye SK SR RA Wl E N S0 6 F 
EEE. 诸如 强大 数 律 (strong law of large num- 
bers) AEK (law of the iterated logarithmj #f 
RAAE. 

#*x 
DI] Feler, W., An introdudion to probability theory and 
its applications, f, Wüey 1957- 197i, Chap. 3, lá 
URRE, W. W 4. GIS AE, HERRE. 
+. 1964; FÆ, 1979). 
K). B. Tipoxopos Æ HAF 译 


Bemal A S£ [Bemoulli scheme ; Bt crea J 
网 Bernoujli 试验 {Bernoulli trials}. 


Bernoulli Æ [ Bernoalli theorem; Bepnyzum Teopemaj 
(3) 六 数 德 (law of large numbers) £ 5 s E 


的 原始 形式 ， 这 个 定理 出 现在 Jakob Bemoulli H «3 
度 术 》 [Ars conjectandi) 一 书 的 第 四 部 分 ， 这 一 部 分 
可 以 看 作 概 率 论 的 最 韧 的 严格 研究 . A F 1713 年 
H Nikolaus Bernoulli (Jakob Z E) Hik. 这 个 定理 讨 
论 独立 试验 序列 { 见 Bemoulli 试验 (Bernoulli tri- 
als 在 其 每 次 试验 中 某 事 忻 (" 成 功 ") 出 现 的 概率 等 于 
p， 设 nn 是 试验 的 次 数 ,m 是 一 随机 变量 , 它 等 于 成 功 
事件 出 现 的 次 数 ， Bernoulli 定理 晨 说 : AERES A 
小 的 正 数 E 和 水 对 于 -… 切 足够 大 的 m (n>nə), 不 等 式 


m 
g< ——p = £ 
n P 


的 概率 PHA T 1 一 nx， 这 个 定理 的 证 明 是 Jakob Ber- 
noulli 给 出 的 ,而 且 仅 吉 基 于 对 二 项 分 布 中 当 必 离 最 大 
可 能 值 时 概率 减 小 这 一 特性 的 研究 ;伴随 定理 的 证 明 有 
一 个 不 等 式 , 在 给 定 8 和 后 , 它 可 能 给 出 上 述 声 的 某 
一 上 界 . 例如 , Bernoulli 求 出 :如 果 p=2/5, M 4n 225 550 
时 ,不 等 式 

| — m 2 = ] 


0 n 5 ` 50 
的 概率 大 于 0.999. tf Jacob Bernoulli 原来 的 推理 稍 
作 一 些 改进 , 便 可 得 知 : 只 要 选取 满足 条 件 


] +ë ] 1 
H > FELG tz 


Wn ARET. hitit ñ] E 2 z: 4538 sÑ 
m — 
| P i >E 

的 概率 1 一 P 绍 出 形 如 


2op|-Jd| 


的 情 计 值 . 对 于 上 面 所 举 的 例子 得 到 的 条 件 是 mn 产 17 665 
{下 精确 的 悄 计 表明 ,只 要 取 rn 宕 6502 就 足够 了 ; 为 了 
进行 比较 ,可 以 指出 : de Moivre - Laplace 定理 给 出 
6498 作为 z 的 近似 值 ) 利用 Beperoreiis 不 等 式 (Bemn - 
shiein inequality) 及 其 类 似 的 结果 , 可 以 得 到 1 一 P 的 另 
-- 些 估计 .【 亦 抑 二 项 分 布 (binomial distribution).) 
##*x 
[1] Bemoulli, J., As conjgectandi, Vol, 4, Bask, 1713. 
[2] Maproe, A. A. , VcoscCyenue neposruocreñ, 4 ast, M., 
1924. 
[3] Eeun |, C. H. , Teopug sepomgrüocreš, 4 a30. ， 
M. - JL, 1946. 
I). B. IIpoxopos R KAR Pr 蒋 正 新 校 


Bernoulli 试验 [Bemoulli trials ; Bepay.um someran | 
这 样 的 独立 试验 :每 次 试验 只 有 两 个 结果 人 成 功 " 
和 “失败 "), 且 其 结果 的 概率 在 各 次 试验 中 是 不 变 的 ， 
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Bernoulli 试验 是 概率 论 所 考 虚 的 基本 方案 之 ……. 
设 呈 是 成 功 的 概率 ,qg=1 一 是 失败 的 概率 ,并 且 设 
1 表示 出 现成 功 ,0 表示 出 现 失败 .这 时 ,一 个 给 定 的 成 
功 或 失败 事件 序列 , 例如 
10011010:1 
出 现 的 概率 等 于 


pqappapq o p Spg", 


Rt m EEHEHE n KHARE 2| h RE Pr A 9 IK 
数 . 许多 经 常 出 现 的 概率 分 布 都 与 Bernoulli 试验 方案 
有 关 . W s. — AIER, CST n 次 Bemoulli 试 
验 中 出 现成 功 的 次 数 . 这 时 ,事件 {3,= 此 的 概率 是 


H 
ph k=0,....Ħ, 


也 就 是 说 ，5, 具有 二 项 分 布 (binomial] distribution). 
"in — o 时 ,这 个 分 布 可 以 用 正六 分 布 (normal distri- 
bution) 或 Peissom 分 布 【Poisson distribution) 来 近 
I. 设 了 是 首次 出 现成 功 以 前 所 进行 的 试验 的 次 数 ， 
这 时 , 事件 {了 =k) 的 概率 等 于 


gp, k=0, l-3; 


也 就 是 说 , 了 具有 几何 分 布 (geometric distribution). 
设 了 ,是 第 r 次 出 现成 功 以 前 出 现 失 败 的 次 数 , 则 y. R. 
有 所 谓 负 二 项 分 布 (negative binomial distribution). 
Æ n tK Bemoulli 试 验 中 成 功 的 次 数 5 可 以 宕 示 为 独立 
风机 变量 之 各 XHA: 其 中 如 果 第 次 试验 出 现 
R. ML X — l. Z M X=0. 这 就 说 明 为 什么 概率 论 
中 许多 关于 独立 随机 变量 之 和 的 重要 定律 最 韦 都 是 针 
对 Bernoulli 试验 方案 确立 的 ( 见 Bermoulli 定理 (Ber- 
noulli theorem) ({ 弱 ) 大 数 律 (law of large numbers); 
强大 数 律 (strong law of large numbers); 选 对 数 律 
(law of the interated logarithem); 中 心 极 限定 理 
(central limit theorem); 等 ) . 

为 了 对 Bernoulli 试 驻 的 无 穷 序 列 进行 严格 的 研 
究 , 要 求 在 由 0 和 1 组 成 的 无 穷 序 列 的 空间 中 引 人 和 概率 
测度 (probability measure)}， 这 可 以 直接 进行 ,也 可 
以 利用 下 面 就 p=9g=113 的 情况 说 明 的 方法 来 进行 . 
设 多 是 在 具有 均匀 分 布 的 区 向 (0, 1) 上 任意 选取 的 一 
个 数 ,并 且 设 

A 
w 二 之 > 

是 四 按 二 进位 分 式 的 展开 式 ， 这 时 ,和 =1, 2 是 
独立 的 , 且 以 概率 1/2 分 别 取 值 0 和 1, 也 就 是 说 ,在 这 
个 四 的 展开 式 中 的 0 和 1 的 序列 是 由 p= 1 /2 BJ Bernou- 
lli 试验 方案 来 描述 的 . 但 是 ,也 可 适当 给 出 (0, 1) 上 
的 测度 , 以 得 到 具有 任何 p 的 Bernoulli 试验 (4 p<1/2 
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时 得 到 测度 相对 Lebesgue 测度 是 奇异 的 ). 
常常 用 几何 方法 来 让 理 Bernoull 试验 ( 2 Bernou- 
下 随机 游 动 (Bernoulli random walk}. 在 概率 论 发 
展 的 蕊 期 ,为 了 解决 破产 问题 ,计算 了 与 Bernoulli 试验 
有 关 的 一 系列 随机 事件 的 慨 率 . 
参考 文献 
[1] Teemo, B. B., Kype TeoPME neposgrgocreñ, $ M34., 
M., 19691 中 译本 :B. B HREH AELA AF 
AA RHE 1955). 
[2] Feler, W., An introduction to probability theory and 
its applications, 1-2 Wiley, 1957—1971 中 详 本 : W. 
Ap AREAREN. EHE MHE, 1964, 1979). 
[3] Kac, M. , Statistical imdependence in probability, ana- 
lysis and number theory, Math. Assoc. Amer. , 1963. 
A BTEpoxopoa # 张 鸿 林 译 


Bepamrelm 不 等 式 [ Bernstein inequality ; Bepanrreim 
SepaseucTBo | 

1) 概率 论 中 的 Bepanrreš 不 等 式 是 比 e6onnen 
不 等 式 (概率 论 中 的 ) (Chebyshev inequality (in 
probability theory) 更 精确 的 公式 , 1911 年 由 C. H. 
Bepaurreña 提出 (111), 它 使 我 们 能 用 一 单调 递减 指数 
函数 来 估计 大 人 博 兰 的 概率 【Probability of large devia- 
tions). 事实 上 , 若 独立 随机 变量 X... X W E 


EX, =0 ER = b, j=l. Mn 
ba- 
E| X; < H n 


(其 中 1>2, H RE5 3520938 SMAS EA +O, 
TF £ beum 不 等 式 成 立 : 


2 


r 
HB, + Hr) | ü) 


P([S.|>r) < :|- 


其 中 +>0, B =b. 
=0, EX)]=o' |X < LO0=1,., 
取 其 最 简单 的 形式 : 


对 则 分 布 有 界 隐 机 变量 半 (E 
nò FSA (1) 


2 
PI] S, | >to Va) < 2al- (2) 
其 中 a=Lt 人 An A. H. Komworopos 对 (1} 中 的 概率 
HEAT. 特别 地 ，Eepeurreiis - KomaoropoB 
估计 用 在 重 对 数 律 (law of the iterated logarithm) 的 
证 明 中 ， 关 于 (2) 的 准确 度 , 可 以 通过 与 由 中 心 极限 定 
EË (central limit theorem) 第 出 的 (2) 的 左 端 的 近似 值 


|, 
1? 


- 2 


2 PAS 了 
u du = l- 
ik “ Vini 
进行 比较 而 得 到 , 其 中 0<8<1，1967 年 以 后 


Eepe 不 等 式 被 推广 到 多 维和 无 穷 维 情形 . 
参考 文献 
[1] Bepteurrt, C. H., 
M. - JL , 1946. 
[2] Kolmogorov, A, N., Ueber das Gesetz des 


Teopusq pebosraocreñ, 4 HAN. , 


iterierten Logarithms, Math. Anna. . 101 (1929), 
126 — 135. 
[3] Hoeffding, W. , Probability inequalities for sums of 


independent random variables, J. Amer. Statis. Asoc. , 
58 (1963), 13 — 30. 


[4] Opm, B. B.. Š Teopus pepogr. H ee TEPHDMEH >, 
15 (1970), 1, 196 — 107. À. B. Hipoxopos # 


2) 关于 三 角 多 项 式 或 代数 多 项 式 的 导数 的 
Bopen 不 等 式 . 根据 多 项 式 本 身 给 出 其 导数 的 估 
计 . 车 下 (x) 是 阶 数 不 超 过 的 三 角 多 项 式 且 


M = max | T,(x)|. 


Ü< x < 2 
册 下 还 东 等 式 对 一 切 x 成 立 ( 见 [1]): 
{Tx) |! < Mr, r=1l,2,.... 
这 些 估 计 不 能 改进 , 因为 对 于 


T(x) = cosn(x — xy), 


max | VG] = n 
x 


三 角 多 项 式 的 bemin 不 等 式 是 下 述 定理 的 特 
殊 情形 ([21) : 如 果 f GO 是 阶 数 < z 的 整 函数 且 
MU WPa SO 
则 有 


sup | FOOD € Mo 人 =12 .小 
s=. X SD 


关于 代数 多 项 式 的 Beum 不 等 式 具有 下 述 形 
AM: 如 果 多 项 式 


Px) = Sat 
k -0 


满足 条 种 
| P(x)| < 


期 其 导数 Po) 具有 性 质 


M, a= x=b. 


Mn 


P. =< ， b, 
| P.(x) | a a<x< 


这 一 情 计 不 能 再 改进 . EAC. H. Bepuurrcñ dë i, 这 

个 不 等 式 是 由 AA， A Mapo 给 出 的 Mapeo 不 等 式 

(Markov inequality) 证 明 的 一 个 推论 { 见 [1]). 
Fepaurrei 不 等 式 在 函数 通 近 论 中 用 于 证 明道 定 


u 


o FEAE E N E 


理 ，EcpHmmeiia 不 等 式 有 许多 推广 .特别 足 关 于 多 变量 
整 函 数 的 . 
参考 文献 

[1] Bernstein, S. N. (Bernshtein, S. N.), sur l'ordre de la 
meilleure approximation des fonctions continues par 
des polynómes, Acad. R. Beigigue, Cl Sci. Mém. Coll. 
4. Ser H, 4 (1922), 

[2] Bernstein, S. N. (Bemshtein, S. N.), Sur une propriété 
des fonctions entieres, C. R. Acad. Sci. Paris, 176 
(1923), 1603 — 1605. 

[3] Haxon, C. M., TIputmoroenae 中 yii Msnorux 
UCDCMEHHERK Ú TCODEMBL HloOmEHH8, M. , 1969 ( % WẸ 
+: Nikol’ skit, S. M., Approximation of functions 
of several variables and imbedding theorems, 
Springer, 1975). 


H. Ji. Kopae, B. TL Moropus W 
【 补 注 ] 


参考 文献 
[A1] Natanson, I. P., Constnxtive theory to functions, 
L-3, Ungar, 1964 一 1965 A RX). 
[A21 Lorentz, G. G. , Approximation of functions, Holt, 
Rinehart and Winston, 1966. FF 译 


BEepmureñn 插值 法 [Bemshtein interpolation method ; Be- 
pumreiiaa umgTepüopsusmodBubm npouece ] 

在 区 人 间 [-1.41 上 . 致 收敛 于 卫 数 了 (x) 的 代数 多 
项 式 序列 , O E1, 1] 上 是 连续 的 ， 更 确切 地 说 ， 
BepHuzrmeii 揪 值 法 指 的 是 代数 多项式 序列 


SAPT, a) 


Pf ;x) = —— 


TO D Tb o 


其 中 


T,(x) = cos(n arc cos x) 
是 Uema 多 项 式 (Chebyshev polynomials}; 


sn = es Gk] 
n 


是 播 值 结 点 ; 而 如 果 kis, 1 EE IE E Sk. n=21q+r, 
q21, 0&r<2f, s=1, =, g, W 


AP = fx) , 
否则 


. il 
AR = rg. ia 41) —_ ZSO- AS 
170 i= 
多 项 式 P,(f;x) KES EARU OFT f(x) 的 那些 


点 的 个 数 之 比 是 tn 一 二 Nn 一 分 , 当 n = 加 时 , 它 趋向 于 
WRI 如 果 1 足 够 大 , 则 这 个 极限 任意 接近 1. 这 种 
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插值 法 是 C. H. Beptrarreiia F 1931 年 提出 的 {[1]) . 
prki 


[1] Eepunrrcñn, C. H., B gu. : Cop. wos., r. 2, M., 1954, 
130 — 140, TI. IT. Koponan #⁄ 


【 补 注 ] RARER i h (IF ARE. 但 是 , 有 
一 种 对 于 [0, 1] EAA YL ES 3k 3 FI Ry Sk 59 k Ië 26 ws 
kin(k=0, 7, n) 的 众所周知 的 Bernshtem 法 . 这 种 方法 
是 道 过 Bepanmrreia 多 项 式 (Bernshtein polynomials) 28 
出 的 . 对 于 [0, 1] LAA PL BR 3 f(x) 88 3⁄ Bh) Bepatnmeir 
ERFA B (f; x) E fx) 的 每 个 连续 点 xe[0,1] 上 收 
AF. 如果 Fo 在 0,1] 上 是 连续 的 , 则 这 个 序列 在 
[0,1] E-I F/C). WEIER., M GENS) 
的 每 个 连续 点 上 ) BOG) Fa WAL. 

这 种 FepHrmrmetia 法 常常 用 来 证 明 (3 T 8 IE Bi) 
Weierstrass 定理 (Weierstrass theorem) -关于 这 种 方法 
的 推广 (单调 算 子 定理 (monotoneoperator theorem), 
见 [A2], 第 3 意 , 第 3 节 . 也 可 参阅 函数 和 运 近 线性 方法 
(approximation of ñinctions, linear methods). 
参考 文献 

[A1] Davis, P. J., Interpolation and approximation, Dover, 
reprint, 1975. 

[A2] Cheney, E. W., Introduction to approximation theo- 
ry, Chelsea, reprint, 1982. W384 W 


Ecpunrrešs 法 [ Bernstein method ; Eepunmrreñua meron | 
辅助 函数 法 (Imethod of auxiliary functions) 

线性 和 非 钱 性 偏 微分 方程 理论 中 采用 的 一 种 方 
E. BEepuurreüu 法 在 于 引入 某 个 依赖 于 所 求解 的 新 的 
(辅助 ) 函 数 , 使 得 有 可 能 建立 所 需要 的 解 的 各 阶 导 数 的 
最 大 模 的 先 验 估计 . 

应 用 Bepaurmeiin 法 的 一 个 简单 例子 是 获得 非 线 性 
( 拟 线性 } 椭 吉 型 方程 Dirichlet 问题 


Fz az Bz 3: 
— t = f|x.y z EE = 
FETE 小 x | 
z 4 

— |: „s ÈZ dz dż 

=a| | tat e ) 

=a 5 | TAF 3 +e > + (* 

HUSE teta g EMADE. 

dr gy 


z| = Ü. 

解 的 导数 的 最 大 模 的 先 验 佑 计 , 其 中 &,b, c, d, e, g 是 
x, y, z ERAH, C 是 回 周 ,是 半径 为 尺 的 图 域 的 边界 
(假定 D 是 贺 域 以 及 2z |。= 洛 是 不 重要 的 ,因为 对 于 任 
意 单 连通 区 域 以 太 非 齐 次 边界 答 忻 的 一 般 铺 形容 易 通 
过 一 个 函数 变换 以 及 区 域 的 保 角 变 换 化 为 这 里 所 考虑 的 
情形 ). 

如 果 天 之 0, 则 由 最 大 值 原 理 立 即 得 到 问题 (*) 的 
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解 的 最大 模 估 计 n, 


# 一 max 
izp- 


为 了 证 明 (*) 有 用 一 个 正则 (光滑 } 解 ,只 需 有 和解 的 直到 三 
院 导 数 的 最 大 模 的 先 验 居 计 ( 见 连续 方法 (continua- 
tion method) ,为 估计 max-18z /3x| 81 max | àz fay|，, 
只 要 估计 maxc1az /6pl R T (BL 821 =0)， 其 中 
p. 0 R IRR in. 现在 引信 由 公式 


| z(x. Y) | _ 


z = @ (u) = —n —a+alnu, 


2k th BU S J RAA a. Ruh z >0 38 #& B W W 
Ke. BS usui, p ERARE z(x.y)C ns 
z Sn) HEM e 变化 到 etto, 因为 


z _ a du 

8x u dx 
dz aðu a |u 
ax? u axt u` | ex 


还 有 关于 了 了 的 导数 的 类 似 的 结果 ,上 由 此 得 到 4 满足 方程 


> ? 
Bu Pu [la fa], 
ax? ây’ u | |ðx ày | 
1 
paf ap ua, [auf] 
a Ax tia 3 + y + 
du Ju u 
+da +2e—— 3y tg = 9 


i M 是 |al, bl, ic) 在 口中 的 上 漠 , XH s=1/ 
GM). WRH Bw / Bx 和 Bu /By 看 作 是 平面 上 的 流动 
坐标 ,而 把 x,y, z 看 作 参 数 , 则 方程 Q =0 É — 8 N 
的 方程 ,这 是 因为 行列 式 a c. —- bi >3/t4u 站 ,其 中 
Ë 


+ — 
! 8M | 


b _ 1 
l+ My T 


sN rb = 


å; 


EE, AEETI ôu /0x 和 和 Bu [Oy ,全 不 可 能 小 于 某 个 负数 
一 P, Bl Q >— P (55 IB B| #: 亚 的 显 式 表 示 式 ) ,如 果 
引信 由 公式 

Hi = wt 


表示 的 函数 u, RA 
Qu B, 
Jx? y” 
KM u, ERR DHUR CC 上 达到 其 量 大 值 , 又 国 u, 在 
世上 是 常数 ,所 以 在 CC 上 有 


= Q+P > 0. 


FRP RERA C 的 半径 .由 此 有 可 能 求 得 9z /6p 的 一 


个 负 下 界 
9z _ a du > aPR 


_ 2e" `a) a 


jn u dp 
如 果 同 样 的 推理 用 于 第 二 个 辅助 晒 数 u, 


z = @.(u) = - -ataln 一 
就 可 得 到 一 个 上 界 估 计 
dz aPIk [I imi r 
Jp = > e ， 


于 是 , 估 出 了 maxc1iz1ap|, 这 就 是 说 也 估计 出 了 
maxc 16z 78x| Ñ maxc|8z jayi. 一 阶 导数 在 区 域 D 内 
的 最 大 模 估 计 可 用 类 似 的 方式 得 到 :引入 一 个 由 公 


z —@ (u) = —n +alnlnu 


EB BJ ARBI RR u. ; — HE 8 $£ u 在 同样 的 方向 上 从 e 


变 到 e°. AFO), THF u 的 表达 式 
Pu Fu du 
axe ayt ay Outan) ar| 


1 
+ 2ab 2e y (|+Inu +ac) | 9 
ax dy Jy 


du du ulnu 
td tay te = Q. 


WW 828 MAS MERTEN T , ii n 


ðu | lul 

a 

在 区 域 吕 内 取 到 其 大 值 , 则 该 最 大 值 不 超过 某 个 数 , 其 
值 其 依赖 于 严 和 M. k Raih T PPW Wiki max, 1az/ 
ax| 和 maxn1az767|， 

Bepuurreñn 方法 也 可 以 一 种 类 似 的 方式 用 来 估计 
解 的 所 有 最 高 院 导 数 在 区 域 PLJC 上 的 量 大 模 ( 只 需 对 
原来 方程 作 微 商 运 算 ). 

这 个 方法 首先 起 由 性 , H. bepuru 在 [1] 中 应 
用 徇 .该 方法 逐渐 得 到 推广 并 系统 地 应 用 于 研究 李 回 和 
挑 物 型 微分 算 子 的 各 种 向 题 ([3], [4], [5])， 
参考 文献 

[LA] Bernstein, $. N. , Sur la généralisation du probléme de 
Dirichlet (premiére partie), Math. Ann.. 62 (1906) ,253 — 
271. 

[1B] Bernstein, S. N. ,Sur la généralisation du probiéme de 
Dirichlet (deuxième partie}, Math, Ann. ,69 (1910), 82 一 
136. 

D] Bepumeiin, C. H. , Cop. cod. T. 3, M. , 1960. 

13] JEuramencwaq, O. A. , Ypumesa, H. H. , Jane 

X XPAWUIMISCHHEE yDABBEHHR 3IUIHUITPIECEOTO THA, M., 
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1964 CPEE: O. A. BEN FE, H H. 乌拉 利 采 
$E. RTL RUS R PUS p E tE 1987). 
[3] Toropenoe, A. B. , Hwtame BIIEX DOBepxHocTeñ, 
M.- Ji. , 1951. 
[5] Omü, O. A. , Kpyxros, C. H. , 
Hayk >, 16(1961), 5, 115—155. 
H. A. Himuwapëes # HEF i 


YEN MAIM. 


Pepuureiia 多 项 式 [ Bemshtein polynomials ; Bepammreiira 
MHOT OH JIC Hb4 | 


由 下 列 公 式 定 多 的 代数 多 项 式 ; 
Bf x) = B(x) = 
= s k n k — piñ — 
PE 由 (1 U n=l2.... 
ÆC. H. Fepiurrciin 于 1912 年 引信 的 ( 见 [1]). Beptmrreiir 
#INKPFP|E DX E 0 < x <1 F — #t i @& F A fO), tpl 


RIQ EZTEN LEER. ATEAC (0<C<1) 
处 有 界 且 具有 第 一 类 间断 性 的 函数 有 


及 CC-) 半 7C+) 
5 


BS C) 一 


WRR f(x) f: X c #k ` K A, W| 38 >Ç 


“(c)c(] —c | 


B,(/ ;c)— fc) = > +o Ë: 


成 立 ,如果 函 数 f(x) 00 k FA SOO ERE 0 <x=<1 
EHEER, 则 在 这 个 区 间 上 一 致 地 有 


BEG: x) — fx), 


WH 3 fO.) 在 区 间 0 x=! 上 是 解析 的 , 则 对 Bepunrreñn 
多 项 式 在 复 平 面 上 的 收 化 性 也 进行 过 研究 (D), +. 2, 
c.310, [5]). 


参考 文献 

[i] EBepuureña, C. H., Coðp. cou, T. 1, 
105-106; r. 2, M., 1954, 310— 348. 

[2] Tomapos, B. JI., Teopsn mnrepoomposanns ú npebum- 
wama 中 yi 2 m , M. , 1954. 

[3] Bacxagop, B. A. , < Aoki AH CCCF}, 341957. 2, 
249—251. 

[4] Kopopgxnn, IT. [I. ,JneinpE 0ODeparopb H opka opm- 
Eurommari， Mi. 1959, 117 一 1247 英 译本 ; Korovkin, P, 
F-rLinear operators and approximation theory, Hindu- 
shtan Publ. Comp. . Delhi , 1960). 

[5] Kanropomm, JI B. , & Hæ. AH OCCP. Cep. marem. $, 
1931, 8, 1103—1115. 


M., 1952, 


Ti. Ti. Kopopxna ## 
【 补 注 ] 还 有 多 变量 情况 的 推广 :广义 Bepe 多 项 
式 由 完全 类 似 的 公式 


B,(/, Xx a x)= 


x (一 xn x a ya. 


来 定义 . WE n EREM n=(n, o, n). 

EME TEARRE, aT EER Weier- 
strass HER EAS MAAN, LUA Stone - Weierstrass 
定理 . 关于 复 平面 上 Beper 多 项 式 的 性 质 , 以 及 对 
运动 问题 的 应 用 , 亦 见 [A31 
参考 文献 

[A1] Davis, P. J., Interpolation and approximation, 
Dover, reprint, 1975, 108—126. 

[A2] Rivlin, Th. J., An introduction to the approximation 
of functions, Dover, reprint, 1988. 

[A3] Lorentz, G. G. , Bernstein polynomials, Univ. of 
Toronto Press, 1953. 张 鸿 林 WK 


Fepamrreii - Rogosinski 求 和 法 [ Bernshiein - Rogosinski 
summation ; FepinlimeiiBa-Porosmackoro MeTon CYMME 
Poasaaa | 
Fourier 级 数 求 和 法 之 一 ; 记 为 (BR,x,). 三 角 级 
数 
+ S (a, eos kx +b, sin kx) = Y AG) {*) 
K] £ 0 


数 $, 如 果 下 列 条 件 成 立 ; 


。 +a, Y _ 
lim B (xo; a.) = lim Sxota ze (xa —a,) _ 


= lim S'A(xo)çoske, = S, 
>E D 


Epia, haa, DEARA, S G) ERR R 
部 分 和 ， 

W. Rogpxosinski([1]) 8 £ (1924) 研究 了 wx 一 PFA2m 
(其 中 为 奇数 ) 的 情况 ， 后 来 【1925) 又 研究 了 一 般 情 
WL, C. H. BepHumeiit (S. N. Bernstein, [2], 1930) 研 
F T w =z/Qn+1) 的 情况 ， Æ a =px/2n 和 x = 
rinti 的 情 训 下， 可 以 应 用 (BR,x) ERAK 
f=L[0, 2rj] 的 Fourier 级 数 之 和 ,在 这 个 函数 的 连续 点 
上 得 到 它 的 值 ， 这 种 方法 是 正则 求 和 法 (regular sum- 
mation methods) 之 一 ， 

Eeptnirmeiia - Rogosinski 和 B (xx 可 以 用 作为 一 
种 逼近 过 程 . 在 上 述 两 种 情况 下 ,它们 能 够 实现 与 Lip = 
类 和 W'Lip a% A #& h 3k EE 8 E F. [n] Fë Et e 058 8 
近 . 
参考 文献 

[1] Rogosinski, W. W. , Ueber die Abschmitte trigonometis- 
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cher Reihen, Math. Ann. , 95 (1925), 110- 134. 
[2] Bepauretn, C. H. , Coop. co., r. 1, M. 1952, 523—525. 
[3] Hardy, G. H., Divergent series, Clarendon, 1949. 
由 ,由 .3axapoa # 
LHE 】 
参考 文献 


[A1] Beekmann, W. and Zeller, K., Theorie der Limitierun- 


gverfahren, Springer, 1970. E ik 


Bepumreña Æ| Bernstein theorem; Beprumeñna Teopema], 


极 小 曲面 的 
车 极 小 曲面 F 由 方程 z= 了 (x, 用 给 出 ， 其 中 广 关 于 
一 切实 的 x 和 和 y 均 有 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 ， 则 下 是 平面 . 
REMATCH. Eepawreta(S. N. Bemshtein, [11), 
它 的 证 明基 关于 非 正 曲 率 曲 面 性 态 的 一 个 更 一 般 定 理 
的 结果 .BepBrmreig 定 理 有 各 种 各 样 的 推广 ,大 体 上 有 
下 列 三 种 类 型 : 1) 定量 地 改进 ; 例如 得 到 这 样 的 先 验 
估计 : KOSER, EF RERNE z=7(x, 
EMME, K0) Bi AENA rh U 65 Gauss H 
率 ， 2) 录 找 其 他 的 先 验 几 何 条 件 ， 使 得 在 这 种 条 件 
F. 极 小 曲面 将 是 一 类 特殊 曲面 —— TV. í SE 
等 ; 例如 ， 着 完全 极 小 曲面 的 球面 象 不 包含 球面 土 的 
一 个 开 集 , 则 此 极 小 曲面 为 平面 .3)Bepsmreiin 定理 在 
n 3 Euclid 空间 下 的 k 准 极 小 曲面 上 上 的 推广 ; N 
MI, # k—=n—1, Mns, MA E EREE 
小 曲面 唯一 确定 ， 并 且 是 超 平面 ， 而 当 n>8 时 ， 存 在 
鞠 非 平面 的 极 小 曲面 ， 若 上 <n 一 1， 则 对 于 n24 n 3 
到 定义 在 所 有 E* 上 的 非 线 性 极 小 曲面 F°. 
参考 文献 
[1] Bernstein, S. N. (S. N. Bernshtein), Uber ein geometri- 
sches Theorern und seine Anwendung auf die partiellen 
Differentialgleichungen vom elliptichen Types, Math. 
Z.. 26 (1927), 551-558 (WAHR). 
[2] Nitsche, J. C.C., Vorlesungen über Minimalflächen, 
Springer, 1975. 
[3] Osserman, R., Minimal varieties, Bull. Amer. Math. 
Soc., 75 (1969), 1092 — 1120. 
[4] Osserman, R., A survey of minimal surfaces, v. Nost- 
rand, 1969, 
[5] Fomenko, A. T., Plateau's problem, Gordon and 
Breach, 1987 (HARK). H X Camron # 
[ 补 注 】 Bombieri- de Giorgi - Giusti 的 文章 [Al ] Æ 
-篇 关于 Bernstein 定理 推广 的 重要 参考 文献 ，[1] 的 
原文 是 [A2]. 
参考 文献 
[A1] Bombieri, È., Giorgi, E. de and Giwti, E., Minimal 
cones and the Hernstein theorem, invent, Math., 7 
(1969), 243 — 269. 
[A2] Bernstein, S. N., Sur une théorème de géometrie et 


ws applications aux équations dérivées partielles du 
type elliptique, Comm. Soc. Math. Kharkov. 15 (1915 
一 1917), 38— 45. 
【译注 】 关于 BepHtrreiia 定理 的 第 2 种 推广 ,所 举 的 
例子 原 是 地 Nirenberg 的 一 个 猜想 ，1958 # W R. 
Osserman 证 得 (B1). 这 上 方面 的 最 佳 结 困 是 由 H. 
Fujimoto 得 到 的 ([B2]): @ E* 中 完全 极 小 曲面 的 
Gauss 象 不 取 球 面 上 5 个 点 的 值 ， 则 FF 是 平面 ,与 此 
相关 的 定量 形式 {Ecparrete 定 理 的 第 1 种 推广 ) ,可 
见 [B3]. 
参考 文献 

[Bl] Osserman, R., Proof of a conjecture of Nirenberg, 
Comm. Pure Appl. Math. , 12 (1959), 229 — 232. 

[B2] Fujimoto, H,, On the number of exceptional value of 
the Gaws map of minimal surfaces, J. Math. Soc. 
Japan, 40k (1988), 235-247. 

[B3] Fujimoto, H. , Modified defect retations for the Gaws 
map of minimal swfæes, I; I. J. Dif. Geom., 
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Berry - Esseen 不 等 式 [ Berry - Esseen iniquality ; Boppe- 
Əcceena nepameucTno | 

Aa th ah ar R£ YU 3EdE HI b9 2 fp ER $ 1s IE 2 2 f PB $k 
之 偏 善 的 估计 的 不 等 式 . HA, X, X. 是 独立 同 
分 布 的 风机 变量 且 满 足 


EX, = 0, EX: == > 0, E| X |? < s, 


A 
E| X |? 
p= LZ. 
和 
_— _ l 7 
(x) 一 z f° "dt; 
则 HER n, 
l < — 
P. 一 一 一 X — b = À , 
sP É 可 < 4; 


其 中 4 基 一 正 的 常数 , 这 一 结果 由 A. C. Berry ([1]) 
AC. G. Esseen ([2]) ñi S Rh 5 J, 
参考 文献 

[1] Berry, A. C., The axuracy of tbe Gaussian 
approximation to the sum of independent variables, 
Trans. Amer. Math. Soc. , 49 (1941), 122 — 136. 

[2] Esseen, C. G., On the Liapmoff limit of error in 
the theory of probability, Ark. Mat Agr. Fysik, 28Á 
(1942), 2, 1-19. 

[3] ilerpoa, B. B. , CyMML HC3RBHCRHMDIX CIYIRRHAK BETHHHH, 


M. ，19792【 黄 译本 : Petrov, V. V., Sums of indepen- 
dent random variables, Springer, 19755. l 
R. B. Tierpos 所 
CHEI 常数 4 PIR E 3, M [Ai], 540. 
参考 文献 
[Al] Feller, W., An Introduction to probability theory and 
its applications, 2, Wiley, 1971. x E 


Bertini Æ Æ [ Bertini theorems ; Eeprmm TeopeMml | 
MFE. Bertini ([1]) 8) £ T fü 980 E 上 线性 系 
(linear system)PEFR RJ S TE BE , 
B VERE O Dy Ca ik EARR., L E V 
上 无 圈定 分 支 的 线性 系 ，W EEVEE L P t th ieg 


下 的 象 . 以 下 两 个 定理 就 分 别 第 一 和 第 二 称 为 Bertini ` 


EM, 

1) # dim W >1, 0ER L 55 JL 3 Pr # 6388 T 
RESER P(L) 中 一 个 真 结 子 集 外 ) 都 是 不 可 约 
约 化 代数 答 . 

2) 除去 线性 系 工 的 基点 以 及 艇 下 的 奇 点 外 , 工 的 
MERARBETE NA. : 

当 域 的 特征 不 是 0 时, 两 个 Bertini 定理 都 .无效 - 

当 域 的 特征 有 限时 ,在 怎 样 的 条 人 忻 下 Bertini 定理 
有 效 已 在 人 3], 和 6] 中 研究 过 . 当 dim W=1 时 ,Bertini 
定理 被 以 下 定理 慌 兰 : M EE A eL :TH 一 不 (之 
TARR kr HER ki) 中 是 代数 闭 的 , 半 么 映射 站 :六 
— 信 的 几乎 所 有 的 纤维 都 是 不 可 约 且 约 化 的 .如 困 到 
的 特征 有 限 , EIE ki RON 可 分 时 相应 定理 正确 
([3], (6]) . š Bertini €H RAM FEP HAR O HRE 
条 时 , 对 域 的 特征 没有 限制 {[51， 
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H] Bertini, E. , introduzione alla geometria pioietiva degli 
iperspazi, 2 ed., Messina, 1923. 

[2] Are6pamuaeckue mopepxaocia, M., 1965. 

[3] Baldassarri, M.. Algebraic varieties, Springer, 1956. 

[4] Akizuki, Y., Theorems of Bertini on mear systems, 
J. Math. Soe. Japan, 3 (1951), 1, 170-180. 

[5] Nakai, Y., Note on the intersection of an algebraic 
variety with the generic hyperplane, Mem. Coll. Sa. 
Univ. Kyoto Ser. A Math. , 26 (1950), 2, 185-187. 

[6] Zariski, O. , Tbe theorem of Bertini on the variable 
singular points of a lingar system of varieties , Trans. 
Amer. Math. Soc., 56 (1944), 130-140. 

[7] Harishorne, R. , Algebraic geometry, Springer, 1977. 
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Bertrand 准则 [ Bertrand criterion ; Beprpana opinna ] 
数 项 级 数 


BERTRAND PARADOX 339 


的 收 策 性 判别 准则 , 如 果 ， 


并 且 极 限 ( 有 限 的 或 无 限 的 ) 
B = lim B, 


FE MS B> BER 38 OAA. 3 B< 1 HRR, E Bi J. 
Bertrand 证 明 的 , 
#+*+x 
[1] buxrearomaa, P M. , Kype madabepeutmanagoro n maTer- 
DSIIBOrO Bedpcnerrr T. 2, T uag, M. , 191 中 译本 : 


r. M. 8k SOS. $F EM A ARA fr H E 
社 , 19621. Ji. Jl. Kympa ËO EAA PE 


Bertrand 曲线 [ Bertrand curves ; Beprpana vpise ] JE 3k: 
曲线 (conjugate curves), Bertrand 对 (Bertrand pair) 


B 68238 382869 Bi 4822 B| 55 p. 30 L. kA 
后 分别 为 上 的 曲率 和 挠 率 ， 为 使 曲线 上 和 上 "是 共 缠 
的 . 其 必要 和 充分 条 件 是 


ak (sino taky tosw = sino 


RERE a e M 3. oJ L f L 898 J Bt 2 aj ñ 3 
角 . ME F Es L. AR L, 则 曲线 工 也 称 
为 Bertrand #h2Ë. J. Bertrand + 1850 年 研究 过 这 些 
HHR, E B. Iwon 所 
[ 补 注 】 Bertrand 的 原始 文章 是 [A2]. -… 般 文献 是 [A1]. 
参考 文献 
[Al] Blaschke, W. and Leichiweiss, K., Elementare Differen- 
tial - peometrie, Springer, [973. 
[A2] Bertrand, J. , Mémoire sur la théorie des courbes à 
double courbure, Liouvilles Joumal, 15 (1850). 
张 鸿 林 EE 


Bertrand {Fit [ Bertrand paradox ; Bepr paga npasosci, 
概率 论 中 的 

概率 论 中 解 问题 时 则 初始 假设 的 不 准确 陈述 相 联 
K hD ei. ÉB). Bertrand 指出 ([1])，Bertrand 问题 
(Bertrand Problem) 涉及 下 述 事件 的 概率 : 从 一 个 半 
径 为 1 的 回 鼻 中 随机 她 选取 一 根 强 , 其 长 度 大 于 内 接 等 
边 三 角形 的 边 ，Bertrand 依 闵 刻 画 该 弦 位 置 的 佐 数 拨 
出 了 这 一 未 知 概 率 的 三 个 不 同 的 值 (1/12, 1/3, 1/4). 
(第 一 种 情形 ,利用 到 贺 心 的 距离 o T 52 At Pl |P) x 四 
的 卖 前 9; 第 二 种 利用 弦 和 国 周 两 个 交点 的 角 坐 标 和 上 
第 三 种 利用 从 项 心 所 引 垂 线 的 垂 足 的 Descartes 3° b (x, 
六 ， 在 所 有 三 种 情形 中 , 坐标 原点 都 与 圈 盘 的 中 心 重 
A.) H. Poincaré (2) 指出 侍 论 的 根源 在 于 , 无论 三 种 
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情形 中 的 哪 一 种 ,都 假定 各 自 的 一 对 参数 均 义 地 分 布 在 
给 定 的 区 域 里 ,因此 事实 上 三 个 不 同 的 问题 都 被 解 出、 
如 果 某 一 对 参数 (例如 4 和 6) 的 分 布 男 定 , 所 有 其 他 参 
数 的 分 布 可 以 唯一 地 算出 ( 且 不 必 是 均匀 分 布 ,即使 x 
和 月 是 均匀 分 布 ) ， 从 几何 的 观点 ,最 自然 的 很 设 是 : p 
和 8 独立 自在 区 间 0 < S1,0< 0< 2x r 38 5 2 ds (N, 


[3]. 
兰考 文献 
11] Bertrand. J. L., Calcul des probabilités, Gauthier- 
Villars, 1907. 
[2] Poincaré, H. , Calcul des probabilités, Gauthier - Villars, 
1912. 


[3] Kendall, M. G. and Moran, P. A P., Geometric 
probability, Griffin, 1963. A. B. IIpoxopos # 
GNE] 
参考 文献 
[AI] Szëkely, G. G. , Paradoxes in probability theory and 
mathematical statisti, Reidel, 1986, 43 — 439. 
BRJ848 译 


Bertrand 假设 [Bertrand postulate ; Eeprpsna nocrynar] 
TIE B Rr n> 3, FEAT n. |F 2n—2 的 
-- 个 素数 (prime number) . Bertrand 假设 的 较 绊 的 表 
述 是 : 对 于 任何 x>1, 在 区 间 (x,2x) 中 存在 -个 素数 . 
这 个 假设 是 ]. Bertrand + 1845 ik E P| gin 8 
出 ,而 由 II JI “ebpmmes 证 明 的 (Hieberes 定理 (关于 
素数 的 ) (Chebyshev theorems (on prime numbers)). 
*=*x 
[1] He6saueg. E JL, Tom eo6p. coor .TI M-J, 
1946 ， E M Epemi FE 
【 补 注 1 
豫 考 文献 : 
[AI] Hardy, G. H. and Wright, E. M., An introduction to 
the theory of numbers, Clarendon Press, 1965, p. 
343ff. TN 3 EE 


Besicovitch 34 A M Pñ 88 ( Besicovitch almost - periodic 
functions ; Eesgsonsta NOTH mepmonuseckue symarke } 

一 类 殖 周 期 函数 (B-a.pJ), 在 其 中 一 个 与 
Riesz - Fischer 定理 类 人 羽 的 定理 成 立 : 任意 -个 满足 条 
件 

Sila 全 = 
的 三 角 级 数 
Zoo 


k. B. j 也 歼 周 期 函数 的 Fourier 级 数 . 这 类 函数 的 定 
LLED MARM almost - period) 概念 的 推广 为 
基础 , 而 且 必 须 引进 某 些 附加 的 概念 KERE 称 为 


充分 齐 性 的 ,如 果 存 在 数 了 > 必 Ej F B) t S s zr E: HE 
为 上 的 区 间 中 的 最 和 多 个 数 与 落 在 长度 也 是 工 的 区 间 中 
的 最 少 个 数 之 纶 小 于 2. 充分 齐 性 集 也 是 相对 稠密 的 . 
在 实 轴 的 任意 有 限 区 间 上 p 次 舞 可 积 的 重信 函数 六 (x) 
(一 20<x<oc) 称 为 Besicovitch 76 B] 8 A gk. 如果 对 在 
Ë zz0, 相 应 有 一 个 充分 齐 性 的 数 集 (PT YB A $t f Oo 的 
iB", E) 殉 周 期 ): 


TT 
使 得 对 辞 一 个 í f 
M.(| Hz 二 人 一 Re) | 站 <>. 
并 且 对 任意 ez>0 有 


M.M. Í fE- fo dE < e. 


Ep, 


M {FO} ) = Em ç Í Füx)ax, 


MFG) = Tim — T $ Fü). 


这 里 的 F(x} 是 -AERAR y pl w 3 p Et É ERE 
REN. 
#*x 
11] Besicovitch, A.S. On mean values of functions of a 
complex and of a real variable, Proe. London Math 
Soe. (2), 27(1927), 373 一 388. 
[2] Besicovuch. A.S., On Parseval's theorem for Dirichlet 
series, Proc. London Math. Soc. (2), 26(1927), 25 — 34. 
[3] Jiran, B. M., Tour - nepHonuwueckse 由 yHKIEH，M 
1953 {中 译本 : B. M. PEH. WARAH, 高 等 教育 出 
版 社 ,1956). E. A. Bpemrama BE 
f 补 注 3 与 其 说 Besioovitch 是 在 [1] 和 [2] 中 还 不 如 说 
是 在 {A]] 中 提 则 了 他 的 理论 . 
正 是 在 这 篇 文章 中 陷 售 了 ,对 每 一 个 p21 存在 -- 
类 盏 周期 函数 , 记 为 ,文章 的 第 一 部 分 讨论 B: 其 余 
部 分 讨论 更 一 般 的 情形 .比较 全 夯 的 参考 文献 见 殖 周 


”期 函数 (almost - periodic Function). 


参考 文献 
[A1] Besiovitch A.S., On generalized almost periodic func- 
tions, Pec. London Math. Soc. (2), 25 (1926), 
495 ~ 512 . RFR Mii 校 


Bessel 方程 | Bessel equation ; Beceenm ypanuennge] 
二 阶 线性 常 微 分 方程 


xy" tay +i? = 0 一 常 数 ， 0) 


l" y 


ESATE N E 


或 自 伴 形 式 (self- adjoint form): 


(xy 十 


nh- = 0. 


数 " 称 为 Bessel 方程 的 阶 (order); 在 一般 情况 下 ,x,y 
和 ?者 取 复 数值 ,经 过 代 换 ?=Ax 22, 可 以 得 到 方程 (U) 
的 约 化 形式 (reduced form): 

"T l+ h = 0. (2) 


Bessel 方程 是 汇合 型 超 几 何方 程 (conflvent hyperpeo- 


metric equation); 如 果 把 x=z12i RASE MA 
## (2)4k, N Whittaker Jr € (Whittaker equation) .在 方 
E(D P, A x=0 ESA MA x= o 是 强 奇 点 . 因 


此 , Bessel 方程 不 属于 Fuchs 方程 (Fuchsian equa- 


tion) 的 类 型 . F. Bessel 首 先 系 统 地 研究 了 方程 (1) 
([1)) ,但 是 在 此 之 前 ,这 类 方程 就 曾 在 DD.Bernoulli,L. 
Euler #1J. L. Lagrange 等 人 的 著作 中 出 现 过 . 

在 许多 数学 物理 问题 中 ,特别 是 企 对 于 圆柱 域 的 势 
论 的 边 值 问题 中 ,经 过 分 离 变 量 都 会 得 到 Bessel 方 
#. 

Bessel 方 程 的 解 称 为 柱 函 数 (cylinder functions ). 这 
些 表 数 可 以 分 为 三 类 : 第 一 类 柱 函 数 (Bessel Bš 8 (Bessel 
functions) ) J, (x), 8 — Æ H A $ (Weber 8š $ (Weber 
function ) Bš Neumann 函数 (Neumann function) ) Y, (x) 
和 第 二 类 柱 函 数 (Hankel A (Han kel Functions) H'?(x), 
HGO 如 果 阶 * 固 定 , 则 所 有 这 些 函 数 都 是 复 密 量 x 的 
解析 函数 ;: 对 于 这 些 旺 数 , 除 了 整数 阶 的 医 数 J OO) 以 
外 ,都 以 x=0 为 分 支点 (branch point ,如 果 自 变量 x 
固定 , 划 所 有 这 些 函 数 都 是 复数 vy 阶 的 单 值 整 函 数 
{[3]). 

如 果 阶 + 不 是 整数 , 则 方程 (1) 的 递 解 可 以 写 为 


y = Cid (x+ Cd ,x), 


RPC GEESKA. fT — A tE B Br DS 39 J O), 
Y.(x), HPE), 0c) 中 的 任何 两 个 都 线性 无 美的 ,都 可 
以 作为 方程 (1) 的 基本 解 组 ,因此 ,方程 (1) 的 通 解 实际 
十 可 以 表示 为 下 列 形 式 : 


y = CZ,(x)+C,;Y,(x) y = Cae). 


下 列 方 程 同方 程 (1) EHX: 方程 


zy" +zy (z +y = Ü 


经 过 代 搞 z—ix AeA E: (1), HEEE 8 $& (modi- 


fied cylinder functions) ( 8 3 Ju ËJ Bessel 函数 (Bessel 
functions of imaginary argument)) 可 作为 其 基本 和解 
组 ;方程 
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zy +z -iiz +r y = 


经 过 代 换 z=./i x 可 以 化 为 方程 (D), 且 Kelvin 函数 
(Kelin functions) 可 作为 其 基本 解 组 . 许 示 其 他 一 阶 线 
性 常 微 分 方程 (例如 Airy 方程 (Airy equation)) 经 过 未 知 
了 次数 和 自 变 量 的 变换 也 可 化 为 方程 (1). 一 系列 高 阶 线 
性 方程 的 解 可 以 写成 Bessel 函数 的 形式 ([4]) , 

KE 经 过 代 换 y=x™w 可 以 化 为 Laplace 方程 
(Laplace equation): 


xw +(2y+l)w +xw = 0: 


因此 ,可 以 通过 复 平 面 上 的 赎 道 积分 来 表示 方程 (的 
8. 
在 应 用 中 往往 需要 求 下 列 方 程 的 特征 值 : 
xy” txy tx y = 0 (3) 
HP vE. IESS EKA Ssa F. 如果 方 
程 (3} 具 有 边界 条 忻 
当 x 一 0 时 y(x) 有 界 , yad, 
则 是 高 散 庶 问题 的 一 个 例子 (特征 值 通过 Bessel 函数 的 
零点 由 条 种 上 (gay )=0 来 确定 ) ,如 果 方 程 (3) 具 有 过 
界 条 件 
EFA O< x< E rooh, 
则 是 一 个 连续 谱 的 问题 (特征 值 41 兰 0)， 
L; 齐 次 Bessel 方程 (inhomogeneous Bessel equa- 
tion) 


xy +xy +Q y = fo) (4) 


具有 特 解 
y= FOSIS Ede- EE) fx Y, YY da 


对 于 方程 (4) 的 右 端 Fo 具有 特殊 形式 的 情况, 其 解 已 
详细 地 研究 过 .例如 , R =x M Lommel 函数 
(Lommel function) ë E 3 # (4); WE 
f) 一 Jr ， 
rllwtl /2) 
则 Simavw 函数 (Struve function) 满 足 方 程 (4); 如 果 


fx) = Le —)sin rr, 


则 Anger 函数 (Anger function) W E E (4) ; i tn B 
fü) = — T@+ (x) cos va], 


则 Weber A$ (Weber function) 满足 方程 (4). 

有 些 高 阶 线性 方程 ,其 解 的 性 质 同 Bessel 函数 类 
似 , — HR n 阶 Besse! WHA (n - th onder equation of 
Bessei type) 具有 下 列 形式 : 
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II 


=I 


x+ y+x"y = Ü, 


C, 二 常数 ， So = Ü. 
r 1 


Fe tk tü T n- 个 参数 .特别 是 ,三 阶 Bessel 型 方程 
{ 它 具 有 人 洽 两 个 参数 的 解 ) 可 以 表示 为 下 列 形式 : 


x?y” +3x2y+[1+9aB—3(a+BY]xy + 


+x? —9SaB(a + B) + (a +B] = 


af = 常数 ， 
#=+ x 
[1] Bessel, F., Abhandl. der Königlichen Akad. Wiss. Berlin, 
1824, 1-52. 


[2] Gray, A. and Mathews, G. B., A tratie on Bessel fun- 
ctions and their application to physics, Macmillan, 1931. 

[3] Watson, G. N. ,A tmeatise on the ¿theory of Hesel func- 
tions, 1-2, Cambridge Univ. Press, 1952. 

[4] Kamke, E. , Differentialgleichungen: Lisungsmethoden 
und Lösungen, t, Chelsea, L971{ 中 译本 : E. 下 姆 克 , 常 
微分 方程 手册 , 科学 出 版 社 1986. 


H. X. Posos E 


【 补 注 】 


参考 文献 
[A1] Lebedev, N. TN. , Special ñinctions and their applications, 
Dover, repriat, 1972 (ARX). YE98 iE 


Bessel 函数 [ Hessel functions ; Eeccema byggnnul 
第 一 上 燃 柱 函数 (cylinder functions). p BT Bessel 
函数 可 以 定义 为 级 数 
z ptik _ 
; = 


让 
a ， (9 


它 在 整个 平面 上 收 敏 . p 阶 Bessel 函数 是 相应 的 Bessel 
方程 (Bessel equation) 的 解 .如果 自 变量 和 阶 * 都 是 实 
数 , 则 Bessel 函数 是 实 函 数 , 它 的 图 形 具有 豪 减 振 动 的 
ERRA) 如 果 阶 y 是 偶数 , WI Bessel 函数 是 偶 函 烙 ， 
如 果 阶 y 是 奇数 , 则 Bessel 函数 是 奇 吨 数 . 


_ -1 
(z) = > Tk FIN +p tl) 


-f Ë 之 元 TT TD 


Pr y= JO 种 y= 二 Jifx} 的 图 形 ， 


en = T 


Bessel 函数 在 原点 0 的 邻 域 内 的 性 状 , 由 级 数 (*) 的 首 
项 给 出 ; 对 于 大 的 x 值 , 渐 近 表示 式 


J,(x) — VÈ oos -| 


成 立 .Besscl 晃 数 的 零点 { 即 方程 7,(x)=0 的 根 ) 都 是 单 
的 , (Xx) 的 零点 处 于 工 ,,(X) 的 零点 之 癌 ,“ 半 整数 " 险 
Y= 二 nt 十 112 的 Besse 哨 数 可 以 通过 三 角 蚂 数 来 表示 ; 特 


| E 
Ji, (x) = V = 二 Sin x, 
dJ .12(x) = VÈ es 
Tx 


Bessel BR J (us TAE P u; E Lo >— 1/2) B rE R 
要点 ) 在 区 癌 (0. D EAR x ARDER. EEA 
件 下 ,下列 展 开 式 成 立 : 

| 


f) = So E 


xdx, O< x< 


zí fy, i x 


在 无 限 区 间 上 ,这 个 展开 式 由 Fourier- Bessel 积分 
fü) = farah, n = [Anax dx, 


Üx 


KRE. THARE Bessel 函数 的 理论 和 应 用 中 起 着 痢 
要 和 作用: 
1) 积 分 表示 


J,(z) = r [eos sin 人 一 mpjdp , 
T 
2) E W A #& 
era z Š (P 


n=- 


3) EA Bessel 函数 的 加 法 定理 
Ja Vat +b? — 2ab cosg) = 
= Jala Wob) +2 È Ja b)coske, 
4) 递 推 公式 
L(t) = 


rO, 


WO = F010) -ra 


Ee [. r. ` E araa 


L: 


UE er ¿7 r 


prre., MEEN (cyinder Functions). 
TI. H. Jsopam Ë ik 详 


Bessel 不 等 式 | Bessel inequality ; Becoen uepanegerpo ] 
KER 


- VEAN 
D> ZE = 


2 


= 之 


wed 


f. 


PA 


其 中 了 是 ( 准 )Hilbert 2A H 中 的 一 个 元 束 , U, 9) E: H 
上 的 数量 积 , {gm.:xe 4} 是 于 中 非 零 元 素 的 正 交 系 . 无 
EIRE 4 的 基数 是 多 少 , Besed 不 等 式 的 右边 都 至 多 
BAANT. Bessel 不 等 式 是 从 Bessel 恒等式 
(Bessel identity) 


|. = u Da |: 


推 得 的 , 此 式 对 于 任意 有 限 个 元 素 的 集合 Lo : i=]; 
ni 成立， 在 恒等式 中 ,x" 是 向 量 了 关于 正 交 系 {y， 
P., 的 Fourier 系数 , 即 


= +y, Pah la 


Beasel 不 等 式 的 几何 意义 在 于 : 元 素 了 在 元 素 多 
多 sd) 所 生成 的 线性 子 室 间 上 的 正 交 投影 的 模 木 超过 上 
的 模 ( 即 ,直角 三 角形 的 妖 边 长 不 小 于 直角 边 的 长 }， 向 
量 了 属于 向 量 p(xeAd) 所 生成 的 闭 线 性 子 空间 的 充分 
UE RIFE Bese 不 等 式 成 为 等 式 ， 如 果 对 于 任意 
EH 都 有 有 上述 情况 出 现 , 则 称 Parseval 等 式 (Parseval 
equality) 对 于 五 中 的 正 交 系 (p, gE 4 } 成立. 

HF HPRH- FEET 
(@.:a=1,2,--), Bessel 恒等式 及 Bessel 不 等 式 分 别 取 
形式 


= (Pa, 3 Pa, ). 


F} 


|- > DPO, oa) 


m.8=t 


=A= È m, eX, en. 


If > > 550, EXI, Pe). 


其 中 bt 四 是 最 初 的 元 素 系 中 前 n 个 向 量 的 Gram E £ 
(W. Gram 行列 式 (Gram determinant)) A Bñ $B BE H: BJ] 
E. 

这 个 不 等 式 是 由 F. W. Bessel 在 1828 #E zF =f 
函数 系 导 出 的 . 


l Xo +A, Xp Xg +2, Xo A, eaa 
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#+* xt 
[1] KEynpqanes, JE, M., Maressarusecxa aarn3，2 M30., 
T. 2, M., 1973. JU. IL Kymo # 
[ 补 注 】 ER, dB u 3 BO ER p B 38 k. 即 , 2 
a= p. lp. Et, Bessel 不 等 式 取 形 式 


IO. 3 <i fl, 


它 比较 容易 记 住 ，Bessel 不 等 式 以 这 种 形式 用 于 逼近 
论 , Fourier 分 析 肌 正 交 多 项 式 理论 等 ， 
参考 文献 
[A1] Yosida, K., Functional analysis, Springer, 19801 中 泽 
£: EHE, RiR, 人 民 数 育 出 版 社 , 1980). 
[A2] Cheney, E. W., Introduction to approximation theory, 
Chelsea, reprint, 1982 ( 中 译本 :BE. W. WE., jÉ E 
妆 引 ， 上 海 科学 技术 出 版 桩 ，1981). 
[A3] Davis, P. J., Interpolation and approximation, Dover, 
reprint, 1975. 
[A4] Hewitt, E and Stomberg, K., Real and abstract analy- 
sis, Springer, 1965. 朱 学 贤 译 潘 文 杰 校 


Bessel 插值 公式 [ Besed interpolation formula ; Eeccem 
HHTEpHOWIHORHAS $opmyna | 

作为 Gauss 前 向 插值 公式 与 同 阶 的 Gauss 后 向 插 
值 公式 ( 见 Gauss 插值 公式 (Gauss interpolation for- 
mula)) 之 和 的 -- 半 而 得 到 的 公式 ,关于 结 点 
Xo. Xo “h. Xah... . Xg nh, xu —nh. xo +(n + |) 
的 Gauss 前 向 丘 值 公式 为 :在 点 x= x, +h E 


= hrf hE (D) 


Ginto Th) 


2—] ... i 一 2 
toe T pas e nt 
f (2n + 1)! ` 


ATHA x = x +h, BI 3 F 88 i 
axo fln + ])h. x; — nh 
的 同 阶 的 Causs 后 向 插值 公式 为 
Gt2{xutih) = f, tht D+, + 


+ frg E -hi ein] Yn rn- 
(2n+ 1 (2) 


设 . 
fn- EH 


Bessel 插值 公式 取 下 列 形式 ( u Bp: 
Bine Xa + th) = {3) 


= fi: tfl t A An Ea 
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oa on 
F fis: ( ) taman l4 
+ fs. (Č —1 `` [` —(n— 1 K- ni-i? ) 
(2 + ty! 


与 Gauss 公式 (1), (2) 相 比 , Bessel 插值 公式 上 只 有 某 些 
优点 ;特别 是 ,如 果 在 区 间 的 中 点 , 邵 在 点 :=1/2 上 插 
值 , 则 一 切 奇 数 阶 盖 分 的 系数 都 等 于 零 . 旭 果 把 公式 
-(3) 右 边 最 后 一 项 略 去 , 则 所 得 到 的 案 项 式 B... (+h) 
虽 热 不 是 一 个 适当 的 插值 多 项 式 ( 它 仅 在 2n TAA 一 
也 一 号 ank 上 等 于 Fo 但 是 给 出 了 比 同 次 插值 
多 项 式 更 好 的 余 项 估计 ( 见 揪 值 公式 (interpolation 
formula)) .例如 , 319 x =x tthe(x,, x,), 则 使 用 关于 结 
RA Xh, X, XF h, x, +2 h' 5; Hi É) 8 We FH ñ 3 Ti z 


1 tít— l 
5 +A p, 


Birti = fiath li- > 


得 到 的 余 项 估计 , 比 关 于 结 点 ah, Xo x h Xa, 
x +h, xot2h 写 出 的 播 值 密 项 式 给 出 的 估计 几乎 要 好 8 
售 . 


参考 文献 
[I] Een, H.C. Kawon, H. M., Merom BEMHCTHHM, 


3 wam. T.11, M., [966 (% PË 本: Berezin, I.S. and 
Zhidkov, N. P. , Computing methods, 1., Pergaman 
Press, 1973). 

[2] Baxmanom, H. Co Uweke sarron M., 1973 ( 3 pÉ 


Æ: Bakhvalov, N. S. , Numerical methods : analysis, alge- 
bra, ordinary differential equations, Mir, 1977), 
l M. K , Cauapan 所 
【 补 注 ] 
#* x 8 
[Al] Abramowitz, M. and Stegun, L. A., Handbook of 
mathernatica] functions, Nat. Bwr. Stard. , Appl. Math. 
Ser., 55, Dover, 1970. 
[A2] Hildebrand, F., Introduction to numerical analysis, 
Addison - Wesley, 1956. 张 鸿 林 译 


Bessel 位 势 [ Bessel potential ; Beccemes moremumadr] 
形 如 
P.,(x) = [ee duy). a>0 


的 位 势 , 其 中 x= (c, X, X.) = (y, yy: U, y) 是 
Euclid 空间 R" 中 的 两 点 ; di 是 R" 上 的 Borel W8 EF; 


| 
中 > 
2 


pIE: Kasa 


G(x )=22777 gn? fr 


X Ka malj 


1.1 


i= [ġie] 


WK (ER Av 阶 修正 柱 函 数 { 或 Bessel 函数 , 见 柱 函 
$ (cylinder functions)), sÉ v É? Macdonald PS WL Mac- 
donald function); G, (x) 称 Bessel 核 (Bessel ker- 
nel). 

Bessel 核 G (x) 的 基本 性 质 与 Riesz 核 相 同 ( 见 
Riesz 位 势 (Ricsz potential)), 即 它们 是 正 的 , 4 x#0 
时 是 连续 的 , 能 够 合成 


JEG gyde = G, .a(x). 
PA 


但 是 ,与 Riesz 位 势 不 同 , Bessel 位 势 对 于 一 切 g>0 痢 
适用 , 国 汶 当 |x| 一 吧 时 ,大 
Gaix) 一 


-i 
= Di gil nts? r 日 |x psor eTil, 


如 果 a>2m, 这 里 向 EHRE AAWE du E: 88 34 
连续 的 ,具有 平方 可 积 密 上 度 f(y) EL,(R™), W| Bessel 位 
势 满 足 恒 等 式 


d AP (x) 一 P ,- (x), 


AZA Pn(x) = f(x). 


其 中 入 是 R” 上 的 Laplace 算 子 (Laplace operator). 3 
句 话说 , 函数 G(x) 是 算 子 (1 一 A)" 的 基本 解 . 
参考 文献 
[1] Herom C. M. , I Ipe6;mraeuue 由 aaa wmortx ne- 
PŠMEHH5IK H T@ODCMEI BIKCYKO€HRER M. , 1969, rn g ( 3 Ek 
本 : Nikol' ski, S. M. , Approximation of functions of 
several Variables and imbedding theorems, Springer, 
1975). 
[2] Aronszam. M. and Smith, K. T. , Theory of Bessel poten- 
tab I, Ann, inst. Fourier (Grenoble}, 11 (1961), 
385-475. E A. Conommnæ EE 


[ 补 注 】 ER k CER 2 3 38 = 38 E Bessel M 
数 . TEIA i£ 


Bessel 系 [ Bessel system ; Beccerepa cHeTema | 

EZE hi — Rk VE gE L(a, b) 
=L, FP B) Bš t E X H [a,b] _E EA R] # ñ A 
数 ) 的 两 个 完全 系 , 它们 构成 函数 的 双 正 变 系 (bicrtho - 
gonal system). BHR {办 } 称 为 Bessel 系 (Bessel sys- 
tem), WEAF EAR EL, AM 


$ a 

=] - 
WRA B c =( f, g.) EMRS ETARA í.) 的 展开 
式 


f/f~ Sow 


的 系数 .为 了 使 函数 系 { 册 ) 足 Bessel 系 ,其 必要 和 充分 
条 件 为 : 可 以 在 空间 工 , 中 定义 一 个 有 界线 性 算 子 水 使 
WH SSO DA = p, a=, uE 2 É 8 8 £ lo) 是 完全 
EXA. WREKE IE Bessel 系 , 则 存在 常数 M, 
ERITEM f e L,, 有 


kra] 
>V mY < MALS. 
. a= 
#*x 
[1] Kaczmarz, S. and Steinhaus, H. , Theorie der Orthogn- 
alreihen, Chelsea, reprint, 1951. 
IL H Jopm Ë FA 译 


Æi [best approximation; psnumyuee npañunpkensge], 
ANERE F FP 603538 uak x % 
数量 表达 式 、 
E(x, F) = inf (x, u), 


其 中 上 人 ,二 为 道 近 误差 { 见 函数 通 近 雇 approxima- 
tion of functions, measure of )}， 在 任意 遮 量 空间 六 
中 ， 当 (x,) 定 灸 为 x 与 妇 之 间 的 距离 时 ， 最 佳 逼 近 
EHEN, Eit, Ex, pE x 到 集合 ff 的 距离 . 

如 果 半 是 赋 范 线性 空间 ， 则 对 固定 的 Fc 天 REE 
近 


E(x, F} = inf | x—u | (D 


T # EP sE $F X E BJ 22 PS (RE Mr Ps (functional 


w =” w 4 Ó 


of best approximation)) . 

Eit F ei Eh E A. R(E A W. kh We Sy bb. 
WE F k — F 2 B], MR HRE Z AE E tE 
数 ， 即 


E(x tx, F) < E(x, F)+ Efx, F) 
HHE 28 R 
E(x, F) = |4 |E(x, F} 


# Fë — TH RE Tesiaj, Mri xe X, FEEF 
{最 性 通 近 元 (element of best approximation)) 使 


*. u e s >+ 


1) 达到 下 确 界 : 
E(x, F} = | x un l. . 
EAR PS hb s Bl X h. RESETE H. 
EHAE, EHTA Na 中 某 些 省 
RRA LRA ER W.S RHE B] X 中 的 最 佳 通 近 ( 见 
[5], BD. WF FK Xñ Bi f 8, MJ LE xex, 
有 
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E(x, F) = 3p [ 2) sup fw; (2) 
iris) 

特别 则 ， 若 天 是 一 个 子 空间 ， 则 石 
Eix, F) = up Jü), O) 

Hi sl 
其 中 中 R X" R *HE— u= F. u= B 22 8 f H 
成 的 集 . ERR E E C sk L rh. ARIE RTE A 64 JE 
式 而 具体 写 出 (2) 与 (3) 右 端的 表达 式 ， 在 Hilbert * lj 
HP, n 维 子 空间 上 请 对 xeH 的 最 侍 近 近 即 为 x 在 所 

上 的 正 变 机 影 : . 


Elx, F,) = 


Rp upou, E F. BAE, Gu, nuu, ) E Gram 行列 
K. CBB 41525] GS ARRE u, uh Lj=l, 
enn. Friu 是正 交 基 ， 则 


Ex, F,) = ||x |: Sx my 
k- 1 


在 空间 C =Cla,b] 中 , nn Weme 子 空间 F.cC 
对 函数 x(t)= C 的 最 性 一 致 过 近 上 其 有 如 下 悄 计 (de la 
Vallée- Poussin 定理 (de la Vallée -Poussin theorem)): 
如 果 对 某 个 函数 wttjeF, 存在 r+1 AARS 
<t. Eb), 使 得 差 式 


åU) = x(t)—u(t) 


在 这 些 点 取 符 号 交错 的 值 ， 则 有 
E(x, F) mn |A(.)]. 
lek<n+] 


关于 Lab) th iom tE Min, W. Mapsos 准则 (Markov 
criterion). zJ Sa RE fJ. ARET == Bl x: šh E 
PS 3k É) 52 BE B it 0 E W B] (Ë EJ T 8 IN IE 88 9k ak H Sh 38 
的 种 分 差分 性 质 (如 连续 模 } 来 估计 ， 

用 多项式 对 连续 郴 数 进行 普 佳 一 致 逼近 的 概念 应 
妇 功 于 I JL Je6emnee, 1854 年 ， 他 为 此 概念 葛 定 
了 理论 基础 并 建立 了 度量 空间 C 中 最 佳 逼 近 儿 项 式 的 
ASAE m), l 38 fE QN E £ Th K (polynomial of best 
approximation) . 

AR KRR IEM Ur (best approximation of a class 
of functions) 指 的 是 固定 函数 集 下 对 给 定 的 类 m 中 
画 数 了 的 最 佳 台 近 的 上 和 确 界 ， 即 


E(M, F) = sup E(f. F) = sup int, 9). 


E(N, 下) 这 个 数 刻画 了 函数 类 m SETE F( 在 特定 
度量 下 ) 的 最 大 偏差 并 指明 了 用 下 中 的 函数 前 近 任 一 
KREN 时 可 能 得 到 的 最 小 误差 . 
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Sm WL PRESS [B| XAT., U= {u (th u(t), 
…} 是 蔷 中 的 某 个 线性 无 关 函 数 系 ，F,(n=1, 27) E 
由 此 无 美 系 的 前 n 个 元 素 生 成 的 子 空间 . 通过 研究 序 
AEM., F), 22, 站 便 可 得 到 一 系列 3 中 函数 
的 结构 和 光滑 特征 以 及 函数 系 世 关于 于 的 逼近 性 
M. WE XE Banach S0, U EX PHAR, MUF, 
=X, W| E(R, F.)— 0 (n 一 04AM R X 
KETE. 

在 许多 重要 场合 下 ， 例 如 ， 当 不是 三 角 允 项 式 或 
周期 样 条 的 子 空间 且 通 过 对 某 阶 导数 了 的 范 数 或 1 
的 连续 模 施加 车 干 条 忻 以 定义 函数 类 M 时 , ER, F.) 
售 可 以 明显 地 算出 { 见 [5]). 在 非 周 期 情形 下 ,也 可 得 
到 一 些 有 关 n — o ELM, 已 ) 的 渐 近 性 态 . 

驮 考 文献 

[1] San, IL J., Tiom. cofp cou, 2 (1947), M. - JL, 

[23] Axsesep, H. H., Jenu Bo TeoPinE AMIPOKCHMAIMH , 2 
mai, M, 1965 【中 译本: HL A 阿 赫 叶 荐 尔 ， 通 近 论 
讲 湾 ， 科 学 出 版 社 ，1957). 

[5] Jasna, B. K, Bege a topno pamiosepgoro rm. 
MEHA Pyar momoMavar M., 1977. 

[用 Tomapos, B. JL, Teopus marepnomporamna H putym- 
wenas hbyuxzugh, 2 usr, M., 1954 【中 译本 : B JI, 网 察 
AR BRISER, PEAH, 1958). 

[5] Kopgeñuygk, H IL, Sarpe aa Teopn npr 
mams, M., 1976 (中 译本 : H IL 考 涅 楚 克 ， 台 还 
论 的 极 什 问题， 上 上海 科学 技术 出 版 杜 ，1982). 

[6] Homem, C. M., IIpuGmnracunc (yupi MHOTHA rie- 
PEMEHEHhE H TeDPEMHNI BIOCEN, 2 3g, M., 1977 (% 
译本 : Nikol'skit, S. M., Approximation of functions of 
several variables and imbedding theorems, Springer, 
1975). 

[7] Tuan, A D., Teopur npaGuogcana Gye eTEN- 
TEABHOTO CKPEMEHHOTPO ，M，1960【 英 译本 :Timan, A. F., 
Theory of approximation of functions of a real varia- 
bie, Pergamon, 1963), 
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1972. H II Kopki B IT Moropusi 所 
【 补 注 】 #WXCKWUE, MEDEN, MEREK 
或 最 佳 通 近 多 项 式 也 可 称 为 最 佳 通 近 (best approxima- 
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SHIR 
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inger, 1985. ECE, Mik 1⁄2 t 


REFIRA [best approximation in the mean ; mw- 
ayamee npniomaeHae B Cpemmem | 

用 积分 度量 的 形式 表示 误差 时 用 某 个 吞 定 集合 下 

中 的 函数 二 对 函数 x Er E BS R EE (best approxima- 

tion) (A a PA A (approximation in the mean)). 

H IL Kopek B IL Moropsasm EZ 

FE. AEk W 杨 应 技校 


EHRE SU [best approximations, sequence of ; aam- 
EUR AÖ TEACH NOCIEORATEILOCTH ] 

HAE e, FL m =1,2,-), HPE (x, F) ER 
EFOR É) n 维 子 空间 五 二 天 对 贱 范 线性 空间 
X ËJ u X. x PTER SE BIRM (best approximation), 
BRA EG, E)E, F>. 通常 ， F. E h X h3E 
个 固定 的 线性 无 关 元 素 系 fw, 4w,,…} 中 前 nt 个 元 素 线 
性 张 成 的 子 空间 ， 

19 世纪 50 年 代 ， 开 JL Yebus 首次 研究 了 当 
X=C ja, b], B. F =F A nl 次 代数 多 项 式 子 空间 时 
的 最 佳 逼 近 序列 ; 实际 上 ，1885 4F K. Weierstrass 证 
HT. HERRA x()E Cla, bA 


E(x, F4} > 0 5 n—oo 时 ， 
在 一 般 情形 下 ， 当 了 于 空间 只 人 =1,2) 的 并 集 在 天 中 


处 处 稠密 ， 即 


lim E(x, F.) = 0, 对 一 切 xEX 
时 , 关系 式 
F, = Xx 
对 所 有 xs 下 总 是 成 立 的 { 实 际 上 ,这 是 一 个 等 价 的 陈 
述 ) ,然而 .序列 {E(x , 屎 为 可 以 任意 慢 地 收 黎 于 堆 ， 


这 个 靖 论 来 源 于 eprtrmrneiir 定理 {Bernshtein theorem); 
WME F ERER EX PA n 人 =1.2…) 维 子 空 


AFA, EFRO, UF =X, MAEA 


B FPS FA 3 3KP|la ). 存在 x eX 使 得 E(x, F) =a, 
@m=1,2,-). ERZA CALY, É ËEjBj K FPF #| 5 
T 65 E K TKS0 F F S j 8 U F. X He aü T 28k A 
数 < 的 光 清 性 (连续 模 ， 指 定 至 某 阶 导 数 的 存在 性 ， 等 
等 ]， 收 敏 速度 可 借助 子 这 些 特 征 进行 侍 计 反之， 如 
果 已 知 序列 { 瑟 fx， 忆 让 RAFTA, WIERF 
xf) 的 光 请 性 方面 的 论断 ( 见 项 数 逼 近 ， 正 定理 和 雍 定 
EE (approximation of functions, direct and inverse 
theorems)). 


参考 文献 
[1] Eeppi , C. H., Coop. cos., 2, M., 1954. 
[2] Tomapos, B JK, Teopms umtrepnonmaponangag g pH 
aema pya 2 ma, M, 1954 {中 译本 : B. JI. p% 
RE. BRSM, BEBRI. 1958). 


[B] Tma, A D., TOPA TOHA Dyni neik:rgu- 
TermkHoro nepememmoro, ，KM.，1960【 美 译本 : Timan, A. 
F, Theory of approximation of functions of a real 
variable, Pergarnon, 1963). 
H I Kopmeitryvg B IT Moropmi PE 
【 补 注 】 HE (x, Fait ER R x= C sk L. 85 36 
清 性 的 定理 是 由 也. Jackson 在 1911 FHE% BT sk 
ZAA KAHAN, D Jackson 定理 (Jackson theo- 
rem)， 与 此 相反 的 定理 ， 即 :由 函数 x 的 光 清 性 推出 
E(x , 鼎 ) 的 某 些 性质 ,已 被 S$. N. Bernstein 和 A. Zyg- 
mund 所 证 明 , 见 Bepeomreiimr 定理 (Betmshtein theorem). 
FLAI 的 第 4 章 第 5 节 以 及 第 6 章 第 3 节 . 
参考 文献 
[A1] Natanson, L F., Constructive function theory, 1 一 3, 
F. Ungar, 1964 — 1965 (HAR). 
[A2] Cheney, E. W., Introduction to approximation theory, 


Chelsea, reprint, 1982. 
ECE, MAKE Bik E 


PARLAT [best complete approximation ; Hatrnyuubee 
DUIRE IpPRŬTOKCHE | 

用 代数 多 项 式 或 三 角 多 项 式 对 大 (k2> 2) TF t ËJ 
函数 aa ERREEN. SAXA k 维 周 期 方 
ERREKA 2m LE pE (p 2 1) n[ Ahe Tp St A 
WA AA x.) ARRE C L- 

三 角 名 项 式 对 罗 数 (x, ，…,x)sXX 所 作 的 最 性 完 全 
iB jr iB É E 

E, rers x (f x =, im fT Ilx 


其 中 下 确 界 取 自 所 有 x, KE n (1 Sis<k 00 = # £ T 
A. RREZE EH ERER. 

一 个 函数 fiX MIREIA (best par- 
tial approximation) 是 指 用 关于 变量 x, ，…x, 的 次 数 
分 别 为 mn (1 Sr<k) 的 三 角 包 项 式 函 数 T. . 


(XU, x)8K f 25 所作 的 最 佳 通 近 ， 即 
E... mfx = if |f-T,. a. |x 


其 中 变量 x... x, 的 系数 依赖 于 其 余 上 -~r 个 变量 T 
然 
En.. -ap af) = En.. alfde, 


C. H. Bepuurreñu 在 [1] 中 就 两 个 变量 的 连续 函数 
证 明了 下 述 不 等 式 : 


E, = (f Ye < (1) 
< Aln(2+mna(ni.n;) Ew ct En (f De), 


其 中 4 是 绝对 常数 .文献 站 指出: 当 min {ni, n.) 一 
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om, 上述 不 等 工 ( 以 及 关于 空间 上 ,的 类 似 关系 式 ) 中 
的 项 In(2+minfn,, m2) 不 能 用 增 大 得 更 慢 的 变量 因子 
RRE. 

在 空间 Lp>1) 中 ， 下 述 不 等 式 成 立 : 


E,,, mtf =< A DEn, > (2 


DHERA TORWT ph k. 
38 the Š Y XT 5 F.W, Q <= R: Eia $ f Bb 

TÚ EIB rIUBJ 3 fESC OB AR EBR OF B K. FE 

建立 类 似 于 (1) 和 (人 2) 的 不 等 式 . 

参考 文惠 

[1] bepmureñe , C H., Cop. cor, M., 2 (1954). 

[2] Taen, A 中 ,TeopH rpatGcgegus 中 yRHKTIRN ecT- 
TeEIEHOro EPeMeHaoro M., 1960 ( 38: 2k: Timan, A. F., 
Theory of approximation of fimctions of a real variable, 
Pergamon, 1963). 

[3] Temmon, B. H. «Hom. AH CCCP $, 223 (1975), 
1079 — 1082. H. IL Kopseñuyk B. IE Mompani $ 

【 补 注 】 
参考 文献 
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Rinehart and Winston, 1966. 
ERE 粮 结 庆 译 杨 应 展 校 


最 佳 线性 方法 [ best linear method ; uyam meEcibn 而 
Meron] 

必用 于 给 定 的 被 逼近 元 床 集 M 上 的 所 有 线性 方 
法 中 具有 最 小 误差 的 线性 通 近 方法 ,在 赋 范 线性 空间 次 
H, HE TEJ FOX Gal 8 x = 9 < X BL fr 
逼近 的 线性 方法 ， 指 的 是 把 整个 空间 区 或 某 个 包含 
M 的 线性 流 形 映射 到 下 的 线性 算 子 . 如 果 ?是 所 有 
这 样 的 算 子 集 ， 则 9 的 最 佳 线性 方法 (如 果 存 在 的 
话 } 由 满足 


i = jng sup | =—4 | 
HET 让 < 所 定义 ,如果 对 所 有 xe 对， 
| x-—Ax | < sup Efx, F) 


(E (x, F) Æ F xF x BJ REGE ( best approximation}, 
且 对 所 有 x 8 X, 


|x—4x || = E(x, P), 


MNH < 中 算 于 4 所 定义 的 方法 显然 是 M 关于 逼近 集 下 
ARER. WE X E Hilbert = BJ, F=F,#Ë X 
B n ATZA (a =1,2,: ) B AE F. 上 的 正 交 投影 . 即 


4x = 之 te ea, 
=1 
其 中 el…,&.} 是 下 中 的 正 交 基 ， 则 
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|| x— Ax || = Eix. F) 


FERL. . 

令 X OE x 4 T.E É Banach 空间 ， 其 范 数 
有 具 和 有 平移 不 变性 ， 即 : H x( + +z) l = lx(+ (mim. 
周期 为 2r 的 函数 空间 C—=C 0, 2z] 及 L. =L, (0, 2m) 
(spse) HARAR AEEA. + f= 工 为 n 阶 
三 角 包 项 式 子 空间 . EBER. WE XELID S x(r) X 
HA rata) Ap xR RRE m. 存在 (关于 
五 的 ) 最 佳 线性 方法 ， 例 如 .线性 方 法 


Hoa 
u 


A(x; t; u, ») = (+) 


+ y [LÜ (G, cos kt + b, sin kt) + p, (a, sin kt — b, cos kt); 
kI 

EJ k bh), HP a b ADETA KH Fourier 

AF398. u, A v AAE E R. 

AEREA A 2r hA 3k x(t) RA WM 
(WIM) =l: 7), HFR" Mf) 局 部 绚 对 连续 ， 
LYNE Lot (ERE L 中 )} 的 范 数 大 于 上 界 M. 对 
于 这 些 函 数 类 ， 形 如 (所 的 最 佳 线性 方法 在 和 (相应 地 
在 荆 ,) 的 度量 意义 下 (于 整个 函数 类 上 }) 与 子 空间 工 所 
作 的 最 佳 表 近 具有 同样 的 误差 ， 划 果 r>0 为 任意 有 理 
数 ， 则 对 这 些 函 数 仍 成 立 类 似 的 结论 {x 应 理解 为 
Weyl 意义 下 的 导数 ) 、 对 整数 r=1,2,…, 只 又 异 助 于 系 
B a (IA n =O AET E a (的 型 的 最 性 线性 方法， 

车 =$' 为 关于 市 分 kmn (k=0, + 1, -) 09 r St 5 
数 为 1 的 AMENAR, WJp[ 3 B T s 
kmin+[I +(— 1)] adn #E3848 88 8 x(f) 的 5' 中 的 样 条 
作为 L. (1 sp 和 co 相应 地 上 ) 中 关于 函数 类 WM 
{及 WIU =1,2, ARRETE. 

磊 考 文献 
[I] Axmesep , H H., Jeya no mope armmpowcnvsnumn, 2 
A，M.，1965 ( 英 译 本 : Achezer, N. L, Theory of app- 
roximation, F. Ungar, 1956). 


[2] Kopmeyer , H. TL, SpcrpEMAIbAPE AA TeODHH upu6- 


aa, M., 1976. 
[3] Tuxomupos , B M., HexorophEe BOIDpoch: Teop opu- 
aa, M., 1976. 
H IL Kopete B. I Moropusm 所 
【 补 注 】 
磊 者 误 献 
[A1] Kiesewetter, H., Yorlesungen über lineare Approxima- 
tion, Deutsch, Verlag Wissenschaft., 1973. 
[A2] Rice, J. R., Tbe approximation of functions, 1, linear 
theory, Addison- Wesley, 1964. 
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最 佳 求 积 公式 Í best quadrature formula; muyuna km- 
aparyps domy], ARREA (optimal quadra- 


ture formula} 
对 于 给 定 的 沙 数 类 ,在 基 一 特定 类 型 的 所 有 公式 中 
使 误差 达到 极 小 的 近似 积分 公式 ， 例 如 ,考虑 求 积 公式 


b 
feo ada = Y EOR 的 
F: 长 三 上 下 = 站 


其 中 Pp (x) Siak. 余 项 (误差 项 } 员 [ 门 = 员 (大 X, Prim) 
既 依赖 于 函数 f(x), KEET HAEA x,( 通 常 假 定 
x £€[a, 5] 和 系数 puik=l, ni i= 0,- m )PHB5 
的 向 量 (X, P.) Enl film > 0, À 32 ASIP 8 
(于 ， 忆 的 某 个 集合 (因此 也 是 求 积 公式 的 某 个 集 
合 ), 它 是 通过 施加 于 插值 节点 和 系数 上 的 其 些 限 制定 
穴 的 (特别 地 ,可 考虑 当 固 定 某 -节点 向 量 X. 时 系数 
pu 的 集合 AA, D ENARAK i), 假定 对 
+ fe 园 ,(*) 中 的 积分 及 和 数 都 存在 . 对 于 函数 类 M., 
相对 于 上 集合 4 的 {) 型 最 佳 求 积 公式 由 向 量 (X:, 
PU 定义 , 它 使 得 
sup | RÜ, Xa Prm) | = 
下 

荆 佳 求 释 公式 的 构造 与 样 条 通 近 (spline approxima- 
tion) 中 的 某 些 问题 有 密切 联系 ;在 许多 情形 中 ， 它 归结 
为 极 小 化 单项 样 条 函数 的 藻 数 ( 见 [1])， 对 于 许多 类 连 
RERA REAA BERARENA MNA it 
已 经 知晓 .从 更 一 般 的 观点 来 看 ,寻求 对 于 函数 类 M 
的 最 佳 求 积 公式 及 相应 的 误差 的 问题 可 视 为 在 信息 
[=1 nii=0,---, m) 3581 E kiki E 
A Pñ 


É 
JI = fp fü) dx 


的 问题 ,其 中 je 9. 最 佳 求 积 公式 的 概念 可 自 热 地 推 
RELER ( 求 体积 公式 )， 
参考 文献 
[H Homem, C. M. 、Kaamparypabe dopMym, 3 H39., 
M., 1979{% £. Nikokskii, S.M., Quadrature for- 
mulae, H. M. Stationery Offiœ, London, 1966). 
[2] Kpezron, B. H. , TIpnGnamenmaoe MCHE HATET PANOR, 
2 wan. M., 1967( £ # k: Krylov, N.M., Approxi- 
mate calculation of integrals, Macmillan, 1962). 
[3] Laurent, P. J., Approximation èt optimisation, Her- 
mann, 1972. 
[41] epoumGace, A. A., MOHOCIUTAIIHEI MHHEDORUILHOHS HOPMBI 
H HAKRUPYGUIHC KBAJIDaTYDHbK: CDODMyJIh1, § YOE MATEM. 
HayK), 36 (1981), 4, 107-139. 
H. II. Kopeetayk, B. IT. Moropmei $% 
【 补 往 】 “最 佳 公 式 " 这 一 术语 在 数值 分 析 的 文献 中 经 
常 遇 到 ， 但 是 ,正如 在 [A2] 中 第 75 页 所 看 到 的 , 对 它 
应 有 所 保留 , 因为 ,无 论 权 系数 p, 和 节点 x, 如 何 选 取 ， 


任何 求 积 公式 毕竟 足 对 某 无 穷 维 的 画 数 族 精 确 地 积 
分 . 
下 面 到 出 几 本 最 近 的 教科 书 ， 
pttk 
[A1] Brass, H., Quadraturverfahren , 
recht, 1977. 
[A2] Davis, F.J. and Rabinowitz, F., Methods of nume- 
rical integration, Acad. Press, 1984. 
[A3] Enpels, H. , Numerical quadrature and cuba ure, Acad. 
Press, 1980. FEH 译 


Vandenhoek & Rup- 


B 分 布 [beta - distribution ; fera - pacupe)ejiesse: ] 
集中 在 (90,1) 区 间 内 日 有 密谋 


— l rm l ,wl 
B. (x) = Bim, mT dl a) (1) 


的 连续 概率 分 布 , 这 里 参数 向 ,nr BEER, 而 规则 化 
AF Bim, n) E Eulerñ) BA% 


1 


E = m=] pan | = Tim Tn 
(m. n) fx (1—xy li ESTE 
T (in) 8 T Bs É (gamma function). hh Ai AATA 
一 不 完全 B 函数 

Bani) = por 7 O yy dy. O x=] 
{这 国 数 已 列表 , 见 [1],; 2]). 3 分 布 的 第 由 公式 

_ B(m +k. n) k=1.2 
Bim, n) ` 87: 


给 出 ， 特 别 地 ， 数 学 期 望 和 方差 分 别 是 m! (m +n) 和 
main +a (m +n+1). # m >1,n>1, HI E E h 
有 ,oO0 在 点 x 一 人 一 1 (m +n —2) t tE ARA, 


且 在 区 间 的 端点 处 为 零 . Eml naci, MARE 


MSB SR 3.3 m <1 E n<1, HJ X 5108 358 A e 
WESER TARE UW. # m =n=1, 则 有 分布 转 
化 为 (0, 1) 区 间 上 的 均匀 分 布 (uniform distribution). 
B 分 布 的 另 一 特例 是 所 谓 的 反正 弦 分 布 (arcsine dist- 
ribution ) : 

B. (x) = TV 


车 以 x=11 HORA O), 则 得 到 一 个 具 蜜 度 


] ee 
B(m.n) 人 十 站 
的 分 人， 它 称 为 第 一 类 日 分 布 , 以 与 B 分 布 (1) 相 区 别 . 
分 布 (和 (2) 相 应 于 Pearson 曲线 (Pearson curves ) 
EPRA TITA R YR. 产生 B 分 布 的 一 重要 情况 如 
T: WX, X, 独立 且 具 有 工分 布 ( 单 mina - distribu- 


B... (u) = . 0<i<> (2 
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tion) ,分 别 带 参 数 m Rl n, MELEE X (X, + X 将 
ARRE fan ORBA. 这 个 事实 在 很 大 程度 上 说 
明了 B 分 布 在 种 种 应 用 中 的 作用 ,特别 是 在 数理 统计 学 
中 : 有 好 几 个 重要 统计 量 的 分 布 可 转化 为 分布， 例如 
FF 统计 量 


Fan = "Xh 
mxi 
MA T ALEA A Ë H FE k 0 六 分 布 ) 可 表 为 公式 
PF <x) = mn T 


(下 分 布 的 值 通常 是 异 助 于 B 分 布 表 计算 ). 利用 关系 式 
Bi_mm+itl —p) = y P -+ 
a= m m+ (l — p) 之 b pY 


tE n] Ll h B FE 88 3⁄2: iF KO — IR 3 binomial 
distribution) BS 3. KESHE AHK 6 58 h E Ae B 
函数 . 比如 说 , B 分 布 的 密度 是 正 交 Jobi 多 项 式 
(Jacobi polynomials) £ HJA 9, 
参考 立 献 
[1] Bomarea, JL. H., Cuapaon H. B., TaŬIMIEH MATEMAIH- 
WerkON CT3THCTHKH, 2 ñan. M., 1968. 
[2] Pearson, K., Tables of meomplete beta -function, Camı- 
bridge Univ. Press, 1932. 
A. B. TIpoxopoe 的 WAM 译 


B 函数 [beta - function ; Bera - pymama], Euler B 函数 
(Euler B - Function). 第 一 一 类 Euler 积分 (Euler integral 
of the first kind) ` 

两 个 变量 p 和 9 的 函数 , 5 p, q>0 FT, ATARE 
X: | 


Bip. g) = fax de @) 
Q 


对 于 变量 p 和 的 不 同 的 值 ,在 B ARE FAE F 
列 美 系 式 ; 


Bip. q) = Biq p). 
Bip, 4) = -1l g 一 D，4>1， 
好人 一 HT q 
下 列 公式 成 立 : 
I B(p.1—p) = aya cpl, 


WE pA q E 3 9k. Re p>0, Req>0 时 ,积分 
iS. 下 函数 可 以 通过 rA (gamma-fundion) 来 
表示 : 

Toig 

rp +g) 


B H Burougkos R 张 鸿 林 译 


Bip. q) = 
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Betti # Í Betti group ; Eert rpyuna ] 

就 宽泛 的 意义 而 言 ， 它 与 同调 群 (homology g- 
opm; 就 狭 窑 的 意义 而 言 , 它 是 以 整数 群 荆 为 系 
数 域 的 同调 群 的 自由 部 分 ,如 果 这 个 同调 群 是 有 限 生成 
的 ,以 EE. Betti (1823—1892) A TZ. 

#=* x 
[1] Seitert, H. and Threlfall, W. , Lehrbuch der Topologie, 

Chelsea reprint, 1980 (HEA: H. P2H. W. E 

RE, 拓扑 学 , 高 等 教育 出 版 社 , 1959 ). 

[2] Anexcagnpop, II. C., Ewe B romoorasecxyio 


TEOpHO pPAMEpPHOCH ú OIYO KOMÕHHATOPRYIO TOHROTIO- 
mio, M. , 1975. M. H. Boñucxoscaa #¥ 


GHE] 
参考 文献 
[àl] Spanier, E. H., Algebraic topology, McGraw - Hill, 
1966 ( 中 译本 : E. H. WIER, Ramiha, Li E 
学 技术 出 版 社 , 1987). 张 平 译 tAE 


Betti 数 [Bet number ; Eerra wweno], HE KH r 8 
Betti % p (r-dimensional Betti number p” of aomp- 
lex K) 

整 系数 上 维 Betti (Betti poup htk. 对 每 个 r ， 
Betti 数 p REAME 兵 的 多 面体 的 拓扑 不 变量 , 它 反 
足 了 该 光 面 体 中 (在 有 理 数 域 上 ) 互 不 同调 的 闭 链 个 
数 ， 例 如 ， 对 球面 S": 


p? = 1. p! = =p"! = 0, p" = 1; 
对 射影 平面 PR): 
po = . p! = p°: = 0; 
对 环 面 T’: 
pP =pl, p' = 2 
tn EHE K". A 
Sy 
k= 


等 于 其 Euler 示 性 数 (Euler characteristic}, Betti 数 是 
由 EE. Betti 引入 的 ([1]). 


FLR 
{1] Betti, E. , Ann. Mat. Pura. Appl. , 4 (1871), 140 —158. 
M. H. Boïänexommi #E 
【 补 注 ] 
参考 文献 


[A1] Spanier, E. H., Algebraic topology, McGraw - Hill, 
1966 { PEE: E. H. WEER RRE, LRR 
学 技术 出 版 社 , 1987). 张 TP Wm 校 


Bezout FK [ Bezout ring ; Beay Kaimio ] 

一 个 含 单位 元 的 整 环 (integral domain )， 其 中 
任何 有 限 型 的 理想 都 是 主 理想 . 任何 主 理想 整 
环 和 赋值 环 都 是 Bezout 环 . Bezout 环 是 整 闭 的 ， 


并 且 它 的 局 部 化 ( 即 它 对 于 习 法 系 3 的 分 式 环 ， 

见 交 搞 代 数 的 局 部 化 (localjization in commutative 
algebra) {h hi: Bezout 环 . 对 于 Bezout 环 A 的 任意 
ARETE a. …，a, ， 存 在 着 最 大 公 因 子 {此 
RAZR TIEN Bb, a, (b,e4)， 称 为 Bezout 恒 等 
JÈ (Bezout identity) 和 和 最 小 公信 .任何 Noether 环 
(其 至 只 是 主 理想 满足 升 链条 件 的 环 ) ， 如 果 是 
Bezout 环 ， 则 它 必 是 主 理 想 环 .如同 主 理 想 环 的 情形 
一 样 , Bezout 环 上 的 有 限 型 模 必 是 扭 模 与 自由 模 的 直 


An. B. H. Hamma {R 
【 补 广 】 
参考 文献 

[A1] Gilmer , R.. Multiplicative ideal theory, M. Dekker, 


1972. 起 春来 译 


Bezout 定理 [ Bezout theorem ; Besy reopema] 


% m= 4 *w* w * "Rx 里 


项 式 
f(x) = asx"+ t tan 


EMA x 一 a 除 的 余数 等 于 (a). k EE S 
系数 被 包含 在 某 们 有 单位 元 的 交换 环 内 ,全 如 实数 或 复 
Wei. Bezout 定 再 的 推论 是 : 数 z 为 多 项 式 f(x) 的 根 
当 且 仪 当 二 项 式 x 一 能 除 尽 f(x). 

2) 齐 次 方程 组 的 Bezout 定理 : 如果 售 4+1 个 未 


” 知 量 的 "个 齐 次 方程 的 方程 起 


J(xo.... 


在 包含 方程 组 系数 的 代数 闭 城内 只 有 有 限 多 个 不 成 比 
悄 的 非 零 解 , 则 考虑 重 数 的 解 的 个 数 等 于 方程 次 数 之 
积 , 必 为 定义 ， 解 的 重 数 {multiplicity of the solution) 
是 趋 曲面 (<) 窒 相应 点 处 的 粗 变 指数 (intersection 
index) 【在 代数 几何 学 内 ), EEA E. Bezout ([1]) 而 得 
各 ,他 研究 了 商 次 代数 方程 组 ， 
参考 文献 

[1] Bezout, E. , Théorie générale des équations alpëbriques, 

Paris, 1779. 
B. H. PeMECVREHHHROR, 


x) = 0, i=1],...,n (*) 


B. E. Bocxpecencea #E 
[EJ 
参考 文献 
[AL] Habapenms, H.P., Ocosm auIre6paar3aecko 首 TeoMETPHE, 
M. ,1972 ( 英 译 本 : Shafarevich, I. R. , Basic algebraic 
geometry, Springer, 1977). 陈 志 杰 详 


Bianchi 线 汇 【 Bianchi congruence ; Ba wosrpyaismna ] ， 
B RI (B -congruence) 

一 个 直线 汇 ， 使 得 在 线 汇 中 同一 直线 上 的 点 处 
焦 曲 面 的 曲率 相等 且 为 负 . 电线 拒 的 主 曲面 与 其 共 枉 


cr. 


a i" ix < = SPT' SfWa- Á * Í LY- Ó 


线 系 相交 于 它 的 焦 曲面 上 ， 线 汇 的 直线 把 焦 曲面 上 的 
渐 近 网 狐 为 球面 上 的 正 交 网 ，Bianchi 钱 汇 之 焦 曲 面 的 
曲率 可 用 渐 近 参数 4 和 0 表示 为 下 列 公 式 : 


1 
(piu) HEF 


曲率 满足 此 条 件 的 曲面 称 为 Bianchi BH di [B H Hi 
(B -surface), A Bianchi 曲面 (Bianchi surface}]. 
Bianchi 0.4 L. Bianchi ([1]) 所 研究 . 
参考 文献 
[1] Bianchi, L., Ann. Mat. Pura Appl. , 18(1890), 301— 358, 
[2] Tuon, C IL , Teopas konmpyammi, M. - Ji, 1950. 
[3] Tumor, C. D., Huwnbanpe na runas OCHOBAHMHH H 
CHHEE C HHM omerpaecme wam M.- JI., 1937. 
[4] Mym B H, Foraccnsecxas mbepenm pnan 
IBOMETHHA B TEHJOPHÛM HJIDÆHHH M., 1963. 
B T. Bammer $E -E # 


Bianchi 恒等式 [ Bianchi identity ; Emaugu Townecteo ] 
关于 Riemann 空间 曲率 张 量 {curvature tensor) 
Rs 的 共 变 导数 分 量 的 一 个 关系 式 : 


RA +R, +R; k5 0, 


HP A, i j k.,I=l, n. 
1902 年 首先 建立 的 . 
参考 文献 
HH] Bianchi, L., Lezioni di gœomeėtria differenziale, 1-2, 
Zanichelli, Bologna, 1923 — 1927. 
M. H Boñrexopcañ $ 
[ 补 注 】 这 里 RA ,显然 表示 RA 关于 第 ?个 坐标 的 具 
FFR. 
上 述 恒 等 式 通常 称 为 第 二 Bianchi 恒等式 (second 
Bianchi identity). 第 一 Bianchi 恒等式 (frst Bianchi 
identity) Æ (® [A1], TA2p 


t L. Bianchi([1]) 在 


Ra tRy +R” =0. 


关于 有 挠 联络 的 曲率 形式 和 曲率 张 量 ， 在 [A2] 中 给 出 
了 这 些 恒等式 的 各 种 推广 ， 


参考 文献 
[A1] Hicks, N. J., Notes on differential geometry, v. Nos- 
trand, 1965. 
[A2] Kobayashi, S. and Nornizu, K. , Foundations of differ- 
ential geometry, 1. . Wiley (interscience), 1963. 
沈 一 兵 W 


Bianchi 曲面 [ Bianchi surface ; Bamamku momepxrocrb j 
Gauss 临 率 天 为 负 的 一 种 曲面 ,通过 渐 近 参数 (u, o) 
KYRA 
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[U(u) + ry ` 

其 中 Utw) 和 (四 是 任意 函数 ; At., Bianchi 曲面 
可 刻画 为 函数 (- K) 2 关于 其 渐 近 疯 是 对 角 化 的 ， 
即 


K 二 


FiK) I2 Fm 
dudv : 

例如 , É é Bianchi Hh iki ë S$ HE ñB Dll (conoid) 一 一 
附属 于 Peterson H 8 (Peterson surface) 的 曲面 . # PE 
给 定 Bianchi HH mi., “MU BÉ 88 #& E iü i£ + 3 HF BU 8 sË 
(deformation over a principal base} 所 得 的 曲面 
类 ， 并 对 它们 进行 分 类 ， 于 是 ， 著 主 基 包 含 两 族 测 地 
线 ， 则 函数 上 和 六 均 为 常数 ， 且 变形 曲面 为 Voss 曲 
W (Voss surface) (B, 类 ) . 

B 类 曲面 的 特征 如 下 所 述 : 只 有 一 族 主 基 有 曲线 是 
WRA U 和 下 中 只 有 一 个 为 常数 ); 辟 锥 曲面 便 是 
A. B RAHMET 二 和 此 都 是 它们 各 自 变量 的 非 
平凡 函数 .也 见 Bianchi t&C (Bianchi oongruence) ， 

H X Ca6mros He 
【 补 注 ] “ 主 基 上 形变 "的 概念 在 西方 著作 中 不 太 通 
用 ， 并 且 这 种 业 型 的 形变 尚 无 标准 名 称 ， 最 好 把 它 表 
征 为 保 桂 共 恩 网 的 素 变 
[AI] Bianchi, L.. Lezioni di geometria differenziale, 2, Za- 
nichelli, Bologna, 1927, Chapt. 1. 
[A2] Finikov, S. P., Theorie der Kongruenzen, Akade- 
mie - Verlag, 1959 (SRX. 
【译注 】 Bul BHAE, 
参考 立 献 
[B1] 苏 步 青 原 著 ， 姜 国 英 改写 ， 徽 分 几何 学 ， 新 版 ， 高 
等 教育 出 版 杜 ，19%88， 沈 一 兵 译 


Bianchi 变换 [Bianchi transformation; Esqangkua mpeof- 
D33G836ume | 

从 Bianchi RIC H — T=# h i S S| || REA 
一 焦 曲面 3 的 变换 ( 见 Bianchi $C (Bianchi congru- 
ence)). # S 是 伪 妹 面 、 则 S' 也 是 伪 球 面 . 设 伪 球 
m S 是 5 的 Bianchi 变换 曲面 ， 则 S TEARC 
的 正 交 二 面 : 它们 位 于 5 的 切 平面 上 ， 并 且 具 有 与 5 


相同 的 半径 ， B T Baxwugs JE 
LANEI 也 见 [A2], W 36538 803, 804. 
参考 文献 


[A1] Eisenhart, L. P., A treatise on the differential geome- “ 
try of curves and surfaees, Boston, 1909. 

[A2] Darboux, G., Legong sur la théorie générale des sur~ 
faces, Chelsea, reprint, 1972. 沈 一 兵 译 


有 偏 估 计量 [biased estimator ; rcMemetan onemwa | 
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其 期 望 不 与 被 估计 重 相等 的 统计 估计 量 . 

设 半 为 取 什 于 概率 空间 {¥, 员 , BY(85 B) 的 随机 变 
量 ,了 一 了 (XX) 是 定义 于 上 的 函数 了 (四 的 一 个 统计 点 
估计 .假定 本 的 数学 期 望 E,(T) 存 在 . WRA 


b(0) = Es{T} -A0 = Eo{T— (0) 
不 恒 等 于 零 , 妓 DOFO TA /(9) 的 有 偏 估 计量 , 而 


b (0) Fr 39 T I) RW (bias) RR HR 2 ( systematic er- 


ror). 
m wx nA, AHE IEE, S i] — 
Ekat N, (a , a`), 而 


aci 


则 统计 量 


E{S2) = "is. =- -L 
MHS ARE bS. Ee E GLAI S: 
均 方 误差 为 
ES 一) = Lo 
r HAREE (unbiased estimator} 是 
— n Q — —l Syy- yy 

s = = In n T 2 XY, 
其 均 方 误差 为 

D( 2) = Ef- aty) = 


o. 


n-l 
"4 n >2 B, ie CAAS R 36 W ih tl 
E: 的 均 方 误 善 为 小 ， 

在 有 些 情 形 下 , 无 偏 估 计 不 存在 , Au ESHE NG, 
22 的 期 望 的 绝对 值 14| 没有 无 偏 估 计 , 就 是 说 , 只 可 能 
去 构造 14| 的 有 偏 估 计量 


参考 文献 
[1] Cramér, H., Mathematical methods of statistics, Prin- 
œn Univ. Press, 1946. 
M. C. Heyn 撰 EEI PE 


双 范 畏 【 bicategury ; Gakaferops ] 
一 个 范畴 各, 其 中 确定 了 某 些 满 态 射 的 子 范畴 息 与 


单 态 射 的 子 范畴 罚 ， 使 满足 下 列 条 件 : 

1) 旬 中 所 有 的 态 射 x 都 可 以 分 解 成 积 & 一 vp, 其 中 
v€ ë, EM; 

2 车 如 =pr， 这 里 w, pe@, p, re h. WEE 
一 个 同 构 ,使 p=v0, B z =0 g; 

3) 6 Y 9 588 R hii 1i5 62354 K 6 . 


ERARECO 中 的 单 态 射 ) 称 为 双 范 畴 中 的 容 
HAEN (permissible epimorphism ) ( 单 态 身 (monomor - 
phism)). 

双 范 畴 的 概念 用 公理 的 形式 提出 了 将 一 个 任意 的 
映射 分 解 成 一 个 满 态 射 与 一 个 单 态 射 的 乘积 的 可 能 性 . 
集合 的 范畴 , 有 一 个 作 了 记号 赂 点 的 集合 的 范 酶 .以 到 
群 的 范畴 都 是 具有 了 唯一 的 双 范 团结 榴 的 双 范 畴 . 在 
所 有 的 拓扑 空间 的 范畴 中 ， 与 在 所 有 的 结合 环 的 范畴 
中 ,有 一 整 类 不 同 的 双 范 畴 的 结构 . 
参考 文献 

[1] Harmo, M. D., Hlynarernbep, E. T., uon TeopEHE 
amop, M., 1974. M. E. Dlaneako EE 

[ 补 注 】 EXET. Ai n, “PJ SS NS”, 
范畴 ” 等 常 易 湿 请 ， 申 于 目前 名 词 漠 未 确定 ， 读 者 必须 
当心 . 在 本 百科 全 书 中 ， 双 范畴 一 词 总 是 用 于 上 述 所 
定义 的 概念 - RUER H 


次 特征 [icharacteristic ; 6uxapasrepar-rusa ], 次 特征 带 
(bicharacteristic strip} 
线性 偏 微分 算 子 的 次 特征 为 其 任意 两 个 特征 


(characteristic ) 
p(x, r. Xa) = 0, Hx, 2ra Xn) = 0 


沿 以 相 切 的 曲线 . pari iAwiE Laut s, 则 其 方 


程 x=x (3) (i 二 1,…, Rn) 可 由 求解 下 面 一 组 2n 个 常 微 
分 方程 来 确定 : 

x,Gs) = Qg È = 一 必 ， i=]),.... 此 œ) 
REQ GXT x.) 是 此 线性 偏向 分 算 子 的 


主 象征 ,上 方 轴 点 表示 对 铸 数 s 求 导 , 面 若 幸 = e, , MA 
# O=0 即 此 微分 算 子 的 特征 方程 TESEH 

合 0=0 WR x =x (s). ESEE, n) 就 定义 
T O=0 的 次 特征 带 . 此 特征 带 位 于 特征 w (x... 
x,)=0 F. RER EDA 


@(x ((s),-.., Xas) = Ü 


š (s) =e, (x (s), Tro Xn 他) i=l,...,n 
对 s 的 至 少 -- 个 值 成 立 , 则 对 s 的 一 切 慎 恒 有 pO (s), 
n x (s= 0. 
参考 文献 
[1] Courant, R., Methods of mathematical physis. Partial 
differential equations, 2, Intersdence, 1965 ( £ Ë 8⁄8 X ) 
{中 详 本 : 柯 朗 , 希 尔 伯 特 , 数学 物理 方法 ,着 了 ,科学 出 
版 社 , 1977). B jl Powecrenckmi FË 


[ 补 注 】 次 特征 带 在 x S IB rh 044836 x, = x,(3) 称 为 次 


€ t 


TI 


NN = 


特征 曲线 (bicharacteristic curves) (成 射线 ). 由 于 主 象征 
EA APARE TEN, EMES TEAMA 
子 的 阶 数 ,所 以 次 特征 曲线 切 于 特征 超 曲 面 p(x，…, x,) 
=0 { 亦 见 微分 掉 子 的 主 部 (principal part of a differ- 
ential operator), M FRSE (symbol of an operator )}. 
这 些 材料 现在 的 标准 套 考 书 是 1Al] 或 其 较 早 的 也 
更 简要 的 版 本 [A2]. 
参考 文献 
[AI] Hormilnder, L., The analysis of linear partial differen- 
tial operators, 1, Springer, 1983, 271; 302. 
[A2] Hormänder, L., Linear partial differential operators, 
Springer, 1963, 29:31 (PEE, L. ESAN. AHRR 
分 算 子 .科学 出 版 社 1980). W YE 


双 复 形 [ woomplex 或 double complex, binary comp- 
lex ; GmkoMmnekc ] 
一 个 分 次 模 ， 即 可 以 表示 成 其 子 模 如 … 的 直 和 
盖 如 “的 模 ， 连 同一 对 微分 
drama S Athe, 
d,: AP” > Ama+1, 
并 满足 下 述 条 件 : 
dydi = 0, drd, = 0, didi + d d; = 0. 
民 兰 直 和 ， 也 可 以 考虑 集合 和 各 "以 及 满足 上 述 条 件 的 
wi: 
dy Am _— Ü Am la 


dy: A™ Ann 
B. E. Tosopos IE 
【 补 注 ] 
参考 充 南 
[AI] MacLane, S., Homology, Springer, 1963. 
MAR 译 


双 连 和 通 空 间 [ bieonnected spaces ; Garnsaeaoe rpocrpamcreo ] 
不 能 分 解 为 两 个 舍 有 宗 于 一 点 的 连通 不 相交 真子 
集 之 并 的 空间 . A A. Mame 所 KR. 译 


MARERE [Wicydic semi - group : mmacomrqecxoua TO- 


py | 
具有 单位 元 和 两 个 生成 元 g, 避 并 服从 单个 生成 美 


Ë ab=1 的 半 群 ， 双 循环 半 群 的 一 个 实现 是 Descartes | 


RANN, 其 中 N 是 非 负 整 数 集 , 运算 是 
(Kk. !)* (m; n) = (k +m —min(/, m), í + n — min(/, m)). 


HAITE RE (inversion semi - group ) 且 是 单 
演 的 (monogenic)， 即 由 单个 元 素 生 成 的 , 双 循 环 半 
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#KRET (idempotent) 形成 一 个 链 , 它 按 正 数 的 类 
WHF. 双 特 环 半 群 是 双 单 的 , 见 单 半 群 (simple semi- 
group) . 
双 循 环 半 群 常 出 现在 半 群 理论 前 研究 中 ,不 疏 作为 
某 种 重要 的 半 群 类 的 代表 ,而 且 也 作为 确定 单个 半 群 结 
HEAR. pm, 对 一 个 - 单 的 ,但 非 完全 
0 - 单 的 半 群 5 的 任何 午 等 元 马 在 3 中 存在 一 个 包含 e 
作为 单位 元 素 的 观 循环 子 半 群 { 见 [1] ,2.7 E). 前 面 定 
APARER BETE a 和 上 5 分 别 是 它 的 正和 有 
n (multiplying elements) (WE B PEENTE X 
M Y aX=B,Yb=B). MAEA É u u K BJ HS 
p, EE c E 223 u, 5 B g 3 S ta 8 — 4 XX 8 3F ak: 
群 , 它 的 单位 元 素 与 一致. MDA EY 3 u E R. 
x, 从 而 . SHER, HB IS tb f h 33. 
参考 文献 
[1] Clifford, A. H. and Preston, G. B. ,The algebraic theo- 
ry of semigroups, 1-2, Amer. Math. Soc., 1961— 1967. 
[2] Amm. E. C., Honyrpynma, M. , 1960 (HEA: Lyapin, 
E. S. , Semigroups, Amer. Math. Sec. , 1974). 
JL H, Depe R 石生 明 译 许 以 超 校 


双 柱 面 坐标 fbicyindrical coordinates ; wanmanpmqec- 
Me KOODJMBRTE 

三 个 数 1, oA z, ERI Descartes B fü Æx, y 
和 =z 之 间 存 在 下 列 关 系 式 : ` 

= a sinh+ 

coshr-— coso’ 

Jeh0<s<xz,—<r <o, Æi hm RAF 
irki HE (t= 常数 ). 与 其 正 交 的 图 柱 面 族 (o= 
常数 1 和 平面 {2= 常 数 1. 双 柱 坐 标 系 是 作为 平面 Oxy E 
WNE EEN Oz 轴 平 行 移动 的 结果 而 得 到 的 . 

Lamé 系数 (Lamé coefñcients) 是 


at 


asina _ 
= —— . Z = Z, 
Cosh 一 Cos 


eb T U 
Laplace 算 子 是 
àf nz (Cosh coso) Eit t 


H. Comms R 张 鸿 林 W 


39 Ft L [bicykindrical domain ; Gmwguqpuseceas 06- 
BCTh | 

算 空间 C? 中 这 样 的 区 域 DD, 它 可 表 为 丙 个 平面 区 
É D. AD, Ë) Descartes RHEA, H 


D = {(21, 23): 21ED', 216D} 


双 柱 域 的 一 个 特例 是 半径 = (n, n) 中 心 在 a= (a,, 
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a,) Ë Xx WI # (bidisc) ( 双 柱 域 (bicylinder)) ñ (a ,r) = 
flen z): la-a <r |2; ~al <r,).n(n 23)4 isi 
区 域 的 Deans 积 称 为 多 桂 域 (poiycylindrical do- 
main). MAMATE AE NA EE). 

M. TlispanGexon FE pH 详 


MER [ hicyliawdrics; janma puks | 
当 两 个 圆柱 的 轴 垂 直 相 交 时 ,作为 两 个 圆柱 面 的 变 
线 而 得 到 的 两 条 闭 上 曲线 , 骏 柱 截 线 的 画 数 方程 是 


x = acosi, y = = Vb2—a sin t, z = asint, 
b=a, 


RF a#lb ym] BE W BL tE u e 68. t EER. mE a=b, 
BW tE 42k E — IHARRA. 
E. B Himm 3: OKEDB4K i£ 


Bieberbach TÑ #8. [ Bieberbach conjecture ; EeGepdaxa r- 


morena ] 

L. Bieberbach 在 1916 年 提出 的 一 个 假说 ([1]): 
对 于 8 35 (dass 5) 的 所 有 函数 f(z), BH J T EB] |z| 
<] 内 正则 单 叶 并 且 在 该 鲁 盘 内 具有 展开 式 


了 (2] = 2+ Sez” 
r=2 


的 函数 f(z), 有 估计 式 |c.] 所 n,n 宇 2; 而 且 只 对 于 Koebe 
函数 (Koebe function) 

Jaz} = z(1—e"zy 2 
有 |c|=n, eri 0 E 39. Bieberbach 8 n —2 的 情况 
EA TME. 对 于 s 28 8383335 # RG 88 y hyri 
问题 是 系数 问题 (coefficient problem) 的 一 种 特殊 情 
说. 

由 于 表述 简单 而 意 必 重 大 ,Bieberbach 猜想 引起 许 
许多 多 数学 家 的 关注 ,并 刺激 了 复 变 函 数 几 和 何 理论 中 一 
些 不 同方 法 的 发 展 .在 握 写 本 文 时 (1977) .对 于 < 6, 
Bieberbach 猜想 的 正确 性 已 被 证 实 . 1923 年 , K. 
Loewner 引入 套数 法 { 见 参数 时 示 法 (parametric repre- 
sentation method) ,首先 证 实 了 nm =3 的 情况 ;接着 又 
相继 出 现 了 居 计 式 | ec,| < 3 的 其 李 证 明 , 这 些 证 明基 于 
变 分 方法 .参数 法 和 极 值 度量 法 .1955 年 ,通过 同时 运 
用 变 分 方法 与 参数 法 给 出 了 关于 n=4 的 Bieberbach 
猜想 的 第 一 个 证 明 .而 1960 年 借助 Grunsky 单 叶 性 条 
件 得 出 居 计 式 al 所 4 就 简单 得 多 了 .这 -一 估计 式 也 曾 
先后 通过 变 和 分 方法 和 几何 方法 给 出 ; 并 运用 和 矩阵 形式 的 
Grainsky 不 等 式 再 次 推 得 .1968 年 .借助 于 Grunsky 
不 等 式 证 明了 当 n=6 时 Bieberbach 猜想 的 正确 性 ;而 
n=5 的 情况 则 是 在 1972 年 用 蛮 分 方法 证 明 的 .至 于 在 
试图 证 明 Bieberbach 狂想 的 过 程 中 所 得 到 的 其 他 结 


果 ,下面 这 些 值得 - Hé. 

W. Hayman 得 到 了 关于 |z|<1 内 p 叶 函数 ,特别 
是 S 类 函数 系数 的 渐 近 性 质 的 -- 系 列 结 果 {[4]) .他 证 
明 极 限 


Gm H 


存在 ,并 且 ar 专 1, 等 号 只 对 于 Kobe ARRI. 

有 -系列 研究 是 关于 局 部 Bieberbach 348 (local 
Bieberbach conjecture) A, B FHI: Koebe 函数 至 
少 对 于 5S 类 中 就 相应 指 扑 而 言 接近 于 它 的 那些 函数 给 
H max |e) ( RAHE {univalent function) ). E £ 
发 现 对 于 任何 =3, 4，…， 存 在 充分 小 的 E >0, ME 
得 对 于 满足 条 件 —2| < ,的 函数 fes, tatt 
Rec Sn Au, 3MEH HY f (2) 8 Rea. =n. 

1925 Œ, J. E. Littlewood 通过 把 系数 估计 归结 为 
对 模 的 ( 均 慎 ) 积 分 的 居 计 首先 给 出 对 所 有 n 的 一 个 系数 
估计 ,就 依 辆 于 站 的 阶 而 言 是 精确 的 ， 开 、E，HaskneBgy 
在 1951 年 得 到 的 估计 (|ec|<(e/2)Jn+ 常数 ) 及 HÁ. M. 
Mw 在 1965 年 得 到 的 居 计 (jc,| < 1.243n, n 22) Bl 
更 为 精密 ， 

至 令 (1977) 的 最 好 估计 是 1972 年 {[7])? 得 到 药 


| 1 < VZ» < 1,08l”, n>? 


3 1976 šE (00) 得 到 的 
|e,] < 1.06917, n>2. 


关于 这 一 :课题 研究 的 回顾 , L [2], [3]. [9]. 
参考 文献 

T1] Bieberbach, L., Über die Koeffizienten derenin Po- 
tenzreihen, welche eine schlichte Abbiidung des Embei- 

tskreises vermitteln, Situngsher. Preuss. Akad. Wiss. 
Phys-Math. KI, 1916 , 940—955. 

[2] Tenmyata T. M. ,TeowcThirecaaa oper yon EOM- 
TIERCHOFD DCPCMEHHOFD, 2 H31.，M., 1966 { 英 译 本 : 
Goluzin, G. M., Geometric theory of functions of a 
complex variable, Transi. Math. Moənographs. 26, 
Amer. Math. Soc. , 1969). 

[3] Mawn, W. M., Oamomcrape 由 YE ú OSPTOHODMB- 
POBANAbEE cuce, M. ,1971( 英 译本 : Milin, 1. M., 
Univalent functions and orthonormal systems, Transl. 
Math. Monographs, 49, Amer. Math. Soc. , 1977). 

[4 Hayman, W. K., The asymftotic behaviour of p-va- 
lent fimctions, Proc. London Math. Soe. (3), 5 (1955), 
257—284. 

[5A] Ozawa, M. ,On the Bieberbach conjecture for the 
sixth coefficient, Kodai Mam. Sem. Rep. 211969) 
97—128. - 

[5B] Ozawa, M., An elementary proof of the Bieberbach 
conjecture for the sixth coefficient, Kodai Math. Sem. 


Rep., 21 (1969), 129 一 132. 

[6] Pederson, R. N. and Schiffer, M.M. , A proof of the 
Bieberbach conjecture for the fifth coefficient, Arch. 
Rar. Merh. and Anal. , 45 (1972), 161—193. 

[7] FitzGerald, C. H. , Quadrati; inequalities and coefficient 
estimates for the ñfth coeffident, Arch. Rat. Mech. 
and Anal. , 46 (1972), 356—368. 

[8] Haporoe, H. A. , Š Jan. mayu. cewaonapon JIOMH AH 
COCP», 24 (1972), 182—200. 

[9] Eaman, H. E.. Marara p CCCP aa 40 Jer. 

1917-1957, M. , 1 (1959), 444-472. 

[10] Horowitz D., A refinement estimate for univalent fun- 

ctions, Proc. Amer. Math. Soc. ,54 (1976), 176-178. 

E. T. Toysma 把 
【 补 注 1 事实 上 ，Bieberbach 证 明了 |c, £2, REE 
脚注 中 间 是 否 普 遗 地 有 |c] Sn, MOJ 

从 1950 至 1975 年 在 证 明 Bieberbach WERE 
进程 中 , M. Schifer 的 变 分 方法 起 痢 主 要 作用 .其 详细 
历史 , K. Duren 的 著作 [A3]. 

1 一 4 的 情况 是 了 .及 .Garabedian 和 M. M. 
Schiffer 在 1955 年 证 明 的 . 

1984 年 , Bieberbach 猜想 被 出 生 于 法 国航 美国 数 
学 家 Louis de Branges 完全 证 明 〔([Ai]，[A2]) ,事实 
土 ,他 证 明了 苏联 数学 家 H. A. Jeer 和 H, M. Ma- 
ma 的 一 个 著 各 假设 , 它 甚 至 比 Bieberbach 3t TH, 
[3], [A3]. JIe6eree - Mann 假设 断言 , 对 于 n=2， 
3，…, 有 


oo- 二 -se (°) 
其 中 数 nE SOENAEE E TAREX 
+ log og LE =È yz. 

Š$ 38 h hp BS 8k: f (2) J: Loewner H š AEIR 
FE, D (t 20)8)8 8 f(z, 0). HERE Ai N # 
映射 为 一 个 以 为 极限 的 连续 递增 区 域 族 .标准 化 使 
JC, Hb/e 属 于 Y ， Loewner 族 的 函数 满足 Loewner $ 
微分 方程 

a 

Z =: E pG, D, 
其 中 Re p(z, t)>0 ([A4], [A3]). De Branges 引入 对 
应 于 了 lz ,fje' É WAKE Sk y, (t) B5 88 fr Q. (ty P (s) h 
的 权 因 于 一头 代 以 待定 的 权 oal), HDAN nk. 
他 五 隶 地 运用 Loewner 忱 微分 方程 证 明 可 以 选取 权 
ona( 引 ;使 得 对 所 有 +t 之 0 和 所 有 n, Ao (r)2 0, 该 证 明 
也 用 到 RR，Askey AG. Gasper 的 关于 起 几 柯 函 数 的 
一 个 复杂 的 正 性 结果 .因为 当 上 -= 上 时 ,RD (y O, H 
itih o (0S0. 后 一 不 等 式 证 明了 Jebes - Muma 
假设 (时 ,因而 也 证 明了 Bieberbach 狂想 |o, |# n. de 


BIEBERBACH-EILENBERG FUNCTIONS 355 


Branpes ([A2]1 $ C. H. FitzGerald MC. Pommerenke 
([A5]) 都 对 等 号 的 情形 作 了 讨论 . 
参考 文献 
[AH Branges, L. de, A proof of the Bieberbach conjecture, 
Preprint E- 5-84. Steklov Math. Inst. Leningrad 
(1984), 1—21. 
[A2] Branpes , L. de, A proof of the Bieberbach conjecture, 
Acta. Math., 154 (1985), 137—152. 
[A3] Duren, P.L., Univalent functions, Springer, 1983. 
[A4] Pommerenke, C., Univalent functions, Vanderboeck 
and Ruprecht, 1975. 
[A5] FitzGerald, C. H. and Pommerenke, C. , The de 
Eranges theorem on univalent functions , Trans. Amer. 
Math. Soc. , 290 (1985), 683—690. 
【译注 】 
参考 文献 
[81] ŽA. 比 贝 尔 巴 赫 狂 想 , 科学 出 版 社 ，1989. 
Bt 译 


Bieberbach - Eilenberg $ [ Bieberbach - Filenberg func- 
tions ; Eafentaxa -Sureadepra dymoma] , ÆN È | :| <1 
A 的 
在 圈 盘 |z] < 1 内 正则 ， 具 有 形 如 
Jezte teto (1) 
的 展开 式 ， 并 旦 满足 条 件 


SEVEDA l, 


的 函数 六 z), 这 些 函 数组 成 的 类 记 作 耻 ， 这 一 函数 类 
是 郑 数 类 如 的 自然 推广 , 日 中 的 函数 f(z) 在 图 盘 |z| <1 
内 正则 , 具有 展开 式 [1), 且 对 于 |1z1<1 有 | f(z)| <1. R 
中 的 单 叶 函 妆 (univalent function) FÆ iAy R. R tH 
的 函数 以 工 . BieberbachfI]) 的 姓 命 名 ， 他 证 明 对 于 
JER, FER 


ln 1<1 |z; |<1, 


Jejl o 
成 立 , 且 仅 当 函 数 f(z)=e'"z 时 等 号 成 立 , 其 中 日 是 实 
数 . 只 中 的 函数 也 以 $， Eilenbergl[21 的 姓 命名 ， 他 证 
明 不 等 式 (2) 对 整个 类 R h R sr. W, Rogosinski([3]) 
EA: R 中 每 个 函数 从 属 (LIME AH (subordination 
principle)) 于 眉 中 某 个 画 数 . 不 等 式 (2) AMF 
J(z)e RR 有 下 列 精确 不 等 式 


|z |<. G) 


已 得 到 关于 灵 中 冰 数 的 模 的 如 下 界 时 : 若 f(z} eR， 
WI 


| f(z) | < 7 |z |=; 0<r<1, (9 


且 仅 对 于 函数 +y(ze'5; r), 式 (4) 成 为 等 式 , 此 处 0 是 
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实数 且 
1 一 r21722 
fan = n 
极 值 度量 法 (extremal metric, method of the) 给 出 
R 内 在 展开 式 (1) 中 有 定 什 1al=c (0<c<1) 的 函数 
类 及 (ec) 的 阔 教 模 [Ge) 的 最 大 值 和 最 小 值 问题 的 解 : 
对 于 yG ye Kec), 0<c<1, 下 列 精 确 不 等 式 成 立 : 


Im Hirr, c) < | fe) | < Im Fürir e). (5) 


EHR o= H(z;r,c) l w=F(z; r, cE | z|<1 


映射 成 关于 w 平 面 的 虚 轴 对 称 的 区 域 , 其 边界 属于 w 平 . 


面 中 夫 点 和 极点 分 布 具有 某 种 对 称 性 的 一 个 二 次 微分 
(quadratic differential) 的 某 些 轨 道 或 正 交 斩 道 的 闭 世 
的 并 集 ({[4] , [5]). 通过 极 信 度量 法 与 对 称 化 法 的 联合 
运用 已 得 到 关于 Ric) 中 函数 的 某 些 最 佳 结果 (id1) ， 

关于 类 页 和 只 中 函数 的 许多 已 有 结果 是 关于 把 国 
#|z|<1 映射 成 不 相交 区 域 的 了 钞 数 组 的 相应 结果 的 推 
1: ([6]) . 对 于 无 狐 立 边界 点 且 不 合 有 点 z= 史 的 有 限 连 
通 区 域 G, 与 民 类 似 的 函数 类 是 族 愉 (GY (a EG), 该 类 
函数 f(z) 在 如 内 正则 且 满 足 条 忻 f(a)y=0, f(z) fe) e 1, 
其 中 z, 和 2z, 是 G 内 任意 点 . Æ% R (G) X E2⁄ B. (G) 的 
推广 , B, (G) 内 桥 数 (2) 在 GG 内 正则 且 使 得 (a)=0， 
EGALI <1. 下 面 的 精确 估计 E Bieberbach - 
Eilenberg 结果 到 R, (G) 类 函数 的 推广 ,也 是 不 等 式 (3) 
BJ R (G)38 ñ 9k EP : 车 f(z)e R (G), Mj 


lfl < l1-—f1Gy]| F z), zec. 


H Fiz, b (be G) ÉE BCG) 中 满足 F'(b, b) = 
max | f'(b) 的 函数 ， 
参考 文献 
[I] Bieberbach, L., Ueber einige Extremalprobleme im Geb- 
iete der konformen Abbiidimg, Math. Ann ,77 (01916), 
153—172, 
[2] Eiknberg, S. ,Sur guelques propriétés topologiques de la 
surface de sphère, Fund. Math. , 25 (1935), 267—272. 
[3] Rogosinski, W. , On a theorem of BEberbach - Eilen- 
berg, J. London Math. Soc. (1), 14 (1939), 4—11. 
[4] Jenkins, J. A. , Univalent functions and conformal map- 
pings, Springer, 1958. 
[5] Jonkins, J. A. , On Bieberbach - Filenberg functions M, 
Trans, Amer. Soc. , 119 (1965) 2, 195—215. 
[6] Te6ercn, H. A. , Apam Monah B TeODHH OHOH- 
cnex ObyaxnaHB, M. , 1975. T. B. Kybmma W 
[ 补 广 】 
参考 文献 
[A1] Duren, P. L. , Univalent functions Springer, 1983. 
WEN W 


Bieberbach 多 项 式 [ Bieberbach polynornials ; Duepiaxa 


MHOr oY AC HEI | 


一 近 于 一 个 函数 的 极 慎 争 项 式 ， 该 函数 将 给 定 的 
单 连通 区 域 共 形 映 射 成 一 个 圈 典 , L. Bieberbach ([1)) 
在 讨论 共 形 映射 的 近似 计算 问题 的 过 程 中 首次 研究 了 
这 种 多 项 式 ， 

设 妇 是 由 曲线 下 围 成 的 平面 之 有 限 部 份 中 的 一 个 
HEERE, EA w= 申 人 ) 把 该 区 域 单 叶 共 形 地 喘 射 成 
A |w l< ro 并 满足 条 件 plz0) =0 及 e (zo) =1, 其 中 
z6 是 如 内 任意 固定 的 一 点 , ro 取决 于 z,. 在 由 所 有 满足 
F,(z,)=0 M F, (z) =1 É) n KETA F. (z) 8 B) ñ 
教 族 中 ， 使 积分 


TCD = ff | Faa) |? dx ay 


达到 时 小 值 的 多 项 式 z, (z), 称 为 Bieberbach # 项 式 
(Bieberbach polynomial). 在 区域 G 内 满足 同样 条 忻 
的 所 有 解析 函数 组 成 的 函数 族 中 ,映射 丙 数 w=gp(z) 使 
这 一 积分 达到 最 小 值 ， 如 果 周 钱 工 满足 某 些 附加 的 光 
请 性 条 件 ， 则 序列 {x e EAKA, 并 且 收 
第 的 速率 取决 于 本 的 光 捐 程度 . 
参考 文献 
H] Bieberbach, L.,, Zur Theorie und Praxis der konformen 
Abbildung. Rend, Circ, Mat. Palermo, 38 (1914), 
98—112. 
[2] Keyman, M. B., «Marem. 6.9, 5 (47) {1939),2, 
391—401. 
[3] Mepenaa, C. H. , Hezeorophe BONpOCH KOMCIPYXTERHOÑ 
Teopam yuxanñ, M. , 1951. 
[4] Cyerua, H. K., € TP. Mare. mi-™ AH CCCP Y}, 
1971, r. 100. TL. K. Cyeraa #8 
[ 补 注 】 RA KHERA [Al]. 
和 参考 文献 
[A1] Gair, D. ,Uorkesungen über Approximation im Kom- 
plexen, Birkhšuser, 1980. 杨 维 奇 译 


MATHY [ bhifactorial mapping ; Geshagropuce oro6nmee- 
m ] 
拓扑 空间 区 到 拓扑 空间 了 的 上 映射 F， 对 于 每 个 点 
VES KHER O) 在 大 的 任意 开 材 盖 中 , 可 选择 有 
限 个 乐 诊 ,使 y 位 于 它们 并 的 象 的 内 部 . 重要 的 是 , 任意 
多 个 级 因子 映射 的 积 是 双 因 子 映射 . 双 因 子 映射 构成 
AFAN (factorial mapping) 的 一 个 扩张 类 ,仍然 保 
持 装 空间 良好 的 抵 扑 性 质 ， 于 是 ， 连 续 双 因子 s 映射 
保持 点 访 可 数 基 ,日 具有 点 态 可 数 基 的 空间 到 点 态 可 数 
型 室 间 上 的 因子 s B E XZ TË. 
B. B. mmrmos Æ FAA 译 


MAF [ bifanctor ; Gsadymcrop | 
ESTIRA RER N 5 T Descartes 积 上 并 取 值 于 


E 中 的 一 个 映射 了 了: Axs. EYER A 


eq, BEL HE tik ceg 与 之 对 应 ， 并 对 每 一 
a — A, B: B — B' 
fE 4 25 J 
Tia, By T(4', B) > T(A, B). (1) 
条 件 


了 (14， l) = aap 
T(a ca, Pop) = Tia PPT, B) (2) 


必须 满足 ,在 这 种 情况 下 ， 配 子 了 对 第 一 个 变量 是 反 
变 的 ， 对 第 二 个 是 共 变 的 . E. E. Tosopon # 
CAEI _EBLPUOR EBJ XK ES T sj — A ERREN, 
对 第 二 个 变量 是 共 变 的 . 更 基本 的 概念 是 对 两 个 变量 
都 是 共 变 的 {LAi])， 这 需要 将 {1) 与 (2) 换 成 


To, B): T (A. B)— T(A’, B') (1) 
Txa, PBST, B')o T (a, BY. (2) 


类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 对 两 个 变量 都 是 反 变 的 双 阔 子 ， 
也 可 定义 对 第 一 个 变量 共 变 对 第 一 个 变量 反 变 的 双 函 
子 . 
参考 文献 
[AD Mitchel, B., Theory of categories, Acad Press, 1965. 
RIRH 详 


分 歧 [bifurcation ; Sn 中 yprannesa } 

某 些 数学 分 支 应 用 于 下 列 情形 时 所 用 的 一 个 术 
语 ,在 这 些 情 形 中 某 个 对 象 o= 2) 依赖 于 一 个 (不 一 
定 是 纯 量 的 ) 参数 和 ， 并 使 得 在 该 参数 的 某 个 值 如 (分 
歧 值 (bifurcation value) E Z 18% s (bifurcation point) 
的 在 何 邻 域内 所 考虑 的 对 象 3( 科 的 定性 性 质 并 非 
对 所 有 的 4 都 是 一 样 的 .相应 的 严格 的 定 尽 了 贿 不 同 的 情 
形 而 不 局 ,但 主要 遵从 (以 一 种 万 亏 少 少 几 正 过 前 形 
式 } 下 面 两 条 稍 有 不 同 的 原则 . 

A) 所 研究 的 对 象 多 的 定性 性 质 是 以 某 种 方式 与 
多 有 联系 的 其 他 对 象 z 的 存在 性 .分 歧 是 由 以 下 事实 
来 表征 的 , 即 当 4 变化 时 , 对象 z 出 现 或 消失 (特别 是 这 
些 对 象 可 以 重合 ， 或 者 某 个 对 象 叉 可 以 生成 (generate) 
几 个 对 象 ), 见 下 面 第 一 节 . 


B) 第 一 步 是 决定 在 什么 情 襄 下 认为 两 个 对 象 . 


多 (为 是 等 价 的 { 这 个 定义 必须 使 所 有 人 们 感 兴趣 的 定性 
性 质 对 等 价 对 象 来 说 是 同一 的 ) .在 分 歧 点 邻 域 的 2 (2) 80 
定性 性 质 的 改变 , 按 定义 ,意味 着 在 该 分 歧 点 附近 可 求 
得 使 多 (不 等 价 的 4 值 ， 见 下 面 第 二 节 . 

1) 在 算 子 理论 中 原先 的 对 象 2 (1) 是 实 Banach 
空间 中 定义 在 点 x=0 的 一 个 邻 域 中 的 依赖 于 一 个 实 参 
数 4 的 一 个 非 线 性 算 子 硬 (x, 1), 并 使 得 下 (0. 2)= 0. 
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对 每 个 固定 的 1， 对 这 个 b 来 说 有 一 些 新 的 对 得 z 与 
之 相 联 系 ; 它们 是 非 线 性 算 子 方程 Dix, 1)=x HA x. 
分 二 点 就 是 这 样 一 个 点 ,在 该 点 , 产生 这 个 方程 的 一 个 
新 的 非 平 凡 解 . 事实 上 ,分 赎 点 是 一 点 4, ,使 得 对 任意 
2 >0， 存 在 4,14 一 40| <e, 方程 b(x,1)=x 有 一 个 满 
ERIO < | x(4)! <£ 的 解 x (A). WR (x, 4)== 
adx ,其 中 4 是 一 个 线性 全 连续 算 子 (complete-conti- 
mous operator) , 则 分 歧 点 的 概念 与 4 的 特征 值 的 概念 
一 至 ， 

WRD, 1) 是 一 个 非 线性 全 连续 算 子 , 它 是 连 
续 Fréchet TARA, JEE O, (0, 4) 三 414, 则 上 只 有 4 的 特 
征 值 才 可 能 是 更 的 分 岐 点 .由 拓扑 方法 ( n], [2]) 可 发 更 
4 的 每 个 奇数 重 (特别 地 , 单 重 ) 特 征 值 是 中 的 一 个 分 睦 
点 .利用 向 量 场 旋转 的 概念 可 对 偶数 重 特征 值 的 情形 阐 
述 类 似 的 充分 条 件 . 

如 果 x=0 是 方程 x=Q(x, 1 的 一 个 非 孤 立 解 ， 
则 如 是 二 的 一 个 分 歧 点 .用 变 分 法 ([1), [2]) 可 证 明 ,如 果 
D) Æ Hilbert 空间 中 一 个 非 线性 全 连续 算 子 , 它 是 一 
个 弱 连 续 泛 函 的 梯度 , H .A= 中 人 (0) 是 一 个 全 连续 自 
REEF, N 4 的 所 有 特征 值 都 是 古 的 分 歧 点 .在 大 解 
情况 下 , 即 当 4 一 训 时 ,x Q) — 0, 分 赎 点 的 概念 要 作 
收 正 .这 些 概 仿 和 结果 的 重要 性 在 于 以 下 事实 ,在 服从 相 
对 弱 的 限制 下 ,可 以 建立 解 x=0 的 分 支 特别 是 , 有 可 
能 证 明 非 线性 问题 的 圳 不 是 唯一 的 . 非 线性 方程 解 的 分 
xz (branching of solutions ) 理 论 的 解析 方法 常 能 给 出 
更 精确 的 信息 . 

2) 光滑 动力 系统 理论 研究 单 参数 (有 时 也 研究 双 
素数 ([6])) 流 族 ( 以 及 申 联 流 族 ; 这 里 只 考虑 单 参数 流 族 
的 情形 ), 以 及 使 分 歧 为 "典型 的 "的 那 种 条 件 , 亦 即 在 何 
题 中 族 的 小 的 改变 下 仍 保 持 自己 的 特征 的 条 件 ([91 . 
前 述 两 个 原则 和 和 DAEA HAN. NEN B) 而 言 , 认 
为 两 个 流 是 等 价 的 ,如 果 存 在 相 空 间 的 同 胚 把 一 个 六 中 
的 轨道 转换 成 另 一 个 流 中 的 轨道 , 且 保 持 运动 的 方向 . 
对 具有 二 维 相 空 间 的 单 参数 流 族 的 分 野 已 有 -- 个 完全 
WAHRE ([?] , [9]). 也 存在 n 维 情形 时 在 一 个 平衡 
位 置 或 一 个 周期 解 的 邻 域 中 的 稍 有 不 同 的 局 部 理论 
([6]). 

ERR A) 的 情形 , 所 研究 的 与 给 定 的 动力 系统 相 
联系 的 对 象 2 是 平衡 点 或 周期 解 , 有 时 县 某 些 不 变 流 
E ( 主 杰 是 环 面 ) 或 双 井 不 变 集 .对 这 样 一 些 对 和 象 的 “ 产 
生 “ 一 一 无 论 是 “局 部 地 " 源 于 平 本 点 或 周期 能 阴 地 风 * 产 
生 ”, 还 是 “ 半 局 部 地 " 注 于 当 上 -~ 土 o 时 趋 于 平和 本 位 置 ， 
或 周期 解 的 一 些 轨道 所 构成 的 * 闭 围 线 "的 侣 域 的 “ 产 
生 " 一 一 都 研究 过 了 .还 有 一 种 分 野 也 是 可 能 的 , 它 在 某 
种 意义 下 与 类 似 的 围 线 是 有 联系 的 ,但 这 时 ( 随 着 参数 4 
的 变化 ) 图 线 产生 以 前 分 歧 已 出 现 了 ([8]) .通过 以 积分 
方程 的 形式 重 写 柚 分 方程 及 周 期 性 条 件 ,并 应 用 适当 的 
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方法 ([5]) 常 可 方 恒 地 研究 周期 解 的 发 展 . 

3) 不 同 对 象 的 各 种 分 层 (原先 对 象 的 以 及 与 之 相 
联系 的 对 得 的 分 歧 ) 在 映射 的 奇 点 理论 中 都 会 碰 到 . 结 
果 是 ,分 歧 这 一 术语 { 母 宁 说 是 由 朱 学 出 的 术语 ) 以 儿 种 
不 襄 的 方式 应 用 着 { 见 和 0], [6], [11]) ,但 对 相应 的 概 
念 赋予 独立 的 名 称 更 为 普遍 .这 些 名 称 中 ， 鲍 如 有 通 四 
族 (versal families) 【或 变形 ) (W [6], 11], [12]}), 它 
措 述 了 在 某 种 意义 下 在 所 考虑 的 对 象 的 小 的 变声 下 可 能 
发 生 的 所 有 的 分 歧 . 特 别 是 ,七 种 切 等 突变 (elementary 
catastrophes) ([12]), £ UE H "8 8665" k 33k (k < 
4) 族 函 数 表 示 的 ,这 些 函 数 中 含有 具有 -- 个 退化 临 
界 点 的 晒 数 ,这 些 函 数 都 定义 在 该 点 的 邻 域 中 ; 因此 它 
们 描述 了 了 相应 的 分 歧 . 在 关于 奇 点 理论 的 韭 苏 联 文献 
中 , “突变 "这 个 术语 常用 来 表示 分 歧 . 
参考 文献 

[1] Kpacaocenpcrai, M. 和，，TomomoraeRRE Meo B Te0- 
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CACTEM HA mooc, M. , 1967, 

[8] Tagpwros, H. K., Mamaos, 
W5. $, 88 (1972), 4, 475—492. 

[9] Peixoto, M. M., On bifarcations of dynamkal sys- 
tems, in Proc. nemat. Congress Mathematicians Vanco- 
uver, 1974, Vol. 2, Vancouver, 1974, 313-319. 

[10] Tom, P., & Yom mamm. HayE b, 27 (1972), 5, 
S$] 一 $7 . 
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catastrophes, Cambrie Univ. Press, 1975. 
Jl. B. Anocoms, B. A. Tpegorma E 
[ 补 注 】 分 歧 理 论 的 一 本 标准 参考 书 是 [A1]. 分 豆 问 
题 中 对 称 的 出 现 常常 是 -种 有 力 的 工具 ([A2] ) 关于 方 
程 解 的 分 歧 的 情形 的 更 确切 的 细节 ， 见 解 的 分 支 
(branching of solutions). 
参考 文献 
[A1] Chow, S. - N. and Hak, J. K. , Methods of bifur- 
cation theory, Springer, 1982. 
[A2] Salinger, D. H., Branching in the presence of sym- 
metry, SIAM, 1983. 叶 其 寿 译 


J. T., *Marew. 


, Lander, L., Differentiable germs and 


RWA AH [ bihannonic function ; onrapwoumiecisag 中 YH- 
Kung | 

定义 在 Euclid 空间 R'(n 22) 89 -AE 五 出 的 
实 变数 国 数 Sua, ah ERA AEM prit t ty 
RFH, B & D 内 满足 方程 


Au = A(Au) = 0, 


其 中 A 是 Laplace 算 子 . 这 个 方程 称 为 双 调 和 方程 (bi- 
harmonic equation) ， 双 调和 画 数 类 包括 了 调和 函数 
类 ,是 多 凋 和 函数 的 个子 类 (MBER (harmonic 
function); 务 调 和 函数 (poly -harmonic function )}. 
EARRA REEI x, ËJ WE fr Pq $ç 

在 实际 应 用 上 ,两 个 变数 的 六 调和 函数 zfx, xp) E 
为 重要 . 它 林 用 调和 函数 ,4, k b. 六 表示 成 


HXI X2) = X iH (Xi, Xa) tux, X) 


或 
Wx, x2) = (r —r)b (x i. xa) H D (xi, x2), 


Ht £= xx 局 是 常数 . WA A RE E i E 
BE RER DAR- ARARA r 4 BE 5k H 
阶 导数 在 闭 区 域 六 =DUC 上 连续 且 在 边界 C 上 满足 条 
件 


emre El = pa 0) 
i 


FF Əu ën ERE CE tb gË B) PE 6 G), LOE 6: El É C 
Ta EA) 3 F M s KERAN. DEBA, 由 调 
和 函数 的 Poisson Pih Z, LRA RREN 
式 给 出 了 问题 (*) 的 显 式 解 ([1]). 

两 个 变数 的 站 调和 郑 数 也 可 用 复 变 数 =x tix 
的 两 个 解析 国 数 g(z)，x(z) ERE 


ulX1, xa) = Rel(z@(z)+x(z)) = 


= + {20() 28) + x(2) + xG). 2= 


wa 


采用 这 种 表示 法 , 可 能 把 任意 区 域 尹 的 边 值 问 题 (=) tt; 

成 解析 冰 数 的 边 值 问题 组 , 对 此 ，T. B. Konocos $i H. 

H. Mycxemmnazum 详细 地 给 出 了 一 种 解法 .这 种 解法 在 

解 漳 性 理论 的 各 种 平面 问题 中 得 到 发 展 ( 见 弹 性 理论 

的 平面 问题 (elasticity theory, planar problem of), 

其 中 最 重要 的 双 调 和 画 数 是 应 力 函 数 或 Airy dš Ër 

(Airy functions) ( [2], [3]}. 

参考 文献 

[L] Tuxogog, A H , Cavmapcrmi, A. A., YPABHCHHA MATEN- 

TEOR (bwsaka, 3 maa , M. , 1966 (中 译本 : A H 而 
洪 诺 去 , A. A. 萨 马尔 斯 基 ， 数 学 物理 方程 ， 商 等 教育 
出 版 柱 ，1956). 


[2] Mycxemmmmam, H. H.. HegovopeR (XHOBAbIE SANAYA MA- 
TEMATHCKOÑ TEOPHH yupyrocri, 5 Hn . M ,1906( 中 
Wk: HH 贸 斯 将 里 什 纵 于, 数学 弹性 力学 的 几 个 基本 
问题 ， 科 学 出 版 社 ，1958) 

[3] Jappenrees, M. A., Ulatar, B. B. , Merom ropan 
bynKndË KOMIDERKCRHOrO TIEPEMEHHOTO，3 Han. , M. , 1965 

{中 译本 : M.A. 拉 甫 伦 捷 去 .6. B 神 巴 特 , 复 变 函数 论 

方法 ， 上 下 项 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1956). 
E. 五 Corowermee {Ñ 

【 补 注 了 疯 调 和 函数 的 公理 法 处 理 类 似 于 调和 函数 ， 

由 [A1], [A2] 给 出 . 

PELR 


[Al] Smyrnelis, E. P., Axiomatique des fonctions hiharmo- 


niques, Ann, ins, Fourier (Grenoble), 28 (1975), 1, 
35 一 97. 
[A2] Smyrnëis, E. P., Axjomatique des fonctions biharmo- 
. niques, Ann. ing. Fourier (Grenoble), 26 (1976), 3, 
] 一 47. RAH. MHOC E Toki 校 


双全 纯 映 射 [ biholomorphic mapping ; Garonomopgmoe 
oroGpazecne ], 全 纯 同 构 (holomorphic isomorphism), 
全 纯 (holomorphism). 从 共 形 映射 (pseudo - conformal 
mapping) 

Yo HERI conformal mapping) Æ $ a F% 
情形 的 推广 . — RR D < C' 到 一 区 域 DcC" 上 的 全 纯 
Rki (holomorphic mapping) 称 为 一 双全 纯 上 映射 (biho- 
lomorphic mapping). 如 打 它 是 一 对 一 的 .双全 彝 映 
射 在 DD 内 是 韭 退化 的 ; E RIRA E R E sk 
射 . 

EREE F $ Sh (domain of holomor- 
phy) PWs — E Sk 3k. ean. £ RURI PSS t £ SK 
调和 函数 在 双全 纯 上 映射 下 也 都 是 不 变 的 ， 如 果 >1， 
双全 纯 映 射 不 是 保 角 的 (除了 许多 线性 映射 以 外 ) 并 且 
Riemann 定理 (Riemann theorem) 对 双全 纯 上 映射 是 不 
成 立 的 (例如 CR 中 的 蒜 和 多 区 盘 不 能 双全 纯 地 相互 映 
射 ). 一 区 域 吕 到 自身 上 的 双全 纯 映射 称 为 一 (全 纯 } B 
同 构 (holomorphic automorphism); 如 果 n >1 ,存在 单 
连通 区 域 ,它们 除了 恒 同 映射 外 都 不 自 同 构 . 


参考 文献 
[l] Haar, E. B., Beyi zkKoMIUnemcHP anam, v. 
1-2, 2 ma. , M. , 1976. E. JR. Conowesaes TÑ 
【 补 注 】 美 于 双全 纯 上 映射 的 边界 性 质 得 到 了 下 列 结 
ML. C. Fefferman w (C. Fefferman theorem): 在 
具有 C” 光滑 边界 的 强 伯 西域 Gtrongly pseu- 
do - convex domains) Z ARRE HEREA a b C " X: 88 
扩张 成 两 区 起 的 闭 包 之 间 的 一 个 微分 同 有 凸 , 见 [A3]. 这 
个 结论 对 如 下 情形 也 成 立 : 区 域 仅仅 是 伪 呈 的 ， 但 其 中 
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Bergman projection), 见 [A2]、 对 具有 Ct, k>2 边界 
的 强 仿 凸 域 , C >O, 如 果 吉 = 2, 3，…, 香 则 £= 
0) 的 可 扩张 性 是 由 L. Lempert 和 3S. Pincuk 得 到 的 .对 
具有 实 解 析 边 界 的 ( 纶 } 伪 凸 域 甚至 可 全 纯 扩张 到 闭 名 
的 一 个 邻 域 ， 见 [A1]. 对 真 例 纯 映射 [proper holomor- 
phic mapping) 也 有 类 似 的 结果 、 
一 个 双全 纯 映 射 是 真 的 ( 即 一 紧 集 的 原 象 是 紧 
的 ), 这 是 因为 了 是 连续 的 ， Riemann 定理 在 下 述 意 
AFER: AC rE j 2 ]Ata) C" 中 的 球 上 不 存在 
KEk HPEH n,m >1， 见 {1A4].， At C 
(4 之 1 中 的 隙 数论 强烈 地 依赖 于 殉 数 的 定义 域 ， 关 于 
CP (Ai RARER AS, XTN Ah 
数论 见 [A6]， 关 于 整 全 纯 映 射 (entire holomorphic 
mapping) 和 它们 的 值 分 布 见 [A7]. 
参考 文献 
[A1] Haouendi, M.S., Jacobowitz , H. and Treves, F. , On 
the analytiaty of CR mappings, Ann. of Math. , 122 
(1985), 356-400. 
[A2] Bell, St., Biholomorphic mapping and the ó problem, 
Ann. of Math. , 114 (1981), 103-113. 
[A3] Fefferman , C., The Bergman kernel and biholomor- 
phic mappings of pseudoconvex domains, Po. Math., 
站 (1974), 1-65. 
[A4] Krantz, S. G., Function theory of several complex 
variables, Wiley, 1982, Chapt. 10. 
[A5] Rudin, W. , Function theory in the unit ball in C", 
Springer, 1980. 
[A6] Rudin, W., Function theory in polydiscs, Benjamin, 
1969. 
[A7] Griffiths, Ph. A., Entire holomorphic mappings in 
one and several variables, Firmæton Univ. Press, 
1976. HFS 译 


—— Aki [bijection 或 bijective mapping ; uep | , 
亦 称 双 射 ,集合 4 到 集合 日 的 
映射 了 A— B,f# iñ A 中 不 同 的 元 素 在 fA) 一 B 中 
有 不 同 的 象 ， 换 言 之 ,是 4 到 中 上 的 一 对 一 映射 ， 
好 了 既是 内 射 (injection) 也 是 满 射 (surjection) . 一 一 映 
HETTES AAB 的 元 素 之 间 的 一 一 对 应 (one - to- 
one correspondence ). 集合 4 到 自身 的 一 一 映射 也 称 
为 4 的 置换 (permutation). 
O. A. Heanona 所 张 锦 文 ， 赵 希 顺 译 


双 线 性 撤 分 [ bilimear differential ; 6anmmeiimaw $- 


Qbepeunnan] 
Riemann 曲面 上 的 解析 微分 ( 见 Riemann 曲面 上 
的 微分 (differential on a Riemann surfaoe)) ,依赖 于 


两 点 PP, Q, HAER 
fiz. D az at, 
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其 中 z 和 《分 别 是 PAO E- .个 邻 域内 的 局 部 单 值 
EER. 而 flz DEA RREA. 双 线 性 微分 用 
来 表示 有 限 Riethanun 曲面 (finite Riemann surfaoe) 上 
HIEKE. 
#=*x 
[1] Schiffer, M. and Spenœr, D.C., Functionals of finite 
Riemann surfaces, Princeton Univ. Press, 1954. 


E JL Cooma E Raik 译 


KAN | bilinear form ; Oumenm popaj, 在 模 积 
V xW Fó 

SYR 434BRSM (bilinear mapping) f: E x W — 4, 其 
中 下 是 一 个 堪 单 式 4 模 ,W E 一 个 右 单 式 4 模 , 且 A4 是 
有 单位 元 的 环 , 它 亦 可 视 为 ~… 个 (4, AJ 2 8. WH JE 
V=W, M7 RAE 了 上 的 双 线 性 型 ,县 亦 称 VW 有 一 个 
H fi W Riki. BB S| XUEETE DL 36 I OE 2 dh 
对 双 线 性 型 有 意义 ， 因 此 , 我 们 可 以 论 及 关于 下 与 了 
中 选 定 基 的 -- 个 双 线 性 型 的 第 阵 , 甘于 双 线 性 型 的 元 束 
与 子 模 的 正 交 性 , 正 交 直 和 , 非 退 化 性 ,等 等 ， 例 如, 如 
困 AER H V=W R AF353 e,,…，e, 的 有 限 维 向 
量 空 间 , 则 对 向 量 

p=tbe +." +b e, 

与 
w=w,e HHW E 


该 型 的 值 将 为 
fe, WFR ayt, 


这 里 a =f(e,,@) ,变量 如 ，…， pa, wi, a w 的 
多 项 式 L, p a0, w AR SRE, EY V 上 
KIHET. WE 4 是 可 换 的 , 则 双 线 性 型 是 (有 恒 
等 自 同 构 的 ) 半 到 线 性 型 (sesquilinear form) 的 特殊 
情形 . 

BARTRI. 这 时 , 4 模 了 上 的 双 线 性 型 称 为 对 
ERAI (symmetric ) (或 反对 称 的 (anti - symmetric) & 
斜 对 称 的 (skew - symmctric)) ,如 举 对 所 有 v, vE V 
都 有 fo, vfo u) (BR f(n o = —f(e;, b.) Wi 
B 313 f (e. 6)=0, 则 该 双 线 性 型 称 为 交错 的 alter- 
nating), 一 个 交错 的 双 线 性 型 是 反对 称 的 ; IB 48 34 x] 
任意 qae4, 由 2g 一 可 推 得 a= 时 , 道 命题 亦 真 , 如 果 
V 有 一 有 限 基 , 则 下 上 的 对 称 (或 反对 称 或 交错 ) 型 且 只 
有 这 些 双 线 性 型 关于 这 个 基 有 对 称 ( 反 对称 , 28 PR) SE 
B. 六 上 关于 对 称 或 反对 称 型 的 正 交 关系 是 对 称 的 . 

上 的 汉 线 性 型 六 同 扩 上 的 允 线 性 型 9 称 为 等 距 
B (isometric), 如 果 存 在 4 横 网 构 p:V 一 到 使 得 对 所 


free y 
gipio), pw DPD=7(v, w). 


这 个 同 构 称 为 双 线 性 型 的 等 距 同 构 (isometry of the bi- 
linear form), B in V—=W 5 f=g, WERKER V 
EE PL IDR (metric automorphism of the imoduie ) 
(或 双 线 性 型 了 的 自 同 构 (automorphism of the bili- 
near form). — EB BCE E E 自 同 构 组 成 群 ( 双 线 性 
型 了 的 自 同 构 群 (group of automorphisms of the biti- 
near form f). 这 种 群 的 实例 有 正 交 群 或 者 广 群 . 

设 4 是 一 可 除 环 , 且 了 是 了 x WW 上 的 双 线 性 型 ;又 
Ë V/W ! 55 WIV 为 4 上 有 限 维 空 间 . 这 时 ， 有 

dim V/W + =dim W/V +, 

且 这 个 数 称 为 f S 9 (rank] .如 果 上 为 有 限 维 的 , HB. f 


为 非 退 化 的 ， 则 
dim V=dim W, 


且 对 VY 中 每 组 基 5,,…,v, 存在 多 中 关于 了 对 偶 的 
(dual Æw, =, w, ; 此 基 由 条 件 O, w)=ó, 来 确 
E REg A Kronecke HS. WEBA V=W, WF 
É Vi W'A SiH Z (right kernel) 5 
deft kernej); A TARS X 335 38 , n £ 55 AREA lsl 
By, k BHI Pk A H (kernel). 

设 了 为 上 上 对 称 或 反对 称 的 双 线 性 型 , 这 时 满足 
了 人 ,四 = 的 元 素 PE 称 为 迷 向 元 (isotropic elernent); 
子 模 M < V PF29398 8) 80 (isotropic) WR MNM- = {0}, 
而 M 称 为 全 迷 向 的 (totally isotropic) 如 果 M < M +. 
在 双 线 性 型 结构 的 研究 中 ,全 迷 向 子 模 起 着 重要 的 作用 
( W, Witt 分 解 (Witt decomposition): Witt 定理 (Witt 
theorem}; Witt IR (Witt ring)). 床 见 对 于 双 线 性 型 结 
物 的 二 次 型 (quadratic form). 

PAARA, Homir, WAA FAW ARNA 
A 线性 映射 组 成 的 4 模 , 又 设 工 (Pr W. A) 35 V x W 
上 所 有 双 线 性 型 组 成 的 4 模 . 这 时 ,对 六 Xx W Lip O 
线性 型 1 且 对 每 个 0s， 公式 

DW)= fm w), w eW 
确定 W 上 一 个 4 REY, twie, ZA 
tiw DEO, w) DEF 

AREE AE V EA AREN. Ah l lu 一 ben 
是 Hom, (V, Hom, (W, A) É x R. Hom, (W, 
Hom, (V, A)) PRA r, 可 按 类 似 的 方式 定义 . j 
了 一 六 与 了 一 六 确定 4 模 之 间 的 两 个 同 构 


L(V. W, A) — Hom , (V , Hom , (W, 4) 
5 
L,(V.W , A) — Hom, (W , Hom , (V , A). 
双 线 性 型 / 称 为 左 非 奇异 的 (eft - non - singular) (# 


Ó. + æ 


地 ， „RRK: UR YE 2 9 f 5 0 X Bh E 8 B 
的 , 则 称 它 为 非 奇 异 的 (non - singular)， 否 则 称 为 奇异 


的 fsingllar]， 一 非 退 化 的 双 线 性 型 可 能 是 奇异 的 ， 对 于 
HRA RENH É BEV 5 W, V x 用 上 发 线性 型 了 
R 52 b) 5s HM 83 £ %2 + V 5 W 中 任意 基 的 矩阵 
的 行列 式 是 环 44 的 可 道 邢 ,如 下 由 非 奇 措 观 线性 型 了 
纵 出 的 两 个 同 构 


Hom, (V, V) Í, L(V, W, A) 


Hom, (W, W) 5 L,(V, W , A) 


分 别 由 下 列 会 式 
lip) tw, w)=f(e(e). w) 


与 
riy) (pw) 一 Fo yw)) 
确定 . 
WHAHA gE Hom ,(PF, FV) 与 We Hom , (W, 
W ) 称 为 关于 双 线 性 型 了 共 轿 的 (conjagate)， WR y= 
(re D) (@). 


参考 文献 
[1] Bourbaki, N. , Elements of mathematics. Algebra: Alge- 
braic structures. Linear algebra, 1, Addison - Wesley, 
1974, Chapt. 1; 2 ( 译 自 法 文 }. 
[2] Lang, 5., Algæbra, Addison - Wesley, 1974. 
[3] Artin, E. , Geometric algebra Interscenœ, 1957. 
B. JL Tonoa $ WZT TE 


TUHEZA [ bilinear functional ; Gammaeiimb 厅 Qhyuscunonan ] 
M33835 K t 9483 KAYAKEAN 
经 性 映射 (bilinear mapping). 
M H Boiko E E É P£ 


双 线 性 积分 形式 [bilinear integral form ; Eswaresiamu mi- 
Tepania Hopma]| 
二 重 积 分 


bb 
J(e,j)= J fK ses) dx ds, 


其 中 K(x, 5) 是 给 定 的 实 变量 的 平方 可 积 函 数 ( 通 常 是 复 
ERN p(x), Wl) 是 任意 平方 可 积 画 数 (也 是 复 慎 的)， 
而 VB 是 Ws) HERE. 如果 (s= g (s), Mo, p) 
称 为 二 次 积分 形式 (quadratic integral form) - 
DISIT] E，B，3enenanee ËR KIA 译 


TAR ERRI [ bilinear mapping ;Gaiameiiioe or6pewemme |, 
双 线 性 函数 (bilincar ña function) 


e. . á. = a 


BILINEAR MAPPING 36l 


映射 户 HAER: 
foto, w)=f(e,w)+f(e w); 
fp wtw) =fr, w)+f(e, w): 
fiav, w)=af(o, w); 
Ji. wb)=f(u, w)b; 


这 里 4, 吕 是 有 单位 元 的 环 ， VEÆE-tEZA, W 
E—TA ABA v o EV w,w EW, ae A, be p É 
Ho KA pK. ZF hk AREL V © W 具有 自然 的 
(A, DHARAH. Rgp VW — V @ W R —A f 34 
瞎 射 ， 那 么 任意 双 线 性 映射 7 将 导出 一 个 (4,B) 双 模 司 
#f:V@ W — H, 并 且 有 f= 广 * o. 如果 A= Bp E: 2 
Bú, RARA Vx W 到 瑟 的 双 线 性 映射 的 集合 L(V, 
W, 五 ) 关 于 对 4 PAKERE NOMEMA ER 
是 一 个 4 寞 ， 而 对 应 了 -> 了 导出 Ai L,(V, W, H)SSA 
É L(V @ W, 乒 ) 的 一 个 典型 同 构 ， 这 里 L(V G W, H) 
是 由 VF 人 当 仇 到 上 虹 的 所 有 线性 映射 构成 的 集合 . 

W V,W E B HË, 63 aym GEIS 
w (jeJ). — TRE S PEBE 9 f H Br E, wp (ieD js) 
完全 决定 ， 这 是 因为 对 任意 的 有 限 子 柴 Pc L Js J, 
下 列 公式 成 立 ; 


/| Eon, Zwe Fz, a, f(v, w)b,. (*) 
jed 

反之 , 在 任意 选 定 元 吉 hkh EHGELJEJZE. AR 
(*) 定 义 了 一 个 从 x 到 J) HARRER, 这 里 f, 
wi=h ST JAB ÆR | 了 (wv ,will 称 为 了 关 
于 绽 定 基 的 矩阵 . 

假设 给 定 了 一 个 双 线 性 映射 fV XW 一 下 ,两 个 
元 素 9EV, wE 到 称 为 甘于 /是正 交 的 , 如 果 f(v,w)=0. 
两 个 子 集 六 CV 与 YC WW 称 为 关于 了 是 正 交 的 ， 如 果 尾 
意 xeX 与 任意 ye 了 是 正 交 的 ， 如 果 天 是 玉 的 一 个 子 
m, 32 


X! ={we W: f(x , w)=0, 对 一 切 x EX} 


EW 的 一 个 子 模 ， 称 为 的 正 交 子 模 (orthogonal 
submodule) 38 X WEZER (orthogonal complement). 
A, TEW DFA Y 6 iF3E3R Y. RHS 
称 作 右 退 化 的 (right - degenerate) ( 左近 化 的 (left - deg- 
enerate)), "WR Vl = #(0) (WL = 0). Fa V+ 5 wt 
ARERR FE BR 81 f BS Zc (left kernel) 与 右 核 (Tight 
kernel). 如 果 V =0 H W = 0, RA fRA 
的 (non - degenerate); FU, SABE (degene- 
rate). 映射 / RATRI, WRV: = W, WL. = v. 

W V(iel) EZ 4 #BJ— T 6. WOEDEA B 
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Hit k A V, KAM, W ÉE p 8 W. É B fl. 由 下 
ik MEKRH y; V xW =H, 是 -ARRERA : 


s| Eo Ew -Es (p, w) 


称 为 映射 £ 的 直 和 (direct sum of mappings). 这 是 
一 个 正 交 (orthogonal) 和 ， 即 如 果 i#;, W| F V 与 
PEW, 是 关于 也 正 交 的 ， 

双 钱 性 映射 产 是 韭 退化 的 , 当 且 仅 当 对 所 有 的 
iE 万 是 非 退 化 的 . 而且， 如果/ 是 非 退 化 的 ， 则 有 


V: = SW, Wt = Xr, 
$i 1 


当 A=B=H 时 , 一 个 双 钱 映射 称 为 一 个 双 钱 性 型 
{bilinear form). 
参考 文献 
[1] Bourbaki, N., Elements of mathermaics, Alæbra: Algeb- 
rait structures. Linear algebra, 1, Addison - Wesley, 
1974, Chapt. 1; 2. ($ ARX). 
[2] Lang, S., Algebra, Addison - Wesley, 1974. 
B. JL Tilonos $ WHA 


MERA [ bimatrix game ; bmwaTpmiaaa urpa] 

一 种 两 个 局 中 人 之 间 的 有 限 非 含 作对 策 (aon - 
cooperative game). ILAE pE wl 38 E H Bü 4= E W& FJ 3; 
m xm 的 矩阵 4 一 | a,l| f B= || b,I| s E 6); 这 两 个 矩阵 
rm| ar A ITAIM k PE PE (或 增益 矩阵 ) .局 中 
人 工 的 策略 是 矩阵 的 行 的 选择 , 而 局 中 大 本 的 第 上 略 是 列 
的 选择 . 如 果 局 中 大 工 选 取 让 (l <i=m), rh A 381 
j(<;j<n) 那么 他 们 的 支付 (增益 ) 将 是 分 别 mr 和 b; 
Rath =0 HFAA, j 成 立 ,那么 双 第 阵 对 第 就 变 为 
EER (matriz game). JUEN MEEA ER 
第 一 般 理论 中 的 最 简单 的 分 支 ,但 是 即使 是 以 矩阵 对 
策 ,也 并 非 总 是 Nash 意义 下 可 和 解 的 或 强 可 解 的 . 有 各 
种 算法 可 用 来 求 得 双 短 狂 对 第 的 平 祷 解 :有 描述 产生 平 
EERTE RERKA SATEEN Bik 
也 有 把 求 双 和 矩阵 对 策 的 平衡 解 的 问题 归结 为 二 次 规划 
(quadratic brogammin 稚 问题 的 方法 ([31, [3], [5]). 
$x 

[l] Bopobres, H. H., 4 Teopma BepONIHOCTEN A 上 rnpswe- 
nama >, 3 (1958) 3, 318 —331. 

[GB Kubin, H. W” An algorithm for equilibrium points in 
bimatrixz games, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 47 (1961), 
1657 — 1661. 

[3] Mils, H., Equilibrium points in infinite games, J. See. 
ind. Appl Math., 8 (1960), 2, 397 — 402. 

[4] Manpssarian, O. L., Equilibrium points of bimatrix 
games, J. Soc Pd. Appl Math., 12 (19%, 4, 
778—780, 


[5] Lemke, C. E. and Howson, ir., J. T., Equilibrium points 
of bimatrix games, J. Soc Pd. Appl. Math., 12 
(1964), 2, 413 ~ 423. 

E. B. Anoma PR pjp iE 


W ë$ + fn | bimodal distribution 或 doubly - peaked 
distribution ; GnwomamBoe Pacnheaenetme ] 

有 两 个 峰 的 分 布 ,其 概率 曲线 有 疯 个 局 部 极 太 点 的 
概率 分 布 ， 这 些 局 部 极 人 点 相应 十 两 个 众 数 值 { 见 众 数 
{mode))， 这 种 分 布 常 是 “混合 “两 个 正 访 分 布 (normal 
distribution) $ 4 R. IRU S i a f (multimodal 
distribution); 单 贬 分 布 (unimodal distribution). 

A. B. Tipoxopos 所 kim 译 


及 模 [bimodnle ,或 double module ; 6g4onym | 

— Abel 群 呈 ， 它 是 一 个 环 R LATER + TF. 
$ 土 的 右 模 ， 并 且 使 得 对 所 有 的 reR, be8B, ses, € 
trb)s=r(lbs}). $ B h— F (R, S. siri B 3, B.. 
ME BH AMOR ON RG SM. RES ENA 
(上 友 同 构 ) 于 S 的 环 ， 名 表示 整数 环 上 的 张 量 积 ， 并 且 
(r@@ s)b=rbs. WETERE M. WA M, . W H E 
EMBARRAR. 可 以 给 任意 的 环 4 一 个 自然 的 (4 
AJ 5285538. JL A. Cxopagroe 所 
【 补 注 ] — T 288 539 (bimodule morphism) 是 从 双 模 
aB; 到 双 模 C; A ZARN, CRE REENA SA 
性 的 ， 带 双 模 射 的 (R, S) YENE Grothendieck 范 
R (Grothendieck category). 

—F(R, RR} 双 模 ( 也 称 为 R IA) B, 的 中 心 被 定 
AARE Zn(B)== {xE8 :rh=br, 对 所 有 reR}， 显然 
Za 四 ) 是 一 个 双边 Z, (R). XER 译 


TAN [ bmorphim ; Gopan ] , 范 酶 中 的 一 一 坊 身 
(bijective morphim in a category ) 

集合 之 间 的 一 一 映射 的 概念 在 范畴 理论 中 的 推广 
之 一 .在 ~ 个 范 暑 避 中 .一 个 态 射 4 称 为 一 个 一 一 态 射 ， 
如 果 它 既是 忆 中 的 一 个 单 恋 射 (monomorphism )X E: C rh 
的 一 个 满 态 射 (epimorphism ) ,一 一 次 射 之 积 仍 为 - -一 态 
射 , 即 ,所 有 的 一 一 态 射 组 成 一 个 子 范畴 , 它 包 含 所 有 的 
PHS .在 集合 的 范 畏 以 及 在 群 的 范畴 中 , 每 一 个 一 一 术 
射 都 是 一 个 同 构 . 可 是 ,在 环 的 范 团 , 拓扑 空间 的 范畴 ， 
RAHM Abel 群 的 范 时 中, 帮 和 包含 不 是 同 构 的 一 一 
ApH. HH B. omav, M. HI, Lann 所 BOB £ 


二 进 刷 计算 系统 [binary computing system ; mmonanau 
cacTema cueenenag ]， 二进制 (binary system) 

基 为 2 的 位 值 记 数 系统 ( 见 数 的 表示 法 (numbers, 
representation of)). 在 这 种 系统 中 ， 算 术 运 算 非 常 


容易 进行 例如， 通常 的 一 位 加 法 和 用法 在 此 记 数 制 

PHARA: +1=10; 1 o 1=1. B Ú Heme # 

ONEJ 亦 称 为 二 进 制 算术 (binary arithmetic). 
筷 东 有 屏 译 


二 元 型 [ binary fom ; funapuag 中 opwa ] 
两 个 变量 的 齐 式 , 即 齐 次 多 项 式 (polynomial) 


f = f(x, y) = aan yh, 


这 里 诸 系 数 a ,k=0,…,n 属 十 个 结 定 的 具有 单位 元 的 
变换 环 (commutative rin 名 )， 这 个 环 可 以 是 整数 环 
工 . 革 个 代数 数 域 的 整数 环 . 实数 域 R 或 者 复数 域 C. 数 
果 n=, ` 则 了 称 为 二 元 二 次 型 {binary quadratic 
form). 

二 天 型 的 理论 可 以 分 为 代数 的 (不 变量 理论 )、 算 
本 的 (用 型 表示 数 ) 太 儿 何 的 (二 元 型 的 算术 要 小 理 
Y) 方面 . (R së C 中 的 ) 二 元 型 的 代数 理论 之 目的 ,是 要 
构造 这 种 型 在 系数 属于 局 一 域 的 线性 变换 下 的 一 组 木 
变量 完全 系 ({ 见 不 变量 理论 (invariants ，theory of ); K 
网 [2] 第 5$ 章 ) . 二 无 卉 的 算术 理论 研究 的 是 形 如 


Jy) = b 


的 Diophantius 方程 ， 其 中 6,…, a, be z, WIEHE 
环 Z 中 的 可 解 福 太 解数 , 其 中 最 重要 的 结论 是 Thue 
定理 以 及 它 的 推广 和 改进 (I Thue - Siegel - Roth 定 
理 (Thue - Siegel- Roth theorem ))， 关 于 这 种 方程 在 
域 届 中 的 可 解 性 及 可 能 的 解数 ， 见 [$] ,第 9 童 一 第 17 
章 ， 亦 见 Miordeg 猜想 {Mordel conjecture) ， 二 元 型 的 
算术 极 小 理论 基数 的 几何 (geometry of numbers) 的 一 
部 分 ， :元 型 了 的 算术 概 小 什 (arithrnetkal minimum) 
定义 为 量 


m(f) = Jf 


(x. per N (0.0) 


| fix, y) l. 
对 n=3 的 情形 ,证 明了 


| D /49 |1⁄* Ë p>0, 
OSJ D/B 8 D<, 


这 里 力 是 了 的 判别 式 ， 此 时 它 等 于 
l8aga jaza; tala) Aaga} —4ayal —27aüa3, 


PO bita nf Besi r . 
参考 文 融 
[1} Bopemm, 3. H., Hlahbapemar:, WH. P. ，Tecopua “mcen， 
Iman, M., 1972 (ERE: Borevich, Z. L and Shafarevich, 
1. R., Number theory, Acad. Press, 1966). 
[2] Typem, F. B., Omosa TEOPEE aneGpayeceax HHBA- 
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prantos, M. - JE, 1948, 

[3] Landau E. and Walfisz, A. , Diophantische Gleichungen 
mit endlich vielen Losungen, Deutsch. Verlag Wissen- 
schaft., 1959. 

[4] Lekkerkerker, C. G., Geometry of numbers, Wolters - 
Noordhoff, 1969. 

[5] Mordell, L. J. , Diophantine equations, Academic Press, 
1969. A. B. Mams $ KAJ 译 MRE 校 


二 元 Lie 代数 [ binary Lie algebra ; Gumapso smena ame- 
pa], BL 代数 (BL -algebra) 

域 F 上 上 的 线性 代数 且 其 中 每 两 个 元 庆生 成 - -个 Lic 
FRR. FF 上 所 有 二 元 Lie 代数 组 成 的 类 成 为 一 个 
E. WE F 的 特征 不 为 2, 这 个 艇 由 下 面 一 组 等 式 给 
出 : 

x? = J(xy, x, y) = 0. (=) 
其 中 
I J(x, y, z) = (xy)z + (yz )x + (zx)y. 
MWE F SSE 2 BR 33] F 4， 则 二 元 Lic 代数 
类 不 私 可 由 (要 定义 ， 还 可 由 等 式 


Ty ,x,y = 0 


定义 .一 个 解析 的 局 部 交错 图 的 正切 代数 旦 二 元 Lie 
代数 ， 反 之 亦 然 . 
参考 文献 
I!) Mame, Á H., < Matem. c6. $. 36 (78) (1955), 
569 — 575, 
[2] Taiiaoa , A T. ¢ Amea 可 mormga 3, 8 (1969), 5, 
505 — 522, A T. Tainos Ë 章 Rj 


二 元 p HHE [binary p- adic group; Ganapuau pamm- 
veckan Tpymma ] 


二 阶 方 阵 
WEER G, E a,b,c 及 本 是 满足 条件 
ad—be = 1, c = 0 (modp), d = 1 (modp) 


a b 
cd 


的 了 进 整数 , 见 pitt (p-adic number). WN E G 

的 下 中 心 列 的 第 站 个 成 员 或 导出 列 (G 的 商 次 换 位 子 序 

列 ) 的 第 n 项 , 则 这 种 群 的 形 为 G/N 的 商 群 是 具有 某 

些 极 端 性 质 的 有 概 p REAT. A. H. Kocrpmaaa 把 

[ 补 注 】 

参考 文献 

[AI] Huppert, B. , Endliche Gruppen, 1, Springer, 1979. 

石生 明 译 许 以 超 校 
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二 元 二 次 型 [hinary quadratic form ; (sntapaasx reapare- 


miu opra) 
两 个 变量 的 二 次 型 , 即 形 如 
f = Ray) = ax? +bxy tey? (*) 
的 型 . 如 果 a, b,c 都 是 整数 ， 则 此 二 元 二 次 型 称 为 整 的 
(integral) .表达 式 d= gc 一世 /4 称 为 二 元 二 二 次 型 的 草 


别 式 (dicrinmmant) 147 AA (determinant) . 有 时 表达 式 
:一 4oc 也 称 为 判别 式 ， 二 元 二 次 挛 的 算术 理论 是 由 P. 
Fermat 普 创 的 ， 他 证 明了 : 任何 形 如 条 十 1 的 素数 均 订 
表 为 两 个 整数 的 平方 和 ,二 元 二 次 型 的 理论 是 由 J]. L. 
Lapang 上 C. F. Gas 完成 的 . 二 元 二 次 型 理论 是 是 
个 变量 的 二 次 型 理论 的 特殊 情形 ; 它 的 算术 理论 等 价 
于 二 次 域 的 理想 论 ， 是 代数 数论 的 渊源 之 一 { 见 二 次 型 
{quadratic form); 二 次 域 (quadratic feld} ). 
判别 式 为 了 的 二 元 二 次 型 的 种 数 等 于 2 ,其 中 了 
为 td 的 不 同 案 因子 的 个 数 , REER q = 16nod4) 及 到 
== (mod 3) 的 情形 ,在 这 两 种 情形 时 s 要 增加 1 ; 如 果 


一 4 是 平方 数 ， 则 不 同 的 二 元 一 次 型 的 个 数 要 加 入. # m. 


# F) 8 FJ p| 3 dH pu — E tH k 0 teH 
REN, A-B E + |F] 85 38 Sa 32 py B9 TA r (d, m) T JE) 
RA ) 
x* = —d (mod m). 

的 解数 . 就 一 般 情形 而 言 , 存 在 一 种 算法 , 它 把 求解 答 
定 的 二 元 二 次 Diophantine 方程 (特别 是 方程 f(x, 
3)=m} 的 向 题 归结 为 两 个 二 元 二 次 型 的 算术 等 价 问 
M. 

a 0 05 89 EA š 8 ma 2 3 8 
i—bu /2 -eu 

au t+bu / 21" 


的 形状 ,其 中 已 + =, T 21 与 4 398396 (W. Pell 方 
Æ (Pel equation)). 因此 ,两 个 型 的 等 价 性 问题 可 用 
二 元 二 次 型 的 约 化 理论 所 以 解决 ，H. Minkowski 指 
出 ,二 元 二 次 正定 型 的 约 化 理论 是 二 次 正定 型 约 化 理论 
的 特 钢 ， 整 二 元 二 次 不 定型 的 约 化 理论 可 以 归结 为 二 
KERRE b: ( W, [2] p.97— 103 及 [3] p.170 
—180). 

ERARADO HELKA 
数 ) 在 数论 中 起 着 重要 的 作用 . E h(d)< +c . Hh 
Siegel 定理 (Siegl theorem} 可 对 函数 hh(d) 的 增长 率 
得 出 某 种 结果 : 令 a>， 则 对 于 尾 给 的 >0 存在 常数 
c Ë c >0, 使得 


人 


(zi d<0 也 有 关羽 的 公式 成 立 } . 
令 上 为 一 个 整数 ,A 痉 1 或 0(mod 4), HE sA, MI 


s=1 R s=2, XR F=QVA ) 是 有 理 数 域 添 加 VA 所 
得 到 的 二 次 域 . 在 域 下 的 整理 想 [%, z. 与 到 别 式 为 


-AA 的 整 二 次 型 
Nix tay) 
JOD) = — Riana] 
之 间 可 以 建立 一 种 对 应 关系 . 由 此 导出 域 严 的 理想 类 
和 二 元 二 次 型 的 类 之 间 的 一 个 一 一 对 应 (不 计 变 为 共 辆 
理想 类 的 变换 , 这 个 对 应 是 唯一 的 ). 在 此 对 应 之 下 , 理 
想 类 的 委 法 确定 了 二 元 二 次 型 类 的 复 人 台 ， 
mEn 个 变数 的 型 的 情形 一 样 , 二 元 二 次 型 的 理 
论 可 以 加 以 推广 ,把 系数 &, b,c 在 一 个 给 定 的 已 数 数 
域 中 的 型 (*) 也 包括 在 内 . 
关于 整 型 .型 的 判别 式 , 型 的 等 价 , 型 的 类 和 种 ,有 
各 种 不 局 的 定 兴 ， 上 面 竺 出 的 整 型 的 定 尽 属于 工 . Kro- 
necker. Gauss ([1]) 规定 坟 是 偶数 ,在 确定 等 价 性 (以 
及 型 的 类 ) 时 .只 有 行列 式 为 +| 的 代 换 可 以 考虑 ; 在 其 
他 问题 中 考虑 了 行列 式 为 土 | 的 代 换 . [6] 中 给 出 的 种 
BU SE V E Gauss HEE AJ I. 
*3x t 
{1] Gaws, C. F., Disquisitiones arithmeticae, Yale Univ. 
Press, 1966 FATX). 
[2] Bensons, B. 太 .3eMEHTapHEag Treopha we, M. - JL, 1937 
【 英 译 本 : Venkov, B. A., Elementary number theory, 
Wolters - Noordhoff, 1970). 
[3] Jones, B. W., The acithmetic theory of quadratic forms, 
Math. Assoc. Amer., 1950. 
[4] Tempong, A. O. , Jianne, FO. B. , mvsTADHEE METOTA 
B AUUTIECKOÑ Teopam moen, M., 1962 { 英 译 本 : 
Gel'fond, A.O. and Linnik, Yu. V., Elementary me- 
thods in the analytic theory of numbers, M. I. T., 
1966}. 
[5] Landau, E. , Vorlesungen über Zahlentheorie, 3, Hirzel, 
1927. 
[6 Bopen, 3. VL , Yfadapemms, H. P., Teopas ween, 2 
m. , M. ,1972 ( 英 译本 :Borevich, Z. L and Shafarevich, 
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A. B. Mamire M KHE 译 MORA 校 
二 元 关系 [ binary relation ;Genmapsoe urunemoume | 
已 知 售 合 上 的 二 目 亩 调 (oredicate) . 该 术语 有 时 
用 来 玫 示 由 已 知 售 全 4 中 元 素 的 序 对 {gq, 如 组 成 的 集 
# Ax A 的 子 集 . — 3 3 E 3 BE (relation) 的 特殊 情 
W. W RC Ax A. WE (a,b)e R.W#KJGN a 与 元 
= b 有 二 元 美 系 R.(a.b)€ RKA -HEX a Rb. 
A x 4 的 空子 集 四 和 4 x 有 4 自身 ,分 别称 为 集合 
4 中 的 空 关系 (null relation) 和 全 关系 (universal 
relation). RÈ 4 x 4 的 对 角 线 , HIM A= {a, a}: 
a e444); 是 44 中 的 相等 甘 系 (equality relation) 或 恒 等 


二 元 美 系 (identity binary relation). 
ER, RI, R; 是 4 中 的 二 元 关系 . 除了 并 R UR, 
Æ R (YR, WFR =A x A)\RR 等 集合 沦 运算 之 外 ， 
ZAAR (inversion ) 
R '=f(a, b): (b, a) € R$, 
L ERTE (multiplication ) 运算 
R,° R,=í(a,by:(3je=€ A) (aR, ie 和 cR,b)). 


ZAX 32 R ' gO R 的 逆 (inverse). 二 元 关系 的 乘 
法 满足 结合 律 、 得 不 满足 交 撞 律 ， . 

集合 4 中 的 二 元 关系 R SF: 1) BER (reflexive), 
WÈ AA S R; 2) 传递 的 (transitive ), 如 R° RSR; 
3) 对 称 的 (symmetric), 如 果 R 三 只 ; 4) EAA 
(anti - symmetric), MWMEROR'SE A. 如 果 二 元 美 系 
满足 1), 2), 3 或 必 中 的 某 些 性 质 , 则 其 逆 关 系 也 满 
足 这 些 性 质 . 如 果 只 "及 三 点 , 则 称 二 元 关系 RS Ax A 
E (functional). 

最 重要 的 几 种 二 元 关系 是 等 愉 (equivalence) X% ; 
序 关 系 (order relation) (全 序 和 偏 序 ) 和 函数 关系 
(functional relation), 

J. M. Capro 所 KAL RAR PE 


ZHE i [binary unit ; 
中 的 
同比 特 (bit). 


Bomas emna ], 信息 论 


二 项 式 [ binomial ; Eao ] 

两 个 代数 表达 式 之 和 或 差 ,而 这 两 个 代数 表达 式 称 
为 二 项 式 的 项 ,例如 4+b，5x 瑚 1I+x ,等 等 , 关于 
二 项 式 的 等 , 即 形 如 (x+ y)" 的 表达 式 , W. Newton 二 项 
式 {Newton binomial). ESA 译 


二 项 式 系数 [ binomial coefficients ; 6appwasumdhze koxp- 
中 mmeara ] 

Newton -M£ (Newton binomial) fl 二 zi 的 展开 
式 中 z 的 各 次 矫 的 系数 . 二 项 式 系 数 用 


WY 
或 Cn 来 表示 , 并 且 由 下 式 给 出 : 


Ne — AN - 
n Y MN n (1) 
= NND Wart) i N=a+l , Ü=n= N. 


第 一 种 表示 法 (*) 是 L. Euler 首 先 采 用 的 ;第 二 种 表示 
法 C; 出 现在 19 世纪 ,可 能 同 把 二 项 式 系 数 解 释 为 从 六 
个 厅 同 对 象 中 取 站 个 对 象形 成 一 个 组 合 (combina- 
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tion) 而 得 到 的 无 序 组 合 数 有 关 ， 把 二 项 式 系数 写成 算 
A = fB JE Pascal 三 角形 (Pascal triangle} 的 形式 是 非 
常 方便 的 ,这 个 三 角形 的 构造 根据 二 项 式 系数 的 下 列 性 


Mi: 
N N |] _ n+l 
Maak et (2) 
— m 5 SUL E 8 X = fJ Ë, £ A F) E: BE 60 * 8 
形式 下 ,古代 数学 家 已 有 所 了 解 B. Pascal (1665) 详 


网 地 研究 了 二 项 式 系 数 的 性 质 .除了 关系 式 (2} 以 外 ,在 
二 项 式 系数 之 间 还 有 许多 其 他 有 用 的 关系 式 ,例如 ， 


ZC uk" M" = 0, m =0, NTE 
2 = E): © 
3 MES (r+ = 


= N(N—1): Net 


N 
ZC ay |e =D 


‘kK-r+l)= 0. 
ADLE, i (3) 可 以 得 到 


Em) > 


~ (4 


, 
cw] =o 


利用 Stirling 公式 (Stirling formula) 可 以 得 到 二 

项 式 系 数 的 近似 表达 式 . 例如 , 当 丸 远大 于 站 时 ,有 

b 

在 复数 = 的 情况 下 ， TUE MRERRTAAR 
推广 : 


a) afa 一 1 - (wa 一 上 十 ] 
n n! 


, A>Û; [8] = 1. 


这 时 , (2)— (4) 中 的 某 些 关系 式 仍然 成 立 , 但 是 一 般 地 
说 , 形式 及 改变 . 例如 ， 


Buta 一 [和 
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关于 一 项 此 系数 表 , [2], [3]. 
参考 文献 
[I] Korn, G. A. and Kom, T. M. . Mathematical handbook 
for scientists and engineers, Meliraw - Hill. 1968. 
[2] Eomues JL H, . Cmmpuom H BR., Tamim MaTe- 
MATHYECEON CTATIKTHEH, 2 M3m, WL , 106%. 
[3] Table of binomial coefficients, Cambridge, 1954. 
E JI. Conoweuueg 8° AA FF 


二 项 分 布 [biocomial distribution ; Camowmamaoe pacnmpe. 
neeme |, Bernoulli ++# (Bernoulli distribution) 
以 概率 


P{X =x} = b,(n. p) = njara py 


取 整 数值 0n 的 随机 变 基 六 的 概率 分 布 , 这 里 
(D 为 二 项 式 系 数 , p 为 二 项 分 布 的 参数 , 称 为 正面 结果 
的 概率 , 取 值 于 区 间 0<p1, 二 项 分 布 是 与 独立 试验 
序列 有 关 芍 基本 概率 分 布 之 -- . 设 Y, Yo 为 一 串 独 
立 随机 变 忌 ,各自 分别 以 概率 p 和 1 一 p 取 值 1 和 0( 即 
所 有 YY 都 有 n=1 时 的 二 项 分 布 ).Y 之 值 可 视 为 独立 
试验 的 结果 ,如果 第 让 次 试验 结果 为 * 正 面 " 则 和 =1, 车 
为 “反面 " 则 Y=0. 如 果 总 试验 次 数 寺 固定 ， 则 这 一 - 方 
案 称 为 Bernoulli 试验 {Bernoulli trials ) ,而 正面 结果 的 
总 数 


X=Y,+ +Y, n=l 


就 是 带 有 参数 P 的 二 项 分 布 . 

数学 期 望 Ez*({ 二 项 分 布 的 生成 函数 (gencerating 
function)) 为 多 项 式 [pz +(1— ph", # Newton 的 二 项 
级 数 表示 , 则 有 形式 


bo kbiz+ :- ' +b,z" 


性 一 项 分 布 ” 因 此 得 名 1 N ri 88 38 (moment) 由 
以 下 公式 给 出 : 
EX = np, 
DX = E(X —np)' = np(1 —p), 
E(X—npy = np(l—pX1— 2p) 


对 任何 实数 y(0 <y<ny, — hy ñ: PR Sk h Z: £: 
一 H# x 1 一 a r 
Se 

所 确定 ,这 里 [v] 为 y 的 整数 部 分 ， 


] 
F(y) 三 Jea- y di, 


l 
3(1+Lm 一 DT 


B (a, b) #: Euler 的 B M #f (beta - Function). hi # uJ ñ 
积分 称 为 不 完全 了 函数 (incomplete beta - function). 


P) = P(X=u) 


E n —= 99 h, W8 DEBE Z; À (de Moivre - Laplace 
AE EB (de Moivre - Laplace theorem)) 


FOy) = | EOS | Ri, p), 


Vnp(] —p) 
可 用 标准 正 志 分 布 范 数 b oH T di k $k. k Ert 
HPO $k y -一 致 业 有 


Ry, p) = O(n 12), 


— h BJ 8 e Br E OM E E. 

WRA RKR n ATRAE ph, 则 概率 b (n,p) 
可 通过 Poisson 分 布 (Poisson distribution) 近似 地 表 
达 : 


= fn] x -x a (np) - 
bn, p) = (ale (1—py) "a Pe m” 
"jn = o O .<c<sys<sCí(c 和 人 都 是 常数 } 时 ,有 渐 近 


2z 
Fy) = Eed + On- y, 
x 
ltt 4=(2n — [yp 1@2 a 此 式 对 0<p<1 中 的 所 有 pp 
一 致 地 成 立 . 
$i h (multinomial distribution) 是 二 项 分 布 
的 多 维 推广 ， 
参考 文献 
[1] Themo, E. B., Kype Teopun sepogruocreñ, s dan, M., 
1969 . 
[2] Felew, W., An introduction to probability theory and 
its applications, 1— 2, Wiley. 1957-1971. 
[3] Iiporopos. IO, B., Fonanom, E). A. Teopma Bepogruno- 
că, 2 dan, M.. 1973. 
[4] Tipoxopos, IO. B., < Ycnex MATEMATHYOCKHA HayK >, 8 
(19535, 3, 135-142. 


[5] Eomus, JI H., Crpaoe, H. B., TaĜmIN MATEMATIK- 


CERON CTATMCTHEH, 2 H34, M., 1968. 
JL H. Eome # KAR 译 


二 项 级 数 | binomial series ; ANOMHa mu pun] 
形式 为 
BE 
HFRS HP n EER, x 是 尾音 固 定数 (一 般 地 说 ， 
是 复数 ), z=x+iy 是 复 变 量 , 而 


a 

B 
是 二 项 式 系数 (binomial coefficients). 对 于 整数 «=m 
艺 必 ,二 项 级 数 化 为 舍 m 十 1 项 的 有 限 和 


(+z? = Itm Üs + se. +2”, 


TT 


aiae lab E A — 


F} 


ERA Newton ZAR (Newton binomial). 对 于 其 他 z 
值 , 当 |z1<1 时 二 项 级 数 绝对 收 敏 , 当 |z|>1 时 二 项 级 数 
发 散 . 在 单位 图 |z|=1 的 边界 点 上 , 二 项 级 数 的 性 状 如 
FEGE: 1) 如 果 Re x>0, 则 在 一 切 点 上 二 项 鲍 数 绝对 收 
88; 2) 如 果 Re 4 二 -1, 则 在 一 切 点 上 发 散 ; 3) 如 果 
一 1<Re a 付 0, 则 在 点 z= 一 1 上 发 散 , 在 其 他 各 点 上 条 
件 收 敏 . ERR TRAKA- AE 二 项 级 数 表 
未 函数 (1 + 引 " 的 主 值 , 当 z=0 时 , 它 等 于 1. 二 项 级 数 
是 超 几 何 级 数 (hypergeometric series} 的 特殊 情况 ， 

如 果 z=x 和 a 是 实数 ,并 且 x 不 是 非 负 整数 , 则 二 
项 级 数 的 性 状 如 下 所 述 ; 1) 如 果 g>0, 则 当 -~] 二 x 去 1 
时 二 项 级 数 抱 对 收 敏 ;2 如 果 z 和 一 1, 则 当 一 1<x<l 
时 绝对 收 敏 , q x 取 其 他 值 时 发 散 ;3) WH 3 — 1< < < 0, 
则 当 ~1< x <1 PEB XK aR, 当 x=1 B 3 t lk K, 当 
x=-1 时 发 散 ; 当 |x|>1 时 ,二 项 级 数 总 是 发 散 的 . 

二 项 级 数 林 能 是 L Newton Æ 1664-1665 年 首先 
提出 . N.H. Abel 对 二 项 级 数 进 行 了 彻底 的 研究 
{[1]) ,这 是 复 甘 级 数理 论 的 起 点 ， 
参考 文献 

[1] Abet, N. H. , Untersuchungen über die Reihe 1 +m/2x+ 
m(m-1)/2 124, 
311 一 339. 

[2] Knopp, K , Theorie und Anwendung der unendlichen 
Reihen, Springer, 1964 ( 英 译 本 ;Blackie, 1951). 

[3] Mapryursns A L, Teopa anamtac hyna, 
2 usan. T 1, M, 1967 ( 英 译本 : Markusbevich, A. L. , 
Theory of functions of a complex variable, 1, Chelsea, 
reprint, 1977). 
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RIK#@ [binormal ; Guuopwssa as] 

过 上 曲线 上 上 一 点 M, BË T L £ jd 的 密切 平面 
的 直线 .车 r=r(1) 是 上 的 套数 表达 式 , H M, 所 对 应 
HER tE n. 则 过 上 ,的 莽 法 经 的 向 量 方程 为 


SA) = o) + Mr (o) r ia) 


E B Mnou # 
【 补 注 】 这 个 定义 仅 对 rf* (与 (二 线性 无 闫 的 室 
Fi (space curve) 成 立 ， 即 曲线 的 曲率 应 不 为 零 . 
` ` 对 于 高 维 Euclid 空间 的 曲线 ， 副 法 线 由 Frénet 标 
架 (L Frémet 三 面体 (Frénet trihedron)) 的 第 二 法 向 量 
生成 ， 它 垂直 于 由 r (t) 81 e (0) 3K RAJ S. 3EEB E 
rR r. U BAAS CAL). 
park 


[Al] Spivak, M., Differential geometry, 2, Publish or Pe- 


` rish, 1970. 


【译注 ] & F3EBL]E2RIJR Pp H, BEL (k), 
TLE iA r (6) X r”() m rAr E 表示 
Tt) 与 Tb 的 向 量 积 . 就 一 兵 译 


J. Reine Angew. Math. ,1(1826), 
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WETE [ biorthoponal system ; GHOPTONORELILRAS CHCTE- 
Ma | 

一 对 集合 fai 和 {jr eT), 其 中 {a} 是 一 个 { 拓 
FE) mi ks B| X 5 G KO. 12.) Ek X tJ (TR TF 对偶 空间 
X" HARKER CHAER: 5 1 s 时 ， 

a) = <, a> = 0 , 

当 t=5 村 , ¿ (a)#0 (这 里 <， , O RMA X # X” 的 
典范 双 线 性 型 } ,例如 ， 一 个 双 正 交 系 可 由 一 组 Schauder 
基 (Schauder base) 和 x 按 它 属 开 的 系数 所 形成 的 集 
合 来 构成 ， 在 一 个 有 标量 积 《"， , - >》 和 大 (a 的 Hi- 
bert 空间 五 中 ,满足 条 件 


<a b> = Ëy 


的 集合 和 也} 也 是 一 组 基 , 这 里 当 (=s 时 , á =l; 5 rs 
hj, 56.=0. 这 组 基 称 为 a} 的 对 侦 (dual) 基 , 且 因 为 
日 =H ,集合 {a} 和 {b} 形 成 双 正 交 系 .特别 是 ,有 中 的 
基 称 为 规范 正 交 的 (orthonarmal ) ,如 果 它 对 个 于 自身 ， 

然而 ,也 存在 甚至 不 形成 弱 基 的 双 正 交 系 ; 一 个 例 
了 予 是 在 缸 以 范 数 11 站 |=sup | 了 (xX)| 的 周期 连续 函数 空间 
HARRE e Ooh k eZ,x R. 


双 平 面 空间 [ biplanar space; Gsautamapuoe mpocTrpabcrao] 
具有 两 个 不 相交 的 n 维 子 空间 的 (2m 十 1) 维 实 射影 

空间 ， 这 隋 个 子 空间 可 以 是 实 的 { 欢 曲 型 双 平 面 空间 ) 
或 复 共 因 的 (椭圆 型 双 平 闸 空 间 )， 它 的 基本 群 由 将 每 
个 子 空间 变换 到 自身 的 射影 变换 所 组 成 ， 这 两 个 nh # 
子 空间 称 为 绝对 下面 (absolute plane) ， 与 这 两 个 绝对 
平面 相交 的 实 直线 的 线 汇 称 为 绝对 线 汇 (absolute 
oongruenee) ， 这 个 线 汇 可 作为 二 重 数 或 复数 的 代数 上 i 
维 射影 空间 的 一 个 实 模型 . 车 n=1， 则 双 平 面 空 间 称 
为 双 轴 空间 (bi - axial space). 研究 双 平面 空间 中 几何 
图 形 在 基本 群 运算 下 不 变 的 性 质 是 双 平 面 几何 学 (bip- 
lanar geometry) 的 课题 . 讨论 曲线 . 曲面 和 直线 线 从 理 
论 的 双 轴 几何 学 (bi - axial geometry) 已 被 详细 研究 过 ， 
AÁ TL 三 Hporos # AF 


双 极 坐标 [ bipolar coordinates ;6mmonwpaue nopIHamul 
两 个 数 Aa, EIR Descartes 直角 坐标 x 和 了 之 
间 存 在 下 列 关 系 式 : 
x = a sinh + _ 
coshr-—coso ” ) 


asina 
cosh z — coso’ 


其 中 0 入 rc<f 一 oo<r<oo ,坐标 曲线 是 以 点 4 和 了 吾 为 
极点 的 两 个 圆 族 (r= 常数 ), 以 及 与 其 正 交 的 一 个 图 族 
(a= 常数 ). 
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Lami 系数 是 
7 ” (coshr—coso)P 
Laplace 算 寺 是 
2 
åf = (coshr ~ cosoy 了 . 
a 92 ar 


空间 中 的 双 极 坐标 ( 双 球 坐 标 (bispherical coordin- 
ates) ) EZAM o, tH o, ENIA Descartes 直角 坐标 x, 
y # z Z Ís tF F 3 3: £ zt; 


_ dashmcecoseq 
 cosh+r—cosg ` 
_ masinasne 
T coshr—coso' 
a sinh r 
cosh +— cos o ` 


Jerh- S <<, Stren, 0<eo<2x. EH ü E pb 

面 (5= 常数 ), 由 网 强 旋 转 俐 得 到 的 曲面 (r= 常数 ) 

和 通过 Oz 轴 的 半 平 击 . 空间 中 的 双 极 坐标 系 是 由 平 

iBiOzy 上 的 双 极 坐标 系 绕 Oz 轴 旋 转 而 形成 的 . 
Lame 系 数 是 


al 


L, = L, = —T 
(cosh r — cos o) 
— a? sin” o 
T (coshr—cosoy 
Laplace 算 子 是 
Ar = {cosh z — cosh oy ə sin c of + 
aè sina ðr | cosh7 一 cosc dr 

sing f 


xl- | 


d 
十 — | m 
ðo Een do sino(coshr—coso) 9 @ 


参考 文献 
D] Madelung, E., Die mathematischen Hilfsmittel des Phy- 


sikers, Springer, 1957. A. J. Corone W 


| 


【 补 注 ] 


参考 文献 
[A1] Yeblen , O. and Whitebead, J. H. C., The foundations 
of differential geometry, Cambridg Univ Press, 1932. 
IPI £ 


RRP E | biquadratic equation ; 65uxmanpaTuoe ypas- 
HeBRe | 
形式 为 


axt +bxt te = 0 


HFE HH a, b, c 是 已 知 复数 ,而 a 关 0, 通 过 民 换 
Jy 二 大 可 将 双 一 次 方程 化 为 二 次 方程 (quadratic equa- 
tion). EIAk 译 


双 有 理 几 何 学 [ biratiomal geometry ; Gpesnonamatau reo- 
MeTPem ] 

代数 几何 学 的 一 个 分 支 , 其 主要 问题 是 在 到 有 理 等 
价 意义 下 代数 六 的 分 类 ( 见 驱 有理 映 射 {birational 
mapping)) .在 一 个 固定 的 常数 域 上 ,每 个 双 有 理 等 
价 钻 的 类 定义 kk 上 一 个 有 限 生成 域 , 它 同 构 于 这 个 类 中 
任 一 艇 上 有 理沙 数 域 . 反之 ,每 一 个 这 样 的 域 对 应 双 有 
理 等 价 杉 的 类 ,就 是 这 个 域 的 模型 . 因此 代数 钥 的 双 有 
理 分 类 等 价 于 大 上 正则 的 有 限 生 成 域 (在 大同 构 下 ) 分 
类 . 

最 常见 的 双 有 理 不 变量 (birational invariant) 是 
代数 繁 的 维 数 .对 于 一 维 代数 往 一 一 不 可 约 代 数 曲 线 ， 
每 个 到 有 理 等 价 类 包含 一 个 非 奇 异 模型 一 一 光 请 射影 
曲线 , 它 三 K 辐 档 意 久 下 只 一. 因此 ,代数 曲线 的 友 有 
理 分 类 归结 为 光滑 射影 曲线 在 上 大同 构 下 的 分 类 ,这 就 导 
致 了 参 模 问题 (moduli problem) , 当 维 数 22 时 间 题 变 
得 更 加 复杂 . 光滑 模型 的 存在 性 归结 为 代数 繁 的 奇 点 
的 化 解 《【resolution of singularities) 问题 ， 到 目前 为 目 
(1986) 具 对 曲面 以 及 特征 0 的 域 上 任意 维 数 的 钥 有 了 
肯定 的 解决 .在 这 种 情形 下 , 如 果 这 种 模型 存在 ,那么 
在 双 有 悍 等 价 楷 的 类 中 它们 有 无 穷 多 个 .在 这 些 模型 中 
极 小 模型 (minimal mode]) 占 有 特殊 的 地 位 .它们 的 驱 
有 理 分 类 往往 等 同 于 大 同 构 分 类 ， 就 像 曲 线 的 情形 那 
E. 不 过 在 一 般 的 情形 ,甚至 对 (有 理 而 且 前 纹 ) 曲 面 并 
不 正确 . 

芒 数 曲面 分 类 的 主要 结果 是 意大利 学 派 的 几何 学 
家 得 到 的 ([1]). 迄今 为 止 (1986) 对 于 维 数 ZIHER 
得 到 一 些 孤 立 的 结果 ([3], [7], (8]). 

在 特征 为 零 的 域 上 ,光滑 完全 代数 谈 的 主要 离 
散 双 有 理 椒 变量 包括 算术 亏 格 , 几何 亏 格 , 儿 重 亏 格 , IE 
则 微分 形式 空 沿 的 维 数 , Severi 挠 率 , AER Brauer 
群 . 


双 有 理 几 何 学 的 最 重要 问题 之 一 是 代数 繁 的 有 理性 
问题 , MARY (rational Yariety} 的 描述 问题 .。 AFE 
是 双 有 理 等 价 于 射影 空间 的 竺 . 

当 常 数 域 不 是 代数 闭 时 , 双 有 理 几 何 学 的 问题 与 代数 
过 的 算术 (algebraic varieties, arithmetic of ) 密切 相 
关 . 这 种 情形 的 重要 问题 是 对 域 上 给 定 的 知 玉 的 双 
HEERKE, aE VP k L BEES B| f 
([2]), AFE 了 上 双 有 理 变 换 群 的 捞 述 是 这 个 问题 重 
要 的 部 分 . 
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[可 J. Soviet Math. , 13 (1980), 6. 


[8] itaka, S., Algebraic geometry, Springer, 1982. 
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H. B. Homaxe, B. A. Hcsonscaax B 
[ 补 注 】 域 扩张 K/k 是 正则 的 (regular), 4 $ k £ K 
内 代数 闭 , 且 故 与 天 的 代数 闭 包 天 是 在 上 上 线性 无 缘 
的 .车 上 代数 闭 , 则 大 的 任意 扩张 都 是 正则 的 , 从 而 在 天 
上 扰 和 支配 有 理 映射 的 范畴 与 有 限 生成 域 扩 张 的 范畴 


之 间 有 一 个 范畴 的 逆 射 等 价 关 系 , 见 fl]，14 节 , 对 于 3 + 


维 的 代数 艇 ( 双 有 理 ) 分 类 ,有 许 儿 新 的 结果 , WL A. 


参考 文献 
[A1] Conte, A. , (ed.) Algebraic threefolds, Leg. Notes in 
Math. , Vol. 947, Springer, 1982. 
GREI HFA ERAADA MA 3 WE Vk uk 
奶 , 可 震 见 [Bl1]. 
参考 文献 
[B1] Mori, S., Classification of higher -dimensional varie - 
ties, Proc. of Symp. in Pure Math. , 46 (1987), 269 
一 331 陈 志 杰 译 


双 有 更 映射 [ birational mapping; 6apatmoaauaaoe oro6pa- 
meme), KA 理 同 构 (birational isomorphism} 

代数 入 之 间 的 有 理 映射 ， 它 诱导 了 其 有 理 范 数 城 间 
的 局 构 . 在 更 一 般 的 情形 , AEDA RHS: X — Y 
称 为 双 有 理 觅 射 (birational mapping) ,如 果 它 满足 以 
下 等 价 条 件 之 一 ，1) 存在 秽 密 开 集 U CX 以 及 VY， 
使 在 上 有 定义 ,并 且 实 现 为 于 概 形 的 同 构 fle: U 
— V;2) m ixa M Ly ha 分别 是 概 形 XA Y É) 
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不 可 约 分 支 的 EARRA. SAFIRA T 
一 对 应 :了 一 了 以 及 局 部 环 的 同 构 2. 。~ 
对 每 个 ie 上 

当 概 形 蕊 和 了 为 不 可 约 且 约 化 时 , 它们 的 - - 般 点 
的 局 部 坏人 半 别 等 同 于 半 和 Y 上 的 有 理 晒 数 域 . 这 时 
根据 条 件 2), 双 有 理 映 射 了 :六 — Y ËA f F PE PR 3⁄4 
域 的 同 构 : RO) = R (X). 

MILF M H PBB M f: X — Y, WWW TAK X 
#l Y Wo PKS WB BB 2% (fr BJ (birationally equivalent) 3 


=.. + + Ó" a 


i 
Y, Fa GP 


(birational morphism) 是 双 有 理 映射 的 特殊 情形 . 

最 简单 的 观 有 理 映 射 是 有 非 奇异 中 心 的 单项 鹿 换 
(monoidal trans formation). 对 于 维 数 < 2 ËJ 3638 56 
2E, 任何 到 有 理 映射 可 被 表示 成 这 种 变换 及 其 着 变换 
的 复合 . 在 一 般 情 形 , 这 个 问题 至 今 仍 没有 解决 
(1986). 
参考 文献 

[1] Illabapensq, H. P., OCHOBN arnecpagscaoñ reoserpuu, 

M. ,1972( 英 译本 : Shafarevich, L. R., Basic algebraic 

peoretry, Springer, 1977). 

[2] Hartshorne, R., Algebraic geometry, Springer, 1977. 
H. B. Jomaws, B. A. Ionn B° ” 陈 志 杰 PF 


WS ERS 8 [ birational morphism ; GBpannoHnajburd 
Mop 中 3m ] 

概 形 的 态 射 , 它 局 时 又 基 双 有 理 映射 . VAASA 
的 最 重要 的 例子 有 ， 正 规 化， 爆发 以 及 单项 变换 .正则 
二 维 概 形 亲 的 正常 驶 有 理 变 换 可 分 解 为 一 些 具 有 非 音 
异 中 心 的 单项 变换 (monoidal transformation) (Œ 
2D. 这 个 结论 对 高 于 二 . 维 的 情形 不 正确 . 
#*x 

[1] Grothendieck, A. , Dieudonné, J. , Eléments de géome- 
trie algébrique, Pubi. Math. IHES, 8 (1960). 

{2] Shafarevich, I. R. , Lectures on minimal models and 
birational transformations of two - dimensional schemes, 
Tata Inst. Fundam. Res. , 1966. 

[3] Dapapama, FE. P., Oonoph: aymcOpamwgcxoñ reouerpumn, 
M.，1972【 英 译本 : Shafarevich, 1. R., Bask algebraic 
geometry, Springer, 1977). 

[4] Hartshorne, R. , Algebraic: geometry, Springer, 1977. 

H. B. Homare, B. A. Woor 所 ” 陈 志 杰 P 


双 有 理 变 换 [birational transformation ; Gppamasrrmane 
mpeo6pa3osaune ] 

代数 敌 ( 或 概 形 ) 到 自身 的 到 有 理 上 映射 (birational 
mapping. Aiti ARAA A MH (birational au- 
tomorphism) . 4Ë 3 $ BJ rA AUA EB E b RE 58 Ak. #h [a] 
1 T E BU W $R L f Ea q 34k a d W at. 双 有 理 
变换 的 合子 有 Ceman 变换 (Cremona transforma- 
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tion), 特 别 是 射影 平面 的 标准 二 次 变换 , 它 由 以 下 公式 
给 出 : 


{Xo, X1, x) 一 {x 1X2 XOX2, XOX1), 


其 中 (xo, Xi, x,) 是 射影 平面 的 齐 次 坐标 
参考 文献 
[1] Bkovskikh, V. A, , Birationat automorphisms of three- 
dimensional algebraic varieties, J. Sonet Math. , 13 
(15960), 6, 815-868. 
H. B. Jonmawa, B. A. Homma E MEt 译 


Birkhoff 遍历 定理 | Birkhoff erzodic theorem ; Eupkroha 
3prnonmmaeckaN TeODeMS | 

M Eit (ergodic theory) 中 最 重要 定理 之 一 . 关 
TRA o ARME 点 的 空间 了 上 的 自 同 态 T, Birkhoff 
的 遍历 定理 是 指 ， 对 于 任意 函数 fe L(x , u), WE 


Jim TET = fx) 
《时 间 平 均值 (time average) RH ANAE PEB (average 
along a trajectory )) 几乎 处 处 存在 {对 几乎 所 及 € 
X). 此 外 , fe L (X, n) BË u (X)< so, WE 


fide = ffon 


关于 具有 = 有限 测 度 呈 的 空间 天 上 的 可 测 流 (measura- 
ble flow) {T,}, Birkhoff 的 遍历 定理 说 ,对 于 任 章 函数 
了 ELi(X, KK), É R 


T 
lim + [raya = feo 


几乎 处 处 存在 , 且 和 了 有 相同 的 性 质 . 

Birkhoff 的 定理 首先 由 G. D. Birkhof 提出 和 证 明 
C1. 接著 有 各 种 不 同 的 改进 和 推广 (有 一 些 定理 , 它 
们 包含 Birkhof 定理 作为 特例 ,还 包含 一 些 在 概率 论 中 被 称 
为 遍历 定理 的 稍 许 不 同类 型 的 命题 ( 见 遍历 定理 ) (ergodic 
theorem); 此 外 ,还 有 关于 变换 半 群 的 更 一 般 的 遍历 定理 
{[2]7) . Birkhoff 的 遍历 定理 及 其 推广 ,由 于 它们 考虑 的 
是 褒 荐 几乎 每 一 个 别 轨道 所 取 平 均 的 存在 性 ,因此 被 
称 为 个 体 遍历 定理 (individual ergodic theorems), 以 
KAFANA EA (statistical ergodic theorems }—- 
von Neumann NH: 定 理 (von Neumann ergodic the- 
orem) 及 其 推广 , (EPRLLERP, 名 词 “ 逐 点 遍历 定 
理 " 经 常用 来 强调 , 平均 是 几乎 处 处 收 襄 的 .) 
参考 文献 

[1] Birkboff, G. D., Proof of the ergodic theorem , P roe. 

Nat. Acad. Sci. USA, 17(1931), 656—660. 

[2) Karor, A. E., Cema, H. T. , Ciëgm, A. M. Bc., 

Hrory Raym E TrexuHzg. MarevarHatc i amany, T.13, 


M. , 1975. JX. B. Anocog $ 
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Birkhoff -Witt 定理 [ Birkhoff -Witt theorem ; Enga odha- 
Barra reopewa] Poincaré - Birkhoff - Witt 定理 (Poin- 
caré -Birkhoff - Witt theorem) `` 

一 个 关于 Lie 代数 在 结合 和 代数 中 的 表示 的 定型， 
设 忆 是 一 个 域 R 上 的 一 个 Lie ft, UGC) ECARE 
Bit (universal enveloping algebra)， 设 B={b: 
iE} 是 忆 的 一 组 基 ， 并 且 以 某 种 方式 给 定 了 8 的 一 个 
全 序 . 那么 所 有 可 能 的 有 限 积 b. b HERT UG) 6Y 
一 组 基 ， 这 里 x < S<, BERENS G 一 U(6G) 
E— 4 |]. 

对 于 任意 结合 代数 只， 能 够 用 换 位 子 运算 


[xy] = xy —yx 


来 取代 R PHREN HE — T Lie 代数 L (G). Birk- 
hof- Witt 定理 有 时 叙述 如 下 : 对 于 任意 域 上 上 的 任意 
Lie fü8 G, TER k ECH- ERRE R, 使 得 上 能 
g E Ri A mi L (R)rh . 

这 个 定理 中 的 第 一 个 形式 由 H. Poincaré 得 到 ([1]), 
后 来 此 定理 由 E. Witt ([2]) 5 6. D，Birkhoff([3]) 完 
全 证 明 ， 如果 k 是 一 个 主 理想 整 环 ， 特 别 对 于 没有 算 子 
É Lie $P, RP Z EÉ Liet, 定理 仍 热 正 确 {[4]). Jd - 
是 对 子 性 意 算 子 整 环 上 的 Lie 代数 的 一 般 情形 ， 这 个 
定理 是 不成立 的 ([5h . 
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Æ Rta [ birth - and -death process ; poxotesssa w ruGenu 
mpouece | 

具有 状态 0,1, 的 -种 Mapkos 过 程 , 在 时 间 区 
站 (t, t+ 有 h} 中 发 生 从 状态 n 到 状态 n+1 fi n — 1 的 转 
移 的 概率 分 别 是 ,ho(h) 和 上 ,CE)h+0 (h), t £ E 
其 他 转移 的 概率 是 o(F)， 对 于 特别 选 定 的 再 生 系数 1 人 
和 死亡 系数 扩 介 ,可 以 得 到 用 来 满意 地 描述 各 种 现实 过 
程 的 特殊 实例 , 例如 放射 性 晓 变 、 电 话 局 的 呼唤 流 、 生 物 
群 迟 的 演化 等 等 . 生 灭 过 程 在 应 用 中 得 到 广泛 的 利用 这 


一 事实 , 应 娄 因 于 转移 概率 方程 的 简单 性 , 它 常 常 可 以 
显 式 地 解 出 .例如 ,在 Poisson 过 程 的 情形 ,1 (=X，- 


n (t) =0, W P OP (D 是 从 状态 0 出 发 的 过 程 在 时 
刻 t 处 二 状态 的 概率 ) 满 足 方程 组 


Patt) = —4Pa(t) 
PU) = APAD+AP, I) n 2 l, 


其 中 
1 ,#r n =0, 
P.O) = | 


Ü ， 若 五 天 小 
这 组 方程 的 解 是 : 
P,() = e-n, n=0.1,.... 


更 一 般 的 过 程 是 这 样 的 过 程 ,其 中 24.01)=nX，, pp,(?)=0. 
这 种 类 型 的 过 程 首先 被 操 ,Yule (1924) 联 系 着 演化 的 
数学 理论 进行 研究 . Yule 过 程 (Yule process) 是 从 一 般 
EKAR PEE 1,05 in m= =0 所 得 到 的 纯 生 过 程 
(pure birth process ) 的 特例 .如果 ) 增长 非常 迅速 ， # 
必 在 有 限 的 时 间 内 可 能 以 正 概 率 道 过 所 有 状态 , 这 时 


š>. (ty < l. 
对 一 个 纯 生 过 程 ， 条 件 

$ p(t) =1 

下 二 和 


成 立 , SAKARA 27 1 RME A (=n tv, 
点 [的 一 9 那么 这 样 的 生 灭 过 程 是 一 个 带 迁 称 的 分 支 过 
程 (branching process), 其 中 状态 n 表示 粒子 的 个 
数 .每 一 个 粒子 在 时 间 区 间 (t,t+h) 内 以 Rh+o(h} 的 
概率 死亡 ,以 4h+o(h) 的 概 宰 分 裂 成 两 个 粒子 ,此 外 ， 

一 个 粒子 从 外 部 移入 的 概率 为 vh +o) 如 果 +=0, 便 
得 到 最 简单 的 无 迁移 的 分 支 过 程 (branching process 
without immigration ) .如 果 4=0 ll v >0, 这 种 类 型 的 
带 迁 称 的 过 程 可 以 用 来 描述 具有 无 穷 和 多 条 线路 的 电话 
BYER. 这 里 状态 是 占线 的 个 数 .再 生 系 数 和 (=Y 
肇 曾 了 输 人 电话 图 唤 的 速度 . 而 y 是 通话 的 平均 时 
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间 . 
参考 文献 | 
[1] Feller, W., An introduction to probability theory and 
its applications, 1—2, Wiley, 1957—1971 【中 译本 W. 
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[3] Saaty, R. L., Elements of queneing tbeory with appli- 
cations, MeGraw - Hill, 1961. B, TI. Uucraxos IE 

[ 补 注 】 
大 考 文献 
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Springer, 1972. 
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. F5} B | bisector plane ;6uccexropaag nnockoers], — š 


角 的 
通过 二 面 角 的 转 并 把 二 面 角 平 分 的 平面 . 
Wak 泽 


平分 线 [bisectrix ; ecoekerpaca] ， 肖 的 
夫 角 的 顶点 发 出 且 平分 这 个 角 的 半 直 线 (射线 ) , 换 
育 之 ， 角 平分 总 是 那些 位 于 和 衣 内 部 且 到 角 的 两 边 蜡 离 
相等 的 点 的 集合 . 三 角形 的 平分 线 ({bisectrix of a trian- 
ge) 是 从 一 个 项 点 到 其 内 角 平 分 线 与 对 边 交 点 的 线 妖 
{也 拟 其 长 度 ) .三 角形 的 平分 线 把 三 角形 的 一 条 边 分 
成 和 其 两 邻 边 成 比例 的 线 自 ， 三 角形 的 诸 平分 线 交 于 
一 点 ， 这 个 点 是 三 角形 内 切 回 的 闭 心 . 设 A, B 3; = fl 
É ABC 的 两 个 顶点 ， 玉 为 角 人 C 的 平分 线 和 AB 的 交 
点 ， 工 为 角 己 的 外 角 平 分 线 和 4B 的 交点 ， 刚 四 元 点 
HA, B, K, L 形成 一 个 调和 由 元 组 (harmonic quad- 
raple}. A E. Weanos Ë 
杨 了 路. 线 景 中、 供 晓 荣 译 


H$ [bit ; 6wr ] 

信息 的 二 进 制 单位 ,数值 上 等 于 两 个 互 不 相 容 事件 
作 等 概率 (p, ==p,=1/2) 二 择 一 试验 所 得 到 的 信息 景 : 
I(po P+)=p(og,p,— plog, P=l0g2 2 =1 “比特 "， 
其 中 对 数 以 2 为 底 ， 丝 特有 是 最 常用 的 单位 ,但 也 使 用 其 
他 的 信息 单位 ， 如 * 哈 特 莱 "或 “ 奈 特 ” ,它们 的 定 交 分 别 
取 十 进 对 数 与 自然 对 数 . A. B. Tipoxopos 所 
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【 补 广 】 这 个 定 六 出自 信息论 . 在 计算 机 科学 中 术语 
“比特 "通常 指 "0" 或 “1" 的 表示 , 这 种 表示 可 以 由 能 够 
产生 两 个 不 相 容 的 状态 的 适当 的 物理 设备 来 实 
现 .有 时 术语 “比特 "其 全 指 设 备 本 身 . 奈 特 或 喻 特 莱 在 
是 方 是 不 知道 的 ， WTM W 


Emane 方程 [ Bitsadze equation ; Euuaase ypamsenne ] 
一 个 偏 答 分 方程 ,其 复 形 式 为 


dwsz 三 Wy + liwy Wwy = Ü, 


Hohw(O)=u+io 2z=X+ 让 ， 它 可 化 为 具有 实 的 自 变量 
x # y 的 椭圆 方程 组 : 

u Tu, 25. =0, 

DT Py F2u, = 0. 


在 半径 sf 充分 小 ] 的 圆 盘 Ciz- zalez F Eunanae tA 
(HERRIA 8 B Dirichet 问题 有 了 元 穷 多 个 线 
EXEM). 非 齐 次 方程 w,= 太 在 图 盘 C 上 
的 Dirichlet 问题 , H T ER dE Fredholm 型 又 JE Noether 
型 ,因此 , 按 Hausdor 下 意义 正规 可 解 :这 同一 问题 在 其 
边界 包 合 直线 y=0 的 某 一 段 的 域 中 不 是 - -个 HausdorfF 
问题 , 虽 热 齐 次 问题 仅 有 零 解 ( 见 [2]). 

参考 文献 

[1] Eumaye, A. B., < Venexn MaTeM nayr$, 319438), 6028), 
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双向 量 [bivector ; Gusexrop ] 

个 射 空间 4 的 从 一 会 共 厌 点 出 发 的 有 序 向 量 对 wy 
的 类 [um,y]( 在 基础 空间 的 : -组 基 中 考虑 1). — T W [n] 
基 被 认为 等 于 零 , MEHARRA u fg v t SR. 一 
个 非 零 双向 基 生 成 AHE- BJ — + — BË BJ. ED R oK 
EFA, PN TOUR SK F 70, EARR w 
面 是 平行 的 . 如果 4 R 533 n. H XXT 4 的 基 
础 空间 的 某 组 基 e= 他 pe 和 的 反 变 坐标 为 (', 
eauh MAREEA w w) MAE 
w vj yt, 18i, j Sa, 


€ 


称 为 对 m, v É) Plücker 8 £ (Plücker coordinates). M 


对 向 量 在 间 一 类 中 ， 指 它们 关于 某 组 基 的 Pucker 坐标 

- 致 (因而 它们 在 任何 基 下 都 相等 ) .这 个 类 的 坐标 称 
为 在 基 e 下 不 向 量 [要 的 坐标 (ooordjinates of the 
bivector) 、 这 柴 坐 标 关于 它们 的 指标 是 反对 称 的 ; E 
HERC Tirti. 在 向 4 的 另 -组 基 的 变换 下 ， 
肥 癌 量 的 坐标 像 一 次 反 变 张 量 的 坐标 一 样 变 化 . 双向 
其 也 称 为 自由 双向 基 (free bivector)。， 在 4 中 引进 内 
积 之 后 ， 向 量 代 数 的 一 些 度量 概念 可 以 推广 到 双向 
基 - 一 个 双向 量 的 测度 是 由 向 量 u，y，-u，-*Y 首 尾 相 
接 而 形成 的 平行 四 边 形 的 面积 .这 个 而 积 仅 依 赖 于 所 
EHX, SARKER u, + 无 美 。 两 个 双向 量 的 内 
积 是 一 个 数 ， 它 等 于 各 因子 测度 与 两 重 裁 平面 之 间 
KARAER., 这 个 积 是 其 因子 坐标 的 一 个 双 线 性 
型 ， 其 系数 由 空间 4 的 度量 张 贡 单独 定义 ， 

如 果 4 的 维 数 为 3， 那 么 双向 量 [a; W' 可 以 等 间 于 
ARARE, GAEREN, ERZA, 
vY 的 向 量 积 (vector product). 

在 张 量 分 析 (tensor calculus) F.. -个 双向 量 是 一 
任意 二 阶 反 变 反对 称 张 量 ( 节 一 (2, PARR). 每 个 
这 种 张 量 可 以 表示 为 一 些 张 其 的 和 ， 在 上 述 意 必 下 ， 
它们 对 应 于 具有 不 同 承 载 平 而 的 非 零 双向 量 ， 这些 平 
而 定义 了 双向 量 的 叶 (sheets of the bivector) ， 由 一 


* * á * "5 


个 双向 最 的 坐标 组 成 的 axn 维 反对 称 矩阵 的 秩 是 一 偶 
数 2p， 上 其 中 p 蚌 该 双向 量 的 时 数 ， 在 一 实 仿 射 空间 À 
中 ， 这 个 秆 阵 相 亿 于 矩阵 


Ji 0 


0 0 
其 中 分 块 
0 1 
J = | 中 I<; =p. 


亦 见 外 积 (exterior product), # [sJ $ (poly - vector), 
Plticker 坐标 (Pltcker coordinates). 
x 

[1} Schouten, J. A., Tensor analysis for physicists, Cambridge 

Univ. Press, 1951. JÆ II Kymen $ 

GHEN. üWBEJR SEE XO] BL (u, v) AE ERR 
面 ， 即 在 此 的 基础 向 量 空 间 ) 中 二 平面 的 Grassinann 
对 应 点 ， 那 么 在 该 Grassmann 流 形 (Grassmann mani- 
fold) 中， 这 个 元 素 的 Plocker 誉 标 可 等 同 于 迹 冯 向 量 
的 Plucker 坐标 ， 
参考 文献 

[AI] Cartan, E. Geometry of Riemannian spaces (With 


vV 


cl 
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notes and appendiœs by R. Hermanni Math. $a. 
Press, 1983 ( É Ë EÉ X ). 

[A2] Golab, 8., Tensor calculus, Elsevier Sci. Publ ¿ AH 
ZX) 

[43] Rashewski, P. K., Riemamnsche (Geomelñe und 
Tensoranalyse, Deutsch. Verlag Wissenschalt., 1959 
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双向 量 空间 [ bivector space ; Gamescropsme mpocrpaacran] 

-个 中 心 仿 射 空间 (centro - afine space) E, (2: 里 
N=n(n 一 1)/2). 它 可 以 被 指派 给 具有 一 仿 射 联络 的 空 
间 44 (特别 地 ， 一 个 及 iemann 空间 全 ) 的 每 一 点 考 
虑 所 有 这 样 的 张 量 ， 它 们 在 空间 4,( 或 局 ) 的 :点 具有 
偶 的 共 变 和 反 变 阶 ; 这 些 共 变 和 反 变 指标 划分 为 不 同 
的 对 ， 对 于 其 中 的 每 一 对 ， 该 张 量 是 反对 称 的 ， 共 有 
这 样 两 个 性质 的 张 量 称 为 双 张 量 (bitensors). 如 果 把 
每 个 反对 称 的 对 看 作 是 一 个 共同 的 指标 ， 那么 新 指标 
的 个 数 就 是 和 N=n fn 一 1)1/2， 最 简单 的 双 张 量 是 双向 量 


(bivector) 
DaT b, wp a w. B=1, e, n; a=1, , N. 
如 果 在 4 的 一 点 也， 


ôx" 
a a dl 45) = gla A 
| ar | AnA 
=p, =p", 


MAT SAs’, 3 H +£ AE AEE A R F, A a 
量 集 定义 了 -- 维 数 为 的 向 芥 空间， 使 得 分 基 满 足 条 
忻 

= A. =A 
|A2120, ALAL=6? 


即 这 个 集 定义 了 中 心 仿 射 空间 E,， 称 为 在 给 定点 的 冯 
向 量 空间 (bivector space). E V. F XZ 8] Bh së [la] pJ IË 
助 于 如 下 度量 张 量度 量化 


Sa Jan = = Augas Pafo 


RE, EART — TERZA R. 

双向 最 空间 可 用 于 Riemann 几何 和 广义 相对 论 
中 ， 双 向 量 空间 R. 构造 于 空间 V. 的 一 给 定点 ， 并 且 
有 其 有 分 支 Ra aÜ RR 的 曲率 张 量 的 不 同 表示 分 别 与 
RAHE Ra Ri 及 的 第 二 骸 双 张 量 相 联系 ， 从 而 对 
曲率 张 量 已 数 结构 的 研究 可 化 为 研究 二 次 型 束 
RC— 加 鞭 中 第 二 个 是 非 退 化 的 (gyl #0). Hat 
对 前 初等 因子 的 研究 导致 了 空间 所 的 一 种 分 类 ， 如果 
=4{N=6) 且 形式 gy 有 符号 {一 一 一 十 }， 那 么 可 以 证 
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明 仅 在 在 三 种 Einstein 空间 . 
一 个 双向 二 可 指派 于 V. 中 的 每 个 旋转 : 这 意味 
着 在 及 ,中 对 应 著 一 个 问 量 ， 它 对 于 无 穿 小 变换 的 研究 


是 方便 的 ,尤其 是 ,一 个 双向 量 空 间 等 同 于 -个 观 平 面 
空间 (biplanar space) ([2]) . 
参考 文献 


[1] Tlerpos, A 3, Hope merom ñ oču ‘reopHa OTHOCH- 
TEIbHOCTH » M.,1966. 
[2] Hopnea, A IL, 《Ya sam Kaa yn- TD, 114 (1954), 
45 一 53. A 3 Tlerpoe 所 
【 补 注 ]】 考 虚 一 个 如 在 [A1], A4 或 在 条 目 双 向 量 
(bivector) 中 由 一 个 有 序 向量 对 但 , v) PF 3 z BJ XX il 
R. W (u, 的 Plucker $n p'⁄u=u'p'— ub, BM ilaj 
EZH HARRE, w, 构成 一 个 双向 量 . 设 
=u, Y=Av, H w =Aju B wl oi. MJ pv #H 
p'=24tAB pr 而 变换 . 前面 的 公式 即 由 此 而 来 。 上 面 
AA 中 的 方 插 号 是 表示 了 一 交错 的 平均 的 记号 ,因此 
AŬ A= (ALA ALAD2. 如果 某 些 指标 被 挑 出 ， 即 免 
除 参 加 这 个 平均 过 程 ， 那么 就 用 i 来 标明 .因而 


A 
ga 29.1 9 p151» 


见 上 ,这 里 由 R. Bach[A5] 引 人 的 记号 ， 亦 见 交错 
(alternation ). 
用 更 更 我 的 术语 来 说 。 这 里 所 叙述 的 内 容 是 A F 
的 双向 量具 . 
中 心 仿 壬 空间 是 具有 一 奇异 点 的 仿 射 空间 , 即 实际 
上 是 一 个 向 量 空间 ， 它 不 是 一 个 仍 很 有 用 的 术语 . 
# x Nt 
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Björding 问题 | Björding problem ; Peëpmera samua |] 
Ehi M (minimal surbcee) BB j p p- Ae, 
MRi E mAH R R L, 且 沿 工 有 给 定 切 平 
面 的 极 小 曲面 ， 极 小 曲面 的 Björling 问题 类 似 于 微分 
方程 的 Cauchy 向 题 . 这 个 问题 由 E. G. Björling # H 
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并 解 类 (人 [1]) .这 个 问题 的 解 总 是 存在 、 唯一 的 ， 旧 可 

用 极 小 曲面 的 Schwarz SEKERA. Bjöning M 

题 的 解 使 我 们 只 要 知道 所 求 极 小 曲面 上 的 条 测 地 

线 ， 或 一 条 渐 近 线 ， 或 一 条 曲率 线 ， 就 可 求 出 这 个 概 

小 曲面 - AER L EF, JEA E RE h 

曲面 上 的 测 地 线 。 则 曲线 LETER E 8 EV 8 Jx BH mi 

的 对 称 平面 ， 

#-+ 

[1] Björling, E. G., Arch Grunert, TY (1844). 290. 

[2] Darboux, G., Leëecpns sur la theorie génerale des sur- 
faces et ses applkations géometriques du calcul infinite- 
simal, 1, Gauthier - Villars, 1887. 


[3] Blaschke, W., Vorlesungen über Differentialgometrie 


und geometrische Grundlagen von Einsteins Relativi- 
tātstheorie, 1, Springer, 1921. 
[4] Nitsche, J. C. C., Vorlesungen über Minimaiflacben ， 
Springer, 1975. 
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Blaschke 积 [ Blaschke product ; Emmare mpogsneneusae], 
Blaschke 函数 (Blaschke function) 
单位 贺卡 ={z:|z|<1} 内 的 单 复 变数 z 的 正 由 解 
析 函 数 ， 它 由 下 述 有 限 或 无 穷 乘积 所 定义 ， 
Be) = 212 = (9) 
k Gk l—a:z: 
其 中 中 为 非 负 整数 ,at e KN I01(k=1,2. 点 列 {a,} 使 
得 {#) 右 边 的 乘积 为 收 敏 { 收 化 条 件 仅 对 无 穷 弱 积 是 必 
须 的 ) .Blaschke 积 由 W. Blaschke ([1]} 所 引入 并 且 他 
HERT PEER: A aE KAO 的 序列 {4,} 定义 一 形 如 
(9) 的 函数 ,当日 仅 当 级 数字 (1 一 |ai|) kA. Em 
_ |a| -z 
AOS- a -az 
的 因子 称 为 基于 a, 的 Blaschke 因 子 ( Blaschke 
factor), EEE 天 到 自身 的 -个 单 叶 共 形 映射 , 并 
将 z=aqr ZAF, 且 满 足 正 规 化 条 件 b (—a, lapt 
形 如 bofz)=z 的 因子 能 理解 姓 美 于 z=0 的 Blaschke 因 
FAERIE bo(l}=1. Blaschke 因子 和 Blaschke 
积 的 定 光 能 容易 地 转移 到 任意 半径 的 图 盘 ， 亦 能 转移 
到 任意 的 共 形 等 价 于 一 圆 的 单 连通 域 ， 
序列 0.…,0, aaa PF 通常 按照 | 9 | 的 非 减 
顺序 写 出 ,它们 是 Blaschk 积 ( 妇 的 所 有 零点 (每 一 零点 
按 其 重 级 雪 出 次 数 )， 因此, Blaschke 定理 刻画 所 有 可 
能 的 Blaschke 积 的 零点 序列 . # (O) 能 考 虚 作 贺 盘 
KK 内 具有 给 定 替 点 序列 的 最 简单 的 有 界 全 纯 函 数 . 它 
在 总 内 绝对 一 致 收 误 ,表示 其 内 一 个 有 界 全 纯 图 数 
Biel, BE 3 久 上 几乎 处 处 其 有 模 为 1 的 角 边 界 
ti. KAAR EMAR f(z) (满足 | 了 (2)|<1) 是 Blaschke. 


积 的 充 要 条 忻 是 
èt 
lim fin | fre") | dë = 0 


Blaschke #188 A thA t Ë] K q — 25 É 5 + 
SEP AAU In On. FÆ ih FË Blaschke 定理 
(Blaschke theorem) 的 一 个 证 明 : 单 位 加 条 KA 点 列 
la) 是 某 个 有 界 全 纯 函 数 了 (z) (满足 17(2)|<1) 的 所 有 零 
点 的 序列 , q R 58393 Y. -lai #8 fG) 
EEA- TRR 


J )=Bóáz)g(2), 


HEP B, (2) 3: f z) 88 3 AIRA Blaschke 积 ,而 g (z) 
是 天 内 无 零点 的 全 纯 画 数 ，19 (2) < 1 且 能 用 积分 公式 
简单 地 表示 . AA AER iR TAAI AS N 
Hardy 类 { Hardy classes )([2] 一 [4] ) 能 构造 类 似 的 表示 
( 见 有 界 型 函数 (function of bounded form)}). 

M. M. Jap6auma 大 大 地 推广 了 上 述 理论 {[5],[6])， 
他 构造 了 更 广泛 的 无 究 乘 积 ， 适 合 于 相当 大 一 类 焉 纯 
范 数 的 因子 分 解 . 此 人 外， 对 于 双 连 通 区 域 t[7]))， 其 至 
一 般 地 ， 对 嘱 连 遂 区 域 {[8])， 建 立 类 似 的 Blaschke 积 
和 Blaschke 定理 的 问题 亦 已 得 到 解决 ,对 于 案 复 变数 
的 全 纯 函 数 构 造 适 当 的 类 似 Blaschke 积 的 问题 ， 由 于 
这 类 函数 的 零点 不 旦 牟 立 的 ,因而 处 理 非常 困难 . 
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[ 补 注 】 关于 Blaschke 积 和 相关 问题 的 ~- 些 标准 的 复 
考 文献 是 [上 1]}, [A2] 和 [A3]. 
参考 文献 
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Blaschke 4 Fg SE M [Blaschke selection theorem ; Bng- 
uke reopema BuGopal Blaschke 紧 性 原理 (Blaschke 
compactness principle) 
同体 构成 的 度量 空 合 是 局 部 紧 的 . 这 就 是 说 ， 包 
会 在 一 个 给 定 立 方 林 内 的 山体 的 无 穷 集合 中 ， 可 以 选 
出 一 个 序列 ， 它 收敛 于 这 个 立方 林内 的 某 个 古林. 
这 个 定理 在 1916 年 为 W. Blaschke ([1]) 所 证 明 ， 
参考 文献 
[I] Blaschke, W., Kreis und Kugzl, Chelsea, reprint, 1949, 
A E Hamo 操 
LINE] 


参考 文献 
[A1] Kelly, P. J. and Weiss, M. L., Geometry and conve- 
xity, Wiley, 1979. AA HE 


Blaschke - Weyl 公式 [Blaschke - Weyl formula ; Bum- 
uee. Beim Qqopuynxa] 
Green 公式 (Green formulas) 的 一 种 变 体 ; 


af a: ajaa- $y dy). 
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(infinitesimal deformation) 的 旋转 场 . 利用 Blasch- 

ke - Weyl 公式 证 明 序 形 面 刚性 的 思想 属于 W. Blaschke 

(DA H. Weyl(2]), # fk EMH M [3]. Herglotz 公式 

(Herglotz formula) 类似 于 Blaschke - Weyl 公式 ， 这 

TEREE SJ W Hi 3 2 [a] rh [ii Il 3 2 /|N 3 E BJ +W 

JE. 

参考 文献 

[1] Biaschke, W., Ein Beweis für die Unverbiegbarkeit 

Eschlossener konvexer Flächen, Gött. Nachr. (1912), 
607 — 610. 


[2} Weyl, H. , Ueber die Starrheit der Eiflichen md kon- 


XET Polyeder, Sitzungsber. Akad. Wis Berin (19175, 
250 一 366. 
[B] Eqemos , H. B., {Yoma banm Hayk?>, 3 (1948), 2 
(4), 47 — 158. 
[4] Blaschke, W. , Einführung in die Differentialgeometrie, 
Springer, 1950. 
M. H Boiron E 沈 一 兵 译 


Bloch 常数 [ Bloch constant ; Enitoxa mecraaTra ] 


一 个 由 Bloch 定理 ( Bloch theorem) 确定 其 存在 


的 绝对 常数 . 设 日 是 单位 加 |z | <1 内 所 有 满 是 /0)=1 
HEAR f(z) 所 成 的 类 ， 函数 e Riemann Hi 
在 其 一 叶 上 包含 一 个 半径 为 B >0 65382 K HR . 

A. Bloch 指出 ([1]) 


BLOCK DESIGN 375 
inf {B;: feH} = B > 0. 


己 知 的 最 精确 的 估计 是 V3 /14 S B< 0472([2J). 由 
Bloch 定理 导出 一 个 整 函数 的 Riemann 曲 向 世 含 任意 
大 半径 的 单 叶 圆 ; 这 等 价 十 Pard 定理 (Picard 
theorem}, 
参考 文献 
[1] Bloch, A., Les théorèmes de M. Valiron sur les fonc- 
tions entières et la théorie de iunifornisaliom， Ann. 
Fac Sa. Univ. Toulouse (3),17 (1925), 1—22. 
[2] Ahfom, L.V. and Grunsky, H., Über die Blochsche 
Konstante, Math. Z., 41 (1937), 671-673. 
[3] Ponsm, T M., Teoserpmaecaaq TEOpHS dhygunai XOM- 
JEKCHOFO ITEPevemHoro，2 maa, M. ,1966 (中 译本 :二 M. 
万 普 尊 ， 复 变 函 数 的 几何 理论 ,科学 出 版 社 , 1956). 
E. J Conovecuncs FE 
【 补 注 】 关于 Bloch 定理 与 Picard ZAHAR [ Al. 
参考 文献 
[Al} Heins, M., Selected topics in the classical theory of 
fimctions of a complex variable, Holt, Rinehart and 
Winston, 1962. 
【译注 】 关于 Bloch 9 #& B TIHE M. Heins ([B1}) 
和 Ch. Pommerenke ([B2]) 曾 证 明 B > /3 74, E [2] 
的 结果 只 保留 不 等 导 . 
参考 文献 
IB1] Heins, M., A class of conformal metris, Hull. Amer. 
Soc. , 67 (1961), 475—478. 
[B2j Pommerenke, Ch., On Bloch functions, J. London 
Math. Soc. , 2 (1970), 689 — 695. HAM 详 


区 组 设计 [block design ; fmog - cxema] 

有 限 集 的 一 个 子 集 系 ， 它 满足 关于 集合 的 元 素 侦 
在 该 系 的 子 集 中 出 现 的 频数 的 某 些 条 件 . 区 组 设计 的 
概念 产生 于 20 世纪 20 年 代 和 30 年 代 的 {统计 } 试验 
的 设计 (计划 ) 理 论 ， 租 早 在 19 世纪 中 时 就 以 哉 术 构 形 
的 名 称 而 被 研究 了 .区 组 设计 的 概念 尾 超 图 网 和 揽 
形 等 概念 的 不 同 说 法 ， 通 常 对 子 集 族 要 加 上 -- 系 列 限 
制 . 一 个 区 组 设计 可 以 定 久 为 -一 个 集 偶 (VB)， 其 中 


V = (an. ‘th B = {Bi,...,B,), 
B C V, i=l,...,b 


RE V BJ 30 3 Sk A PS #H E TF B s (point), 或 处 理 
(treatment), 或 品种 (variety )， REX (element ), ñi 
集合 8 的 元 束 则 称 为 它 的 区 组 (block). #a EB, W 
TX a, 和 区 组 B, š 3 RER (incident) . 与 B, 关联 的 元 
EDRI DEAEA k, W5 a 关联 的 区 组 个 数 则 记 
为 站 


| {B;: acB, areB,) | 


376 BLOCK DESIGN 


WA 1, RAR v, b,n, k. A G.1=1, 0; jale, 
b} 称 为 这 个 区 组 设计 的 参数 (parameters of the block 
design). 如 果 对 所 有 1=1, …,v 有 =r ,对 所 有 j=l, 
"b i k =k. 并 且 对 所 有 i 关 1 有 74 二, WV, B) E — 
T£ ob, r k, A 的 平衡 不 完全 区 组 设计 (balanced 


incomplete block design}， 简 记 为 B 表 设计. “F 
衡 * 一 词 的 意思 是 所 有 元 北 和 元 素 偶 在 区 组 中 出 现 的 频 


数 分 别 相同 ， 而 “不 完全 "一 词 所 指 的 是 ， 一 般 来 说 ， 
并 非 所 有 的 上 元 集 都 在 号 中 ， 
WK A. (人 1=1,…, 9) 中 怡 有 m 个 不 同 的 数 ， 并 


RERS VARES m 个 对 称 的 结合 关系 (associ- 
ation relation), EIME FERH: 

全 和 严 的 不 同 元 素 组 成 的 所 有 元 素 偶 的 集合 大 可 分 
m m NR ORMR3E60 fh 2. V HEE (a, a)EV?, 
则 a 和 ga! 称 为 j 结合 的 ; 

2) |{B,:aEB,, ae B, ta,a)eVill=4,, i=l, 
`. m. j=l =b: 

3)i{e:3 a, (a, a) EV =n, i=1, m ; 

4) Jfa": (a”, ay€ 2, (a",anyeyi, (a, aevi} 
二 ph ， 乔 且 由 于 对 称 性 ， 有 有 一 站. ij k=km. 

具有 性 质 1) 一 4 的 区 组 设计 称 为 具有 mm 类 型 关 
系 的 部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 (partiai balanced iñcom- 
plete block design with m types of relations) PBIB 
(mg 设计 .指明 结合 关系 的 法 则 称 为 结合 设计 (associa- 
tion design) ,一 个 BB 设计 是 一 个 PBIB(1) 设 计 . PBIB 
人 设计 的 一 个 鲍 子 是 可 以 表示 成 表 


l 1122233 3 
4 5 6 4 5 6 4 5 6 
7 8 99738 8 9 7 
10 11 12 11 12 10 12 10 11 


的 区 组 设计 ， 其 中 同一 列 的 任意 二 数 是 1 结合 的 ， 
而 不 则 列 的 任意 二 数 是 2 结合 的 ， 这 里 的 5 =12， 
b=9, r=3, k=4, =l, ¿=0, n,=9, n,=2. 
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= |p || = leol P = |p | = foil 


io 3 b Ht PU Eb Te YET IARE BE 
(incidenee matrix) A=] cj l, Meb3a,e B, 时 cj=1, 
FN e =0, i=1,…, 9; jalb 区 组 设计 理论 研究 
具有 给 定 套数 的 区 组 设计 的 存在 和 分 类 问题 以 及 与 构 
造 这 种 设计 有 关 的 问题 .区 级 设计 的 诸 参 数 以 一 定 方 

式 互 相 联 系 着 ，BIB 设计 的 套数 满足 下 述 方 程 ; 
br = kb, (i) 

We- 1) = r(& — D. 


PBIBOm 设计 的 参数 则 除 满足 方程 (1) 外 还 满足 关系 式 


Sn =v-1, 

i=1 

"t 

Ban = rk- D, 

< í n, 车 ij, 

>p = MS 

k=l nol # i=; i j=1,... m, 


npk = njph = hpi, i j k=l,...,m 


BIB BEHAN A B 38 PE 8 Ë E E E 阵 关 系 (fundamental 
matrix relation) 


AAT = (r—1)E +17, (2) 


RP EE. 阶 单位 阵 ， 了 是 阶 元 豪 都 是 IEE. 

存在 满足 条 件 (2]) 的 (0, 1) 第 阵 是 存在 具有 给 定 参 数 的 
BIB 设计 的 一 个 充分 条 忻 。 从 (2) 可 得 不 等 式 b 宇 wy， 当 
b=v( 亦 即 r== 问 时 的 BIB 设计 称 为 对 称 区 给 设计 或 {v， 
k, DHE Uv, k ,1) - configuration). 下 述 定理 适用 于 
对 称 区 给 设计 : 如 果 存 在 具有 参数 b, ,1 的 对 称 区 组 


设计 ， 则 : 1) 当 ”是 侦 数 时 ,大 一 4 是 完全 平方 ; 2) 当 vw 
是 奇数 时 ， 方 程 
z: = -A + DD) 732 


具有 x, y, 不 全 县 零 的 一 组 整数 解 , 这 个 定理 的 条 件 
对 于 存在 满足 方程 (2) 的 有 理 和 矩阵 4 来 说 也 是 充分 的 ， 

涉及 存在 BIB 设 计 的 一 类 特殊 何 题 是 这 样 产 生 的 ; 
给 出 b 个 区 组 , 找 出 把 它们 补足 成 为 一 个 BIB 设计 的 条 
件 ， 这些 条 件 的 最 一 般 形式 可 表 为 某 二 次 型 如 的 正定 
性 要 求 ， 即 把 怠 表 为 一 些 具有 非 负 系 数 的 线性 形式 的 
平方 和 . 

对 BIB 设计 的 下 述 子 类 研究 得 最 多 : Steiner £ 
(Steiner system, M 4=1 时 的 BIB 设计 )， 尤 其 是 
Steiner 三 元 8 (Steiner triple' system. RI k=3 的 博 
JE); Hadamard 构 形 (Hadamard configuration, 8p 
v=b=4t—1, r=k=2t—1, a=t-1, t22 的 情形 )， 其 
关联 第 阵 从 Hadamard $E EE (Hadamard matrix) 得 
出 ; 入射 有 限 几 条 和 射影 有 限 几 何 ([1])) .在 PBIB 设 
计 类 中 研究 得 最 多 的 是 PBB 人 GQ) 设计， 按照 其 结合 
设计 的 情况 还 可 再 分 成 可 分 组 区 组 设计 (group - divi- 
sible block design), 三角 展区 组 设计 (trian gular block 


>. a e + » +a 


构造 区 组 设计 的 方法 通常 分 成 直接 的 (direct) 8 38 


. MED) (recursive} 丙种， 后 一 方法 可 以 锌 用 较 小 参数 的 


设计 来 构造 较 大 参数 的 设计 .而 直接 方法 则 常 利用 有 
限 域 的 性 质 或 其 些 几 何 性 质 . 

区 组 设计 被 用 于 试验 设计 ， 博 奕 论 ， 图 论 以 及 构 
必 纠 错 码 . 


参考 文献 
[U Ryser, H. J, Combinatorial mathematics, Wiley, 1963. 
[2] Hall, M., Combinatorial theory, Waltham (MA), 1967. 
[3] Hlupoxona,C A, Yonexn marem HayK $, 23 (1968). 
5, 51 ~ 98. B. E Tapakanop $ 


[AJ BLA v, k, 4 为 参数 的 对 称 BIB 设计 存在 
条 件 的 定理 称 汐 Beouck - Ryser - Chowla 定理 (Bouck - 
Ryser - Chowla theorem). 
[HE] 
参考 文献 
[BI] RTA. HAFA. PEERI. 1987. 
- 李 弄 译 $P 集 校 


分 块 对 角 NCT [block - diagonal operator ; arotaurman 
WRTOE omeparop]， 关 于 Hilbert 空间 睛 的 一 个 给 定 
的 正 交 分 解 互 = > > H, 的 

开 上 一 个 厂 性 算 子 4, 它 对 每 个 子 空 间 片 (k > 1) 
是 不 变 的 . 4 的 谱 是 诸 " 分 块 "4|r, =A, (k 21) 的 谱 的 
并 的 闭 包 , | 4ji=sup | AL. E P 09 8& S F. -- 
个 分 块 对 角 算 子 是 在 Hilbert 空间 的 直接 积分 中 习 以 
mO 1 的 算 子 4; 


H = Jena, (AfX =G), reM. 


这 里 1(f) 是 作用 于 空间 用 (r) 上 的 线性 算 子 , 每 个 与 
个 正规 算 耶 交换 的 算 子 .关于 这 个 正规 算 子 的 谱 分 解 ， 
是 一 个 分 块 对 角 算 子 , 环 见 对 盘算 子 (diagonal operator). 
#*x 


ll] Hañwapx, M. A. Hopmpommme komia, 2 ayr., M., 
1968 (3 £ 本: Naimark, M. A., Normed rings, Rei- 


del, 1984). 
H K Huzomexü E. C amwe PE 
【 补 注 】 
ptre 
[A1] Halmes, P. R., A. Hilbert space problem book, Sprin- 
ger, 1982. FAE W 


Blotto 对 策 [Blotto games ; BorTe mrpur 
一 类 正规 形式 的 二 人 堆 和 对 第 (two -person 
zero -sum game), 其 中 局 中 人 的 纯 策 略 ( 见 第 四 《对策 
论 中 的 ) (strategy (in game theory) RARER (可 
分 割 的 或 不 可 分 割 的 ) 在 铬 个 对 象 上 的 分 配 ,而 增益 或 
点 村 等 于 个 体 对 银 的 增益 或 支付 之 和 . 这 一 对 策 是 以 一 
TERAH Blotto 上 校 来 命名 的 ,据说 他 是 第 一 个 参 预 这 
种 类 型 的 对 策 的 人 牺 . 
M. H. Bpy6oeaceaa 所 史 树 中 译 


Bochner 列 周 期 函 迷 [Bochner almost - periodic func- 
tions ; Doxmepa mosru mepmonmmqeckme yumun ] 
与 Bobr MMMA H (Bohr almost - periodic func- 
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tions) %4 fti A $ 38. h S. Bochner £ X ([1]). Æ 
区 间 1 — zo, oo) 上 连续 的 函数 f (x) 称 为 Bochner 殖 周期 
函数 , WRAY [fæ +h): — oo <h <0) 按照 在 (一 ao， 
co) 上 一 致 收 化 的 意义 是 紧 的 , 即 ,在 每 一 个 无 穷 序列 
Jf +h) (二 1,2,…) f, #8 Bf L B k th — 4 # (— eo, 
WE- -ARRA f (x) 的 子 序列 Bochner Ex 被 
FF Hh p J #E Fb 81 ii 88 38 BB ë ri ; 特别 地 ,. 它 可 作为 殖 
周期 概念 的 抽象 排 广 的 出 发 点 . 
参考 文献 
H] Bochner, S., Beitrage zur Theorie der fastperiodischen 
Funktionen I, Functionen einer Yariablen , Math. Ann., 
961927}, 119 ~ 147 . 
[2] Jiesrau, B. M., Tiom - mpromecme dynku, M., 
19537 中 译本 : B. M. 50 35 H. fe 3 k aA tH 
ME. 1956). 
【 补 注 】 
人 参考 文献 
[AI] Maak, W., Fastperiodische Funktionen ‚Springer ,1967. 
[A2] Americ, L. and Prouse, G., Almost - periodic fume - 
tions and functional equations, v. Nostrand, 1971 . 


RER 译 潘 文 杰 8 
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Bochner 积分 [ Bochner integral ; Boxiepa mrerpan ] 

WIET Banah # Bj 89 88 W 3 T 85 EL Wa E 0 #: 
分 , 它 属于 所 谓 的 强 积 分 (strong integral). 

R(E, B, n) Ah ERTER otti Eag T 
数 加 性 数量 测度 上 的 测度 空间 ， 并 设 FXE, B, u) 
HETE, R n). EW ñ T Banach 空间 大 的 函数 
x(t)(t € 五 ) 所 成 的 向 量 空间 . 一 个 函数 x, € F 称 为 前 
H (simple), 如 时 


x, reBed, MB)<%, BMB,=g. 


xat) = ij, = 1,....N. 


N 
0， reE"\ lB 

1 二 | 
函数 x € F 称 为 强 可 测 的 (strongJly measurable)， 如 果 
存在 一 到 简单 函数 ix,1, EFH I xx || — 6 XT E 
上 油 度 产儿 乎 处 处 成 立 ， 此 时 ,数量 函数 由 x 中 是 名 
厅 筒 的， 对 于 简单 函数 x, 
def N 

[= | dn = Sus) 

Ag x 称 为 Bochner 可 积 的 (Bochner integrable), f 
如 它 强 可 测 , 且 对 某 个 简单 数组 成 的 通 近 序列 {x,)， 
则 有 英 系 式 


Him [|| xi) xQ) | du = 0. 


这 样 的 函数 在 集合 BE 各 上 的 Bochner 积分 (Bochner 
integral) 是 
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[Oda = lim {Xa nl dy, 


其 中 为 是 吾 的 特征 函数 ,而 极限 是 理解 为 着 三 的 强 收 
全 意义 下 取 的 . 上 述 极限 存在 ,并且 不 依 是 下 简单 函数 
道 近 列 的 选取 、 

tegrability) : 3E PT 884 $ x < F J Bochner 可 积 的 充分 
必要 的 条 件 是 ， 这 个 函数 的 范 数 可 积 ， 即 


LEZON dp < w. 


Bochner n) #1 88 A 2: IK 8 p F É) — AA E ji] 
<, B Bochner 积分 是 该 子 空间 上 的 线性 算 子 . 

Bochner 积分 的 性 质 : 

l) fxd i S fa Ixtlan. 

2) Æ ai R E. Bochner RAAT KWER a 
绝对 连续 性 , 即 假如 BE%, B, DB =Q(i#j)B u(B,) 
< s, W 


f xG)da = Š fa) 
Ua u 


并 且 , 53 (8) > 0 
名 地 成 立 ， 

3) 假 设 x* EF, x — x 3£ F BEREE n JU: #E 
处 成 将 ，i x. l < f FEAE z JLF R v B. 
L, fG)du<co, W x e B 


[Dda [Ody 
4) 空间 = TER ( MARTYESK Kk (convergen 


in norm)) 


时 ,|| fax(thdu ll — 0 Z+ Be 93 


Bx—y| = f I x(t) -y (0 |j du 
是 完全 的 . 
5) 假设 了 为 Banach = B] X #J Banach 空间 了 的 闭 
线性 算 子 ,又 设 
x E #(X;:E, BD, Tx € (Y; E, ®, n), 


则 
[r= 0) du = T fx (dp 


假如 工 有 界 ,那么 条 件 ` . 
Tx € Z(Y;E, B n) 


B WAE ([3) 一 [5]). 

HBochner 积分 由 S. Bochner 引 进 {[1]). T. Hildeb- 
randt ([2) A £ N, Dunford 给 出 了 等 价 的 定义 (D, 积 
3). . 

##*x 


BOCHNER-MARTINELLI REPRESENTATION 


[l] Bochner, 5. , Integration von Funktionen, deren Werte 
die Elemente eines Vektorraumes sind, Fund. Math . 
20 (1933). 263 —176. 
[2] Hikebrandt, T. H., Integration in abstract spaces, Bu- 
H. Amer. Math. Soc. , 591953}, 111-139% 
[B] Yosida, K. , Functional analysis, Springer, 1980 (中 译 
: AHE ERAAI ANRA EH, 1981). 
[4] Hile, E. and Philips, R., Functonal analysis and 
semi - groups, Amer. Math . Soc. , 1957 (PEE. E. Ñ 
尔 与 R. FAW, AniS, LAAHR 
Witt. 1964). 
[5] Dunford, N. and Schwartz, J. T., 
General theory, 1, Interscience , 1958. 
B. M. CoGones EE 
【 补 注 】 简章 函数 也 称 为 阶梯 函数 (step function). 
[A 避 是 最 近世 版 的 关于 取 值 于 、 Banach 空间 的 积分 的 
好 的 教科 书 ; [A4] 专门 讨论 Bochner 积分 . 
# = 
[AI] Diestel, J. and Uhl. J. J. , Vector measures, Math. 
Surwys, 15, Amer. Math. Soc. , 1977, 
[A2] Zaanen, A. C, , integration, North - Holland, 1967. 
[A3] Bourbaki, N. , Elements of mathernatics , Integration, 
Addison - Wesley, 1975, Chapt, 6; 7; 8 (HARY). 
[A4] Mikusinski, J.. The Bochner integral. Academic 
Press, 1978. TRE 译 Pm 


Linear operators, 


Bochner - Martinelli YER [ Bochner - Martinelli representa- 
tion ; Eoxaepa - Maprene um npenc Tm mane |, Martinelli- 
Bochner 表示 (Martinelli -Bochner representation), 
Bochner - Martinelli 公式 (Bochner - Martinelli formu- 
la). 

£ Pt P8 39k 05 — HRR 其 定义 如 下 (H, 
[2]) mist E- FR bois DRAK DEC 
内 是 全 纯 的 ， 并 且 了 在 它 的 闭 包 六 上 是 连续 的 ， 那 么 
RER 


r as tz]; ÈG- z)dü A dt. A 


A [dE] A dt, A -Adia = 


_ fe) #zep, (l) 
0， #rgD 


称 为 Bochner - Martinelli 表示 , 其 中 [di] 表示 略 去 项 
de... H n=1 时 ,这 个 表示 和 Cauchy 积分 公式 ( 见 
Cauchy 积分 (Cauchy integrali)) 是 一 致 的 ,但 当 严 >1 
时 它 的 核对 z 不 是 全 纯 的 , 这 就 是 Bochner - Martinelli 
表示 在 多 复 变 画 数 论 中 的 应 用 受到 时 制 的 原因 ，Boch- 
ner - Martinelli 表示 的 核 (kernel of the Bochner - Mar- 


tinelli representation } 是 双 度 为 (n,n 一 1) 的 上 WEA: 
(n — l)! 1 


(mip |£—z |? * 


x EE-E dh Adh A 
了 =1 


w$, zy = 


AIA A at A A din A at,, 


CENE 和 中， 在 上 = 了 处 有 一 奇 点 ， 在 奇 点 外 是 下 

闭 的 ( 即 5w=0). 如 果 和 >1 ,形式 外 等 于 wE, 2), 

其 中 

_ (n — 2)! 
(miy 

是 一 双 度 为 tn 一 ] , n 一 1) 的 形式 , 它 的 系数 是 Laplace 

方程 的 基本 解 ; 在 此 


p — 
39 = Xaa 和 jp = Zana 


e ($, z) = 


Ia, A, 


k=; 


Tom 


aail 


下 面 的 积分 表示 是 公式 (1) 的 折 广 ， 它 类 似 于 
Cauchy - Green 公式 (Cauchy -Green formula) (W, 
Cauchy 积分 (Cauchy integral)): WEAR 了 在 具有 逐 
块 光 请 边界 如 的 区 域 D cC" Bj j i LEERTE 
的 ,那么 ,对 任 一 点 ze p, 


fuy= Jf Od- JM Ae. n. 2) 
È 
Kg 
Ray = [rat 2 


称 为 Bochner-Martinelli 型 积分 {integral of Bochner- 
Martinelli type) ， 其 中 工 是 R”=C" 中 的 一 光滑 超 曲 
面 , /是 了 上 的 一 个 Lebesgue ARAR. 象 Cauchy 型 
积分 一 样 ， 对 械 和 加 以 通常 的 限制 后 , Coxomam 公 
式 也 可 应 用 到 Bodmer -Martinelli 型 积分 ， 一 个 
Bochner - Martinelli 型 积分 是 一 个 在 工 外 处 处 调和 的 复 
EA 一般 说 来 只 有 当 n=i 时 这 函数 是 全 纯 的 , 如 果 
T=8D， 则 当 n 关 1 时 ,在 万 外 了 (z) = 0 这 个 条 件 等 
价 于 大 在 局内 的 全 纯 性 . 

Bochner - Martinelli 表示 已 应 用 到 论证 其 他 积分 表 
示 ( 例 如 Bergman -Weil WF (Bergman - Weil repre- 
sentation)), J. H h) 2 nh Fira, URATA 
数 的 边 值 理论 之 中 . E EH S. Bochner([I] IE . Marti- 
neli {[2]) 引进 的 . 
参考 文献 

[1] Bochner, S., Analytic and meromorphic continuation by 

means of Green's Formula, Ann. of Mah., (2). 44 

(1943), 4, 652-673. 

[2] Martinelli, E., Rend. Accad. kal., 9 (1938), 269—283. 
[3) Bmagneapon , B. C, , Merom reopns ym xgrorux 
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KOMDIEFONDIX repexebyx, M. 1964( 英 译 £: Vladimi- 
rov, Y.S., Methods of the theory of functions of se- 
veral complex variables, M. I. T., 1966). 
E. M. depma FE 
CAEI Coxouwuñ 公式 也 称 为 Plemelj 公式 (Plemelj 
formula). Cauchy - Green 公式 也 称 为 Cauchy - Pom- 
Peiu 公式 (Cauchy -Pompeiu formula). 
Bochner - Martinelli 核 是 Cauchy - Fantappié 核 
(Cauchy - Fantappié kernel) 的 一 种 特殊 情形 . 积分 表 
示 (2} 可 求解 如 下 引 方程 (0 - equation): 


df=v, B Gy=0, 


ER VARRER O , 1) 形 式 ,这 时 在 (2) 的 右 端 将 Óf 
代 以 下 并 赂 去 在 边界 上 的 积分 ， 当 了 了 不具 8 x= 3EP. 
边界 积分 带 来 困难 ,这 时 对 严 烙 伪 乌 域 (strictly pse - 
udo -convex domains) 可 以 求解 ， 并 且 此 时 Bochner - 
Martinelli 核 出 现在 志方 程 的 显 式 解 算 子 之 中 ， 
参考 文献 
[A1] Krantz, $., Function theory of several complex varia- 
bles, Wiley, 1982. 
[A2] Henkin, G. M. and Leiterer , J., Theory of functions 
on complex manifolds, Birkhšwser, 1984. 
[A3] Range, R. M., Holomorphic functions and integral 
representations in several complex variables, Springer, 
1986. 
【译注 】 共有 Bochner - Martinelli 核 的 Plemslj 公式 
E L Ei RE i É, Sh b| 8k 1957 年 得 到 ([B1]), 此 后 应 
用 在 具 Bochner - Martinelli 核 的 奇异 积分 方术 ([B21) 
等 方面 
参考 文献 
[B1] MiS. HDW. pans 定理 的 拓 广 ,数学 学 报 ， 
7 (1957y, 144-165. 
[B2] 钟 同 德 ,多 复 变 函数 的 积分 表示 和 与 多 维 奇 蜡 积 分 方 
HEARE, 1986. 钟 同 德 译 


Eoromofog 方程 系列 [ Bogolyubov chain of equations; 
EorojmoGoma ukanwa ypamiceml |], BBGKY 方程 (Bogo- 
lyubov - Born - Green - Kirkwaod - Yvon equations) 

经 典 统计 系统 的 单 粒子 、 双 粒子 等 等 的 分 布 画 数 
的 方程 系列 . 函数 定义 如 下 : 


Ell t,t, pr... p.) = (1) 
一 天 ja `` ` dry dp. +1 + dy, 


其 中 s=1,2,… 了 为 系统 的 容积 ， 而 ww 为 NATH 
化 的 分 布 务 数 ， 它 满足 Liouille 方程 (Liouville 


equation) : 


ET T = tH, wn }, (2) 
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这 里 括号 为 Poisson 括号 (Poisson brachets), 而 H 为 系 
统 的 Hamilton WF, # fh 268] F V — o, VN 
== 常数 ,方程 系列 具有 对 于 下 的 -一 个 方程 的 形 
式 , 并 与 较 高 匆 的 函数 F, 有 特定 的 “链接 ": 


èF, _ 
N (F) = G) 


一 i > Tr | Tr + |) Fi 和 
wis 

其 中 plr ora DAR i 453035 (s+1)4 8 -f- IB] B) AE 

ERW, H. ys RTEA Hamilton 算 子 . 

#E#h Ji 36 F AT09 AIET. S$ T ya Y j S N Sy fs 29 
Maxwell 分 布 (Maxwell distribution), 这 时 考察 按 粒 子 
坐标 的 s 粒子 分 布 函 数 ， 它 由 (1) 类 型 的 关系 式 通 过 N 
粒子 函数 


H, 


wna, -a Ey) = ge 71 H 


定 出 , 这 里 H =H-B,, W 是 系统 的 粒 于 的 动能 
和 ， 而 配置 积分 由 (4) 的 归 一 化 条 件 决定 .这 些 葡 数 
的 方程 系列 有 如 下 形式 


$F, + l IU: ey 
dxi 8 axi ' (3 
11 /99([|r —r. D = 
+gril a, Ena = 0, 


这 里 以, 是 系统 的 3 个 粒子 间 相 互 作用 的 势能 ， 

分 布 函数 ,尤其 是 品 和 疡 ,可 以 用 来 表达 统计 系 
统 的 所 有 特定 的 特性 . 在 研究 函数 (3) 或 (5 时 所 遇 到 的 
主 槛 困难 是 由 系统 的 圣 闭 问题 (将 方程 链 解 开 ) 以 及 在 
函数 下 的 特定 边界 条 件 下 束 解 封闭 系 所 引起 的 .这 一 
研究 对 于 多 种 物理 系统 是 重要 的 且 对 于 短程 相互 作用 
情况 取得 最 大 进展 ， 这 时 rip 冬 1， 此 地 六 为 粒子 癌 
相互 作用 的 实效 半 权 ,对 于 长 程 相互 作用 当 mjm 交 1 时 
进展 亦 大 ， 尤 其 是 对 于 其 中 静电 {Couiomb) 力 起 作用 
的 系统 . 在 依赖 时 间 的 理论 中 ， 这 直接 导致 单 粒 于 郑 
#c F, BJ 3 30 jË Boatman 方程 {Boltzmann equa- 
tion) 或 Humeon 动 理论 方程 (Vlasov kinetic equa- 
tion), MEPA P, FAD Sw tehi R 
(virial decom position) 或 特定 Coulomb $ E . 

在 考察 量子 统计 系统 时 ，BBGKY KAAT s 
THR TMT < x. x, F xi, x; > 构 成 ， 后 
者 是 一 般 NATET 一 一 ERI PE 在 粒子 的 变 
量 s+1…, 太 之 上 的 踪迹 . 这 些 方程 形式 与 {3} 相似 ， 
其 中 经 典 Poisson 838 h 8 +-#8 Ú 4038. 


参 海 文献 ， 
[1} Eoromo65oa , H H, Msp. 1p., 2 K, 1970, 99 — 196, 
227 — 493, 
[2] Uhlenbeck, G.E. and Ford, G. V. Ledures in 
statistical mechanics, Amer. Math. Soc., 1963. 
H A Kamm Æ H FH 


FEoromofos T% s Í Bogolyubov inequality ; Eoromosoea 
MepanencTBo], 统计 学 中 的 

D ñ h#g M (free -energy functional) 的 
Boromo6os 不 等 式 是 产生 统计 力学 变 分 原理 的 一 个 不 
等 式 . 对 于 任何 Hermit WF UMU, Ú F A 3 & 
EJ Kar; 


EU-U >n effUE 的 


1 
< x <U U;>u.,, 


其 中 
— 8 -ye 


-RAAME E Hamilton 算 子 为 U WRAHA 
HEEE ESA NN 是 粒子 数 或 容积 ， 依 系统 击 
定 ; 人 右 为 能 量 单 位 的 绝对 温度 ， 而 
eH 
Tre U 0 
标记 相对 于 Hamilton 算 子 UU 的 热力 学 平均 ， 
Eoronro6o 不等式 全 在 统计 重子 物理 中 用 来 得 到 
模型 问题 的 准确 热力 学 极限 解 ([1], 12])， 在 利用 分 子 
场 方 法 的 研究 中 ([3])， 在 热力 学 极 银 存在 的 证 归 中 ， 
以 及 为 得 到 各 种 多 粒子 系统 的 物理 上 重要 的 自由 甫 的 
个 值 中 (14])， 雹 得 到 应 用 . ATA“ von Neumann 
ASDA A von Neumann 代数 (和 6 的 情况 ， 均 
有 Boromo6og 不 等 式 (时 的 推广 . 
参考 文献 
[1] Bogolyubov, jr, N. N, On model dynamical systems 
in statistical mechanics, Physica, 32 (1966), 933 — 944. 
[2] Boromoðoa, H H. (Mn.), Meron BOcnenDSaHME MIJICIBHDIX 
ragtUmtrotiatkoa , M., 1974 ( 35 Æ: Bogolyubov, jr, 
N. N., A method for studying model Hamiltonians, 
Pergamon Press, 1972). 
[3] Tutymmon, C. B., Merom rasTonol Toobem marmer, 
2 ex, M., 1975 ( 3: R: Tyablikov, S. V., Methods of 
the quantum theory of magnetim, Plenum Press, 
1967). 
[4] Kapsm JI. DL, Cravwcrurwxzaq puusa memi, M. 
1974. 
[5] Ruskai, M. B., Incaualities for traws on von Neumann 
aləebras, Comm. Math. Phys, 26 (1972), 280 一 289. 


<... > = 


[6] Araki, H., Golden - Thompson and Peierls - Bogolyubov 
inequalitis for a general von Neumann algebra, Comm. 
Math. Phys, 34 (1973), 167 — 178. 

【 补 注 J 
[A1] Ruelle, D., Statistical mechaniœ : rigorous results, 
Benjamin (1974). 

2) Green É $t (Green function) 与 X 联 is 数 
(correlation funetions) 的 Eoromo6os 不 等 式 ， 以 下 不 
等 式 对 于 时 间 - 进度 换 位 子 Green 两 数 ( 见 统计 力学 
中 的 Green 函数 (Green function) wa. WEER 


<A B >> = y [<48> a 


其 中 E.R W T B 的 虚数 时 间 t= is BJ Heisenberg #2 
WK, <->, 表示 Hamilton # T. 日 的 热力 学 平均 , 0 


为 绝对 温度 ， 则 
| ==4; B> |! = (D 
< |A; At | <“ B8Bt;B>5>> |. 
# a=i0 =[0, HY RA. 88 
| <10, Bl- >y |? 
条 | <12 [2 H] >u l 
(2) 
这 里 [, j 为 换 位 于 ， 还 可 以 写 出 由 ( 轨 得 到 的 不 等 式 
十 + | <[@, B]- > # |° 
<BB +B' B> > 20—— 
| < [Q, [ot ,H)-]- >H | 
(3) 
由 于 不 等 式 人 ) 与 (3) 的 一 般 性 ， 它 们 在 对 各 种 物理 系 
统 的 研究 中 被 广泛 应 用 . 
通过 选择 运动 的 某 种 在 =0 与 Hamilton 算 子 换 
WMR AAT O= (站 ， 从 {3) 可 以 得 到 关 
KEK 


| <8 +; 8 >>| < 


<B,B; +B; Bi >y 
的 改善 了 的 情 值 、(3) 右 端 分 子 中 的 挽 位 子 描述 算 子 
避 ,-, 产 生 的 连 统 对 称 群 的 无 穿 小 转换 下 的 B. 的 转换 
性 质 , 在 对 其 有 自发 对 称 破 坏 的 系统 的 研究 中 , 不 等 式 
(2) 与 (3) 被 有 效 地 利用 : 在 这 样 的 情况 下 ， 热 力学 平 
均 应 在 准 蔷 均 方 法 的 报 架 中 加 以 考察 { 见 所 平均 方 
法 (quasi - averages, method of )) ， 

类 似 的 不 等 式 可 应 用 于 经 典 统计 力学 中 的 Green 
函数 ， 这 时 相应 的 换 位 子 “ 变 成 为 "Poissom 括号 
{Poisson brackets ) ， 

Eoromo6os 不 等 式 使 建立 与 统计 物理 的 模型 系统 
有 关 的 一 些 美 系 式 以 及 研究 无 穷 系 统 中 的 顺序 问题 成 
为 可 能 .参考 文献 见 Boromo6om 定理 (Bogolyubov 
theorem) Æ. A M. Kyp6aros w% 这 W W 


» 
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Eoromaobos 定理 [ Bogolyubov theorem ; EoroasoGona Teo- 
pma] 

1) Boromobos # AE BB (Bogolyubov edge -of- 
the -wedge theorem) 是 解析 开拓 {analytic continua- 
tion) 原理 的 -个 拓 广 ,特别 是 拓 广 到 多 个 复 变量 的 情 
形 . 它 是 1956 H. H. BoromoBon 在 证 明 量 子 场 论 
中 的 色散 关系 时 得 到 的 ([1] ， 附 录 A) . 它 的 近代 的 表 
F. AAR fz), z5, z. x tiy 在 一 开 集 
TE={z:|2| «y y €E C) AEH, Hh C E R HAE 
RAER Cí (— C)# @ 的 一 开 锥 , AFR O C R° 包含 
在 球 |x| <# 中 并 设 对 DD) 中 的 任何 测试 西数 (x). 8 
限 

jin je te) 

FE. ES y 0,yEC 的 方式 无 关 ; 那么 f(z} 可 以 解 
析 开 拓 到 与 下 式 I 有 联系 的 区 域 T; UÓ K: 

O = U (z: |z—£|<8Aə(2), 

Ü 

N O R# 2 00 pa, 0< EH 
数 , 它 仅仅 依赖 于 锥 CC， 又 A.G) 5 £ S| O É iB 300 
距离 ，Boromo6oe 的 模 边 定理 当 ?= oo 时 也 上 成立 , 在 
这 种 情形 下 ,在 甘于 函数 f(z) 的 增长 的 某 些 假设 下 , 我 
们 可 以 得 到 Borommo6os 定理 的 原来 的 表述 (WL[1]; R° 
中 的 光 锥 起 著 锥 的 必用 ). 这 个 定 埋 有 各 种 证 明和 拓 广 
([2],15]). 特别 要 提 到 大 广 到 超 函 数 (I4]) 各 全 纯 上 循环 
{[3]) 的 情形 . 

FEoromo6oa 模 边 定理 广泛 应 用 于 公理 量子 场 论 ， 偏 
微分 方程 理论 和 全 纯 旺 数 (特别 是 多 复 挛 函数 ) 的 边 值 
理论 中 .这 个 定理 的 -个 有 用 的 完全 化 是 亡 m tu 
定理 (C- convex hull theorem) ([21). 在 Boromočos 
定理 的 条 件 下 ， # C=CtUC 7, C = —-C*, K h 
C+ 是 一 凸 尖 锥 ， 那 么 

Bc(O) C ReH(TS (JÖ), 


W Ë H (D) 是 D 的 全 纯 包 (holomorphic envelope), 
Re DE K 8 D WJ K Rl, X B.(0)R S ONCA 
包 , MRs O 3: B.R. F P| PE PR É5 8⁄2 I PE E: 如 果 
Bc(O) 中 的 点 x "和 x?” 可 以 用 完全 亿 含 在 吨 .(O) 中 的 女 相 
似 曲 线 连 结 , 3 2 Pr fi A E B| b bb C TD i han s + 
B(A. 


参考 文献 


[1] Boromotoa, H. H., Memex, E. 8., -Tlommanon, M. 
K., Bompoch topim Tmucrcpemonmromn COÒTHOUKHHÄ , M. , 
1958 ( Æi $: Bogolyubov, N. N. and Shirkov, D. 
V. , Introduction to the theory of quantized fiekis , Inter- 
scenes, 1959). 


[2] Bapo, B. C., Merom TOPHER 中 ya MHOTHA 
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KOMTURSKEHBIX DCTPCMEHHEIK, M. 1964 (Æ: Viadimi- 
rov, Y.S., Methods of the theory of functions of sev- 
eral complex variables, M. 1. T., 1966). 

[3] Martineau, A., Distributions et valeurs au bord des 
fonctions bolomorphes , im Theory of dienibutions. Proc. 
internat. summer inst. , Lisbon, 1964, pp. 193—326. 

[4] Komatsu, H. (¿d.), Hyperfunctions and pseudodif- 
fential equations , Proc. Conf. Katata, 1971, Springer, 


1973. 
[5] Rwin, W., Lectufes on the edge - of - the - wedge theor- 


em, Amer. Math. Soc. , 1971, B. C. Bnamaapoms F 
{ 补 注 】 模 边 定理 的 其 他 拓 广 包括 CC)= 多 的 情 
J EDA R” BJ "zh" E: — C" 中 的 全 实 超 曲 画 而 不 
E C pÉ {m z= 中 } 中 的 开 集 的 情形 ( 见 [A1]). 218 
C=C'UJC 来 说 , (AF C'ERA), 在 O 中 的 一 CC 
相似 曲线 定 多 为 一 可 微分 曲线 CO: [0, 1 一 马 使 得 
C'(Nec. 
参考 立 献 
[A1] Bedford, E. , Holomorphic continuation at a totally 
real edge, Math. Ann. . 230 (1977), 213-225. 

2) 1/7 型 此 性 的 Boromo6on 定理 (Bogolyubov 
theorem on singularities of type 1/9). 它 是 统计 力学 
中 对 于 具有 一 规范 不 变 交 互 作用 位 势 的 Bose M Femi # 
统 中 的 Green 函数 (Green fundion) 在 小 动量 (g 一 
0) 极限 下 关于 其 源 近 性 质 的 一 个 定理 ， 它 是 由 H. H. 
BoromoGop 1961 年 提出 来 的 ([1]). 

对 多 个 交互 作用 粒子 系统 在 简 并 的 统计 平衡 状态 
的 情形 对 双 时 温度 对 易 子 Green 画 数 ( 见 统计 力学 中 
的 Green 函数 (Green function) E w tn F ASEA E 
示 的 不 等 式 


| <a, ad >>= so | > W q 2, (1) 


其 中 as, a 是 具有 动量 q 的 粒子 的 淹没 算 符 和 产 
EEH. 

i q — 0 Æ Eoromo6oag 定理 中 取 定 的 Green 
AS Er HH 3069 Et T PFE 36 Bi $b E 3° 8k 00 3 32 #&k 
发 ，Eorommofoa 定理 也 预测 系统 的 宏观 性 质 下 那 种 小 
动量 的 新近 性 态 ， 访 小 动量 是 用 已 知 公式 和 Green M 
数 联系 的 . 

因此 ,按照 (1) 在 超 流 Bose 或 Fermi 系统 的 情形 ， 
当 g 一 0 时 ,粒子 密度 分 布 wtq) 以 不 性 于 1/ 在 的 速率 
艳 于 元 穷 大 .在 这 种 情况 下 统计 平衡 状态 的 简 并 性 是 
由 于 粒子 总 数 守恒 的 规则 ， 即 由 于 系统 的 Hamilton Æ 
关于 规范 变换 的 木 变性 . 但 是 ， 类似 的 奇 性 出 现在 各 
自 的 Green 痛 数 中 ， 因 此 也 出 现在 这 样 一 些 关联 函 
数 中 ,这 些 关 联 函 数 表 征 了 具有 其 它 种 类 的 简 并 性 的 系 
统 ,而 这 种 简 并 性 是 由 某 些 附加 的 守恒 规则 而 引起 的 ， 
即 由 系统 的 Hamilton 量 关 于 其 些 变换 的 不 变性 而 引起 
的 ，Boronto6oe 定理 有 许多 非 平凡 的 物理 推论 ， 其 中 


包含 多 个 相 豆 作 用 粒子 系统 的 长 程 有 序 化 问题 ,在 此 系 
统 中 对 称 性 的 自发 破 缺 以 多 种 方式 出 现 : 具有 铁 磁 的 
Heisenberg 模型 , 反 铁 磁 和 铁 磁 的 有 序 化 , 超 流体 和 超 
导体 型 系统 和 娃 品 的 有 序 化 系统 . 

24 q — 0 时 Green MM rh Aj PE BJ H 38 S 3: 5k 9 BË 
谱 中 汇集 型 激发 的 分 支 的 存在 有 关 ， 它 相 庶 于 在 相互 
作用 位 势 士 的 革 些 限制 下 对 称 性 的 自发 破 缺 . 

初等 油 发 能 谱 的 本 性 可 以 措 助 于 对 11) 型 Green 
酉 数 所 构造 的 质量 算 子 (mass operator) 不 等 式 来 研 
究 . 在 Bose 系统 的 情形 H F f B 8 He (0 = 
Ks 了 六 0) ,这 个 不 等 过 具有 形式 :; 


| EnO, D-E | < HN q. (2) 


WE q=0, AA (2) 58 iB Br 8 Hugenholtz -Pines 公式 
{ 到 有 限 温 麻 ) 的 一 个 推广 . 如果 恨 设 质量 算 符 在 点 
(E=0, 二 =0) 的 一 个 邻 域内 有 是 正则 的 , 那么 可 以 用 (2) 
来 证 明 ( 声 子 型 ) 激 发 能 谱 中 不 存在 间 障 . 

在 温度 为 零 (9=0) 的 情形 不 等 式 (1) 建 立 了 粒子 动 
景 的 连续 分 布 的 密度 和 一 个 激发 状态 的 极 小 能 量 之 间 
的 联系 . 

(1 型 的 关系 在 量子 场 论 中 也 应 成 立 , 这 时 一 个 对 
称 性 的 自发 破 缺 (在 两 个 基态 间 的 既 计 ) 发 生 在 无 穷 多 
个 零 质 量 的 粒子 中 ([4], [5]) (Goldstone 定理 (Goid- 
stone theorem)). ÈH A AEE TH Green 函数 
中 关于 小 动量 的 奇 性 ，Eoromef6os 定理 已 被 应 用 到 具 
有 一 对 称 性 自发 破 向 的 相对 论 性 的 其 子 场 模 型 上 
{16]). 
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Boh! 3 WRH [ Boh] almost - periodic functions; Bons 
noTH ünepuonWueckue Dyuguun | 
13 P Sk 3 i ni ii: JE: , E TEB BE HJ AH 


imat 十 下 各 a 
Den, ` -me 


的 广 六 三 角 针 项 式 存 整个 实 轴 上 -BE PA m, 


Tt 


是 任意 整数 ,xp 可 是 给 定 的 实数 .这 个 果 数 
KEA TA 2x 为 周期 的 连续 两 数 类 , 代 被 Bohr 殖 周 期 
菌 数 Bohr almost - periodie functions) É Br ug. P. 
Boh! Ami / AA Ev z BJ RH RU JL S y 3 G E 3 BE. 特别 
地 ,形式 为 


fxr) = ft hx), 


的 任何 函数 f(x), Boh £ (C). 1. £ G) Hp E E 23 PR t B J8| 
期 图 数 ( 周 期 可 能 不 相同 ). E: Bohl si FAR eR €. 
#* x 
[1] Bohl, P., Uber die Darstellung vom Funktionen einer 
Variabeln durch trigonometriche Reihen mit mehreren 


emer Variabeln Proportionalcn Argumenten, Dorpat, 
1893 Thesis . 

[2] Bohl, P., Ucker Differentialgleichung der 
Stürungstheorie, J. Reme Angew Math.. 131 (19065. 
268—321. 

[3] Jeman, B. M.. Noura - nepkomueckne ya, NM. 
1953 【中 译本 : B. M. 列 礁 坦 ， 标 周期 两 数 ， 商 等 教育 出 


eine 


版 社 ， 1956). F. A. Epenaxuua #e 
GEI 这 类 课题 的 一 个 广泛 知晓 的 参考 文献 是 
[Ai]. 
参考 文献 


[A1] Bohr, H., Almost periodic functions , Chelsea, 1947 ( EE 
Hf). KTE Mii i 


Bohr 殖 周 期 函数 [Bohr almost - periodie fimctions ;Bopa 
noema mena0maqeckBe dyugnma] , 一 致 玛 周 期 函数 
(uniform almost - periodic function) 

殖 周 期 函数 的 1-a.p. 类 . 它 的 第 -CEA 
H. Bohr([1]) #6, 足 建 立 在 周期 概念 的 推广 之 上 的 : 在 
区 间 人 oz) 上 连续 的 函数 f (x 是 Bohr 3⁄4 M Br P8 
数 ,如 果 对 于 任意 s>0, 存 在 这 个 图 数 的 E 确 半期 的 根 
AAE k OLANA (almost - period )) , 88% b] A, f(x) 
FE U RB (R ye U - ap aB. WI aP ITP 2>0. 在 
在 工 = 工 全 使得 在 任意 长 讼 为 上 的 区 间 中 , £ Ted: - 
个 数 工 使 得 


[fx tr) fix) | <š, wx. 


如 果 当 5 =0 时 工作 有 界 , 则 Bohr 列 周 期 因数 f (x) 成 
为 连续 的 周期 函数 ，Bechner 的 定义 ( 见 Bochner #à FJ 
期 函数 (Bochner almost - periodic functions) ) 8 # F 
Bohr 的 定义 ,也 在 列 周 期 函数 理论 中 使 用 .已 殖 周 期 
表 数 类 中 的 呆 数 在 整个 实 轴 上 有 界 且 -- 致 连续 ， 一 臻 
HRA Bohr 殖 周期 函数 序列 1 六 Go} 的 极限 fx} 属于 
URAA ANETE REA REAK 
(特别 并, 在 
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inf law] > y > O 
的 条 件 下 , Bohr s HE p8 38% o 8 f (x) fg (x) 是 U aa ag 
ARO. 如果 fO) K U FM PR $€ B. f (x) 在 (一 所 
ooy E-A E 5k. WJ f (O E: U $ 8] HPS 8k; BI E F O) AR 
ERAR MARERS Fosh Odri U ph H i 8 
数 . 
和 参考 文献 
[1] Bobr, H.,Zür Theorie der fastperiodischen Funktionen 
l, Acta Math. 45 (1925), 29-127. 
[2] Jeman, E M., oumu - nepuommmecxae 中 uanm，M ,， 
1953 {中 i 译本: B. M. Fa, AAAH AFA 
出 版 社 , 1956). E. A Epema # 
【 补 广 了 Bohr 的 论著 [A B iB 3p 5 $ 6 i. 有 最 新 的 
ARE [A2]. 
参考 文献 
[AI] Bohr,H . Almost periodice function .Chelsea, 1947 ( PÉ 
HS). 
[A2] Corduneanu, C., Almost periodice functions, Wiley, 
1968 . 朱 学 贤 译 WU K E 


Bohr KE [Bohr compacification ; Ropa scaseruakt] 

Bohr 殖 周 期 函数 的 代数 的 极 人 理想 的 空间 X ( W 
Banach 代数 (Banach algebra) 及 Bohr 殖 周 期 函数 
(Bohr almost - periodic functions)). Bohr 3 Fd HJ r 
数 构 成 实 轴 县 上 的 交换 CREA. 代数 4 等 距 同 构 于 
紧 统 症 上 所 有 连续 函数 构成 的 代数 CW)， 实 轴 民 自 
热 业 贱 人 在 天 中 作为 一 个 处 处 稠密 的 子 集 ( 但 这 … 拨 
和 并 不 中 同 眶 的 )， 紧 统 巨 只有 连通 紧 群 的 结构 ,这 - 
紧 群 等 同 于 实 轴 的 特征 标 群 .如 果 后 者 看 作 赋 有 离散 拓 
扑 ， 在 殖 周 期 函数 的 代数 与 Bohr 紧 化 上 所 有 连续 函数 
的 代数 之 间 的 这 一 同 构 使 得 有 可 能 去 简化 一 些 经 典 定 
理 的 证 明 . Bohr 紧 化 的 概念 对 于 其 他 群 上 的 确 硅 期 函 
数 的 代数 也 很 让 意义 ， 在 有 n 个 独立 的 固定 周期 的 条 
件 周期 函数 集 的 情形 . 带 有 这 些 周期 的 nn 维 圆 坏 面 起 着 
Bohr 紧 化 的 作用 . 

FtM 
[1] Loomis, L. H., An mtroduction to abstract harmonie 
analysis, v. Nostrand, 1953 E. A. Top 1 
[ 补 注 】 也 用 Bohr 紧 统 (Boehr compactum) — i) IK 3# 
Bohr 紧 化 . 

有 上 几 种 方法 刻 灯 Bohr RIEF LEP EAI AEE, B 
如 见 [Al]. 其 中 最 抽 锭 的 一 个 是 将 十 扑 群 吕 的 Bobr 
紧 化 刻画 成 上 在 所 有 紧 HausdoriT $i fh RE m je Be h i 
反射 , 这 时 , 它 的 存在 性 由 伴随 是 子 定 理 (adjoint func 
tor theoremy 得 以 保证 ， 这 一 研究 方法 也 用 二 半 群 并 
导出 儿 种 其 他 类 型 的 紧 化 (人 鲍 如 , 骅 歼 周 期 紧 化 (weakly 


almost - periodic compactification )}. iW. [A2] . 


384 BOHR-FAVARD INEQUALITY 


参考 立 献 
[A1] Afen, E. M. and Holm, P., A note on compact 
representations and almost periodidty m topological 
gou, Math. Scand., 101962), 127 — 136. 
[A2} Berglund, J.F., Junghenn, H. D. and Miles, F., Com- 
pat right topolopical semigroups and generalizations 
of almost periodiaty, Springer, 1978. 
朱 党 贤 过 潘 文 杰 校 


Bohr - Favard 不 等 式 [Bohr - Favard inequality ; Bopa- 
Dapapa WepaneacTeo | 

H. Bohr([11 ) 在 关于 概 周 期 函数 的 原 函 数 在 全 直线 
上 的 有 界 性 问题 中 提出 的 一 个 不 等 式 . J. Favard ([2]) 
给 出 了 此 不 等 式 的 最 终 形式 , 大 大 地 改进 了 Bobr 的 结 
果 ; 他 还 研究 了 具有 r 阶 连续 导数 fx) 的 任意 周期 昭 
数 


fo = Šia, coskx +b, sinkx), 
kzn 


其 中 由 和 均 为 给 定 的 自然 数 . Bohr - Favard 不 等 式 
的 精确 形式 是 


ile < KO lc, 
ile = max | OG) 1, 


其 中 最 优 常数 K=K (n , r): 
K= MPa 2 


Bohr - Favard 338 xÉ ts 88 88 5 R. r Bi St 88k M S £ An 
Wr =Ë Jes 3 AUR EIMIK F 3K. bi 65 PS 2k 2 Bl 
Keomworopoa 宽度 ( 见 宽度 ( widthb 刀 等 概念 均 有 密切 的 
Xš. 
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—224; 243—256. 
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Boks 积分 [Boks integral ; Borra maTerpan ] 

Lebesgue 积分 的 一 种 岳 广 , 由 AA. Denjoy (1919) 51! 
A. MRE T.J. Bok (1921) 详 细 研 究 . 把 在 线段 [a， 
b betran ARAM { 俯 周期 b 一 a ) 到 全 
直线 .对 于 [a,5] 的 任 : -分 划 a=x < x 后 <x,=b, 


以 及 对 于 任意 选取 的 点 8={ 人 站 ,EE[x,_1. Xx,] 和 任意 


r. fE TF RURI: 
IG) = Tf +O xl 
,=1 


Eh 当 P=maxfx 一 x — 0 IH, 100 K MIP k FE 
确定 的 极限 r, MERRI ASE a,b] 上 的 Boks 积分 
(Boks integral) (或 也 积分 (B -integral)). BH ik, 
Boks 积分 基 Riemann 类 型 的 积分 , 它 是 Riemann 积 
分 的 一 种 推广 . 
Boks 积分 是 Lebesgue 积分 的 - .种 相当 大 的 哲 
广 ; Lebesgue 可 积 函 数 都 是 下 可 积 的 , 且 它 们 的 积分 相 
等 ,但 是 却 存在 着 Lebesgue 不 可 积 而 B n] #H B PB 9k ; 特 
W, g RAR f ERR, M) 2 是 吾 可 积 的 ,并 
且 子 的 Fourier 38 $& 5 HE RRE RK ET g (+E: B 
my 8 x F 的 Fourier 级 数 的 系数 (A. H. Komoro- 
pon). 由 于 4 积分 (4 - integral) 更 适合 于 Lebesgue rf: 
函数 的 共 包 晒 数 的 积分 ,Boks 积分 的 理论 就 没有 进 一 
步 发 展 了 . 
参考 文献 
[1]. Boks, T. J., 
l'intégration de Riemann et de Lebesque, Rend. Circ. 
Mat. Palermo (2), 45 (1921), 211—264. 
[2] Zygmund, A., Trigonometric series, 1 — 2, Cambridg 
Univ. Press, 1979. 
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Sur les rapports entre les méthodes de 


Boltzmann +y [ Boltzmann distribution; Bonbumwama pac- 
Hpejejnennej 

分 子 服 从 经 典 力学 定律 的 理想 气体 的 粒 于 的 动量 p 
和 坐标 7 的 统计 平生 分 布 函 数 了 ftp, T), 在 外 势 场 中 为 


Euo 
JPT) = A exp -1 r) (1) 


XE k X Boltzmann 常数 (一 个 普 适 常 数 :=1.38 x10" 
erg fdegree), T HAHAE, p /Om)A PFH Sh AE, 
Uir) 为 粒子 在 场 中 的 势能 ， 常数 4 通过 在 一 无 量 纲 相 
容积 中 的 归 一 化 条 件 而 定义 


H 3 
f Ífo, s = N. 
IB NKNWS TMA SS, h A Planck 常数 (一 个 普 适 常 
数 有 =6.62 24107 erg x se), . 
dip = dp, dp, dp, dr = dx dy dz. 


4 还 可 以 通过 在 速度 和 坐标 空间 中 的 归 一 化 条 件 而 定 
出 ， 这 在 气体 动 理论 中 是 更 为 通常 的 ; 


好 


tl 


f [ro,)atya)r = N, 
v = E, dy = dy, dy, dv,. 


Boltzmann 分 布 是 理想 气体 Boltzmann 统计 法 
(Boltzmann statistics) 的 结果 ， 是 Gibbs 分 布 (Gibbs 
distribution) 


Hip. i. Pr- Fa) 
kT 


Ah, Ti,- -py Fy) = =° 
对 于 理想 气体 的 特例 ， 这 时 
p: 
H = Dam t DU) 


而 Gibbs 正则 分 布 变 为 单个 煌 地 Boltzmann 分 布 的 
积 ，Boltzmann 分 布 是 理想 气体 在 足 况 高 的 温度 下 当 
量子 效应 可 以 怨 酷 时 的 量子 统计 的 极限 情况 ， 一 个 粒 
于 第 i 量子 态 的 平均 占有 数 次 


n, (2) 


其 中 5, 为 相应 于 粒子 第 i 个 量子 态 的 能 量 ， 而 为 由 
REREN ELKES. 公式 ( 罗 在 如 下 温度 和 天 
度 范围 内 成 立 ， 这 时 粒子 间 的 平均 距离 比 Plandk 常数 
h 和 平均 热 运 动 巡 度 模 之 比 为 大 量 


1⁄3 h 
zJ > ET . 
Misxweli 分 布 (Maxwell distribution) Æ Botzmann 
分 布 (1) 对 于 U=0 人 时 的 特例 : 


一 kT 
一 eY 61 ， 


= N 
=s 


3⁄2 
m | ETF SIRT, 


2k T (3) 


分 布 函数 {1 有 时 称 为 Maxwell -Boltzmann 分 布 
(Maxwell - Boltzmann distribution), 而 Boltzmann 
分 布 {Boltzmann distribution) 一 词 保 留 下 来 用 来 称呼 
对 于 粒子 所 有 动量 积分 了 的 分 布 函 数 (1)， 这 里 它 代表 
点 r 处 粒子 的 数 密度 : 


n (r) = nge TOAT, I (A) 


这 里 m 是 相应 于 U=0 #bñ Pr J BJ Sr EF. A| AE 
粒子 表 的 相对 密度 疹 赖 于 各 该 点 钼 势能 之 差 : 

n = e AvikT 

Ay 
HPAU=U f) -U f). (4) 的 一 个 特例 给 出 气压 公式 
(barometric formula), CALEHI EREHE 
的 粒子 密度 : 


n(z) = moe TEAT, (5) 
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这 里 g 是 重力 加 速度 ，m RATHA., -EA Hl 
上 方 高 度 ， 而 mm 为 =0 处 的 密度 . 
儿 种 不 同 质量 气体 构成 的 混合 气体 的 Boltzmann 
分 布 表 上 明 ， 每 单个 组 分 的 粒子 部 分 密度 分 布 与 其 他 组 
分 的 分 布 无 闫 .对 于 一 旋转 容器 中 的 气体 , U(r) 为 离心 
力 场 : 
mar 
U(r) = — 
这 里 是 旋转 角速度 ， 
XÉ N Boltzmann 统计 法 (Boltzmann statistics). 


L H 3y6apes Ë A 音译 


Boltzmann 75 #š [Boltzmann equation ; Bormana ypanuc- 
une ] 

Aae L. Boltzmann 建议 用 来 决定 理想 单 
原子 气 栖 的 单个 粒子 分 布 钞 数 的 方程 ([1]). 在 无 重 网 
变量 中 该 方程 具有 形式 : 


ĝ 
区 +E, VAHE, VS) = L(f. fy. @) 


这 里 f(x,u, t) T 8125 ja] x 62 p HTF #k A 88 $ SE 
BE, JIPE, o 为 速度 ，1 为 时 间 , F 为 外 
力 的 场 强 ， 而 为 一 无 量 绢 参数 ( 它 正比 于 相 邻 辜 挤 间 
粒子 走 过 的 平均 距离 与 所 讨论 现象 的 典型 尺度 之 间 的 
比值 .在 最 简单 的 情况 下 碰 摧 算 子 具有 形式 : 


LE, p= [LESE ~f(0) fv) olando, , 


RP n 与 0 为 磁 捷 前 分 子 的 速度 ，w 与 4' 为 雄 撞 后 分 子 
的 速度 ， 而 do Pl o ~# 方 向 上 的 主体 角 元 ， 

在 推导 Boltzmann 方程 时 假设 函数 f(x, v, D) B5 38 
变 由 其 在 给 定时 刻 上 时 的 值 及 气体 分 子 间 的 成 对 碰撞 
所 决定 ， 并 假设 磁 擅 期 间 两 个 分 子 间 的 相互 必用 时 间 
比 起 它们 互 不 依赖 地 运动 时 的 时 间 槛 短 的 志 ， 从 数学 
观点 看 Boltzmann 方程 的 推导 基于 一 定 的 算法 规则 ， 
以 构成 与 两 个 互相 辜 描 的 气体 分 子 的 已 知 运动 法 则 相 
一 致 的 算 于 工 . 

方程 (*) 中 变量 的 变化 区 域 为 半 直 线 1 之 0, vh E 
化 范围 为 整个 R) 空间; 而 x 的 变化 范围 是 Ri 中 的 亚 
空间 (NN 也 可 以 与 Ri 相 重 合 )， 根 据 其 物理 意义 ， 函 
Hev, t) EER AKTE 


Fe. t, Lv dv aw. 
8Q 上 的 最 简单 的 边界 条 忻 具 有 形式 
fv-2n(n, v), x, 1)=f{0, x, t), xe AQ, ee R2, 


#rh n q 002 891816). jy ÉE A Cauchy 问题 的 几 种 
准确 提 法 ， 但 对 其 中 的 任何 一 种 提 法 ， 在 对 算 子 工 的 
从 物理 上 看 来 很 自然 的 假设 条 件 下 ， 却 没有 证 明 方程 
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{*) 的 解 的 整体 存在 . 
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线性 化 Botman 方程 [Boltmann equation, linea- 
tized : BomuMana JiHeapisopauuoe Ypaedegme] ,气体 动 
理论 中 的 

近似 描述 无 内 自由 度 的 足够 稀薄 的 气体 在 与 平衡 
偏离 为 小 量 时 的 单个 粒子 分 布 函 数 的 演变 的 线性 积分 
微分 方程 . 

这 一 方程 


ap _ 1 
Fy t <c, V> = —Lo(9) 


是 将 . 
f= m/e 十 je 719 
{RA Botzmann 7; $£ (Boltzmann equation ) 
Hy ce, V.,f > = Liy, f) 


并 平生 会 套数 a hi — KN h5 5 Ama, Wy L, 
称 为 线性 化 磁 据 算 子 (linearized collision operator). 
只 有 当 


sup | f(x, ç, -mie | «1 
x. z. 


时 线性 化 Boltzmann 方程 才 给 出 分 布 函 数 演变 的 令 人 
满意 的 描述 ， 
在 十 分 一 般 的 稻 设 下 ， 算 子 L 是非 正 的 ，< 9， 
L o > <0, 3EB| DIS S 
La(@) = —v(e)@+ 69, | 
这 里 v(c) (有 时 称 为 碰撞 频率 ) 是 乘法 算 子 而 G 是 一 


个 完全 连续 积分 算 子 ， 对 于 刚 球 模型 ,函数 v(c) 和 6 
的 核 有 如 干 形式 《[1]): 


Ic ' 
— 1 一 中 7 l “d 
r(e) = dr >° sherali | 


oo liste] 


4|c—e |° 
ci +e” 
—2m|c—c |exp -= | . 


t — © É £ — Ü if É Cauchy 问题 解 的 存在 定理 
对 于 线性 化 Boltzmann 方程 已 得 到 证 明 ， 并 研究 了 丈 
散 方 程 . 此 方程 主要 应 用 于 理想 气体 的 分 子 声 学 .方程 
给 出 输 运 系数 { 帖 性 系数 ， 热 传导 ， 声 速 ) 的 正确 值 并 
给 出 超声 吸收 的 Stokes - Kirchhoff ## , 
参考 文献 
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Boltzmann H 定理 [Boltnmann H - theorem ; Eom 
H - Teofewa | 

动 理 论 Botman 方程 (Boltmmann equation) 的 推 
论 之 一 ， WELEH, K% 


H(N = fn, r}dr = ffinfadpar 


是 时 间 上 的 不 增长 函数 ， 这 里 了 mm p) EWE 
Boltzmann 方程 的 坐标 + 和 动量 p 的 无 量 纲 的 经 典 单 
粒子 分 布 函数 EE h e,o Rn aR E h A ya 
局 地 Maxwell 分 布 Maxwell distribution ) Wi #F B sb # 
本 性 所 决定 ， 而 1 一 oo Hf H RARR ARTE 
Gibbs 计算 的 带 有 负 号 的 理想 气体 的 焙 . 如 果 + 的 增 量 
在 所 考察 的 问题 中 比 建立 局 地 Maxwell 分 布 所 需 时 间 
大 的 多 , 量 { 一 At 中) 可 与 精密 度 完 全 等 同 , i (— H (( 
可 与 理想 气体 的 非 平 衡 炉 完 全 等 辣 起 来 . 

从 统计 力学 的 观点 看 来 ,， Boltzmann H EH) E 
要 意义 在 于 以 数学 形式 表述 了 宏观 热力 学 的 基本 假 . 
设 ， 例 如 ， 根 据 这 些 假设 一 个 孤立 系统 自发 地 趋 于 热 
JEFA. EHAA. 

有 一 些 王 定理 , 是 与 最 初始 的 Boltzmann H E% 


相似 的 陈述 ， 但 是 是 对 于 不 同 的 或 更 一 般 类 型 的 统计 
系统 表达 的 ， 包 揪 非 理想 的 和 量 了 他 化 了 的 系统 的 情 
ËL. 
Boltzmann H 定理 Boltzmann T 1872 年 得 到 
的 . 
参考 文献 
[1] Sommerfeld, A., Thermodynamics and statistical me- 
chaniœ, Acad. Press, 1956 (j 546 x ). 
[i Uhlenbeck, G. E, Ford, G. V., Lectures im statistical 
mechanis, Amer. Math. Soc., 1963. 
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Boltzmann 统计 法 [Boltzmann statistics ; Eonnavesua 
THETHCT HA | 

应 用 于 尊 和 福 经 典 力 学 的 韭 相互 作 用 粒子 系统 {经 典 
理想 气体 ) 的 统计 学 . 理想 气体 粒子 的 分 布 不 在 所 有 
粒子 的 相 空间 (r- % BJ) 中 讨论 { 蚂 然 粒 子 之 间 无 相 
互 作用 ) ,如 在 Gibbs 统计 力学 中 那样 ( 见 妃 ibbs 分 布 
(Gibbs distribution}}， 而 在 一 个 粒子 的 坐标 和 动量 
的 相 空 间 (u - 空 何 ) 中 讨论 .这 与 理想 气体 中 相 体 积 
E a- 空间 中 得 以 保持 有 关 (Tiowille 定理 (Liouville 
theorems) 的 一 种 特殊 情况 ) . 

根据 Boltzmann 统计 法 , 这 种 相 空 间 被 分 割 为 具有 
如 此 相 体 积 的 天 量 的 小 相 梧 , 使 其 中 每 一 相 格 均 售 有 足 
EERRF N ， 并 县 讨论 粒子 在 这 圭 相 略 中 一 切 可 能 
的 分 布 . 第 5 个 相 格 的 相 体 积 G 是 以 由 为 单位 的 
& -空间 中 该 相 格 的 体积 ， 其 中 广 E Planck 常数 ( 普 
通常 数 p — 6.62 X 10 "erg" sec). 这 种 无 量 纲 的 如 的 
音义 是 第 i 相 格 中 可 能 的 微 状 态 数 的 最 大 值 ， 风 为 根 
据 量子 力学 ， 等 一 对 坐标 和 动量 的 嫌 积 的 最 小 值 等 于 广 ， 
并 且 粒 子 具 有 三 个 自由 度 . 

统计 力学 是 建立 在 如 下 假设 之 上 的 ， 妈 对 应 于 给 
定 的 总 能 量 和 给 定 的 粒子 数 ， 所 有 微观 状 志 的 概率 相 
E. 将 NN 个 粒子 分 配给 每 个 相 格 含 N 个 粒子 ， 其 大 小 
AGE 邮 个 相 格 的 不 同方 式 的 数目 等 于 

A, 
Wsi N-e) =N! II = N = YN. 
Is <a 'Y i 

这 里 考 庶 到 ， 粒 了 于 完全 独立 ， 粒 于 可 互相 区 分 ， 在 每 
一 相 格 范围 内 粒子 的 重新 排列 不 会 改 恋 状 态 . 在 
Boltzmann 统计 法 中 此 值 决 定 了 统计 权 或 者 状态 的 热 
力学 概率 (与 普通 概率 不 同 ， 此 概率 尚 末 归 -- 化 ). 当 
计算 统计 权时 ， 已 假设 全 同 粒 子 的 排列 不 会 改变 状 
态 , 从 而 相 栖 积 W, 应 当 除 以 MAT: 
Ws 
NU 


RR, Rmh T 09 A 32 2S 5y H (generic 


下 (一 


BOLZA PROBLEM 387 


phases) ， 以 区 别 于 产 来 的 特定 相 (specific phases). 
当 粒 子 数 日 


以 及 总 能 量 
E = SN, 
:=| 
ts 是 第 i 个 相 格 中 粒子 的 能 量 ) 纵 定时 ， 粒 子 按 相 格 单 
元 的 不 同 分 布 的 所 有 微观 状态 均 对 应 于 同一 宏观 状 
+ 


假定 处 于 统计 平衡 状态 的 粒子 的 分 布 对 应 于 最 可 几 
分 布 ， 即 当 料 子 数 N 给 定 且 能 量 为 E 时 对 应 于 最 大 的 
W CUNO). 当 六 和 五 确定 时 的 条 伞 极 值 WOON O) 
问题 给 出 相 格 中 粒子 的 平均 数 的 Boltzmann 分 布 (Bol- 
tzmann distribution) 
N, 
G 
其 中 类 为 Boltzmann 常数 ( 普 适 常数 上 =1.38 - 107" 
erg /degree), 了 是 络 对 温度 ，A H N=, N. # tk rh 
ERRE. 在 势 声 为 U(r) 的 特殊 情况 下 : 

pr 
& 二 Sm U (ri). 
Boltzmann 统计 法 是 非 相互 作用 粒子 的 气体 的 正则 
系 综 的 Gibbs 统计 法 的 特殊 情况 . 当 温 度 足 种 高 ， 可 
DERETA, Boltzmann 统计 法 是 Fermi - Dirac 
统计 法 (Fermi - Dirac statistics) 和 Bose - Einstein 统 
计 法 (Bose - Einstein statistics) PR RIE M. 

Boltzmann 统计 法 是 由 L. Boltzmann F 1868 — 1871 
年 建立 的 ， 
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Bolza 问题 [ Bolza problem ; Bona sagana ] 

经 典 恋 分 法 中 主要 向 题 之 一 ,给 出 某 些 方 称 类 型 的 
金东 后 ,讨论 极 值 的 条 忻 , 由 口 . Bolza 于 1913 年 系统 
地 提出 .此 问题 是 在 出 现 方程 类 型 的 微分 约束 


pit, x, X)=0,@ :RxR'xR'— R", men, 


以 及 边界 条 件 
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VG. x(6) b. x(6)) = 0, RXR" XRXR >R, 
p < 2n+2 


Hf, 8 ZZ Fë 
JG) = [fü x x)dr+9(6,x(0) t x(o), 
Jf:RxXxR XR — R 3:RXR'XRXR' 一 R 


极 小 化 .如 果 g 二 0, 此 问题 为 熟知 的 Lagrange 问题 
(Lagrange probiem), 如 上 打 f 寺 0 及 p< 2n +2 , WES 
知 的 Mayer 问题 (Mayer problem). Bolza 问题 的 一 个 
特殊 的 特征 是 泛 孙 的 混 音 性质, CARR- TRIE A 
与 一 个 边界 上 的 函数 之 和 . 原则 上 , Bolza 问题 等 价 干 
Lagrange 问题 ,事实 上 上 如果 令 


fr 


T(x) = fE x, ijt x1) 


Xni = Ü, 2 三 ny 


就 可 做 到 . 它 也 导致 Mayer 问题 ,如果 令 


Ja = xolta) ta xih 12, x(0), 
这 里 
žo = fü, x, z), xolti) = 0. 


选择 此 问题 的 给 出 形式 , 以 及 选择 拓扑 , 然后 在 此 
范围 内 考虑 和 问题 ,取决 于 是 否 方便 或 者 在 每 个 特殊 情形 
下 的 期 望 ,在 最 优 控制 理论 中 ,此 问题 通常 采取 Mayer i] 
题 的 形式 ;在 经 典 变 分 法 中 , 则 考虑 Lagrange 问题 的 形 
式 . 最 为 广 证 使 用 的 拓扑 是 连续 可 微 函 数 的 空间 C ' 的 
拓扑 . 为 了 得 到 关于 极 值 的 必要 或 充分 条 件 , 必须 对 问 
题 定义 中 所 涉及 的 洱 数 f, g 58E o, y bA EN 
要 求 , 3F H tE 3 K D S mk 9 ENE, BERE (pâr, 
pm O/B ,ajaxs) 与 (gj 地 必须 分 别 有 最 大 的 秩 
p5 m. Æ Bolza 问题 中 (类 伏地 ,在 Lagrange str Mayer 
PRP erh 8 BS 51 R BS r) 必须 满足 Euler 方程 
t Euler equation), 关 于 由 所 给 问题 的 条 件 用 Lagrange 
35 F (Lagrange multipliers) 构成 的 Lagrange ü 8 
(Lagrange fnetion ) 的 Weirstrass 条 件 ( 关 于 变 分 极 值 
的 )(Weirstrass conditions (for a variational extre - 
mum). 以 及 Jacobi 8 fF (Jacobi condition) #3 Ht aè 
Ætt (transversality condition). 

在 Bolza 问题 上 面 的 叙述 中 所 用 的 记 叶 是 最 优 控 
HEE ERREI. 在 经 典 变 分 法 中 , Bolza 问题 
使 用 不 同 的 记号 来 阐述: 


JG) = [fix y, y )dx +9( yah x: y(x>), 


pG. y. y) = 0, (xu ya) x, y(x2)) = 0. 
参考 文献 
[1] Bls, G. A, Lectures on the calculus of vanations, 
Chicago Univ. Press, 1947, 
FL B. Bampi E +A PR + Fr F 
Bolzano - Weierstrass 选择 原理 [Bozano - Weierstrass 
selection principle; Bozmamnao - Bešiepurrpacca npmaum Bhi- 
Gopa ] 
数学 分 析 中 经 常 应 用 的 一 种 证 明 方法 , 它 的 基本 忆 
想 是 把 区 间 不 断 地 等 分 为 两 半 , 从 中 选取 有 某 种 特性 的 
区 间 帮 为 新 的 原始 区 和 间 . 这 种 方法 适用 于 以 下 的 场 
合 : 假 如 区 和 间 具 有 某 种 性 质 , 经 过 等 分 以 后 ,至 少 有 一 个 
区 间 仍 有 具备 这 种 性 质 ， 例 如 ,一 个 区 间 含 有 某 集合 中 的 
无 限 煞 个 点 ,或 者 某 函 数 在 一 个 区 人 间 上 是 无 界 的 ,或 者 
-个 非 零 函数 在 区 间 的 两 端点 上 取 符 号 相反 的 值 ; 所 有 
这 些 都 属于 这 种 类 型 的 性 质 ，Bolzanc - Weierstrass 1 
择 原 理 可 以 用 来 证 明 Bolzano - Weierstrass 定理 {Bolza- 
no - Weierstrass theorem) 以 及 分 析 中 许多 其 他 定理 . 
在 应 用 Bolzano - Weierstrass 选择 原理 时 ,根据 所 
选区 间 的 判别 准则 ,而 将 过 程 分 为 能 行 性 与 非 能 行 性 两 
种 ， 前 一 情形 的 例子 有 :应 用 这 种 选择 原理 去 证 时 在 纵 
定 线段 的 端点 取 异 号 值 的 连续 函数 必 在 内 部 某 点 取 值 
为 9【 见 连续 疼 数 介 值 的 Cauchy 定理 (Cauchy theorem )). 
在 此 情形 下 ,选取 区 间 的 判别 准则 是 函数 在 该 区 间 的 两 
端 取 异 号 值 . 假如 有 一 种 方法 可 以 计算 每 点 的 明 数 
值 ,那么 过 程 进行 到 是 够 多 次 步 又 以 后 ,可 以 算出 在 一 
TRET. PS 3 HU (B 05 A 09 e 38. 这 样 ,不 仅 证 明 
T # É [B| PS S He F 12 (8 BS ë SE EB 38 E X Ej q # E 
点 ,而 且 还 提供 了 求 方程 近似 解 的 一 种 方法 TERET E 
的 一 个 例子 是 :应 用 Bolzano - Weierstrass 选择 原 王 去 
证 明 在 闭 区 间 上 连续 实 冰 数 在 此 区 向 上 达到 最 大 值 . 
这 种 情形 下 ,过 程 中 逐次 选取 区 间 的 判别 准则 是 , 函数 
在 所 应 选 的 区 间 上 的 最 大 值 不 小 于 其 他 区 间 上 的 最 大 
E. 如 果 像 前 一 情形 那样 ,能 够 计算 每 点 的 等 数值 . 这 
时 仍 不 号 以 有 效 地 选 出 所 需 区 间 . 因此 , Bolzano -Weie - 
Istrass 选择 原理 在 这 种 情况 下 , 只 能 证 明 存在 性 定理 ， 
即 落 数 在 某 点 达到 其 最 大 值 , 却 无 法 提 殿 在 -EAE F 
读 点 的 举 标 . 
Bolzano - Weierstrass 选择 原理 有 各 种 推广 ,例如 
可 应 用 于 # 纵 Euqdid 空间 (r=2, 3, e Y rh 6) n 8 
体 , 通 过 等 分 其 边 长 而 得 到 相互 合同 的 子 方 体 等 等 . 
J. A. Kynpasuen E FHE 至 BE F 


Bolzano - Weierstrass 定理 [Bolzano - Weierstrass theo- 


rem 3 Boano - Beñepurrpacca Teopewa | 

LEA RRASA — T lk St ñu T. Pt. 此 定理 对 实 
数 集 和 复数 集 都 可 应 用 . 它 还 可 以 推广 到 一 般 的 博 
形 , 例 如 ,n 维 Eudid 空间 中 的 任意 有 界 的 无 限 集 , 至 少 


在 该 空间 内 有 一 个 极限 点 . 这 定理 直至 还 可 以 进一步 
推广 到 更 为 一 般 的 室 间 中 去 . 

B. Bolzano (人 [1 证 明了 这 个 定 旦 ;以 后 它 又 詹 K. 
Weierstrass 独立 地 推 得 . 
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JI. Jl. Kympramea Ë ERE 译 


Bonnesen 不 等 式 [ Bonnesen inequality ; Bonue sena ne- 
aaeacTB0] 

平面 中 山区 域 等 半 不 等 式 (isoperimetric inequa- 
lity) 的 更 精确 的 形式 之 一 . 设 天 是 平面 中 一 个 向 域 
(convex domain), $r EAA T K BAA EAA B) =F 
i., REUB K PJ BIS 346, S L 15 FAAEE 
KRAK 与 面积 ， 于 是 Bonnesen 不 等 式 (Bonnesen 
inequality) {{1]) ` 


à = L2—48F > m(R 一 站 


RE. 等 式 A=0 REARS R=r, B| KN , 
Bennesen 不 等 式 的 推广 见 [2]. 
参考 文献 
[I] Bonnesen, T., Ueber eine Verschirferung der Soperime- 
tische Ungeichheit des Kreises in der Ebene und auf 
die Kugloberfläche nebst einer Anwendung auf eine 
Minkowskische Ungleichheit für konvexe Körper, Math. 
Ann., 84 (1921). 216 — 227. 
[2] Ma, B. H., Aow. AH OOCP», 213 (1973), 3, 
519 — 521. A B Hesnoe 把 RAAH 


Bonnet M [ Bonnet net ; Bomme ceTb | 
其 大 数 曲线 具有 常 测 地 曲率 的 等 温 网 [isothermal 
net) .在 这 种 参数 曲线 网 下 ， 线 素平 方 是 : 


;: — du" + d 

(U +Vy ` 
其 中 U=U uh, V=V(). O. Bonnet 在 1848 年 研究 
it. A E Wao R 沈 一 兵 译 


Bonnet Æ% [Bonet theorem ; Bomme Teopema ] 
1) 甘于 具有 给 定 第 一 和 第 一 基本 形式 的 曲 窗 存在 
性 和 唯一 - 性 的 Bonnet 定理 ( Bonnet theorem on the 


existence and the uniqueness of a surfaœ) ([1]). 设 


ET HRT KARIER: 
Edw +2Fdudv+ Gd. 
Ld +2Mdudvt Ndo, 


其 中 第 一 个 形式 是 正定 的 ， 并 设 这 些 形 式 的 系数 满足 
Gauss 方程 (I Gass 定理 (Gauss theorem)) 和 
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Peterson - Codazzi 方程 (Peterson - Codazzi equations). 
Få. fFffE— Bm. E LEA TERA aE Ez i 
面 的 第 一 和 第 -基本 形式 ， 并 且 这 样 的 曲面 被 唯一 确 
定 到 只 差 空间 的 一 个 运动 . 

2) XTE AER Bonnet 定理 ( Bonnet theo- 
rem on the diameter of an oval suraœ). #— BB 
形 面 在 其 所 有 点 上 的 曲率 大 于 或 等 于 1/4, Mik h E 
的 奸 部 直径 小 于 xA4; 这 个 估计 不 能 再 改进 ， 这 是 
O. Bonnet 在 1855 年 给 出 的 . A B. Hanos 所 
【 补 注 ] Bonnet 的 这 个 定理 的 证 明 可 在 [上 1] 或 1A2] 中 
找到 ，Peterson - Codazzi FAA AIA Mainardi - 
dazzi 方程 (Mainardi - Codazzi equations), M [A1], 
它们 是 由 G. Mainardi(1857) 和 D. Codazzi(1868) Œ 
立 的 . 
参考 文献 

[A1] Blaschke, W. and Leichtweiñ , K. , Elementare Differ- 
entialgpometrie, Springer, 1973. 

[A2] Carmo, M. do, Differentia] geometry of curves and 
surfaces, Prentice - Hall, 1976 {中 译本 : M. £ F 88, 
hera É: pi 8 2 JU S, eR OK BR tt. 
1988). 

【译注 了 F388E E ti mi fE 9 3k F R = [B] ñ) E 
径 ， 即 两 点 向 { 内 蕴 ) 距 商 的 上 确 界 ，- 一 般 简称 直径 

上 述 Bonnet 3 RAR e gaf A: 若 孵 形 面 的 Gauss 曲 
率 处 处 不 小 于 1/4， 则 它 的 直径 不 大 于 nd (AEA, 
p.352). 

3) 关于 中 值 的 Bonnet 定理 (Bonnet theorem on 
the mean value), 第 二 中 值 定 理 (second mean val- 
ue theorem) ([2]): ESON pO) Ë É IE] [a ,世上 的 可 
PRAH. ME p(x) 是 x 的 正 递 减 阔 数 ; 则 在 [a,b] 中 存 
在 数 £， 使 等 式 


b š 
| o3e0J)4x=o(a | yooax 


成 立 . ERER oO t OM 83. Hd Bonnet MH 
言 :在 和 ,可 中 存在 一 点 上 ,使 


k (d 5 
POLOLO Jodz+eg| flx)dx 
ÈL, 
参考 文献 
[1A] Bonnet, È., J. Éole Polytechnique ，24 (1865), 
204 — 230. I 
[1B] Bonnet, O.,J. École Polytechnique, 25(1867), 1 — 151. 
[2] Bonnet, O., Remarques sur quelques integrales définies, 
J Math. Pures Appi, , 14 (1849), 249 — 256. 
T K Ikmosa # 
[ 补 注 】 Bonnet 的 原文 是 [A]] ， 
参考 文献 
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[AI] Bonnet, O., C. R. Acad. Sci. Paris, 40 (1855), 
1311- 1313. w- - 兵 tE 


Boole 代数 | Boolean algebra ; Eymema amreópa ], Boole 
格 (Boolean lattice) 
-种 特殊 类 型 的 仿 序 集 , 它 是 有 最 到 死 “1 ,和 最 小 


五 吕 " HENIEK x BAH Cx BJ y SE 8 (distribu- 


tive lattiœ j), "LA O" 4r HIRIE Boole 代数 的 各 元 和 
* ú; Cx RM E X: = 


sup(x, Cx} = 1, inffx, Cx} = 0 


HER. 运算 sup #linf 通常 用 符号 V 和 入 表示 .为 强 
调 它 们 与 集运 算 中 并 与 交 的 类 朴 性 ,有 时 也 分 别 记 作 UJ 
MO, Cx EMRA X, x 或 者 一 x 来 代替 .在 Boole 
代数 中 ,元素 的 补 元 是 唯一 的. 

Boole 代数 也 可 由 另 一 种 方式 来 定 六 , 即 作 为 一 个 
RAZE C, V, ABEZE, 运算 满足 以 下 的 公 
M; 


l x Vy =y Vx, XA =y Ax; 
2) xV (y Vz)=(x Vy)V z, x AAZ) 
=(x Ay)/Az ; I 
3) w Ay)Vy= y, (x Vy)/Ay=y; 
4) x A(yVz)=(x Ay)V (x Az), 
xV (yAz)=(xVy)/A (xV zy, 
5) x A Cx = y, (x V Cx)/Ayy = y. 


如 果 用 这 种 定义 方式 , 那 就 不 必 事 先 给 出 序 ,而 是 
按 如 下 的 条 件 引 人 ; x S y, WEBM x=x A y, 

还 有 其 他 的 公理 化 方法 ，Boole 代数 的 公理 反映 了 
在 "集合 ", "事件 "与 “命题 "这些 概念 之 间 的 相似 性 . 
Boole 代数 中 的 * 序 "关系 可 以 作 多 种 方式 的 前 释 -一 集 
合 论 中 的 包含 ,事件 的 因果 关系 ,或 命题 的 逻辑 依赖 , 等 
等 ， 

在 一 个 Boole 代数 中 , REKER C. V, A 以 
外 ,还 可 以 定义 别 的 运算 , 其 中 对 称 差 运算 特别 重要 : 


xta 二 人 人 CPVC) 


这 个 运算 又 可 记 作 xAy, 1x 一 | 

任何 Boole 代数 都 是 关于 "如 法 "(+;) 和 “乘法 " 
【和 的 有 单位 元 的 Boole 环 (Boolean ring): 任何 有 单位 
天 的 Boole 环 都 可 作为 Boole 代数 . 

Boole 代数 最 初 是 作为 一 种 符号 逻辑 的 工具 上 出现 于 
G. Boole 的 研究 中 , W0] , D). 它 随后 在 数学 的 其 他 
分 支 中 一 一 概率 论 .拓扑 . 泛 函 分 析 等 ,得 到 了 广 巷 的 应 
M. Boote 代数 对 逻辑 的 应 用 基于 把 Boole 代数 的 元素 
解释 为 命题 { 见 运 辑 代数 (al 色 pra of lomc)). 4J C x 
解释 为 命题 x 的 理 定 ,运算 入 和 分 别 为 合 取 和 析 


到， 与 好 辑 密切 相关 的 有 Boole 代数 的 另 -应 用 一 一 切 
触 模式 《contact scheme) Eib. Boole 代数 应 用 于 概 
率 沦 基础， 在 棋 率 论 的 研究 中 ， 事 件 场 就 是 个 Boole 
代数 ;这 里 不 等 式 x S y EP y REE l”, 
"0%, Æ Boole 运算 (Boolean operations) V. A #l 
已 作 相 应 的 解释 . 


中 , 取 所 有 的 子 集 组 成 的 类 , 按 包 售 关 系 规 定 它 的 仿 
FF. RA Boole 代数 记 作 2*; 它 的 雷 元 是 空 集 , 2 元 是 
# Q kh. fO Q N xE U S x 的 补 元 ; Booie 运算 
V RA SBS |F 3:32. 

FE Q WJ TEHES R RE f SE Pb y ta 05 
H P 41 š AE pA 39% BF hz É $E X, 按 自 然 的 序 构成 一 个 
Boole 代数 , 它 与 Boole 代数 29 是 同 构 的 .在 这 个 Boole 
代数 中 ， 运 算 V ,入 CU K+, S 2 T F r 5: 


(xV yXg) = max{x(q), ytq)). 
(x AyXq) = mn{x (gh y(q)) = x(gYy(q). 
(CxXq) = 1—x(g). 
(x tay Kg) — |x(q)y(q)| = igit vig) (mod 2), 
(ge Q). 


以 下 是 两 种 特别 重复 的 情形 :; 

1 Q=Q,.= (1, nj. 

在 这 种 情形 下 , 子 集 的 特征 基数 是 形式 加 下 的 ” - 
EFS”: 


X =E (XI, ... XI), XT L 
其 个 数 为 2”. 在 n=1 时 ,得 到 只 由 "17 和 “0" 所 成 的 - 
元 Boole 代数 ， 

2) 0 =X, 

在 这 种 情形 下 , Xo 的 元 素 是 所 有 定义 在 长 为 n 的 
TAEA L, 取 值 为 “0 和 *1" 的 耳 数 ， 称 它们 为 
元 Boole 函数 (Boolean function). 谓词 逻 辑 中 每 个 有 
效 攀 成 的 公式 都 定 内 一 个 Bode AA r — ARY, 
则 公式 等 价 . 

在 某 些 条 件 下 ,Boole (š X t f 3 E X T'H X Ww 
出 的 序 , 本 身 也 是 一 个 Boole 代数 .特别 见于 以 下 的 情况 : 

(a) E TERE., PHI 3 Ixe X: x< ul) 的 集 
合 , 3R 8 2 Z Ju VURM: 

(b) E 是 Bocle. 代 数 夺 的 一 个 子 代 数 这 是 指 ， 
# x.y=ezE, M xV y, xA y, Cx 都 属于 E. E 
Boole 代数 中 的 “0" 和 “1", 在 新 的 Boole 代数 中 仍然 是 
0" 和 “1”"，2? 前 Boole 子 代数 特别 重要 , CNE AH 
集 代数 (algebra of sets), EARS ECX- + 
确定 的 子 代 数 一 BE F WJ IEY. 


在 Boole 代数 阿 的 映射 中 , Boole 代数 的 同 态 有 特 
SERER: CAT E AE Fy Boole 运算 可 变换 的 映射 . 
Boole 代数 的 双 射 同 态 姨 同 构 ， 若 Booe 代数 hke 
FE 生成 . 则 每 个 从 EE 到 任 一 Boole 代数 的 映射 都 可 扩张 
成 为 间 态 , 当 且 仅 当 五 是 -个 无 关 集 (1ndependent 
set). RI ATH E i 


KA AAC A ACX Xx EE E 


的 元 素 都 是 非 零 的 ， 由 一 个 无 关 集 生成 的 Booe 代数 
称 为 自由 Boole 代数 (free Boolean algebra). 

土 面 所 论 及 的 #4 元 Booe 函数 的 代数 ， 是 自由 
Boole 代数 的 一 个 例子 ， 它 的 独立 生成 元 是 以 下 的 函 
数 : 


FELO = x,) = x, 


Stone 定理 (Stone theorem): $4 Boole t% X 
AHATE- TRARA., METETE ENEA 
由 (台中 ,由 所 有 开 闭 集 形 成 的 代数 , 紧 统 DOO Bš E i£: 
外 是 唯一 确定 的 、 这 个 紧 统称 作 Stone Et (Stone co 
mpactum)， 与 每 个 从 Boole 代数 X B Booie 代数 了 内 
的 同 态 相 对 应 的 是 全 {7} 到 多 (XX) 内 的 一 个 拓扑 钥 大 ;与 
Boole 代数 多 的 子 代数 相对 应 的 是 全 (X) 的 连续 象 . H 
由 Boole 代数 的 Stone 紧 统 是 二 进 密 断 统 . 

Boole 代数 天 ,如 果 它 的 任 一 子 集 五 < 大 在 五 中 都 有 

个 上 办 (sup 号 ) 和 一 个 下 界 {inf E), 就 称 为 完 金 的 
(complete), 这 也 等 价 于 肥 ( 是 极 不 连通 的 ( 见 概 不 连 
通 空 间 (extretnally . disconnected space )). 在 一 个 完 
全 Booe 代数 下 中 , 如 果子 代数 包含 其 所 有 子 集 在 苞 
中 的 界 ， 就 称 作 正 则 子 代数 (regular subajgebra). 
Boole 和 代数 多 的 权 (weight of a Boolean algebra), 是 指 
它 的 完全 生成 集 (complete generating set) 的 最 小 基数 ， 
MRA 的 完全 生成 集 , 是 指 不 包含 在 除 到 之 外 的 任何 --- 
个 正则 子 代数 中 的 集合 . 苦 所 有 非 空 的 主 理想 的 权 都 
相等 ,这 个 Boole 代数 就 称 作 一 致 的 (uniform); 这 种 代 
获 总 包 售 一 个 完全 的 独立 生成 集 ,换言之 ,一 个 完全 的 一 
致 Boole 代数 能 够 “伸展 "到 一 个 自由 Boole 代数 上 ， 
对 任何 Boole 代 效 的 研究 都 不 难 归 结 为 对 -- 教 Boole 
代数 的 研究 ， 非 完全 的 Boole 代数 能 由 不 同 的 方式 使 
之 完全 化 , 即 作为 子 代数 驴 人 到 是 个 完全 Booe 代数 之 
内 . 

一 个 完全 Boole 代数 称 作 是 颖 范 的 (normed), 如 
困 能 在 其 上 定义 一 个 实 秆 函数 (测度 )hn ， 满 足 : DE 
x 天 DD， 则 Jj(X)>0; 23) T EC X, DR <, ye E, 
ix y R$, xA y =0 , 则 

Msup £) = Yax) 


vek 


在 概率 论 中 , 赋 范 Boole CARIES., rita ABE 
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(1)=1，j(x) 的 值 在 这 时 解释 成 事件 x 出 现 的 概率 . 
吉 典 的 测度 与 积分 理论 能 大 量 应 用 于 赋 范 Boole 代 
8. RI Boole 代数 已 有 了 完全 的 分 类 , 见 [4] ， [5], 
[7] . 53929 TARE Booe 代数 , 权 是 它们 仅 存 的 不 
变量 .并 不 是 任何 一 个 Boole 代数 都 能 成 为 W 
范 的 ,在 赋 范 化 的 问题 上 ,已 经 得 到 不 少 有 关 测 度 存在 
的 条 件 ,但 远 耳 没有 被 彻底 认 知 . 

对 -个 Booe 代数 能 给 以 名 种 拓扑 ， 一 种 特别 重 
要 的 ,是 所 谓 (o) ith, TÆR Boole 代数 上 是 可 度量 


-化 的 ,所 对 应 的 度量 是 


Pix, v) = Mix ACOE Ap 让 


这 种 拓扑 对 于 形式 如 22 的 Boole 代数 ,等 同 十 Taxotoa 
插 扑 .在 最 一 般 的 情形 下 ,不 一 定 存在 与 Booe 代数 的 
序 相符 的 拓扑 . 
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— 1968 ( 译 自 法 文 ). 
A. A. BnatuMapoa È Wp PF 


Boole 方程 | Boolean equation ; Byneeo ypaBaetwe | 
形式 如 
xi x,) = Ü {a} 
HFE trh EE n AEH Boet g ( Boolean func- 
tion). 一 个 形式 为 4*) 的 方程 ， 其 全 部 解 所 成 的 集 
全 ,可 由 一 组 依 殉 于 nn 个 任意 参数 的 Boole 西数 来 描述 . 
参考 文献 
UI Birkhoff, G. , Lattiœ theory, Colloq. Publ. 25, Amer. 
Math. Soc. , 1973. T. C. doanea 所 BAP PE 


Booe AH [ Boolean function: Bynena þymoma ] ， WE 38 
代数 函数 (function of the algebra of logic) 

B zF 8 > 8 95 B!/ [Ë EJ k Ë — + — z #E Ge tE 10. 
1}) 的 函数 .Boole 8 $ R Si Pt. EIEREN 
及 数学 控制 论 中 的 一 个 主要 对 和 象 ，Boole 函数 最 初出 现 
于 远 辑 问题 公式 北 的 数学 陈述 中 , 它 被 冠 以 Boole 之 
名 ,是 因为 GG, Boole 在 19 世纪 中 时 为 数学 在 逻辑 中 
的 应 用 奠定 了 基础 , 见 运 辑 代数 (algebra of logic). 

这 里 的 问题 之 一 是 命题 代数 的 构造 .为 此 目的 ,对 
于 每 个 命题 赋 以 值 0("“ 假 ") 或 1(" 真 ") 中 的 一 个 ,主要 
的 逻辑 关系 “和 ”，" 或 "，“ 理 ",“ 若 ……, 则 ”等 , 分 
别 看 作 "初等 "Boole BR: xA y, x V y , CX, x — y 
等 . 在 做 了 这 样 的 规定 后 ,任何 一 个 由 给 定 的 E RN 
夭 助 于 基本 逻辑 连接 词 所 构成 的 复合 命题 , 它 的 值 就 是 


这 些 命 题 的 值 的 Booie 函数 ， 这 种 Booe 函数 是 一 些 - 


切 等 Boolé 函数 的 组 合 ,后 者 对 应 于 在 复合 命 肛 中 出 现 的 
那些 逐 辑 迷 接 词 ， 后 来 清楚 地 看 到 , Boole 函数 的 语言 
很 适 于 描述 离散 控制 系统 (control system) 的 运算 , 诸 
如 接触 模式 , 画 数 元 的 图 表 , 还 辑 网 络 ,开关 网 络 等 ， 这 
些 控制 系统 ,都 是 从 -- 些 初始 元 素 出 发 ,按照 确定 的 规 
律 所 构成 ,正如 复合 命题 由 简单 命题 来 构 出 一 样 ， 构 造 
那些 控制 系统 所 遵循 的 规律 , 以 及 初始 元 素 的 运算 ,使 
得 复合 控制 系统 的 运算 能 夭 助 Boole 函数 来 描述 . 
Boole 函数 义 用 在 整 规划 的 某 些 问 题 中 , 它 使 得 问题 简 
化成 解 一 组 形 如 


fix... = faki- 


的 Boole 方程 (Boolean equition), 其 中 (i= 
1,00. m E Booe AR. ESR RE H, mA HK 
方式 使 用 Booie 函数 , 故 对 Booe 函数 的 研究 有 其 自身 
HEX. 

解决 与 Boole 因数 有 关 的 问题 的 一 个 基本 特点 , 是 
特 化 Boole 函数 法 (method of specifying Boolean fun- 
cions). 这 样 的 方法 有 许多 种 : 图 表 ， 公 式 , 被 称 为 范 


Xa) = Ü 


Ea) = °: 


式 ( 风 Boole 函数 的 范式 (Boolean functions , normal 
forms of )) 的 一 些 特殊 公式 ,n 维 单位 立方 体 的 顶点 子 
集 , 等 等 ， 在 最 后 一 种 情形 下 ,以 自 变量 值 (0 或 1) 的 每 
个 长 为 n 的 选择 作为 n 维 单位 了 立方 体 的 一 个 顶点 ,此 
时 , 一 个 n 元 Boole 函数 能 由 顶点 集 的 一 个 子 集 所 确 
定 , 即 在 该 子 集 的 每 个 点 上 到 值 1， 这 个 子 集 , 当 它 写 
成 是 阵 时 ,就 称 为 Boole 矩阵 (Boolean matrix), 它 的 
行 是 由 Boole 阔 数 的 自 变量 所 取 的 值 所 组 成 ， 如 桌 一 
个 Boole 函数 掺 述 控 制 系统 的 运算 , 则 后 者 可 以 作为 一 
个 特 化 该 Boole 函数 的 方法 ， 和 大 们 常 称 ,这 个 控制 系统 
实现 了 所 给 的 Booe AA. 用 铸 种 控制 系统 来 实现 
Boole 函数 密切 关连 到 大 量 的 问题 , 恒 如 综合 法 , 极 小 
化 ,控制 与 可 第 性 问题 ,等 等 ， 另 -- 类 型 的 问题 来 自 研 
究 由 不 同方 法 特 化 的 Boole 函数 的 性 质 与 类 ,也 就 是 研 
究 Boole 函数 的 各 类 范式 的 度量 特征 和 n 维 单位 立方 
fk (L Bode ASHAR Eit (Boolean functions, met- 
ric theory of 四 的 相应 的 几何 性 质 , 以 及 和 研究 Boole PS 
数 的 各 种 代数 SE (many -valued logic) ;等 价 
FH (equivalent trausformations)). E. Post We r 
所 有 关于 合成 是 封闭 的 Booe 函数 类 的 系统 , 它 形成 -… 
个 有 五 个 极 大 【 准 完全 ) 类 的 可 数 无 限 的 格 ， 

在 某 些 情形 下 ,可 能 有 必要 来 考 嵌 偏 ( 即 并 非 到 处 
有 定义 的 ) Boole 函数 . 对 于 这 种 函数 , 土 面 所 列 华 的 种 
种 问题 就 有 其 特殊 性 . 
p+ x K. 

[1] Hosgugos, H. C., Sneen MareMaruuecxoii Jommm , 2 
aa., M., 1973 黄 译 本 : Novikov, P.S., Elements of 
mathematica! logic, Edinburgh , 1964). 

[2] 36noscxañ , C. B., Tasos, P. TI., Kympaeace , B. 
B., yurung are6ph Dor H kiac ocra, M., 
1966. B. E. Kyapwenes F 

【 补 注 ] Boole 函数 与 Boole 方程 在 开关 理论 和 逻辑 网 
络 上 的 应 用 见 14A2]. Boole 函数 与 方程 在 运筹 学 上 的 应 
用 .在 [Al 中 作 了 讨论 . 
参考 文献 
[Al] Hammer, P. L. and Rudeanu , S. , Boolean methods 
in operations research, Springer, 1968 . 
[A2] Rujeanu, S., 
North - Holand , 1974. 
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Boole 函数 的 度量 理论 [Boolean functions, metric theory 
of ; Pynenpm 中 ma MeTpuseckaq Teophq| 

研究 Boole AAKI # IB f #F 5 HE t Fk PF B) 9k 26: y 
支 . 此 理论 的 主要 部 分 在 于 研究 “几乎 所 有 的 *Boole Bš 
数 所 具有 的 性 质 ( 见 Booe 函数 的 极 小 化 (Boole functions, 
minimization of ))， 有 给 定 和 多 个 变 元 的 所 有 Boole m 
数 的 集合 的 性 质 ,以 及 Boole 沙 数 的 特殊 子 类 . 另 一 
RS, EHH T Boole 话 数 的 极 小 化 以 及 局 部 算法 
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HFA KHA th. ERTA ELOR Boole 函数 
ARAB ERANA. 这 些 特征 是 函数 的 维 数 和 长 
度 . 

令 Ni 中 是 由 站 维 单 位 立方 体 的 硕 避 组 成 的 
集合 ,在 这 些 顶 点 二, 人 Xx,,… ,x, Frl. AEA 
fixo x.) 的 所 有 极 太 区间 , 并 选取 有 和 极 人 人 维 数 rr 
的 区 间 . # r PRE f(x, l. x, BER (dimension). 
记 为 Dim f(x, 7. x). 维 教 可 用 来 估计 了 的 最 复杂 终 
端 与 了 的 最 短 析 取 范 式 { 见 Boole AAHH (Boolean 
functions, normal forms of )) Z W 28 g I.E .这 个 比率 
的 一 个 上 界 是 2 2m7、 不 等 式 


Dim Axy, .. 


Kn) < og: n]+1 


对 “几乎 所 有 的 ”Boole 函数 成 立 ， 

在 解答 Booe 函数 的 极 小 化 问题 中 , 计算 “典范 ” 
极 大 区 阐 的 维 数 是 有 趣 的 、 已 经 证 明 , “几乎 所 有 的 " 
Boole E $r fa. .的 "几乎 所 有 的 " 极 大 区 间 的 维 数 都 
接近 于 log.log; n. 

S S. (W. 门 是 在 了 的 简 药 术 取 范 起 N, 中 出 现 的 
初等 合 取 uÉ k 阶 光滑 邻 域 ( 见 局 部 算法 (algorithm ， 
local), X k (4, WR ARER Rh Br 39, 在 
此 邻 域内 SN ， 门 包含 出 现 于 简约 忻 取 范式 N, 的 所 有 
FERK, MA 


PU) = maxk(A, f) 


PRHE f RIRE (extent). 对 于 * 几乎 所 有 的 "Boole 函数 f , 


n 
PA: rer’ Xn)) ~ Tog log n 


pin} = pP PV ， 9， 


已 知 对 于 被 称 为 链 的 那 种 特殊 类 型 的 Boole W, pin) 
可 被 实现 . HER yó U, x, ) A Ë (chain), 如 果 它 
的 零点 集 NN, 可 表 为 一 个 序列 x ,… , x。， 使 得 p(&,， 
g. )=1,3& Ë p Æ Hamming A (W ( code) ) ;而 其 
他 一 对 点 5 , a RER (G, CPF) RER KF 1, 
同时 任何 二 维 区 间 都 不 完全 包含 在 风 的 取 值 1 的 集 
内 ， 链 冰 的 长 度 为 g 一 1. 因此 ,对 于 pihi, A 
化 成 在 n 准 单 位 立方 体 中 构造 一 个 有 极 大 9 的 链 的 问 
题 . 由 直接 构造 这 种 链 就 证 明了 


C12" < pin) < crt, 


其 中 cr 5c; 是 常数 . 构造 闭 链 (closed chain 或 cycle), 
BD N, 有 极 大 基数 且 plin g) =1 的 那 种 链 ， JE DE 
明 下 述 定理 中 的 重要 部 分 : 出 现在 “ 极 小 或 最 短 的 析 
取 范 式 中 的 ” 合 取 的 性 质 ， 在 局 部 算法 类 中 是 不 可 计 


算 的 . 

以 下 这 个 针 论 泄 清 了 “几乎 所 有 的 "Boole ARKA 
值 定 义 域 的 结构 ，nm 维 单 位 立方 体 的 -- 个 顶点 集 M, 
如 果 对 任 一 点 &E M. RAEM 的 点 月 , 使 得 PE É) 
=] ,就 称 M ERA (conneded). MAg, ARA 
使 得 p(5,P)=1 的 点 所 都 满足 条 件 BM ,就 称 作 球 立 的 
(isolated). SAA F DD se BB: xf F “JU3E BH # B)” Boole 
函数 了 (x,,… , x. 取 值 1 的 集合 N... 分解 成 -个 连 
通 集 和 由 孤立 点 所 成 的 集合 连通 集 的 基数 不 小 于 2"-! 一 
Jn 2" 一 const*log: ,孤立 点 的 个 数 不 超过 const.jog,n. 

计算 “几乎 所 有 的 "Boole 攀 数 的 长 度 所 得 到 的 结 
果 , 与 计算 由 Boole 函数 生成 的 图 的 半径 和 直径 所 获 
得 的 结果 ,是 密切 相关 的 ，Boole 函数 了 生成 的 图 
(graph) G (站 以 N, 中 的 点 作为 顶点 ,而 以 Ni 中 Ham- 
ming 距离 等 于 工 的 点 对 作为 边 . 人 ( 门 中 二 项 点 和 
与 户 间 的 上 距离 re( 芭 ， 甩 } 定 多 为 连接 去 与 万 的 最 短 链 的 
长 度 (假定 顶点 区 与 上 属于 GCE 了) 的 同一 连通 分 支 ). Ë 
ATE G( 门 中 的 偏差 是 措 I(Z)=max re (s, B), 其 中 
max 是 对 心中 那些 与 过 属于 同一 连通 分 支 中 的 所 有 项 
点 所 所 取 的 . GHEE A KHE ER (K) 
min. z !(8). Fk R(G)=max (KK) 为 G 的 半径 ， 此 处 
max 是 对 G 中 所 有 的 连通 分 支 所 取 的 . G 的 直径 定义 作 
D(G)=max ro (8, Ë), 其 中 max 是 对 所 有 属于 同一 连通 
分 支 的 二 顶点 d, PAR., 对 “ 几 平 所 有 的 "Boole 函 
数 f(x... RG) 和 DD (G) 满 是 n-2<R(GOY 
gn-l 与 D(G(fD=n—l. 

今 仅 就 单调 Boole 函数 这 一 类 ,来 考虑 有 关 计算 
Boole 函数 的 数值 特征 方面 的 结果 ， 邻 六 =( 1，… m.) 
B= (B. … ,及 ) 是 两 个 有 序 样本 . 车 x, < B. (i= 
1，… n), Ék z < ñ. tnt z < p i f(z)< f(P). 则 
PF Boole 函数 f ERWA (monotone). 确定 以 x,,… ,x 
为 变 元 的 相 异 的 单调 Boole RRRA pin), EAR 
BHAR RETIENE n 值 KIT DRE T E. 
渐 近 等 式 


也 属 已 知 . 

单调 Boole 函数 的 最 优 详 码 问题 , 在 解答 离散 极 慎 
问题 中 有 大 量 的 应 用 . 为 计算 一 个 单调 Boole š Ë f (x, 
…，xn] 在 任意 点 区 姓 的 值 ,考虑 一 个 给 定 的 算法 A. 
如 果 在 计算 过 程 中 能 确立 在 某 个 点 六 处 有 (3)=1, 则 
对 所 有 的 ASE, WA y(B)=1. 如 果 Sa), MENA 
的 < 处 , f 的 值 是 工 知 的 (到 零 值 ). 因此 , ë kis 
码 (decoding), 即 完全 重 现 西数 了 ,对 于 算法 A, 只 需要 计 
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算 在 某 个 点 集 上 的 值 . 2 m (ERTEM fiA 
的 最 小 的 点 的 个 数 . 令 


Wa 


#k m (ny MEFA 


时 
Bi) ~ 2|1n1|. 
2 


车 对 于 单调 Boole 函数 还 有 其 他 补充 条 件 , 则 m (n) 的 
居 值 尚 可 改进 . 

-MARRE Boole 函数 的 问题 ,是 对 于 并 非 到 
处 有 定义 的 Boole AA, BR E n 维 单位 立方 体 的 顶点 集 
的 某 个 子 集 有 定义 的 Boole 函数 ,计算 其 本 质变 元 组 的 
数量 特征 . 对 于 一 个 并 不 到 姓 有 定 匀 的 Booe 函数 
Fx) ERHET x U XA, 称 为 本 质 
BP lx... x. IS Ix U, x, p AEREA H 
非 处 处 定义 的 Boole 函数 pix, eo x, ), 使 得 在 下 
BE MII F (x, … ,x ) 三 PX eo x. ). F BJ 
一 个 本 质变 元 组 ,如 果 它 的 任何 真子 集 都 不 再 是 本 质 
的 ,就 称 作 玉 的 终极 组 

每 个 到 处 有 定义 的 Boole 函数 都 有 唯 -- 的 终极 
组， 对 于 并 非 处 钼 有 定 尽 的 Boole 函数 ,本 质变 元 组 的 
结构 是 名 种 多 样 的 . 令 三 是 满足 下 列 条 件 的 集 { x ， 
…, x TEH: ESEE, S 是 {x,,…，x,} 的 性 何 子 
EWA SUS EE, 于 是 存在 非 处 钼 有 定义 的 Boole M 
数 F:(x, …， x, ), 使 得 三 是 F, 的 本 质 读 组 , 令 r (n) 是 
F (xz `", x, )B9 [B 8 SE R Hb S S. 又 令 


(mn) = P AA FO) 


(n) = 下 


构造 下 (x,,…，, x,) 的 所 有 终极 组 的 算法 , 所 需要 


多 计算 县 最 多 可 这 2 (| ya} MERTEKE 
是 可 以 达到 的 (此 处 计算 晤 的 单位 规定 为 验证 一 组 变 天 
对 于 所 是 否 为 本 夺 的 所 用 的 工作 量 ) . 

Boole 函数 的 度量 理论 也 用 于 计算 与 Boole 函数 的 
极 小 化 问题 相关 连 的 特征 请问 题 中 . 


已 知 


= 
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Booe 函数 的 极 小 化 [ Boolean functions , minimization 
of ; Bynenpm 中 yi MaME3aHw | 

Booe 函数 的 范式 (Boolean functions, normal 
forms of ) 表示 ,它们 关于 某 种 复杂 性 度量 有 是 最 简单 的 . 
常 的 意义 是 指 其 中 所 含 字母 的 个 数 ， 这 种 意义 下 的 最 
简单 的 范式 称 为 极 小 范式 (minimal form). 复杂 性 的 
度量 有 时 是 指 在 析 取 范式 中 出 现 的 初等 合 取 的 个 数 ,或 
是 合 取 范式 中 因 式 的 个 数 . 在 这 种 情形 下 ,最 简单 的 范 
式 称 作 最 短 范式 (shortest form) ， 鉴 于 析 取 范式 与 合 
取 落 式 的 对 侦 性 , 仅 考 虚 析 取 范 式 就 足够 了 ， 

最 短 析 取 范式 与 极 小 析 取 范式 的 构造 各 具 特 点 ， 
同一 函数 的 极 小 析 取 范式 的 集合 与 最 短 析 取 范 式 的 集 
合 之 闻 可 能 有 如 下 的 集合 论 关系 :一 个 包含 在 男 一 个 之 
内 , 交集 是 空 集 ,或 有 非 空 的 对 称 差 , 设 my 是 函数 了 的 
极 小 析 取 范式 的 复杂 性 ,上 是 它 的 最 短 析 取 范式 的 极 小 
复杂 性 ;又 设 iQ) Et 5 f HN Br 元 函数 时 ,比值 jm 


”中 之 最 大 者 . 于 是 有 以 下 的 浙 近 式 成 立 : 


in) ~ 5 


Boole 函数 的 极 小 化 问题 ,通常 理解 为 构造 它们 的 
极 小 析 取 范式 .构造 任何 Booe 函数 x,…, x. ) 的 
一 切 极 小 析 取 范式 , 有 一 个 平凡 的 算法 如 下 :观察 所 有 
AJ xi, U ,%, 的 析 取 范式 ,从 中 选取 那些 实现 了 ,并 
且 有 极 小 复杂 性 的 范式 .实际 上 ,这 个 算法 即使 对 于 小 
的 nn, 也 是 不 切实 用 的 ,因为 它 所 需要 的 演算 次 数 急 剧 
上 天 . 因此 ,许多 别 的 算法 被 提出 ,但 并 不 能 有 效 地 应 
用 于 所 有 的 函数 ， 

在 极 小 化 问题 中 ,，-- 个 函数 的 初始 指定 道 常 基 一 
个 表 , 或 一 个 完满 析 取 范式 { 见 Booe 函数 的 范式 (Bool- 
ean functions, normal form of )) ,或 任何 一 个 析 取 
范式 . 第 一 步 在 于 转 尼 成 所 谓 的 简 芍 析 取 范式 ,这 对 
H AARRE- MER. 实现 这 个 转化 有 许多 方法 
可 采用 ,最善 所 的 方法 是 在 析 取 范式 中 作 形 式 如 下 
的 变换 : 

AYAB =A (WK). 
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xA V CxB = xA V CxB VAB. 


简约 析 取 范式 的 一 个 典型 性 质 , 是 叮 以 经 消 去 某 些 
FJ S aH BJ í 一 极 小 简约 析 联 范式 . 第 二 步 ,也 是 
最 费 种 前 -- 步 ,就 是 从 简约 析 皮 范式 中 选取 所 有 的 终 问 
析 取 范式 , 其 中 也 包 会 所 有 欧 极 小 范式 .在 这 一 步 ， 
Boole 晒 数 的 几何 表示 常 被 应 用 ,， É E B n Hk oB u Y 
方 体 的 所 有 硕 点 所 上 成 的 集合 . S + Booe 函数 
Jo 都 一 一 对 应 于 5, 的 子 集 N... Fi E Bi ts 
得 了 f(x)=1 的 那些 顶点 站 所 组 成 W W E T > 34 5604026 
BR. FE AE FEJS 6 3R 3 BU S N. WY r 
区 间 (interval of rank r}. -组 区 间 N. . …， N, ,如 
来 满足 

N= Nl). UNa, 
就 称 它 组 成 集合 NSE, 的 一 个 覆盖 (covering). 

由 于 等 式 ` 
f< W V... 


V M, 和 N} = Ny U ` JNa, 


是 等 价 的 ,所 以 Boole PS 876948 E i] 88, % 0 F 3 E 
APEK JBJ P 28 8 4 J ID 3 S h) | B. E Ph W @ 63 
是 极 小 的 (minimal) . 称 区 间 N, 对 于 函数 7 是 极 大 的 


(maximal), WE N SN E BR A ERE N.C N.S N. 


的 区 间 N. 函数 了 的 终端 析 取 范式 的 构造 , ima 
£ 的 由 极 大 区 间 组 成 的 那 种 狂 益 , 使 得 它 的 任何 真 
TWO BEN N. 这 种 禾 盖 与 终端 析 取 范式 相对 
应 , 并 且 称 之 为 不 可 约 的 (irreducible) ， 它 们 是 从 简约 
析 取 范式 所 对 应 的 覆盖 中 , 去 矢 某 些 区 间 而 得 到 的 . 
从 所 有 的 儿 喘 忻 取 范式 中 移出 极 小 析 取 范式 仍然 是 
一 个 十 分 生 复 的 过 程 , 这 是 因为 * 儿 乎 所 有 的 "hn 元 Boole 
函数 都 有 不 少 于 2” 个 不 同 的 终端 析 取 范 碟 .终端 术 取 
范式 的 复合 度 可 能 有 很 人 的 差异 ,因此 ,任意 选 出 一 个 
终端 析 取 范式 耐 非 极 小 析 取 范式 , 可 能 产生 人 的 误差 ， 


对 统 端 析 取 范式 的 个 数 的 估 值 以 及 对 它们 的 复杂 
性 的 散布 的 佑 值 , 显示 出 在 从 一 个 析 取 范式 消去 初等 合 
取 的 过 程 中 作 更 冰 致 的 观 赛 是 提 座 概 小 化 算法 的 有 效 
性 的 一 个 自然 途径 ,一 个 合 芭 应 被 消去 (或 者 ,相反 地 , 一 
直 哥 留 到 此 过 程 的 最 后 ), 只 有 在 某 个 过 程 中 被 证 实 , 它 
不 出 现在 了 的 任何 一 个 极 小 析 取 范式 之 内 { 出 现在 子 的 所 
有 极 小 析 取 范式 之 内 ) . 后 -事实 ,通常 从 分 析 接 近 于 
所 要 决定 取舍 的 介 取 的 那些 侣 取 , 鄞 出 现在 前 者 的 一 
个 邻 域内 的 那些 合 取 而 得 以 确认 ( 见 局 部 算法 (algcorithtm， 
local)} .在 此 ， 应 积 黑 丰 关 初 等 侣 取 的 各 种 信息 ， 
并 在 以 后 的 分 析 中 使 用 . 这 种 过 程 就 是 所 谓 局 部 简化 
算法 (local simplfication algorithm). F J 3 3 H 
几 个 这 种 算法 ， 对 这 些 算法 的 描述 ， 涉 及 到 在 析 取 
BAN PTS w (ü ENA k KSDR S, (a. 9) 


这 . -概念 . 
零 次 邻 域 9 (X.N)HRHASGH 3 # S, (M N) 
是 天 ~] RR, U kR S, (所 及) 是 由 析 取 范式 了 


中 所 有 那些 满足 下 列 条 件 之 的 合 可 中 所 组 成 : I) N, 
至 少 与 一 paspa A, MPERA K HAIE ë 

AS RE D N ISU N... eE N, GSI, U. r MW E 
1). 

Quine 算法 (Quine onh) AIA AI Ai 
是 对 于 析 取 范式 由 的 -个 合 取 ,来 考虑 它 的 邻 域 S (3. 
R). 由 于 算法 实施 于 经 个 全 T, 从 而 我 们 对 下 列 -HE 
之 -进行 计算 ; 

P(N y — M HE F Fr f 05 W J br a #8 = 
中 "; 利 

P, (3, 及) 一 一 “村 不 出 现 于 和 皇 何 一 个 极 小 析 取 范式 
中 ". 

这 个 算法 进行 如 下 ; 1) 依次 作出 山中 每 个 合 到 所 
W EM S A, NSA, N” o Al ARAKA 

SUT N, .如 果 它 不 成 立 ， WFN 以 标记 ,表明 它 属 
于 所 有 的 极 小 析 取 范式 .这 时 , 称 所 是 负 的 核 的 -部 分 
(3 是 个 核 合 取 (kemnel conjunction)). 2) $ g., W 
是 在 第 一 - 步 中 给 有 标记 的 PER. 把 W ha F 6 
取 依 序 罗 列 . 并 对 每 个 这 种 合 取 见 ， 来 检验 包含 关系 
MEUL N. AAEREN MTH BL T 
任何 一 个 极 小 析 取 范式 之 中 ,把 它们 从 9 中 去 掉 . 

正则 点 算法 (regular points algorithm)， 在 这 个 
算法 的 每 一 步 中 ,考察 析 取 范式 NRN 中 一 合 取 及 的 邻 域 
SAA, NY, A N HAERERE AT E A A i T E 
范式 中 ,从 而 也 不 出 现 于 性 何 极 小 析 取 范式 中 的 合 取 ， 
对 算法 的 描述 涉及 到 办 中 必 A (bundle} 这 个 概念 ,此 
aT N 中 的 点 &， 由 满足 下 述 条 忻 的 区 间 N. 所 成 
HREM, R): UER, ZEN. * F 9 Hit G 3 
并 ,以 及 N tha. 如果 存在 点 六 “使 得 &'E NA N. 
FHM, R)S M(u, R), W 8k a RF, NE 
正则 的 (regular) . 一 -个 集合 M = N, ,如 果 其 中 所 有 的 
AEF, MOREEN, WE M X F (X. R) E Hi 
的 . 这 个 算法 基于 这 样 一 个 事实 : 在 函数 了 的 简约 析 
到 范式 RP — ERA, HHRH N XFX, NE 
正则 的 时 , 才 不 出 现 于 了 的 任何 终端 析 取 范式 之 内 ， 这 
个 算法 在 于 按 某 种 顺序 慎 个 检验 出 现 于 析 取 范式 的 合 取 
名 间 是 否 为 正则 的 ,同时 消去 那些 有 正则 区 间 的 合 取 ， 
区 间 As X F (%, 负 ) 是 否 成 为 正则 的 ,一般 不 能 由 邻 域 
人 (和 ， 血 ) 确定, 而 是 由 邻 域 5, (A, RRA. 

4 算法 (4 -algorithm). 这 里 所 使 用 的 概念 是 关 
于 一 个 析 取 范式 四 为 极 小 析 取 范式 tminimal disiunc- 
tive normal form) ,好 在 所 有 那些 从 由 中 消去 某 些 初 
等 合 到 而 得 到 的 但 仍 与 儿 等 价 的 析 取 范式 中 的 一 个 极 
小 的 . 在 析 卫 范式 N 中 ,对 初等 合 取 考虑 以 下 两 个 性 


396 BOOLEAN FUNCTIONS, MINIMIZATION OF 


质 

PA. MAERAH RT 9 3518709534 
_ 取 范式 之 内 "; 以 及 

P(A , N) “A 不 出 现 于 任何 一 个 关于 9 为 极 小 
的 析 取 范式 之 内 ”. 

车 性 质 P 成 立 ,规定 P= 1; 否则 ,规定 P=0. 我 
们 还 规定 析 取 范式 由 附 有 信号 {w, , oz) 的 合 了 到 所 组 
成 ,此 处 weE{0,1, Ai 等 式 四 = 和 表示 性 质 P, R 
戏 证 ,等 式 由 =1,0. ÆR P=, (i=1, 2). 附 有 信号 
(on, HARA 记 作 入" 4 算法 是 对 于 析 取 范式 办 
的 合 取 所 计算 性 质 P, 8 P. 的 值 ,为 此 目的 , 只 需 用 
到 邻 域 5, (N. M 中 的 合 取 以 及 它们 的 信和 号， 对 于 罩 
的 -个 r 级 合 取 M. BREMEN EXTON, N) E- 
个 第 一 型 集合 ,好 果 见 包 含 级 分 别 为 r,,… ，r 的 合 
EA, 入。 使 得 MUN 且 r>2nir. 

两 个 析 取 范 式 蛋 ,与 R HE NA W, 是 由 出 现 于 
外 ,但 不 出 现 于 N 的 初等 合 到 所 组 成 的 析 取 范式 . 

在 施行 4 算法 之 前 , 析 取 范式 只 中 所 有 的 合 取 都 
有 信号 (4 , A， 在 施行 了 i 步 ,并 朋 合 取 3, n W. 
取得 信号 (1, A; ARA, …, XI 取得 信号 (A ,1) 
后 ,第 i+1 步 的 施行 将 进行 如 下 ， 把 析 歌 范式 中 的 合 
KRRP FARER (V L Ml V 
V %; ) 是 空 的 , 则 4 算法 终止 . MERR, EAN 
取 范 式 中 的 合 取 按 某 一 顺序 排列 ;取出 这 个 序列 中 的 第 
-PER 刀 , 以 及 它 在 析 取 范式 N= QA (Vr A) 
的 邻 域 S 与 5, 并且 对 关系 

Na = U Na 
@e(S (A, >, W) 

进行 检验 , 如 条 这 个 关系 成 立 , 所 的 信和 号 (A, A) 就 由 (1, 
Ate, 同时 4 算法 的 第 i+1 步 即 告终 止 . 如 果 不 
热 ,就 来 验证 N. 是 否 能 表 成 MUM 的 形式 ,其 中 M. 
ZFA, EIMS, M, XT (W. N) AR- AHE 
tË 上 能 表 成 这 一 形式 ,外 的 信号 (4A ,4) 就 由 (A, 
]) 所 取代 ,此 时 A 算法 的 第 i+1 步 即 告 终止 ; 否则 ,就 
对 序列 中 的 第 二 个 合 取 作 同 样 的 处 理 , 如 此 继续 下 内 
如 果 这 些 合 取 中 的 任何 一 个 其 信号 都 保持 不 变 , 则 在 检 
验 了 所 有 的 合 取 后 , 4 算法 的 运算 即 告 结束 . 

车 以 函数 了 的 简约 析 了 到 范式 N 作为 负 , 则 在 算法 中 
凡 著 得 信号 (A, 1) 的 合 取 都 不 出 现 于 了 的 任何 一 个 极 小 
析 取 范式 之 中 ;这 些 合 取 都 从 四 中 消去 ， 凡 履 得 信号 
(l, 全 的 合 取 ,在 了 的 每 个 极 小 析 取 范式 中 都 出 现 . A 
算法 的 种 种 特例 也 都 被 考虑 过 . 

环 算法 (ring algorithm) 对 合 取 给 以 信号 {w, 6)， 
此 信号 具有 与 4 算法 中 相同 的 意义 . 坏 算 法 的 每 一 步 
中 ,都 用 到 含 在 某 个 合 取 的 上 次 邻 域 中 的 合 取 以 及 它们 
的 信号 . 此 算法 可 简 述 如 下 . 环 算法 的 完整 形式 ， 是 


HARTAR S G, NARR a ERRA H. 
上 面 所 介绍 的 种 种 算法 ,都 是 一 般 环 算法 (genera] ring 
algorithm 的 特例 ， 若 


Si 09) 一 和 
SAA, R) = (A A, oo MA Ma... 3.) 
以 及 
Ns... = Na U Us. Ns = Na U Üs, 
QS = Ns N Nsa 
MITET T E NO(S, ), 都 可 以 确定 一 个 并 非 到 处 


有 定义 的 Booe 函数 f, 使 得 了 可 值 1 的 集合 Mi 为 


NA N BOREAM h EN N, ;函数 了 在 NN 上 
LEL REPAR AJ 3 A RA F, (A). 在 算法 进 
行 之 前 , 含 于 所 考虑 的 析 取 范式 由 中 的 合 取 ,都 具有 信 
B(A, A). 如 果 在 完成 上 步 以 后 , 合 取 & . …, Y. 有 信 
号 人 , 4] ,以 及 侣 取 衣 ;,… ,在 ;有 信和 导 (A ,1), 则 第 i 十 1 
步 将 进行 如 地: 把 析 了 范式 中 的 合 取 按 其 种 顺序 排 
列 . 如 果 析 取 荡 式 V L M.N V a N RS, mist 
算法 终止 否则 ,将 此 析 取 范式 中 的 所 有 合 取 按 某 种 顺 
序 排列 ， 对 于 此 序列 中 的 第 一 个 合 取 % . ME F (H) 
中 所 有 的 了 , 找 出 在 了 的 定义 域 上 所 有 能 实现 了 且 符 合 
下 述 夏 来 的 析 取 范式 :它们 由 所 全 , 凡 ) 中 的 合 取 所 组 
成 ,并 且 较 之 其 他 这 种 析 取 范式 含有 最 少 个 数 的 变 元 符 
E. 在 它们 之 中 ,选择 满足 下 述 二 条 件 的 所 有 析 取 范 
AHATEAREN L MI ,其 次 ,包含 所 有 使 得 
N, MNA ASORAR M G=1, 0 s). WRR FF A) 
SER f 6 Ha % HATIA A H BJ #r Wa ñr at, yA 
的 信号 (4,A]) 就 由 (1, ANER, ME 038 i+ 1 BDE 
SE. MR 不 出 现 于 任何 一 个 所 选 出 的 析 取 范式 之 
中 , 则 信号 (A A ERA, 1). 6 i+1 步 亦 告 结束 ， 理 
则 ,就 对 序列 中 后 一 个 合 取 施行 以 上 的 步 双 ,如 此 继续 
下 去 . 车 对 十 任何 合 取 信和 号 者 不 改变 ,算法 就 终止 于 第 
i+1 步 .在 函数 了 的 简约 析 取 范式 N, H, 经 环 算法 所 得 
到 的 所 有 那些 带 信 和 号 掉 ,A) (SR ap. (A ,1)) 的 合 取 , Hi 
现 于 了 了 的 每 个 概 小 析 取 范式 (或 者 ,不 出 现 于 了 的 任何 一 
个 极 小 析 取 范式 )} 之 内 - 无 论 对 析 取 范式 中 的 合 取 作 人 柯 
种 排序 ,上 述 的 算法 都 给 出 全 然 相 同 的 结果 

选 出 所 有 那些 至 少 出 现 于 一 个 极 小 析 取 范式 内 ,或 
者 不 出 现 于 任何 一 个 根 小 析 取 范式 内 的 合 取 ,这 一 上 笑 
LEHRT 5,( 久 ,办 ) 移 各 种 算法 来 解决 ,如果 其 中 
的 上 是 有 和 界 的 ,或 是 当 变 元 个 数 n 增 加 时 ,增加 得 很 
慢 ,如果 对 健 存 于 算法 中 的 性 质 P , P, Ain h Ek Hi 
组 成 的 -个 有 界 集 ,或 者 -一 个 当 半 增加 时 , 增加 得 太 人 条 的 


,无界 集 , 这 个 情况 不 会 改变 . 
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Beole AAWE | Boolean functions, nonnal fonns of ; 
DyenLKk 中 RNURNN Hopmabane Dopetl 

表达 Boole AR- ERRA. KUARERE 
‘(disjunctive normal form) (9 Boole Æ #$ m Bhie 
(Boolean functions, minimization of), 与 合 取 范 A 


{conjunctive norma! form). 如 果 乘 积 xp ox RRA . 


变 元 都 不 同 , 则 称 为 上 级 初等 个 取 {elementary conjunc- 
tion) ,其 中 , 3 =1W x= x ;i46= 0 Rt, x= Cx; * 1" 
HRO 级 的 补 等 合 取 ， WRP Vo V x 
的 所 有 变 元 都 不 同 , 就 称 为 了 级 的 官 等 析 取 [elemen- 
tary disjunction); “0" 被 看 作品 级 的 初等 析 取 ， 

公式 W IN VY rh X... N YM r, 
…, 级 的 互 异 的 初等 侣 取 , 称 为 -个 析 取 范式 , 数 
Bia r, 称 为 它 的 复杂 性 [complexity); 公式 8 oo B, 
HERB, o W ab a, o.p AE S A E 
取 , 称 为 一 个 合 取 范式 , 数 271. p, 称 为 它 的 复杂 性 (com- 
plexity). 每 个 不 恒 为 零 的 Boole 函数 都 可 出 一 个 析 取 
范式 来 定义 ,一 般 说 ,这 种 范式 不 是 唯一 的 .对 于 不 恒 为 
H Booe 汞 数 , 同 样 也 可 用 合 取 范式 来 定义 . 

从 定义 Boole ÑR f(x... ,x,} 的 一 个 表 出 发 , 容 


fm) 和 VY 0 V R., FOB gsxr e xp Gsl, 

3)， 同 时 o, 5 G, MÈ (01,… ,gn)=1. 
表达 一 -个 Boole EA f i Gw n k EE- 完 
类 似 地 来 定义 ， 

对 "几乎 所 有 的 ”Boole 函数 ,由 于 单 位 集 的 个 数 在 
EN E gar? 与 2 +L n na 之 则 变动 , 故 对 于 * 几 
平 所 有 的 "Boole 隔 数 ,完满 析 取 范式 的 渐 近 复杂 性 是 
n2"' .那些 仅 在 一 点 取 零 值 的 n 元 Boole 函数 ,其 完满 
析 取 范式 具有 最 大 的 复 架 性 . 这 个 复杂 性 是 n (2° 
—1). 

Boole 8 #k 58 W =S 3 0 A ER HRE Boole 函数 的 
极 小 化 问题 , 即 对 任 一 给 定 的 Boole 函数 构造 其 具有 极 
小 复杂 性 的 合 本 或 析 取 范式 一 一 Boole 汤 数 的 极 小 合 取 范 
式 或 极 小 析 取 范式 ( 见 Boole 函数 的 圾 小 化 (Boolean func- 
tions , minimization of) ;局 部 算法 (algonthm ,1]ocal)). 
基于 对 个 原则 .此 处 只 需 考 芍 析 取 范式 . 与 Boole 函数 的 


棋 小 化 问题 有 关 ， 我 们 这 考 霸 有 简约 终端 的 析 取 范 
To RABEN. 和 极 小 析 取 范式 ， 析 取 范式 理论 
中 的 -- 个 重要 问题 是 求 它们 的 数量 特征 ,以 及 关于 给 定 
函数 的 儿 种 不 同类 型 的 析 取 范式 的 特征 、 

Boole 函数 的 简约 析 取 范式 ,可 愉 -- 个 相当 简单 的 
算法 唯 - -地 作出 . 简约 析 取 范式 最 重要 的 性 质 ， 中 在 
此 范式 中 消去 某 些 初等 全 取 , 就 能 得 出 函数 的 每 个 极 小 
入 取 范式 ,以 及 至 少 一 个 最 短 入 取 范 式 ， 因 此 ,许多 极 
小 化 算法 ,都 用 Boole 西数 的 简约 桥 取 范式 作为 最 切 的 
EXA. 和 于 是 最 关 重 要 的 是 对 “几乎 所 有 的 " 卫 数 ,来 定 
义 简 约 析 到 范式 的 复杂 性 ,并 确定 这个 复杂 性 的 绝对 极 
大 值 ， 若 在 Boole 函数 (x,,，… , x, ) 的 简约 析 取 范式 
中 ,初等 合 取 的 个 数 为 Sr fm) 又 若 

S(n) = uP, SAn), 


ti-o og 


MA F AEE.: 
c = = SO = Cr 7 


- KHT LFA Boole 函数 ,有 


ne! Oog logra na < Sán) = pt + op Pa tga 


当 — % BF, e-o, 


”其 这 些 结果 以 及 从 对 完全 析 取 范式 的 复杂 性 的 估 值 , 可 


以 清楚 地 看 到 ,无 论 是 “ 奥 草 的 "还 是 “ 蔽 纪录 的 "情形 ， 
简约 析 取 范式 的 复杂 性 都 远 商 于 完全 析 取 范式 的 复杂 
姓 ,不同 于 完全 析 取 范式 和 短 约 析 取 范式, 一 个 给 定 的 
Boole 函数 可 能 有 许多 终端 析 取 范式 和 极 小 析 取 范式 . 
令 t, (n)Ë Boole B (x,，…, x, ) 的 终端 析 取 和 范式 的 
个 数 ; mn) 是 该 阴 数 的 极 小 析 取 范式 的 个 数 , 又 令 


tin) = max Ti min} = max mAn}. 
(n) aP tn) (n) Fa- aSa) An) 


T EAU TFRS: 
(Vr < n)a (YA, m > FE, 


XAF OLFA R” Boole 5%, 有 
(2 ebp gn < pin) < 
< (22 "yep niea logan, 

4 n — oo Bf. e — 0. 

就 “几乎 所 有 的 "函数 南 论 ,对 m tm} 的 一 个 非 平凡 
BJ (8 W, DA 82 zf m (n) ü E Pk 69 E TY R (6 8. 至 今 
(1977) 尚 未 知晓 . 在 Booe 图 数 的 极 小 化 问题 中 , zT 
端 析 取 范式 和 极 小 析 取 范式 的 复杂 性 的 个 值 ,是 十 分 有 
意义 的 , 设 47(n) 是 函数 f(x/，… ,x,) 的 终端 析 取 范式 
工 中 所 会 初等 合 取 的 个 数 ; 1 (n) 是 了 (x,,… ,x.) 的 最 
起 析 到 范式 中 所 人 富 初 等 合 取 的 个 数 ,又 设 

A(n) = maxi f(n), Kn) = max fdn). 
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FË i F 05 648 pR sr: 
MM r, Kn) = 2-1, 


对 “几乎 所 有 的 ”Boole M$ 了 (x, …、 
有 的 终端 析 取 范式 了， 有 


x) 11 5 JU f. ER 


ifin) — oE, 
对 “几乎 所 有 的 "Boole 函数 f(x. U ,x, ), 有 
— 2 2" 
log; n ` log, lop; n < tn) < lop; n 


REREH, 对 于 "几乎 所有 的 "Boole gr, 39 
(以 及 极 小 ) 析 取 范 式 仅 是 终端 析 取 范式 中 的 一 小 部 
分 . 对 于 Boole 卫 数 的 终端 析 肥 范式 与 最 短 析 取 范 式 
的 相对 复杂 性 (relative complexity), mA -$ fh ti. 
FUERA Spio x, ) 的 终端 析 取 范式 中 所 出 现 
的 初等 合 取 的 最 大 数 ， 对 于 “几乎 所 有 的 "Boole Kt, 
恒 有 

log, n < x < log; n ` lop; lop; n. 

比 数 47 (n)/l (n) RAER F 4518 2n" °.) ab 5 
n — 2 BJ, š — 0. BR f (xi, e x, ) 的 散布 (sca- 


tter}y ( f ) 38 
= max LT 
(f) max a UTI 
其 中 全 与 T" 是 f(x,…， OMER ARKET 


式 、 工 ( 丰 ) 是 在 终端 析 取 范式 工 中 文字 的 个 数 .已 获得 
关于 y( 站 的 司 值 . 满足 y) Z2 UO H Boole 函数 的 
例子 已 经 作出 ; 另 -- 方面 , 对 “ 扎 乎 所 有 的 "Boole H 
数 , 都 有 


pO = log; n log log n. 


EA E REE, AATE Boole Pñ $z k sc e r Wa ü zÉ 
一 一 简约 析 取 范式 一 一 终端 析 取 范式 一 一 极 小 析 取 范式 
必 极 小 化 时 所 产生 的 困难 以 - :个 相当 全 面 的 认识 . 


参考 文献 
[1] Bacsersen, ID. JL ,《 TIpoEnexm KaGeprennar》. 10 (1963), 
5—61. 
[2] Tnaromee, B. B., ¢Tpofnew Ku6epaeruwu $, 19 
(1967), 75 — 94. 
[3] Kopuyyaon, A. JJ., & Kufepuerawa $, 6 (1969), L-8 


[ Caroxgenzo, A. A. , €Marea. amema», 4 (1968), 6, 
649 — 658. K). H. XKypapnep 所 wit PF 


Bode 环 [Boolean ring ; BEynmeao Enumuo ] 

AAK, = B 84 WJ pu 88 t WE 2 S. 即 对 于 每 个 
x8 K, #x`:=x. Boole H K # 0 AEZH, HAL 
Z, IK B. X 5 + x€ K , HA x+x=0. 有 
E Boole 环 K # 0 Æ Z, 的 直 和 ,从 而 有 名 元 . 


Boole 环 是 Booe 代数 ( Boolean aigebra ) 的 一 种 坏 
形式 ,这 就 足 说 ,任何 Boole 代数 是 个 有 名 su BJ Boole 
坏 , 其 加 法 与 乘法 过 算 分 草 规 定 为 


x Oy NC xy x 
其 中 Cx 为 x 的 补 元 ， 环 的 零 元 与 又 元 分 市 是 代数 的 


(x+y) = 


FEFA. MZ, PTAL 的 Booe 环 都 是 一 个 
Boole 代数 , 其 运算 为 
xUy=x+y+xy, xy =x + y, Cx=1+x. 
ptre 
[1] Stone, M. H. , The theory of representations for Boo- 
lan abras , Trans Amer. Math. Soc. , 40 (1936), 
37 ~ 111. 


[2] Feranmom, H. H. , < Marem. cG. $, 3⁄4 (1927), 9—28. 
[3] Bramasaipop. JI. A., Byrepir arme6ptua, M. , 1969. 
[4] Sikorski, R. ,Bcolean alæbras, Springer, 1969. 
IO. M. Payu E 
[ 补 注 】 运算 x+y=(x 门 CUPmCx] 又 称 作对 称 
差 {symrmetric difference ) .为 阐释 以 上 的 公式 , 可 设想 
一 个 由 给 定 的 集中 所 有 TREH, S, 以 及 补 的 运算 下 所 
成 的 Boote 代数 . 
参考 文献 
[A1] Rudeanu, S., 
North - Holang, 1974. 


Boolean functions and eguations . 
8 Up W 


Boole 值 模型 【Boolean - valued model ; 6v;epostaduas 
MOomeJt | 

此 模型 定义 如 下 : 设 O R RECHE T - 阶 语 
言 的 表 行 , 即 中 为 函数 与 诈 词 的 符号 集 . Booe 值 模型 
为 CC BL 周二 (Bw, Vro Q 这 里 By 为 非 退 化 Boote 
代数 (Boolean alpebra), V. 为 非 空 集 并 日 人 Ow 为 定义 
在 全 上 的 润 数 , 使 得 若 pAn TRARA, Wi 


Q. (0) = V, 
若 p 28 n RARER, Bl 
utp) € BI 


FSX ETELE YEDA F X A EA AAE 
g, p= XI: m." Ik HI n 20 为 自然 数 . Boole 1A B, 
称 为 模型 M 的 真 假 值 集 (set of truth values) .集合 
Vy 称 为 M 的 全 域 (universe). Boole 值 模型 M +E # 
BRN, 若 真 值 集 为 Boole tA B Sl Bp, = B. # Boole 
代数 卫 为 二 元 代数 (好 8={0,1)), 则 此 B 模 型 M 
就 是 经 典 两 值 模型 . 

+ Ly 为 在 语言 L 上 添加 新 个 体 常 无 和 侧 得 ; 对 车 个 
ce Vy E Ly 中 具有 相应 的 个 体 常 扎 Y. 设 MA— B 
模型 且 B=(B; 0, 1, C.U, D) 为 完全 Boole 代数 ;以 


下 的 等 式 1) 一 中 定义 上 上 ,的 每 个 闭 表达 式 e( 即 无 自由 
变 元 的 公式 或 项 ) 的 值 (value) | e || x. 

1) iyiy=v， 这 里 vy EF,; 

D) plo tw) ll =(Q (ey (sil i 
Indy), AEren ARH p nE 
谓词 符号 ; 

3) wow ly=- iell yl a 

4) | pV gl, = lol, U Ely 

Si e A lly =l el a CO gh ag 

6 lm gel y5-lply: 

P EAEE) y=U,er,l e)l g; 

8) DY 的 (区 | =, ey, l e)l y. 

关系 式 1) 一 8) 对 于 某 些 非 完全 Boole 4 8 g uj E 
AAI eln ARENDA 8) 中 的 无 窃 并 和 无 穷 交 存 
在 .Boole 值 模型 的 概念 亦 可 对 具名 种 类 型 恋 元 的 语言 
引入 ,在 这 样 的 情形 下 每 种 变 匹 具有 自己 的 恋 域 Vy. 

FHAR p EBEE 'H AEH (true) (ME gp) 
EHI o 1w=1. 称 了 模型 M NE THAN, E E 
对 于 了 的 所 有 公理 中 此 有 ME .# h HM Booe 
代数 器 到 Boole Et B HASERRE ES HMEN 
交 ， 则 存在 BH SEM N SOL, Bl A X 中 ， 
l ell. =h(l e ll) 成 立 . 车 模型 M 的 域 是 可 数 的 ， 
则 存在 映射 到 Boole 代数 {0, 1} 中 的 同 态 上 ,在 其 下 M 3E 
转化 成 经 典 两 值 模型 M ' 使 Mi ç — M' E g. 已 经 证 明 
Aie T AJF. SHN TERA Booe HRR, 这 个 定理 
RA Booe 值 模型 理论 应 用 于 公理 理论 相 容 性 的 基础 . 

若 理 论 了 的 Booe 值 模 型 是 借助 于 另 一 公理 理论 8 
而 鬼 作 的 , 则 可 得 到 了 工 相 对 于 3 的 相 容 性 .于 是 了. 
Cohen 的 理论 ZEH+(2” >R B xF F ZF 的 相 容 性 的 
结果 由 借助 于 ZF 构 作 Boole 什 模 型 而 得 到 ( 见 力 迫 
法 (forcing method)). Cohen HEXA p |— g KH 
作 等 价 于 满足 


lola = {P:P -ae 


的 Boole fE 820 0 HIE. 
参考 文献 
[li Rasiowa, E. and Sikorski, R., The mathematics of me- 
tamathematics, Polska Akad. Nauk, [963. 
[2] Jech, T. J. , Lectures im set theory: with particular em- 
phasis on the method of forcing, Springer, 1971. 
[3] Takeuti, G. and Zaring, W. M. , Axiomatic set theory, 
Springer, 1973. 
[Hi Man O. H., B c5.: Hrom mayn ú temme. Cosm 
` PEMEHHLE Tpogtinewnyl MATEMATHEN, T. 5, M. , 1975. 5—72. 
B. H. Cpm #& 


[ 补 注 】 


参考 文献 
[A1] Bell, J. L., Boolean-valued models and independence 
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proofs in set theory, Clarendon Press, 1977. 
LA2] Jech, T. J. ,Set theory, Acad. Press, 1978. 
[A3] Kunen, K., Set theory, North - Holland, 1980. 
RTE MAER 


Booth HAE [ Booth lemniscate ; Eyra JieMaackaTal 
四 次 平面 代数 曲线 , 它 在 Descartes HA Eir # h 
的 方程 是 


(Hp y 3 (2m2 + n)x2 二 (2097 一 0 — 0. 
如 果 |n1<2m', 则 Booth RAER A W 838 j (elliptic) 
{ 它 具有 栖 点 口 , 见 图 1， 其 中 0<m<2m2) WE |n| >2m:2 , 


Booth ZR BI ER PR A IA fi ZE Bi (hyperbolic) ( 它 在 坐标 原 
点 处 具有 早点 , 见 图 2, 其 中 站 六 2m 当 ， 


"N 


图 1 图 2 
AREH, EAN Booth 双 纽 线 的 方程 是 
P = a2cosle+blsii q sk p = 0. 
W n >2m°2 , MH Booth 双 纽 线 的 方程 是 
p° = a° cos e b’ sino; 
WA n < —2m:2 , Me 
p: = ~alcos ptp? sin? 9 
(a? = |2m:+n], D = |2m? -n |). 
Booth XX # HMAK RJ bi R g RAKAT . A E 
Booth 双 纽 线 所 围 成 的 面积 是 
S = 50 +b), 


而 驱 曲 型 Booth 双 纽 线 所 围 成 的 面积 是 
a? —þ? 


a 
$ = arctg g + 
Booth 双 纽 线 是 波斯 曲线 (Persian curve) 的 特殊 情 
@. 
Booth WARA J. Booth 而 得 名 , 见 门 ]. 
参考 文献 
H] Booth, J., A treatise on some new geometrical me- 
thods, 1-2, London, 1873—1877. 
[2] Cammo, A. A., IDIOCEME EPHBPE, NM ,1%0, 144- 146. 
J FB Coronoe E FRH 译 
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加 边 法 [bordering method ; oscuášvapemmea meron] 

ERER NATET ARRERA FEE 
阵 的 线性 代数 方程 组 4x = 上 的 -种 方法 ， 它 是 基于 递 
IRPA R EB: A 


d) t7 dlk-! 
Ar- = 


Ak 11 ` k-lk-! 


BEREA E R RA ERE A, 的 问题 的 解 ,这 里 A, 可 认为 
是 由 A MAR H. 

ERER I BJ Ln 8 RHA A E a F: A 是非 
退化 矩阵 ,在 矩阵 A, RAN, SABRA 


Ak-1 ük 


A= 5 dik 


， (D 


这 里 WS a U &_, A B= 有， 则 


一 1 一 一 
A _ Akti 
aL Ak ay 
Ai 7 DAL 1 Ú 
itk = 
ak = qa — RAR L, uy. 2) 


ARATRO A, A. 的 道 , 就 得 到 矩阵 
AT, 

上 述 韦 边 法 的 方案 避 通 用 于 主子 式 不 等 于 截 的 矩 
阵 .一般 ,应 采用 主 元 方案 .在 上 述 方案 中 , 用 来 加 边 
KITAP usau s A u, 具有 最 大 绝对 值 ， 这 
时 计算 得 到 的 矩阵 仅 在 行 . 列 的 排列 上 与 Al K PI 
(D. 

IER EERE R Y (inversion of a matrix) 最 快 
的 直接 法 ， 

加 边 法 使 三 融和 矩阵 的 有 效 求 道成 为 可 能 . 如 果 A, 
是 右 ( 或 上 ) 三 角 抵 阵 , 则 在 (1) 中 


A, ' 
Api IL 
dkk 
也 二 站 和 A; ! = l 
0 —_ 
Aik 


在 这 种 情形 下 ， 计 算 量 可 减 到 六 分 之 一 . 

求 Hermite 正定 矩阵 的 道 答 阵 时 ,加 边 法 是 特别 有 
效 的 . 对 这 些 矩 阵 不 必 利 用 主 元 方案 ,并 且 , 它们 只 需 
要 计算 -~ 学 元 素 . 这 时 计算 方案 简 作 为 : 


PP P, 

aa A 

aa _ a A 
1 
A ü, 


— 一 | — — y’ 
P, = Ak iu, Og = Apg — Uk Pg. 


和 解 方程 组 的 加 边 法 的 计算 方案 如 下 所 述 ; 设 b= 
(a Ga P k=l, n n; Betb. WISE A... EF 
退化 矩 降 , xt k y A, x nih 0 BD. 
则 方程 组 b= 的 解 xik 有 从 表达 式 


Ar: EAL | ptp 
A, = bik,p) = 
k " a, (F dy | (3) 
和 (2) 得 到 
Aza 0 ik -1p) 
EP) = 一 kl b , + 
Ü 0 Gp 
l XA lq 
k -yyt = 
Tg k dip 
x-i Bx -lp xÜ (LA) 


0 au +u xl Tk 1 (4) 


用 这 种 方式 ,通过 具有 同一 个 矩阵 少 .,， 但 不 同 右 端 项 
的 方程 组 的 解 xn R xU ,可 以 容易 地 得 到 具有 加 边 
矩阵 水 的 方程 组 的 解 、 原 方程 组 的 解 是 x" "可 以 
通过 递归 地 应 用 关系 式 ( 和 而 得 到 . 这 就 导出 向 量 集 


xf 一 1，2，… n, p> NAFHA. 即 
xü, xD, ， 庆生， 
x ..., Qa) 

ETLAT 
ahati, 


EDARIA HE, b T ML 3 fr + Gauss 
法 (Gauss method)， 即 解 方 程 组 最 锯 的 直接 法 之 

由 于 计算 机 内 存 的 有 将 利用 ,加 边 法 可 以 求解 较 高 
阶 方程 组 .这 是 因为 计算 向 量 x 中 (p> 和 ,只 需要 在 
HEDI x "(p> 上 一 1) 和 第 个 方程 的 系数 ,也 就 是 
长 度 为 f=ktn 一 k 十 1)+r 十 1) 的 一 个 数列 ， 因 此 ,对 
求解 阶 方程 组 有 {n+1) (n +5)/4 š (n /2y: + T 4E 8 
NOI SET 3: H, SEE 813 N GK AD Jr BJ 2 38 fe 
大 计算 机 中 ,可 以 逐次 一 行 一 行 地 进行 . 

当 槛 解 的 方程 组 的 一 个 截断 方程 组 已 经 解 出 时 , 利 
用 如 边 法 是 合适 的 . 美 系 式 {4) 立 好 给 出 所 需要 的 解 . 

上 述 加 边 法 方案 ,可 用 来 计算 行列 式 ， 从 11) 得 


|A, |=, xA, ts) lÀ. l ` 


这 个 关系 式 的 递归 使 用 ,就 得 到 | 41. 
像 矩阵 求 递 一 样 ,用 加 过 法 , 仅 当 虐 降 具 有 非 霍 主 
子 式 时 ,方程 组 求解 和 行列 式 的 计算 才 有 可 能 . 这 里 一 


般 需 要 利用 主 元 方案 . 
参考 立 献 
[1] Boemozun , B. B., 
1966. 
[2] Paues, A. KE., banneeaa, B. H., 
METOM JOBeciiaoii anepi, 2 m34., M.- Jl. ,1963( 英 译 
A: Eaddes, D. K. and Faddeeva, Y. N., Compu- 
ational methods of linear algebra, Freeman, 1963). 
T A Kuq Ë: 
【 补 注 】 JH 3 tE 3 E — R B) i b: E ( partitioning 
procedures ) 的 一 种 特殊 情形 aij). 
上 面 定义 的 加 边 法 与 Sherman - Morrison 公式 
i Sherman - Morrison formula) 和 它 的 推广 Sher- 
man - Morrison - Woodbury 2 公 公式 (Sherman - Morri- 
son - Woodbury formula) AX. Sherman - Morrison 
ARARA m x m 矩阵 MAA x l y, 53 ce= 1 + 
yM x 0 时 ,有 等 式 


Uncneaipe merom ameĝph, M., 


BbriHejIMrenbHbe 


IM+xy"] =M CAM MT 
c=1+y"M x. 


Sherman - Morrison - Woodbury 公式 就 是 用 mxn 
MEX HUY 0 3RIJE < 和 3 了. 这 些 公 式 在 [A21~[A5] 
中 有 推导 (也 见 [A6]), 并 用 二 构造 类 似 于 却 边 法 的 矩阵 
KATR. 这 些 方案 的 卓越 讨论 在 [A7] 中 给 出 . 
参考 文献 

[A1) Westlake, J. R., A handbook of numerical matrix in- 
version and soluton of linear equations, Wiley, 1968, 

| Sed. 2.6. 

` |A2 Bartlett, M. S. , An inverse matrix adjustment arising 
m discriminant analysis, Ann. Math. Stat. , ZY (1951), 
167 — 11. 

[A3] Sherman, J. , Computations relating to inverse matrices, 
App. Math., 29, Nat. Bur. Standards, 1953, 123— 
124. 

[A4] Sherman, J. and Morrison, W. J., Adjustments of an 
inverse matrix corresponding to changes in the 
elements of a piven column or a Biven row of the 
original matrix, Ann. Math. Stat. , 20 (1949), 621. 

[A5] Woodbury, M., Inverting modified matrices, Memo. 
randum Report Stat. Res. Group Princeton, 42 (1950). 

[A6} Golub, G. H. and Loan, C. F. van, Matrix wmputa- 
tions, North Oxford Acad. , 1983. 

[A7] Houscholder, A. 8. , Principles of numerical analysis, 
McGraw - Hili, 1953. , 郭 祥 东 译 


空间 的 加 过 [bordering of a space ;0OkaitMUeENe mpOcrpa - 
wma], 5 ARE bX f H 

2] PPO B 3E[IU, U). WERS K 
XV(U,U = UU) E Wí8, 3tB.bx KUU U UU, 
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其 中 Ú E bXrh55 XZ 33 U, BAKTE E X E 
完全 正则 的 ), 空间 XE bX PWA 13828 ts 393125 ja] 
X (X EJ 583 E. H 3 bX S th BJ) 80501 3 mx K A 
您 是 一 致 的 .用 分 近 这 一 术语 来 表达 就 是 : 除了 玉 是 紧 党 
以 外 ,对 任何 邻 域 cx, 族 [ex UU 必须 是 空间 大 
HARA. F 六 在 它 的 Stone -Čech 和 
边 简称 为 六 的 加 边 (bordering)}。 使 用 加 边 的 语言 

闫 拓扑 空间 和 邻近 空间 的 紧 化 的 余 维 数 的 一 SNRA 
已 经 得 到 了 陈述 . 


#+ xt 
[1] Capaoa, IO. M., £ Marem. c6. 2, 71 (1966), 4, 454 — 
482. B. B. benopayz FE 


【 补 注 】 与 空间 加 边 有 关 的 概念 是 边缘 覆盖 (border 
cover) ， 一 个 开 集 族 揽 ,使 得 五 \ LJ 是 紧 的 .在 某 种 
意义 上 ,边缘 覆盖 与 加 边 的 作用 相反 ， 对 加 边 来 说 , W 
化 是 给 定 的 ,而 根据 某 一 边缘 覆 盖 系 统 , 可 以 构造 出 使 
它 的 剩余 具有 指定 性 质 的 紧 化 . 

ER. REW., FW iF 


下 配 边 [bordism 或 bordantism ; 6opmsw ], ， 亦 称 配 边 

一 个 被 单独 使 用 或 作为 一 些 类 似 意 思 的 标准 词组 
的 一 部 分 而 使 用 的 术语 . 其 英文 旧名 cobordism (8 
按 ) 仍 在 使 用 . 

最 简单 的 变形 如 下 . 两 个 光良 闭关 维 流 形 M. 和 
MM 是 下 配 边 的 (bordant) (内 同调 的 {internally homo- 
logous)) ,如 果 存 在 一 个 光 清 紧 (n+1} 维 流 形 久 (— B: 
“薄膜 "), 其 边界 由 两 个 流 形 癌 和 站 组 成 ,它们 在 微分 
HE (diffeomorphism) 

g: N — M, fll g : N — M 

下 分 别 微分 同 胚 于 M, 和 M. ii F Be 22 hi WE ñ 38 
合 称 为 下 配 边 类 (bordism class), m= (W, Mi 
M ) 有 时 称 为 下 配 边 (bordism {写成 (W, M, M, gh， 
四 更 精确 ) . n 维 流 形 的 下 配 边 类 之 集合 构成 了 一 T 
于 非 连 运 并 的 Abel 群 N. 群 的 零 元 是 由 某 个 流 形 W 的 
边界 的 流 形 M 3 JÑ É F Su X 35 (正式 的 说 法 是 具有 空 
集 M, IQ = uH (W, M, M); 其 他 名 称 是 : M 是 一 个 
“边界 流 形 *， 或 M“ JM T 3" R PEU). 
四 ,中 道 于 王 配 边 类 的 元 素 是 这 个 类 本 身 (因为 MUM 
ËY IE T E S M x [D ,1] 的 边界 }， 群 N, 的 直 和 和 
R. 是 一 个 交换 分 次 环 , 5 d R h Wi ó B 8 Et 5 
导 , 而 单位 元 由 一 点 的 下 上 配 边 类 给 出 . 

更 复杂 的 变形 包含 有 附加 结构 的 光滑 闭 流 形 的 下 
配 边 .例如 , 两 个 定向 流 形 M, 和 M 是 定 向 下 配 边 的 
(orientedly bordant), 如 果 它 科 按 照 以 上 解释 的 意义 
是 下 配 进 的 , “薄膜 * 妈 是 定向 的 县 使 用 上 述 记 号 ,由 W 
HA EEM 及 入 (它们 是 边界 的 一 些 部 分 } 上 所 诱导 的 
方向 , ERTA g M g FARER M 的 原 方向 及 M, 
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的 反方 向 .于 是 就 说 定 向 下 配 过 (oriented bordism); 
如 果 希 望 强调 这 种 下 配 边 和 前 面 给 出 的 下 配 边 之 问 的 
区 别 ， 将 后 者 称 为 非 定向 下 配 过 (non -oriented bor- 
dism). 23847 R, aw., a EE 向 下 配 边 群 O , AER 
=E. 

HEE BANCE 1938 年 由 JI. C. Monrpan 
引信 的 流 形 套 的 下 配 边 ,他 证 明了 这 种 下 配 边 的 分 类 等 
价 于 球面 同 伦 群 fr(3") 的 计算 ,用 能 通过 这 种 方式 决定 
zrit3" 和 ,2(S") (他 的 研究 的 详细 括 述 见 和 2]， 介绍 
性 的 教程 , 见 [和 ) .定向 和 非 定向 下 配 边 是 A. Poum 
在 1951 一 1953 年 间 引 入 的 {[3]), 他 对 x S 4 HART W, 
Ao, EEZ A NA. C. Ilonrpsrun 证 明了 ([1]): 如 果 
两 个 流 形 是 下 配 边 前 , 则 它们 的 示 性 数 相 等 {对 非 定向 
流 形 是 Stiefel - Whitney 数 ， 对 定向 流 形 是 Stiefel - 
Whitney 数 和 [logrprarmn 数 ). 紧 接 着 发 现 道 命题 也 
是 对 的 . i 

1954 年 , R. Thom Ë ARR EGE FRE MARA A e 
用 于 下 配 边 理论 ([5], 6), 他 重新 发 现 (在 定 AE 
向 下 配 边 两 种 情形 ) 下 配 边 和 某 些 同 伦 癌 题 之 间 的 联 
A. 因而 ,对 充分 大 的 r, WR, F r, (TBO); 
这 里 TBO (7) 是 具有 结构 群 0(7) 的 万 有 向 量 从 的 Thom 
空间 (Thom space). 由 这 种 联系 ,Thom 得 以 作出 环 T, 
的 完全 的 计算 ,并 对 Q2. 的 研究 做 出 了 重大 贡献 , 其 他 学 
者 继续 进行 这 项 工作 .终于 证 明了 m. 是 模 2 剩余 域 上 
维 数 i 的 生成 元 x, 的 多项式 环 ,其 中 i 遍 取 不 等 于 2' 一 1 
(s 关 1 的 所 有 正 数 ;这 些 生 成 无 的 几何 实 璃 号 已 知 的 
(FERS x, 的 具体 的 流 形 已 经 给 出 ([7]). 

有 附加 结 移 的 流 形 的 下 配 边 的 其 他 变形 包括 非常 
重要 的 拟 复 流 形 的 下 二 边 (也 称 为 西 下 配 边 (unitary bo- 
rdism) 或 复 配 边 (complex cobordism)《[8]. 9], 有 一 
变换 群 作用 的 流 形 的 下 配 边 ([1 旬 ). 还 有 另 一 类 变形 
(对 分 段 线性 或 拓扑 流 形 , 对 Poincare E JE, 等 等 
(D 11). 下 配 边 的 特殊 类 型 包括 叶 状 下 配 边 (foliated bo- 
rdim) Wk 下 配 边 (h -bordism) {过 去 称 为 /等 价 
J- equivalences) ): 这 些 下 配 边 可 用 来 联系 微分 性 质 
和 同 伦 拓 扑 性 质 【[12]). 

下 配 边 理论 的 进一步 发 展 与 折 扑 室 间 革 的 - 下 怒 边 
群 (bordism groups) (篇 称 空间 和 的 下 配 边 ， 见 DA 
关 ， 它 们 给 出 下 配 边 各 种 变形 的 定义 (以 下 给 出 最 简单 
的 例子 ) . 空间 关 的 奇异 n 维 { 子 ) 流 形 (singujar n -di- 
mensional (sub) manifold} 晨 一 个 侦 对 CM", f), 其 中 
对 " 旦 闭 光 清流 形 , f:M" 一 区 是 连续 映射 .两 个 这 样 
的 得 对 (My ,有 ，(M" ， 门 是 下 配 边 的 (bordant)， 
如 果 M, MERRET E FEH H., H (用 以 前 的 
记号 ) 存 在 连续 映射 h: 多 — X, E hg; = hg = 
f. (如果 M.S M 等同 寺 入 ,就 可 简单 地 说 映射 上 
诱导 了 MAMA X š ËJ S yE Wanj.) 空间 关内 的 奇 


异 流 形 的 下 配 边 类 形成 这 个 空间 的 n 锥 下 配 边 群 
R. (X) ( 群 运算 由 流 形 的 并 生成 ) 

如 果 夺 是 一 个 维 数 >2n 的 流 形 , N, (X) 的 元 素 就 
可 以 视 作 子 流 形 , 怡 如 对 应 的 "薄膜 "; 因此 ,空间 的 下 配 
边 与 引入 同调 的 最 韧 尝试 类 但. 苦 半 是 一 个 点 , 则 用 (三 
HEERA RI R, RAH pi X. Y, 8 S 8 H — 
个 奇异 流 形 (M, 站) 变 成 另 一 个 (M o f) 的 变换 所 生成 
BER gp ; N (X) — R (Y). 借助 于 使 每 个 空间 X x! 
应 着 群 N, G), FARA o s thai q. 得 到 的 函 子 是 
ARW. 在 现在 的 情形 下 ， 它 约 化 为 通常 的 同 调 ， 
即 对 任何 胞 腔 允 面体 x. 8 


ERON) = H(X, WDN. 


(这 个 表达 式 右 边 分 次 模 的 张 是 积 是 在 Z, = Z. Q) L 
的 )， 但 这 对 其 他 下 配 边 ([ 有 向 的 ,等 等 ) 一 般 不 成 立 . iF 
多 广义 同调 论 可 以 通过 所 谓 奇 异 下 配 边 的 方法 得 到 
(1141). 

除 空间 革 的 下 配 边 外 ,还 有 与 之 对 偶 的 广义 上 同 
调 论 . 广义 同调 和 上 同调 隆子 的 引入 使 得 引进 与 本 尊 
日 开头 讨论 的 不 同 的 术 诸 上 成 为 必须 . 因此 , 术 庄 “BO 
W (cobordism)” 就 限于 与 下 配 边 对 偶 的 广义 上 同调 论 - 
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Borel - Cantelli 3| 理 [ Borel - Cantelli lemma ; Bope:rg - 
Kae masaq] 

甘于 随机 事件 无 穷 序 列 的 一 个 常用 的 命题 . 设 Ao 
A... 是 某 一 概率 空间 中 的 事件 序列 ,而 4 是 在 事件 
A,(n=1, 2, -) 中 仅 有 有 限 个 发 生 的 事件 ,那么 ， 
Borel - Cantelli 引 理 斯 言 ,如 果 


P(A,) < oo {*) 
1 


则 I 
P(A) = 1. 


如果 事 件 Am = 1, 2, --- 相互 独立 . 则 POA) = 1 FE 0,82 
ATAR Y P(A) 收 敏 或 发 散 . 即 在 此 情形 下 ， 条 


B (s) t$ P(A)=1 是 充分 必要 的 ， 这 称 为 Borel 0 -1 准 
则 (Borel criterion) (W, 0-1 @B ( zero- one law)). 这 
全 判 据 可 以 推广 到 某 些 相依 事件 类 上 .Berel- Cantelli 
引 理 用 来 证 明 强 大 数 律 (strong law of large num- 
bers) . 
参考 文献 
[1] Borel, E. , Les probabilités dénombrables et leurs app- 
lications arithmetigue, Rend. Circ. Mat Palermo (2), 
27 (1909), 247 — 271. 
[2] Cantelli, F. P., Sula probabilità come limite della 
frequenza, Ami Awad. Naz. Lincei, 26 (1917), 1, 


39 — 45, 
[3] Lotve, M. , Probability theory, Princeton Univ. Press, 
1963. À. B. Iipoxopos 所 


【 补 注 】 看 数论 中 可 用 Borel - Cantelli 引 理 证 明 几 
平 所 有 的 数 都 是 * 正 常 的 ”, 见 乱 1], 第 8 党 第 5 节 . 
参考 文献 
[AI] Feller, W, , An introduction to probability theory and 
its applkations, 1, Wiley, 1957 (中 译本 : W. 93. 
概率 论 及 其 应 用 ， 科 学 出 版 杜 ， 上 册 ，1964; FH, 
1979). 刘 秀 芳 E 


事件 Borel B [ Borel field of events ; Bopenescsoe none 
oor] ,事件 o MR (o. feld of events), {F Borel 
代数 (Borel algebra of events ), 事件 z tiM (o -algebra 
of events ). 
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非 空 集 Q (基本 事件 空间 } 的 某 些 子 集 ( 事 件 ) 组 成 
Borel ER (Borel field of sets). 
E. B Casogom Se 上 斯 需 译 


Borel 集 域 [Bore] field of sets ; Fopenewsme moe MHO- 
#ecr#], Borel 集 族 { family of Borel sets ), HERM 
生成 前 

包含 好 且 尖 上 打数 并 运算 和 取 补 运算 为 封闭 的 最 
DER. A. T. Em É DAR 


Bore) 不 动 点 定理 [ Borel fixed - point theorem ; Bopen 
TecpeMa 0 HOTMVIBH ISSN TRE] 

BVR k EEA E. 正则 地 作 
HEF V FB03F38 B] 8&4Ú G O E 8 tj TÚ 98 EE alg- 
braic group of transformations)) Æ V PARIL. 
由 这 个 定 理 可 以 推出 代数 群 的 Borel + # (Borel sub- 
group) R: 3t SR É (Borel - Moposos 定理 (Bore] - Moro- 
zov theorem )) ， 不 动 点 定理 是 A. Borel([1]) 证 明 的 . 
Borel 定理 可 以 推广 到 任意 域 上 (不 一 定 代数 封闭 ) : 设 
六 为 在 域 上 上 定义 的 完全 艇 ， 若 连通 可 和 解 上 分 樟 群 
k- split group) G 正则 地 作用 在 上 上 ， 则 有 理 大 点 集 
VERET, RACES 妇 的 一 个 不 动 点 .因此 


”推广 的 Borl Ff WE 3t su pk iesm R. 车 域 上 是 完满 的 ， 


则 一 个 连通 大 定义 的 代数 群 开 的 极 大 连通 可 解 六 可 
列子 群 ， 在 上 电 的 点 构成 的 群 中 元 于 作用 下 互相 共 
% ([2]) . 
参考 文献 
[1] Borel, A., Groupes limaaires algébriques, Ann. of Math. 
(2), 64 (1956) 1, 20— 82. 
[2] Borel, A., Lincar algebraic groups, Benjamin, 1969. 
[3} Moposon , B. B., < Horn AH COCP)5 , 36 (1942), 3, 
9- 94, 
B. H. Marono E 许 以 超 译 石生 明 校 


Borel 函数 [ Bore] function ; Dopeeeckam yaminmaj, B 
函数 (B - function) 

使 函数 了 (x) 的 定 灾 域内 一 切 形 如 E {x: 了 (x) 宇 a) 的 
子 集 均 为 Borel 88 (Borel set) 的 函数 . 这 种 函数 也 称 为 
Borel HAA $t (Borel - measurable functions) 3È B a] 
WAH (B - measurable functions). 如 同 普通 可 测 函 
熬 一样 ,和 , 积 以 及 根 限 过 程 等 运算 关于 Borel 函数 类 
是 封闭 的 ; 但 和 普通 可 测 函 数 和 不 同 的 是 , Borel 车 数 的 复 
全 运算 关于 Borel 函数 类 仍 是 封闭 的 ,此 外 ([1]), 若 f 
为 任意 空间 上 的 可 测 和 函 数 ,而 9 为 实数 空间 上 的 Borel 
KA, MEA ka 在 上 仍 为 可 测 , 所 有 Borel 函 
数 均 为 Lebesgue 可 济 ( 见 可 测 函 数 (measurable func- 
tion). 反之 不 真 . 然 而 ,对 于 任意 Lebesgue HMRS f, 


404 BOREL ISOMORPHISM 


总 存在 一 个 Borel BS3% g ELF thA SL M y (= g(x) 
(HJ). Borel 函数 有 时 也 称 为 Baire 函数 (Baire func- 
tions), 因为 所 有 Borel 函数 组 成 的 类 等 同 于 Baire 类 
(Baire classes) 中 函数 的 全 体 (Lebesgne 定理 (Lebes- 
gue theorem}, 和 2]), Borel 函数 可 按 Borel Æ E (x: f 0) 
2a) 的 序 来 进行 分 类 ;这 样 得 到 的 类 与 Baire 类 等 同 . 
Borel 函数 的 概念 已 被 推广 到 取 值 于 任意 距离 空 
间 的 函数 上 去 ([3]) . 其 而 也 可 以 提 及 下 可 测 映 射 
(B - measurable mappings). Borel É8 # + (z # Eit 
以 及 函数 论 中 有 用 ,而 自在 概率 论 中 也 要 用 到 ([1]， 
l4]). 
参考 立 献 
[1] Halmos, P. R., Measure theory, v. Nostand, 1950 
{中 译本 : P. ERB, WE. Ah. 1558). 
[2] Hamdorff, F. , Set theory, Chelsea, reprint, 1978 (中 
译本 : F. EAER. 06.81261 +L. 1960). 
[3] Kuratowski, K., Topology, Acad. Press, 1966 一 1968 
(RAAE). 
[4] Komeoropos, A. H. , CHOME NOHATAA TenPSI EpC- 
Tuocreñ , 2 war., M. , 1974 ( 中 译本 ; A. H. ARA 
哥 洛 夫 , 鬼 率 论 基本 极 念 ,上海 商务 印 书 慷 1952). 
B. A. Cpopuos EE EHE 译 


Borel 同 构 [ Bore} isomorphism ; Bopeneaoaa mossop. 
puw ], B FIH (B - isomorphism) 

EA XAR y PHRAS, 使 了 和 广 :都 将 
Borel 集 变 换 为 Borel $f (Borel set). 在 完全 可 分 度 
量 空间 的 Borel 子 集 类 中 , 同 基数 的 集合 是 Bore 同 构 
的 . A T. Emm Ë FEH 


Borel - Lebesgue WREEF [ Bore} - Lebesgue covering 
theorem ; Bopen - JIeGera TeopeMa ] 
设 4 是 有 中 中 的 有 界 闭 集 ,G 为 4 BJ TMN E, Bi 

好 是 一 个 开 集 系统 .它们 的 并 包含 4, 则 G 中 存在 集合 的 
有 限 子 系统 1G (=1,…, N)( 子 覆盖 ) 也 是 4 的 村 
盖 , 即 

N 

4 C UG. 
:=1 


Borel-Lebesgue EEA WEM: uh ACR", 若 从 4 的 任 
何 开 覆 六 中 都 可 选 出 有 限 子 覆 洲 , 则 4 是 有 界 闭 的 . 从 
集合 4 的 任意 开 覆 瘟 中 都 可 选 出 有 限 子 稚 蔓 常 作为 集 


合 44 是 紧 集 的 定义 、 按 这 种 说 法 , Borl- Lebesgue 定 . 


理 及 其 道 定理 可 采取 下 列 形 式 : 集合 Ac R" 是 紧 的 当 
且 仅 当 4 是 有 界 闭 的 . 该 定理 关于 4 是 线段 [a, b] = R' 
且 G 是 区 间 系 统 的 情形 , Eh E. Bor ([1D 在 1898 年 
证 明 ; 该 定理 的 基本 形式 由 H. Lebesgue ([2]) 在 190- 
1910 年 给 出 . 这 个 定理 的 其 他 各 称 有 Borel 引 理 (Borel 
lemma), Heine - Borel 引 理 (Heine -Borel iemma), Heine- 


Borel 定理 (Heine -Borel theorem) . 
参考 文献 
[1] Borel, E.; Leçons sur la théorie des fonctions, Gau- 
thier - Villars, 1928. 
[2] Rudin, W., Principles of mathematical analysis, MoG raw- 
Hill, 1953. H. A. Buuorpanopa E FAH 详 


Borel 测度 [Bore] measure ; Bopem mepa ]， 集合 的 

定义 在 拓扑 空间 ATEK LRA #n T Fk pE E 
MEX p: ERGE X b k X F Borel W (Borel set) i} ç 
代数 多 , 即 X 中 包含 一 切 开 集 并 且 关于 可 数 次 集合 论 
运算 封闭 的 最 小 子 集 类 ; 2 如 果 当 iZ; pJ E (YE = @, 
Bln (U E.) =P BE), B pu ETMEN. Borel 
WE u 称 为 正则 的 (regular )， 是 指 


ME) = sup MF), 


其 中 下 属于 天 的 闭 集 所 成 的 集 类 s. Borel 测度 的 研究 
经 常 与 Baire 调度 (Baire measures) HRR, 它们 的 差 
p Iy R 2 3R0S S]. Baire WENE gE X 
上 所 有 连续 函数 皆 为 可 测 的 最 小 e 代 数 2. Borel 测度 
上 (或 Baire 测度 Y) 称 为 7 光 消 的 (t+ - smooth) ,假如 对 
THERE F. 多 的 任意 闭 集 网 {FF,}, 均 有 (F149 
(或 对 于 满足 Z 12 W eska kE S EFJ {之 ,) , 均 有 
v(Z.) v 0). Borel 测度 pr (或 Baire WE v) 称 为 紧密 的 
(tight ) ,假如 


ME) = pap KY 
其 中 2 E X B) y FAR69238 (或 


MË) = reyr v (K). 


r (K) = ra, Ea). 


BEHEM HRAT UE SI EF EE, I EL 
#K33WjE F. SR 305. 在 某 些 条 件 下 ， 
Baire 测度 可 以 扩张 为 Borel WE. 例如 , 当 互 为 完全 正 
则 的 Hausdorff 空间 时 , 任意 一 个 z 光 清 (紧密 ) 的 有 限 
Baire 测度 均 可 扩张 为 正则 的 t 光 滑 (紧密 ) 的 有 限 
Baire WE. 在 研究 局 部 紧 空 间 上 的 测度 时 ,有 时 把 在 紧 
ER G, E) 上 取 有 限 值 ,而 定义 域 为 紧 集 生成 的 集合 
的 = 环 的 测度 , 称 为 Borel 测度 (或 Baire WA). 人 们 常 
把 直线 上 的 Borel 测度 理解 为 定义 在 Borel 集 + 的 这 样 
的 测度 ， 它 在 尾 意 线段 上 的 值 就 是 该 线段 的 长 座 ， 
参考 文献 
[1] Bapanapañu, B. C., & Marem. c62, 5511961). 1, 35 — 
100. 
[2] Halmos, P. R., Measure theory, v. Nostrand , T950- 
D Neveu, J.. Bases mathématiques du calcul des proba- 


FI 
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bilités , Masson, 1970. 
[RNE] 
参考 文献 
[A1] Royden, H. L. , Real analysis, Macmiliian , 1968. 
[A2] Zaanen, A. C. , Integration, North - Holland, 1967. 
[A3] Rudin, W., Prinaples of mathematical analysis, 
McGraw - Hill, 1953 {中 译本 : W. 卢 丁 ,数学 分 析 I. 
m, 人 民 教 育 出 版 杜 , 1979). 
[A4] Rudin W., Real and complex analysis, MeGraw - 
Hill, I966 PHE: w. 卢 丁 , 实 分 析 和 复 分 析 , 人 民 教 
育 出 版 社 ，1982 1) . 
[A5] Taylor, À. E. , General theory of functions and inte- 
gration, Blaisdell, 1965. 
[A6] Aliprantz, C. D. and Burleinshaw, Q., 
real analysis, North - Holland , 1981. 
王 斯 雷 E HEN 校 


B. B. Casonos #R 


Principles of 


Borl 38 [ Bori set; Eopenmescxoe mnoxernao ] ， B% 
(B - set) 

在 拓扑 空间 中 作为 开 集 和 闭 集 的 术 超 过 可 数 次 并 
和 交 的 运算 的 结果 而 得 到 的 集合 ，Boreil 集 (Borel 
set) 是 包 合 闭 集 且 关于 补 运 竺 是 封闭 的 最 小 可 数 加 性 
集 类 的 一 个 元 素 ，Borel 集 也 称 为 Borel FMR (Borel 
measurable sets) Æ B aj E (B - measurable set). 
JF AE #n HI # #k 3 28 t Borel 集 (Borel sets of order 
zero), 一 阶 Borel 集 (Borel sets of order one) # F. È 
6G; 合集 合 ;它们 分 别 是 闭 集 的 可 数 和 与 开 集 的 可 数 
3. 一 阶 Borel * {Borel sets of the second order) 
是 所 ,型 (下 型 集合 的 可 数 变 ) 的 集合 和 Gu 型 (G 型 集 
合 的 可 数 并 HRA. 任意 有 限 阶 的 Borct 集 可 用 类 似 
的 方法 归纳 地 定义 . 借助 于 第 二 类 超 限 囊 (transfinite 
number)， 这 个 分 类 可 详尽 地 推广 到 所 有 Bore) jg. 
Ha RRR RAR, oh) Borel Æ (Borel set 


of class z) B S {EM a Br Borel 集 , 而 对 任意 aca. 


不 是 a 阶 Borel R. Borel X RE 2 k 22 SE Ik 80 T Br > 
BEREM. 在 Eudid 空间 , Hilbert 空间 和 Baire 空 
间 中 存在 所 有 类 的 Borel 集 . 

Borel $ Eo 罕 的 特殊 情形 . .wr Ng (ar - set) E E: 
Borel 集 , 当 肘 促 当 五 的 补 千 也 是 N (Cycna 准则 ). 
在 具有 Lebesgue 测度 (Lebesgue measure) 的 空间 中 ， 
所 有 Borel 集 是 Lebesgue 可 测 的 . 道 命题 不 成 立 ， 有 
连续 统 基数 的 所 有 可 分 空间 都 依 有 非 Borel 集 . 

Borel $ Æ E. Borel ([1]) 引 人 的 ; 在 Borel Æ% 
(Borel function) 的 研究 中 , EIER ERES EN. 

在 更 一 般 的 意义 下 , Borel 集 是 由 某 集 合 系统 生成 
的 任意 Borel WF (Borel system of sets) 中 的 集合 , 拓 
扑 空间 中 的 Bore 集 是 由 该 空间 的 闭 子 集 系 生成 的 


参考 文献 


[I] Borel, E., Leçons sur lès fonctions disœntinues ， 
Gauthier - Villars, 1898. 
[2] Kuratowski, K., Topology, Acad Press, 1966 — 1968 ( 译 
BIC X). 
[3] Hawdorff, F. , Set theory, Chelsea, reprint, 1978 {中 译 
本 : F. EIA., Kit. PEH, 1960). 
[4] Anewanrpoa, IL C., ，Baenetme e ouye Tenfgno 
MHORECTE H (byusruñ, M. - JL. , 1948 (PEE: 亚历山大 
* 3k. 集 与 函数 的 渤 论 初 阶 , 高 等 教育 出 版 社 . 1955), 
B. A. 'Cxsopups # 
【 补 注 】 对 记号 问题 ， 见 正光 类 的 Borel 88 (Borel 
set of an ambiguous class). 
参考 文献 
[A1) Kuratowski, K. , Introduction to set theory and topo- 
logy, Pergamon, 1961. 方 嘉 琳 译 


Borel 此 的 判别 准则 [ Borel set, criterion for a ;Bopemes- 
CKHX MHOMECTR KpFrepeai | 

在 完全 可 分 度量 空间 中 M (er -set ) 是 Borl Æ 
的 必要 和 充分 条 件 ， 两 个 准则 可 铬 述 如 下 ; 1) 它 的 补 
REMEE 集 (Cycem 准则 (Suslin criterion)); 
最 2) 它 可 表示 为 不 相交 连通 分 支 的 并 (Jiya 准则 
(Luzin criterion)). A. T. Emon $% FEH 译 


iA a BJ Borel 8 [Borel set of ambiguous dass cx; 
maycroposnee Bopeneackne MBORECTRED scracca a] 

度量 空间 或 者 { 更 一 般 地 ) 完 满 正 规 拓 扑 空间 的 
Borel 子 桌 ,同时 是 加 性 类 xx 和 屁 性 类 wx 的 集合 , 亦 即 
同时 属于 类 F A G... 歧 类 0 的 Borel $E ARAR 
集 ; 歧 类 1 的 Borel 集 同时 是 F, RA G 型 集合 . 对 于 
任 柯 8>a， 类 a 的 任何 Borel 38 A t pk 28 B h5 Borel 
A. B aki Bori 集 组 成 一 个 集 域 . 
参考 文 南 

[1] Kuratowski, K., Topology, 1, Acad. Press，1966【 译 自 
EX). 

[2] Hausdorff, F., Set theory, Chelsea, reprint, 1978 { 译 
HWX PRE: F. ERR. ke, HEEM. 
1960). ` A. FP. Emaom 摸 

[ 补 注 】 RSF, G, 在 拓扑 学 中 流行 . 在 拓扑 学 之 
外 ,人 科比 较 常 用 的 记号 分 别 是 yl. H. 对 于 Fo, 
# F=’, Gm; 而 对 于 naco H Fir =F, E 
II =G. FEX, wB E Aert Ont. WA 
[Al]. 


#£+ x 
[AL] Moschovakis , Y., Descriptive set theory, North - Holland, 
1980. WIKI. i N. PEE 译 


Eorl 强大 数 律 [Borel strosçg law of large numbers ; 
Bopen ycmnemutsi manu Com smcen] 
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历史 上 ， 第 一 个 强大 数 律 (strong law of large 
numbers ) 由 E. Borel 在 研究 Bernoulli 方案 (M, 
Bermewlt 试验 (Bernoulli trials)) 时 提出 并 证 明 的 . 考 
虚 独 立 同 分 布 的 随机 变量 X... X... 各 以 1⁄2 的 概 
率 取 0 和 1 两 个 值 . 那么 表达 式 s=}, X 给 出 了 成 
功 概率 为 1/2 的 Bernoulli 3 $ 中 成 功 试 验 的 次 数 ， 
Borel # [1] PHEN T 4 n — © 时 


— 
n 2 
以 概率 IR. FE 3 (1914)G. H. Hardy 和 J. E. 
Littlewood 证 明了 几乎 必然 有 


n 
— 5 1 

lim s — 
nm Vnlnn V2 


随后 (1922)，A. A. Xuuqwu 证 明了 下 列 更 强 的 铺 果 : 


n 
_— 2 | 
P | lim =—| = 1. 


mm Vnlalnn V2 


亦 见 重 对 数 律 (law of the iterated logarithm), 
参考 文献 . 
[t] Borel, E., Les probabiltés dénombrabks et leurs 
applications. arithrnetique, Rend. Cire. Mat. Palermo 
{2), 27 (1909), 247 — 271. 
[2] Kac M. , Statistical independenoe in probability, analy- 
sis and number theory, Math, Assoc, Amer. , 1963, 
A. B. [Ipoxopos R 刘 秀 芳 详 


Borel FA [Borel subgroup ; Bopem nonrpynmna ] 
线性 代数 群 (linear algebraic group) G H RKE 
通 可 解 代 数 子 群 ， 例 如 ， 一 般 线性 群 GL (n) 中 所 有 非 
异 的 上 三 角 息 阵 的 子 群 是 Borl 子 群 ，A Borel ([1]) 
首先 对 代数 拜 的 概 大 连通 可 解 子 群 进 行 了 系统 研究 . 
Borel 于 群 能 被 刻画 为 极 小 抛物 于 群 【parabolic sub- 
pop 即 群 G 的 代数 子 群 H, EHE% G/H ERE 
,如 的 所 有 Bor! FREER., WME., WE 
iiai FHB, BARGER k E, Mj B #i B, 由 
G(k) BERERA. 群 G 的 性 何 两 个 Bore TRZE, 
会 避 的 一 个 极 大 环 而 ; 车 这 个 交 是 极 大 环 面 , 则 称 这 
样 的 Borel 于 群 是 及 的 opposite)，G 中 存在 相反 的 
Borel +Ë, 5 B (2 55 G ESHER (reductive group). i 
G 是 连通 的 , 则 它 是 它 的 全 部 Borel 子 群 的 并 , 且 任 何 
抛物 子 群 同 它 在 G 中 的 正规 化 子 重 合 . 在 这 种 情形 
下 ,任何 Borel TRE G 的 所 有 可 解 子 群 中 {处 羽 是 在 
代数 的 和 连通 可 解 子 群 中 ] 是 级 大 的 . 然而 ,在 台中 不 是 
Borl 子 群 的 极 大 可 解 子 群 通常 是 存在 的 . Borel 子 群 


的 换 位 子 群 同 它 的 么 等 部 分 B EA., m B, 在 上 G 中 的 
正规 化 子 与 上 8 重合 . 若 基 域 的 特征 是 零 ,而 是 GG 的 
Lie 438, W| G 的 Borel 于 群 的 Lie 代数 作为 8 的 子 代 
数 b 常 称 为 8 的 Borel FER (Borel subalgebra). g 
的 Borel 子 代数 是 它 的 极 大 可 解 子 代数 . 设 G 定义 在 
任意 域 二 上 , 则 定义 在 上 上 的 极 小 抛物 子 群 在 上 上 代数 
EERE EFM Borel 子 群 相似 的 作用 ， 例 如 ,两 个 
BERME FRE G (k) HE Fatsa (D). 
参考 文献 

[1] Borel, A , Gruppes linéaires algébriques, 

(2), 64 (1956), 1, 20 — 82. 


Am. of Math 


[2] Borel, A. and Tits, J., Gruppes Bductifs, Publ. Math. 


IHES, 27 (1965), 55 — 150. 
B. TL Tinarogon W 石生 明 译 许 以 起 校 


Borel 求 和 法 [ Borel summation methed ; Bope meron 
cyMMEPOBaBRS] 

函数 项 级 数 求 和 法 之 一 ,是 E. Borel ([1】) 提 出 的 . 
假设 给 定数 项 级 数 


a e) 
S, 是 它 的 部 分 和 ,$ 是 一 个 实数 ,如 果 
lim e * $s = s, 
x— k=0 
则 称 级 数 (=) H Borel 法 (了 -method ) 是 可 和 的 ， 其 和 
为 数 5 . Borel 还 提出 一 PRIRA El 下 法 : 如 果 


已 Gu yy = S, 

Í k=0 ir 

MARR OE B 法 是 可 和 的 , A S. E B EA 
B’ 法 等 价 的 条 忻 ， 见 [2] 8 法 的 产生 同 在 一 点 上 正则 的 
函数 的 解析 开拓 有 关 ， 设 函数 


ra) = Šar 


在 点 口 处 是 正则 的 ,C 是 它 的 所 有 奇 点 的 集合 .通过 每 
— Pe C, FRR OP, ABa P BR BR T QF 的 直线 
L;. 对 于 每 一 条 直线 上,, 与 点 是 处 子 局 一 侧 的 点 的 集 
AICE m 这 时 ,区 域 开 的 边界 开 称 为 函数 f(z) Borei 
多 边 形 (Borel polygon ) ,而 区 域 并 则 称 为 它 的 内 部 .下 
述 定理 成 立 : 级 数 


mm 
Daz” 
n =ü 


EKRI PHA B RA, MES IT + 3F 85 Z T 
中 不 可 用 B' 法 求 和 ([2])， 
参考 文献 
[1] Borel, E., Mémoire sur les séries divergentes, Ann. Sci. 
École Nom. Sup., (3), 16 (1899), 9-131. 
[2] Hardy, G. H., Divergænt series, Clarendon, 1949. 
A. A. Japon # 


-0 


[HHE] 
pri 
[AI] Beekmann ,W. and Zeller, K., Theorie der Limitierungs- 
verfahren, Springer. 1970. 张 福 林 详 


Borl 集 系 [Bore] system of sets ; bope-eeaean ccena 
MaoxecrB]， 日 集 系 (B- syslem of sets), 由 RAME 
上 成 的 

包含 ME J (s, 6) ER BM) RTRM) 的 
集合 称 为 由 系统 M H: A Borel 于 (Borel set), 
X REB- set). AEri aco, Ep o WARR, 
的 初始 序数 , Borel 类 M, € XUT: MaM, Aan 
数 , 则 M4. 电 属于 MB<x) 的 集合 序列 的 并 组 成 ; 若 x 
是 偶数 , 则 M. 由 属于 Mt1<o) 的 集合 序列 的 交 组 
成 . Rt. M= U) M iacat, 如 果 将 上 述 的 并 和 和 交 
相交 换 , 则 得 到 与 集合 BGM) 相同 的 Borc 系统 . Borel 
EER FEM, 如 果 它 属于 类 M.. 位 不 局 上 有 <w 的 类 
My( 有 时 取 不 相交 类 , 即 系 统 M M: B< x) 称 为 
类 ). A. C. Eu Ë ARH E 


Borc) 变换 [Borel transform ; Eopejs mpeobpa3oaawpe] 
如 下 类 型 的 积分 变换 


y = [rex -H dz, 


其 中 了 (2) 是 指数 型 整 函数 . Borel 变换 是 Laplace w 
(Laplaoe transform)} 的 特殊 情形 . MZ y (r) EH (e) 
的 Bore) 变换 (Borel transform). 若 

Qn a 
nl 


fG)= 2 


n 


— D ' 
则 
YD = Šat tn; 
"0 
该 级 数 当 |t] > ec 时 收 敏 , 此 处 o 是 了 (2) 的 型 . 设 DD 是 包 
35832 (的 所 有 奇 点 的 最 小 闭 凸 集 ; 令 
Kip) = max Re(ze 9) 


re D 


E: D 的 支撑 函数 ,h(g) 是 了 (z) 的 增长 指标 函数 , M K (o) 
=h(—@). 在 Borl 变换 中 , 若 积分 取 在 一 条 射线 
arg zz 一 儿 上 上 ， 则 相应 的 积分 在 半 平 面 xos p+ ysin g > 
Ki-o pka. 设 C 是 一 条 包 力 DD 的 闭 力道 ， 则 


fa) = —— fre a: 
C 


如 果 增 添 一 些 附加 条 件 , 从 这 一 公式 还 可 导出 - - 些 其 他 
的 表示 式 , 例 如 ， 考 虑 满足 


Jif Nd < =. 
月 型 所 5 的 所 有 指数 型 整 函 数 了 (四 组 成 的 函数 糯 , 这 
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-函数 族 与 所 有 可 表示 为 


Fe) = -六 f "oG 


的 函数 SO 组 成 的 业 尾 相同 的 , 此 处 , p (t) € L, (— z, o). 
参考 文献 
[1] Borel, E., Leçons 
thier - Villars, 1928. 
[2] Aspan , M. M. , Hurerpanmnsg peo6pas0paHHX H 
npencraamenag 中 ?HR B KOMIEKHOÄ oðnacm, M., 
1966. A. $. Journ EE 
[ 补 注 】 +B *FBAO628363F3 Paley - Wiener 
定理 (Paley - Wiener theorern). 
参考 文献 
[A1] Boas. R. P., Fntire function, , Acad. Press, 1954. 
杨 维 奇 译 


Borsuk 问题 [ Borsuk problem ; Bopena mpoGnema] 
组 会 几何 的 基本 问题 之 -: 对 于 n šE Euclid 空间 
中 任 一 直径 d>0 的 有 界 集 ， 能 够 把 它 分解 ({decomposi- 
tion) 为 不 名 于 n+1 TEDT d hT? 这 个 问 
题 是 K. Borsuk Æ [If i8 H 9, EERE — T n E 
单 形 和 R" Hñ — T n 维 球 训 分 成 直径 小 一 些 的 a 个 部 
分 是 不 可 能 的 . 对 于 n=2, 3， 这 个 问题 有 肯定 的 解 
答 ， 但 是 *>3 时 ， 内 得 到 部 分 结果 ， 便 如 ， 对 于 RR" 
中 的 任何 有 界 光 清 凸 梨 ， 这 个 问题 已 肯定 地 得 到 了 解 
RD. 已 经 证 明 ，Borsuk 问题 的 解 可 以 归结 为 常 宽 
集 的 情形 . 如 果 af ERG FOR REHA AED 
T d 的 部 分 的 最 小 个 数 ， 那 么 对 于 直径 为 d 的 集合 
FER 等 式 a(F)=3 成立 ， 当 且 仅 当 民 包含 一 个 唯一 
的 包含 FF 的 常 宽 4 的 集合 ([3])， 这 个 事实 不 能 够 直接 推 
广 到 n>2 的 情形 . Borsuk 问题 与 早 阴 问题 (jllumina- 
tion problem) 和 Hadwiger 假设 (Hadwiper hypothesis} 
密切 相关 ， 后 者 是 用 有 限 维 赋 范 空间 代替 R 而 对 
Borsuk 何 题 的 推广 . 
参考 文献 
[I] Borsuk, K., Drei Sätze über die n- dimensionale euk- 
tidische Sphäre, Fund. Math., 20 (1933), 177 — 190. 
[2] Grinbaum, B., Borsuk's problem and related questions, 
Pro. Symp. Pure Math., 7, Amer. Math. Soc., 1963, 
271— 284. 
[3] Borana , B. T., ¢ Cologq. math.. 21(1970), 2, 
253 — 263. H. C Coman # 
LANE] 
参考 文献 
[A1] Boltvanskü, YV. G. and Gokhberg, l. Ts., Sätze und 
Probleme der Kombinatorische Geometrie, Deutsch. 
Verlag Wissenschaft., 1972 ( WE B 38 )， 
杨 A. KOR. RER 


sur les séries divergentes. Gau- 


Bosë - Einstein 统计 法 [ Bose - Einstein statistics ; Bose- 
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Siiattrreitma crarBcTREB ] Bose 统计 法 (Bose statis- 
tics) 

具有 整数 自 族 (1, 1, …，, 单位 次 =103 x 1097" 
了 机] 的 全 辐 粒 子 组 成 的 系统 中 所 应 用 的 量子 统计 法 .由 
S, Bose 和 A. Einstein 在 1924 年 提出 ,按照 这 个 统计 
法 ,每 个 量子 态 中 可 发 现任 意 数 日 的 粒子 . W. Pauli ë 
经 证 明 , 量子 统计 法 的 类 型 与 粒子 自 旋 直接 相 联 系 , 因 
为 具有 整数 自 旋 的 粕 地 总 体 遵 循 Bose - Einstein 统计 
法 ,而 具有 半 整 数 自 旋 的 粒 二 总 体 苯 循 Femi - Dirac 统 
HË (Fermi - Dirac statistics). 

多 粒子 系统 的 态 在 量子 力学 中 由 波 函 数 定 兴 . 在 全 
间 粒 子 情 帝 下 ,该 蚂 数 对 于 任何 一 对 粒子 交换 可 以 是 对 
称 的 【对 具 甩 整数 自 旋 的 粒子 ?或 反对 称 的 (对 和 具有 半 
整数 自 旋 的 粒子 ) .对 于 遵循 Bose - Einstein 统计 落 的 
粒子 系统 ,其 态 是 由 对 称 波 函数 描述 的 .这 是 Bose -Ein- 
stein 统计 法 的 另 一 等 价 表述 , 遭 循 Bose - Einstein 统 
计 法 的 太 量 粒子 系统 通称 Bose 系统 {Bose systems) 
(Pa. Boe At). 


对 于 量子 理想 气体 , 即 处 于 体积 为 了 = 了 ?立方 体 


内 的 无 相互 作用 全 向 粒 子 系统 , 单 粒子 基地 能 级 给 出 为 


2 
及 = pp 
其 中 mm 是 粒子 质量 , p 是 粒子 动量 本 征 值 : p=2mhn/ 
L, 这 里 是 具有 整数 ( 正 . 负 或 零 ] 分 量 的 向 量 . 
理想 气体 的 量子 态 由 明确 规定 能 级 占有 数 总 体 
fm,} 予 以 定义 ， 其 中 每 个 ,是 处 于 单 粒子 态 p 的 粒子 
数 .对 干 Boe 系统 ,n=0 ,1,…. 
对 于 大 系统 , 能 级 很 稠密 ,并 且 当 了 一 名 时 趋向 
于 形成 连续 谱 . 设 把 能 缀 分 成 许多 小 单元 ,第 i 个 单元 
对 应 平均 能 量 & ,包含 G, 个 能 级 ， 并 且 假 设 G, 很 
大 .系统 的 态 由 一 组 选择 NREX HPN Æ 
第 i 个 小 单元 中 各 能 级 占有 数 n, ZM. 统计 权 草 (sta- 
tistical weight ?， 即 单元 上 不 同 粒 子 分 布 的 数目 , 是 
` (G, +N, — 1)! 
W(N.,) = Iya -or i {1) 
它 定义 由 占有 数 N, N, o 所 表征 的 单元 上 粒子 分 证 
的 概率 ， . 
对 应 于 给 定 能 量 EARTH N : 


E = YEN, N= YN. (2) 
最 概 然 分 布 中 在 补充 条 件 (2} 下 求 (1) 的 极 值 而 获得 . 相 
应 的 平均 占有 数 是 

a= =, 8) 


个 普 适 常量 上 =1.38 x10723JIK)， 而 了 是 绝对 温度 ， 
8 和 卢 的 值 可 由 条 件 (2) 求 出 . 


系统 的 焕 定 义 为 最 概 然 分 布 (3} 上 统计 权重 (1) 的 


对 数 : 

S = kin WR.) = KSG, |; In | sasao} 
i n; 

(4) 


| 


3t ik ATT h AA F E ER K. 

研究 Bose - Einstein 统计 法 的 道 常 方法 在 于 对 整 
个 系统 的 量子 能 级 nn 的 占有 概率 w, 使 用 Gibbs E IE M 
分 布 


_ anl E, 7 pN 
w, = O ao LT | (5) 
其 中 
E, 
Q = Zer- "i (6) 


是 配 分 函数 或 统计 和 ,而 E, 是 整个 系统 的 能 级 .例如 ， 
对 于 理想 Bose 气体 

E, = Ein, n = {ah n50, l,- 

P 

AAEM, TURE ARAROA 
Per AACA En E e E x) F Es 
想 Bose 系统 的 情况 , 当 Bose - Einstein 统计 法 的 应 用 
不 能 归 早 为 简单 组 侣 问题 时 , 这 种 处 理 方法 特别 重要 ， 
在 这 种 情况 ,如 果 对 Hamilton 算 子 乒 应 用 二 次 量子 化 
表示 ,其 中 算 子 的 作用 定 久 于 对 称 波 醒 数 空间 或 占有 数 
空间 , 则 Bose -Einstein 统计 法 的 要 求 可 以 满足 .于 
是 ， 配 分 函数 是 “ 


o = se, 


其 中 N 是 粒子 数 等 子 ; 这 个 配 分 函数 可 用 来 求 得 Bose 
系统 的 所 有 热力 学 函数 
参考 文献 - 

[1} Huang, K. , Statistical mechanics ，New York, 1963. 

[21 Kubo, R. , Statistical mechanics , North - Holland, 1965 
CHEE: 久保 亮 五 ， 统 计 力 学 ， 商 等 教育 出 版 社 ， 
1985). 

[3] Jay, N.A. , Japu, E. M. , Craracrusecxas 中 ra- 
xa. 2 uyan. M1964 (中 译本 : H. X. BBB. E. M. 
RKA, Aita, ARMAR. 1964). 

[4] Schrödinger , E., Statistical thermodynamis , Cambri- 
dge Univ. Press, 1948 (中 详 本 ; E. EEI, 统计 热力 
Æ, RE, 1964). I 

[5] BoromoboBp, H. H. , JKH no rhasrOoBON CTaTBCTuKe, 
a w.: WG. Tp., T. 2, K. , 1970 (中 译本 : H. H. 
KEERA, ETR EEHEHE, 1959). 

Z. H 3yGapes 所 徐 锡 申 译 


Bott 周期 定理 [Bott periodicity theorem ; Borra Teo- 
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pema mepuonhumocru] 

K 理论 (K - theoty) 中 的 一 个 基本 定理 , 它 的 最 简 
单 的 形式 是 说 , 对 任意 (SE) 空间 X, ER KOOKS) 
和 下 (Xx) 之 间 存在 一 个 同 构 . 更 一 般 地 ,如 果 鞋 是 到 
EATARRA HPL DELO] 的 射影 化 , 那 
ZM. K(P(LD 1) E R AERA [H] int H g 
([H) —[1]) (IL] [H]—-11) =0 的 KOORS., x të [F] 是 
HEHA FE # KOP PHS, H 是 P(LG) 1) Eñ) Hopf 
HEA .这 个 事实 等 价 于 K 理论 中 关于 复 向 量 点 的 Thom 
同 构 的 存在 性 . 特别 地 ,P(1 由 1)= 瑟 x S. Bott 周期 
定理 最 初 是 由 及 . Bott ([1 使 用 Morse 埋 论 验证 的 ， 
后 来 又 用 天 理论 的 语言 重新 表述 ([6]); 对 实 纤维 从 的 类 
亿 和 定理 也 已 验证 . 

Bott 周期 定理 建立 了 西 群 U 的 稳定 同 伦 型 的 性 
质 , 它 就 是 QU~U， 这 里 QX 是 七 的 闭路 空间 ,一 
是 弱 同 伦 等 价 . 特 别 地 , 对 于 i=0, 1，… ,x (U)= 
Za (lU), IB m 是 第 i 个 同 伦 群 .类 似 地 , EZR O: 


mo ~o, LALEA) = +O). 


参考 文献 
[1] Bott, R., The stable homotopy of classical groups, Ann. 
of Math. , (2), 70 (1959), 2, 313—337. 
[2] Milnor, J. , Morse theory, Princeton Univ. Press, 1963. 
[3] Atiyah, M. F. , K - theory : lectures , Benjamin, 1967. 
[4] Husemoller, D., Fibre bundles, McGraw - Hill, 1966. 
[5] Moore, J.C., On the periodicity theorem for complex 
vector bundles, in Sem. H. Cartan, 1959—1960. 
[6] Atiyah, M.F. and Bott, R., On the periodicity theorem 
for complex vector handles, Aeta Math. , 122 (1964). 
229 —247. A. b. lHlexyrses 所 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AI] Bott, R. , Lectures on K(X}, Benjamin, 1969. 
[A2] Karoubi, M. , K -theory . Springer, 1978. 
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约束 变 重 [ bound variable ; cgsataax nepemeumnn ], 
变量 的 约 东 出 现 (bound occurrence of a variable ) 

变量 在 语言 表示 式 中 出 现 的 一 种 类 型 ， 对 每 一 个 
形式 语言 ， 其 确切 定义 依 玉 于 语言 的 形成 规则 ， 约 束 
变量 出 现 的 己 置 不 能 用 一 个 对 象 去 代 蔡 ， 因 为 那样 的 
代 搞 将 导致 一 个 无 意 立 的 表示 式 . 然而 一 个 约 东 变量 
可 以 用 一 个 新 的 { 对 给 定 表 示 式 来 说 是 新 的 ) 变 量 代替 ， 
结果 得 到 ~ 个 与 原 表示 式 意 义 相 同 的 表示 式 . 例如 ， 
在 表示 式 

[#x.yYdx, (x: flx. y)=0} 

中 的 x 是 约束 变量 . 用 一 个 数 去 代替 x , 将 导致 一 个 无 
意义 的 表示 式 . 热 而 车 把 表示 中 x 的 所 有 出 现 用 z 仿 


雹 则 得 到 一 个 与 原 式 意义 完全 相同 的 表示 式 . 

约 东 变量 总 是 产生 于 把 一 个 算 子 变量 x 作用 于 一 
个 其 有 变量 x 自由 出 现 的 表示 式 时 ( 见 自 由 变 重 (Eee 
variable) ]， 当 把 一 个 算 子 变量 x 作用 于 表示 式 。 后 ， 
原来 e 中 x 的 自由 出 现 都 变 为 约束 出 现 . 下 面 我 们 列 
华 一 些 常用 的 算 子 ( 仅 次 于 算 子 了 dx 和 {x :…})， 其 
中 的 x 是 算 子 变量 : 

Yxf…), 习 xf(，…)， 即 全 称 量 词 和 存在 量词 ; 

| - dx, 即 对 于 x 的 定 积分 ; 

Eo. MaF xH; 

ix(…)， 即 x 的 函数 ， 它 在 x 处 的 晒 数 值 是 …， 
特定 的 语言 表示 式 可 以 代入 上 痢 诸 小 贺 点 处 . 

在 实用 ( 非 形 式 化 ) 的 数学 教科 书 中 ， 对 问 一 个 雪 
示 式 来 说 ， 它 的 用 法 可 能 不 是 唯一 的 ; 这 时 ， 识 别 一 
个 给 定 表 示 中 的 约束 变量 要 依赖 于 上 下 六 和 表示 式 的 
意义 .在 形式 语言 中 ， 存 在 着 识别 变量 的 约 东 出 现 和 
自由 出 现 的 形式 方法 ， 

B. H. [pun Æ FEH H LERE 


约束 向 量 [bound vector; CSA2AHHEÑ BEKTOP | 
见 向 量 (vector). 


边界 [boundary ; rpasgmsa | 

1) 给 定 的 折 扑 空间 让 的 子 空间 4 的 边界 ,是 使 它 
的 任意 点 的 每 个 邻 域 轻 含有 4 的 点 只 会 有 六 \4 的 点 
的 点 集 ， 常用 记号 包括 QA, Fr A, Fr, 4 

2) 关于 流 形 {manifold) 的 边界 的 同 立 语 如 单 开 
的 边界 ， A B. Hemani 所 b k 译 


边界 条 件 [boundary conditions ; zpaeBbse yconmgg] 
在 微分 方程 求解 区 域 的 边界 (或 边界 的 一 部 分 ) 
上 ,对 (未 知 的 ) 解 所 吉 的 条 件 ， 边 界 条 件 遂 常 是 用 微分 
算 子 表述 的 ,但 是 也 会 遇 芭 其 他 形式 的 边界 条 忻 . 
A IE Comnatroa 所 张 鸿 林 译 


边界 对 上 应 原理 [ boundary correspondence , principle of ; 
COOTBEFCIRAN FTPHHHH rpunmumn ] 

如 下 所 述 的 原理 : 称 边 界 对 应 原 旦 对 于 映射 成 
L, WR SERR GHAR GIERA DKA D EN iE 
ZRH fE GNG A DX D L ñj jh at S E. G 
A DERIN. 这样 , 边界 对 应 原理 在 某 种 意义 
上 是 边界 对 应 性 质 { 见 边界 对 应 ( 共 形 映射 下 的 ) (boun- 
dary correspondence (under conformal mapping) ) ) 
AUA A M . 

WR GA D ERARE T Bj FJ bJ Euclid 边界 的 
THRE DETA KI, WAT 2 Kz DA BB zJ G _F Ë! SE HT 
A SE GA D 上 的 共 形 映射 ) 成 立 . 除 上 述 表 
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述 之 外 , 边界 对 应 原理 还 有 各 种 不 同 的 形式 ,它们 常 被 应 用 
FRERE DD. 已 经 证 实 边 界 对 应 原理 对 
Euclid 室 间 中 的 可 和 定向 映射 也 成 立 { 见 [2]). 
参考 文献 
[L] Jeperrbees，M- A , Hlaóar, B. B., Merom TeopHn 
Pyu Kos4rugucuoro mepemeHoro, 3 mn., M., 1965 
(中 译本 : M. A F B ik k. E B 0E, E FPS 
数论 方法 , 高 等 教育 出 版 社 ,上 册 ，!4956、 下 册 ，1957). 
[2] Kyupssguen, J A., <Jipgn. AH CCCP}. 14(1954), 5, 
921—923. 
[3] Tamy, C. T., 4% Marem. c6.. 1111989), 1, 67—94. 
B. H. Kythapes Ë ” 沈 永 欢 译 


边界 对 应 ( 共 形 映射 下 的 ) [ boundary correspondence 
(umder conformal mapping); coorBercrnue rpaumu 
UPH Koa 中 opMuow OTOĞpAKHEN | 

有 限 连 通 区 域 到 PHA PCR D ñ ë n JE B: 
射 了 的 一 个 性 质 , CESTE f AEEA GA D 
分 别 经 某 种 紧 化 的 所 与 记 之 间 的 FJ EE (homeomor- 
phism), 即 了 引出 进 界 GN G 55 D ND 之 局 的 一 个 同 
BE. 对 于 GG 和 DD HA Ww (Eudid) HR 8G 与 2D, 并 不 
总 有 此 性 质 . 例如 , IR K 的 共 形 映射 引出 OK 与 oD 
之 间 的 同 胚 只 限于 ƏD RETAANE. 

有 帮 种 已 知 的 单 连 通 区 域 紧 化 方法 ， 它 科 基 有 共 形 
映射 下 的 边界 对 应 性 质 . 历史 上 最 早 的 是 Carathéodory 
扩张 (Caratheodory extension, W, [1], 亦 见 [2). 这 是 
最 直观 的 紧 化 方法 ,常用 于 共 形 映射 和 其 他 映射 的 研 
究 ， C. Carathéodory 把 依 这 一 方法 得 到 的 进 界 元 称 
338398 { 见 极限 元 (limit elements)). 关于 单 连通 区 
域 在 可 变 共 形 锋 射 上 的 边界 对 应 理论 也 已 特有 到 发 展 
( 见 pBh). 
参考 文献 

[1] Mezmme, A.J, Cypopos, T. Jl. , € Hox. AH CCCP}, 
212 (19735, 4, 822—824. 
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73—100. 

[4] Mapxyumsuq, A. H., Teopaa agasmqrmaeckux yardi, 2 
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PHARE. 高 等 教育 出 版 社 ，1957 )， 

[5] Collingwood, E. F. and Lohwater, A. J., The theory of 
dister seta, Cambridge Univ, Press, 1966. 

[6] Cynopos, T. 互 .，CeMe 首 CTBa MOCKHX TONONOTHYECKEHX 
oro6pawesmtñ, Hosocs. , 1965. 

[7] Cysopog, T. JI. , MeTpuuecakaq TeOpun DPOCTEI KOMUOB H 
TDBHENHbE: CBOHŠCTBR TUTDCKHX OTOÔPAÆHHÄ ¢ OrpaHH W- 
HEHbEAM HHTETTPaiaMH Hap, K. , 1981. 

[8] Hsanos, O. B., Cypopos, T. A. , TIOIHbE DCUETEH KOH- 
中 pwmo - AHEAPHAHTHLIK KAMITAKTH (hura cnaeTE， K. ， 


1982. B. TL. Kybapes 所 
GEI SPHE FRJ TE Es 3 584 r U. BJ 
英文 文献 是 [A1] 一 [A3]. 
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边界 (一 致 代数 理论 中 的 ) [boundary (in the theory of 
uniform algebras); romuceas rpauaua ] 

复数 域 避 上 的 具有 单位 元 的 交换 Banach 代数 
(commutative Banach algebra ) 4 的 极 大 理想 空间 M, 的 
TE rD ERA FIYR: 所 有 元 素 4a € Ah Temana 
变换 4 的 模 在 工 LEI ERAH ( W, Tempa $ 
示 (Gel' fand representation) ). 鲍 如 ,可 取 T=M, CFA 
边界 ). 有 意义 的 是 具有 某 种 极 小 性 质 的 非 平凡 边界 , Æ 
所 有 闭 边 界 工 =M, 中 存在 一 条 极 小 边界 OM M 一 条 
对 于 每 条 闭 边 界 上 都 有 9M, 本 的 闭 边界 ; 它 就 是 所 
请 Unon 边界 (Shilov boundary ). Manos 边界 的 点 由 
下 烈性 质 来 刻画 ;对 于 这 种 点 & 的 每 一 邻 域 VOM 和 
每 个 8 >0, 存 在 元 素 a € A. WE max|a|= 1, URE V F 
有 16. 点 芯 5 人 lM ,全体 构 或 了 极 大 理想 集合 M. F 
的 “最 稳定 的 "部 分 : m BERS 4 作为 子 代数 的 交 
$ Banach 代数 ,那么 对 应 这 些 点 的 极 天 理想 ( PI 31228 ) 
可 以 延 招 为 代数 如 的 极 大 理想 ( e 32208 ), 而 对 于 不 属 
于 边界 ƏM ,的 极 大 理想 ,这 样 的 延 折 一 般 是 不 可 能 的 ， 
这 种 情况 类 似 于 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 谱 的 
边界 的 稳定 性 . 一 个 典型 例子 是 由 在 贺 盘 | 2 |< 1 上 连续 、 
在 圆 盘 |41< 1 中 解析 的 函数 组 成 的 代数 4. 在 这 “情形 
P.M, TAHES BI PÍ 8k ha bl , I Ó M, 可 看 作 与 它 的 拓 
HARER xF A sO 38 K ER T BB 3 t 29 
PAER E EN gS A bs G S OR RR K ta aga, E 
自然 把 4 包含 在 其 中 ) 的 要 大 理想 ,而 对 应 边界 点 的 稻 
大 理想 是 可 以 延 拓 的 ， 

正如 在 解析 欢 数 代数 中 那样 ,对 于 一 般 的 交换 
Banach 代数 有 局 部 最 大 模 原 至 (local maximum-modulus 
principe): WE 广 是 空间 针 , 的 开 集 ,那么 对 于 所 有 a 
E A, 


max{ | 2( |: fey} = 


= max{| dd |: fe Ma ADUA) 
成 立 , 其 中 严 是 集合 下 在 M PRHA, VEV 6 M, 
中 的 拓扑 边界 . 粗 路 地 说 , 这 意味 着 局 部 最 大 值 点 必定 
是 整体 最 大 值 点 (可 能 是 其 他 元 索 的 )， 


边界 的 机 念 常 企 和 研究- 一致 代数 (uniform algebras ) 
时 应 用 ,后 者 即 紧 统 天 上 的 所 有 连续 函数 的 代数 C (X) 
的 闭 子 代数 A CTAA 六 的 点 , 且 包 含 常数 ,人 在 这 种 情 
WF. GM CXCM4. 对 于 每 个 点 <E 好 (存在 集中 于 
Dlwios 边界 上 的 表示 测度 (representing measure ), 即 对 
于 所 有 a € 4 使 得 


atg 一 Aha 


的 概率 测度 x (这 对 于 任意 交换 Banach 代数 成 立 ) .在 
(下 述 ) 最 简单 的 圆 盘 和 解析 函数 代数 情形 ,后 .公式 归 
HA% Poison 公式 {Poisson formula). 表示 测度 一 船 不 
是 唯一 的 .对 于 属于 同一 Gleason 部 分 {( 见 函数 代数 
(algebra of fmetions ) ) 的 点 ,测度 六 可 选择 为 相互 绝 
对 连续 的 ,并 且 在 对 表示 测度 附加 的 某 些 唯 -性 型 的 条 
件 下 ,这 可 对 极 大 理想 空间 的 Gleason 部 分 赋予 与 代数 
相符 的 一 维 解析 结构 ,一 致 代数 的 llano 边界 的 每 个 
点 构成 单 点 Gleason 部 分 ; 然而 ,其 逆 一 般 不 成 立 ， 

对 于 一 致 代数 来 说 ,等 式 Bf = 天 = 对 ,是 对 于 A 
与 C(X) 重 合 的 一 个 简单 的 必要 条 件 . 没有 补充 假设 它 
不 是 上 上述 重合 的 完 分 条 件 , 即使 对 于 平面 中 的 紧 统 半 上 
的 有 理 函 数 的 一 致 极限 的 代数 4= 民 (X) 来 说 ,也 是 如 
此 . 

É XEWFE WS, A 是 大 上 的 一 致 代数 .这 时 在 所 
有 边界 中 存在 极 小 边界 : Q M,. 极 小 边界 的 闭 世 与 ƏM, 
重合 . 然 面 , 一般 来 说 , BM, 不 是 闭 的 ; MANR 
121<1 内 解析 且 满 足 了 0) = 了 (1) 的 函数 的 子 代数 就 是 一 
个 例子 .边界 M, 与 关于 4 的 峰 点 (peak points ) 集 是 
一 样 的 ; 所 谓 峰 点 《e M. 是 指 对 于 这 些 点 ,存在 一 
a € A. fb Bf F EF nz, 16(2) |> a(m RE. 另 一 
方面 ,已 经 知道 点 “属于 à, M, 的 形式 上 看 来 相当 弱 的 
亮 分 条 件 .也 就 是 说 ,对 点 《eaM,, 如 果 关 于 某 个 ec 
(0<c<1) MAT dz1 对 上 的 每 个 邻 域 上 上 存在 4 中 的 
Jü3É a WE à (6)=1,max|á|=d 以 及 |ë (0 |< c(néV) 
JZ BE 2 £ e à, M,. 抽象 的 Poisson 公式 已 经 控 下 列 方 
式 得 到 改进 : 对 于 任何 点 《E M, 存在 集中 于 GM, 上 
的 表示 测度 (这 时 外 1 是 G, R) 在 这 样 的 形式 下 , 它 
已 成 功 地 应 用 子 某 些 逼 近 论 问题 ,点 《E 韦 邮 , 是 由 下 
列 性 质 来 刻画 的 ， 对 于 这 些 点 ,测度 是 唯一 的 , 且 与 
Diac 5 测度 重合 ; 这 就 是 说 , 极 小 边界 是 Choquet 边界 
(Choquet boundary) 的 特殊 情形 . 

对 于 平面 中 的 紧 统 关上 的 有 理 函 数 的 一 致 极限 的 
RAA-RO XA 5 CORE. SBR X=M, 
与 6 对 ,重合 ,对 于 任意 的 -- 致 代数 来 说 , 这 一 命题 不 真 : 
存在 不 同 于 COM ) 的 一 致 代数 4, 其 中 MTE A 
HEEM 都 是 峰 点 [ 即 引导 ,=M,) .也 存在 这 样 的 一 
致 代数 ,其 所 有 Gleason 部 分 都 是 平凡 的 ( 单 点 集 ), 8 
而 ,其 至 其 imo 边界 也 是 极 大 理想 空间 的 真子 集 . 


BOUNDARY LAYER 411 


Manor 边界 概念 的 代数 推广 之 一 如 下 所 述 , 设 和 MA， 一 
ôM, TRATX a,…, a € A(n 22) 所 生成 的 闭 理想 . 
空间 M ¿I 可 以 自然 地 看 成 与 函数 áp a, ,的 公共 零点 
集 相 同 , 边界 QM 对 所 有 由 站 一 1 个 元 素 生 成 的 理想 1 所 
取 的 并 集 的 闭 包 表示 为 刀 邮 .例如 ,对 于 在 多 困 盘 
JAS, S EE, 在 其 内 部 解析 的 函数 的 代数 来 
说 , ôM, 是 骨架 |41|=|4,|=1,6,M 是 拓扑 边界 
JA |=1,|4,|<1; [4 £1 ]4,=1,84M, =M, 这 些 推广 
在 证 明基 于 极 大 理想 空间 中 的 多 维 解析 结 档 的 定理 时 
是 有 用 的 ， 

与 上 述 的 边界 (或 男 数 边界 ) 概 您 类 做 的 概念 在 解 
iir PR Mie t (Bergman 边界 ), 在 概率 论 中 { Martin 边界 ) 
以 及 在 许 名 其 他 数学 分 支 中 都 会 过 到 .这 时 ,初始 的 函 
数 元 豪 集 合 不 一 定 假 设 为 代数 或 环 . 
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【 补 注 】 本 文中 的 许多 结论 ,特别 是 边界 的 定义 ,对 于 
一 般 的 交换 Banach 代数 也 适用 和 成 立 ， Lah R 


边界 展 [ boundary layer ; norpaummanss cü] 

函数 梯度 值 很 大 的 区 域 ,特别 是 ,在 流体 力学 中 它 
是 粘性 流体 流动 中 这 样 的 一 个 区 域 , 同 纵向 尺寸 比较 ， 
其 横向 大 度 很 小 ,并 且 它 出 现在 固体 表面 , 或 者 出 现在 
上 共有 不 同 速度、 温度 或 化 学 组 成 的 两 种 流体 流动 之 间 
的 界面 上 .边界 层 的 特征 是 ,在 横向 ,速度 急剧 变化 ( 剪 切 
Fš (shear layer)); 或 者 温度 急剧 变化 ( 热 边 界 层 (ther- 
mal boundary layer) 或 温度 边界 层 (temperature boun- 


centration boundary layer)). n EX: m t is + 
身 是 L. Prandtf1904) 解 帖 性 流体 动力 学 的 非 线性 偏 
微分 方程 的 边 值 问题 时 提出 的 .航空 业 的 需求 促进 了 空 
气 - 流体 动力 学 边界 层 理 论 的 发 展 .20 世 纪 中 寻 , 数 学 
边界 属 理 论 (boundary -layer theory) 有 所 发 展 ,并 
在 忧 热 . 扩散 和 半导体 工艺 等 方面 得 到 应 用 ， 

10. A. Umereni EE 


【 补 注 】 虽然 边界 层 概念 起 源 二 流体 动力 学 ,但 是 此 
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概念 最 近 的 数学 发 展 以 及 其 应 用 却 是 在 育 异 找 动 法 这 
个 领域 内 .关于 这 方面 的 综述 可 参 者 [All. 
L a Pa 
[A1] Eckhaus, W. , Boundary layers m lincar elliptic sin- 
gular perturbation problems. SIAM Review , 14 (1972), 
225—270. 2ER EE 


边界 层 理 论 [ boundary - layer theory ; norpanmumoro 
Co Tecpan ] 

最 高 阶 导 数 项 包含 有 一 小 参数 的 微分 方程 的 边 值 
问题 ( 奇 虹 问题) 的 解 在 子 域 中 的 多 近 通 近 , 在 此 子 域 中 
包含 最 高 阶 导 数 的 项 对 解 有 实质 性 的 影响 .边界 层 现 
FAHRER KRTEK H, 在 那里 ， 原 始 问题 
和 退化 问题 ( 令 小 参数 取 零 值 ) 的 边界 条 件 的 个 数 是 有 差 
别 的 ,在 车 近 退化 问题 的 解 的 间 斯 面 附近 也 一 样 出 现 边 
ARAR. 

奇 辟 问题 的 解 可 以 表 为 两 全 展开 式 的 和 .外 部 居 
开 式 是 用 具有 边界 条 件 B= B,+ B, ËJ B, BB %- Da 
方法 决定 的 . 内 部 展开 式 在 边界 层 外 部 快速 下 降 , 且 
通常 被 表 为 的 司 的 多 项 式 . 为 了 确定 这 些 , 用 依赖 于 
E 的 且 和 伸展 边界 层 子 域 的 变量 来 变换 微分 方程 36 
名 项 式 代 人 变换 后 的 方程 , 令 :的 务 个 短 的 系数 等 于 零 
即 导 出 边界 层 方 程 . 对 这 些 方程 加 上 条 件 B. BR l 
的 外 部 展开 式 中 的 误差 表明 必要 的 变量 变换 ， 在 解 复 
杂 的 应 用 问题 时 ,必要 的 变 病 变换 可 以 在 对 原始 方程 中 
的 项 以 及 对 应 于 它们 的 简化 的 物理 居 计 的 基础 上 和 漠 清 
E. 这 个 变换 应 该 消去 2# 之 前 的 最 高 阶 导 数 .为 了 了解 
这 个 问题 , 必须 确定 边界 层 在 条 处 , 以 及 条 忻 如何 被 
分 为 B 和 B. 这 个 解 的 一 个 值得 注意 的 特点 是 对 外 部 
时 开 式 的 双 曲 型 方程 和 对 内 部 展开 式 的 抛物 型 方程 可 
以 对 应 于 原先 的 椭圆 型 方程 ， 

在 常 微分 方程 维 


x,=f(x, y, t, sy,=g(x, y, 0 有 (D 


(其 中 x, f Ë m SER PS Sk. yg E n St 8 PR) 
的 理论 中 ,在 条 件 x 介 ,可 =xz0 y(0,e)=y° 12 f 8 ç 
的 某 些 性 质 假 定 下 ,Cauchy 问题 解 的 存在 性 和 唯 - -性 
定理 已 被 证 明 . 还 导出 了 当 g 一 0 夺 和 解 的 性 质 [ 见 [1]). 
在 对 (1) 的 边 值 问题 中 , 在 条 件 


x(Ù, c} =x", y(t0, E) =pl. tlT, s) =y 


ERR y, M y, 85 y B dk Ri nF — 85 
A. ERB [0.7] 的 端点 的 邻 域 中 存在 边界 层 ， 为 了 寻 
找 此 问题 的 解 的 渐 近 展开. 构造 了 一 个 算法 . 在 f 和 g 
的 某 些 性 质 的 很 定 下 证 明了 甫 存在 且 是 唯一 的 , 还 纵 出 了 
ERHI. 如果 极 限 方 程 9=0 的 解 关 于 不 是 
唯一 的 ,那么 可 以 构造 -个 内 部 边界 层 ( 在 + 的 分 战 


CT 


中 ,0<r< 了 ) 以 划分 具有 极限 方程 的 不 同 解 的 区 域 ， 
对 一 类 特殊 的 积分 - 微分 方程 构造 了 一 个 算法 , 对 县 
有 初始 条 件 的 问题 给 出 了 关于 z 的 渐 近 展开 式 , 并 考 
察 了 解 的 性 夸 的 其 些 特点 . 

在 线性 常 微分 方程 (L +eM )x=f()( <t 所 1) 具有 
边界 条 件 B +B 的 情形 ,其 中 三 和 对 是 微分 算 和 于 ,可 
以 区 分 其 解 包含 有 边界 层 的 问题 的 类 , 且 可 以 引进 正则 
退化 的 概念 {极限 方程 的 解 使 条 件 B, 被 满足 ,而 对 边界 
层 的 渐 近 解 则 使 条 件 B. 被 满足 { 兄 [4])). 对 解 的 渐 近 
表达 式 构 造 了 一 个 交代 过 松 , 并 对 展开 式 中 的 余 项 给 出 
Tit. 

在 一 般 非 线性 二 阶 常 微 分 方程 的 边界 层 理 论 中 ,在 
某 些 假 定 下 ,证 明了 { 见 15] ) 第 一 边 值 问题 的 解 由 一 个 外 
部 解 ,一 个 边界 屋 和 一 个 佘 项 组 成 , 余 项 和 它 的 一 阶 导 
数 一 息 在 整个 线 眉 上 是 = 阶 的 . 

对 于 线性 偏 微 分 方程 


sdu +Á (x, y)u, + B (x, y), + C (x, y)u = f (x, y), 


其 中 由 是 Eaplace 算 子 ,在 具有 边界 3 的 区 域 只 中 ,已 
研究 过 关于 它 的 基本 类 型 的 边 值 各 是 的 甫 的 性 质 . 给 
出 了 如 在 下 烈 诸 对 象 上 的 条 件 ; 函数 A, B,C, f 边界 $， 
以 及 出 现在 边界 条 件 utap PSE APR 
KaMo, 使 得 4 在 DLJS 中 一 致 地 趋 于 极限 方程 在 8 
的 某 一 部 分 上 满足 这 个 边界 条 件 的 解 { 不 出 现 边界 屋 ) 
([6]). 

对 县 有 边界 5 的 域 R bi = Br rE, BI HPS 
个 自 变 量 的 例子 


E |a (x, y)u,, + 2b (x, yy + c (x, y)u, + 
+d(x, y)u, +e(x, phy tg (x, Yu] + — 
一 下 人 yu = f(x, y), h> >O., 


FEB JES F HRA3RPEu =0 HAARR E, 
证 明了 关于 4 的 8 展开 式 的 结构 的 一 些 定理 ,以 及 作出 
了 在 此 展开 式 中 余 项 的 和 估计 ([4]). 对 高 阶 方程 得 到 了 
类 似 的 结果 ，. 

为 把 方程 


eAu—alx, yw, = f (x, y) 


AH Jih 9863 8 JF=C RIESI 9 F 5 M 89 u 可 结合 而 
设计 了 一 个 方法 {[7]) . 

非 绑 忻 偏 往 分 方程 的 边界 层 理 论 的 研究 主要 与 宰 
气动 力学 有 关 , 并 以 Navier - Stokes 方程 或 它们 的 推广 
为 基础 . 实际 的 需要 促使 了 数学 理论 的 发 展 , 也 产生 了 
处 理 各 种 不 同 的 问题 的 方法 .下 面 仅 考虑 层 流 ( 见 [8] 一 
[103). 

在 具 丰 常 粘性 系数 vy 的 不 可 压 娘 流体 的 平面 {上 = 人 0) 


和 轴 村 称 {k= 让 礼 的 流体 动力 学 情形 ，Navier - Stokes 
方程 是 : 
Ofu tt 0) =0, u, tuu, uu, = wn 加 


u hub HUD r AVS p, 


其 中 s=Re 2 Re =wX/v i Reynokis 数 , 它 用 速度 的 特 
征 值 w 和 线性 度量 下 来 表述 . 解 由 域 D PJ Hunt S E BS 
边界 条 件 所 确定 , 那里 , 在 方程 为 n=H (EE) 的 流 线 围 线 
F ES R u=0, =g (š, HE), 其 中 在 和 是 向 量 
(u, o) 对 械 的 切 向 和 法 向 分 量 . u, o 和 了 的 初始 值 给 在 
DISE. 

He 很 小 时 , 在 第 一 近似 中 渐 近 解 由 :==0 时 12) 的 
在 5 上 满足 某 些 条 件 Y Sta: 在 上 5=w) 的 解 和 边 
界 屋 方程 的 解 组 成 . 动态 边界 层 的 方程 是 在 下 列 假 定 
下 导出 的 :边界 层 的 条 忻 厚 度 5 和 4 的 情 的 阶 分 别 鸭 
Ó — Xc, p— wa, 以 及 介 ) 中 后 两 方程 的 左 端 项 的 阶 为 
包含 er 的 项 的 阶 . 引进 变量 =r, x=¿,y=n!s 和 了 = 


oje 当 g 一 眉 财 就 导致 Pranit H Æ (Prandtl equation). 


(ray HVY = 0. m Huu, + Vu, = uy P... (3) 
p = 0, 0=;=<T. 0=<x=€ X, Mya, 


以 及 条 件 


u|,- =u (x, y), p|- =b (x, y). u|,- 0, 
V|, tit x), 
u —W (t, x). P.” -WW W, 
当 y — 0 时 ， “le-a =0, 


其 中 对 于 上 =1,r Rep] Pp Rh t. W (x) E: — CMR 
数 , 这 些 方程 和 条 件 对 于 曲率 半径 比 5 大 得 密 的 任何 
曲线 围 线 都 适用 . 在 后 一 种 情形 , x 和 yy 分 别 是 沿 围 
线 和 它 的 法 向 的 坐标 ， 

如 果 环 是 常数 ,那么 问题 化 为 常 徽 分 方程 的 边 值 
问题 . 也 还 有 其 他 类 型 的 类 似 解 . 

使 边界 县 问题 的 解 存在 的 条 忻 是 已 知 的 ;还 研究 了 
解 的 唯 -- 性 和 稳定 性 条 题 , 以 及 如 何 从 定常 情形 的 解 导 
当 它 们 {[1t)， 肖 是 利用 直线 法 来 构造 的 ,并 已 证 明 它 
们 是 收 就 的 . 

TERREAU ETETA ERRET 
Ceme pH. E TI (38 ESEE , 4 3k tB H. 3 
多 ,有 一 个 积分 变换 可 和 畏 这 些 一 般 情形 的 方程 简化 , 且 
当 Prandti 数 Pr= c, / K=1 时 将 它 信 化 为 (3), 其 中 6， 
是 气体 在 常 压 时 的 热 容量 , 久 是 热传导 系数 {([12]). 在 
在 变换 的 革 些 改进 . 在 一 般 情形 时 , 按 界 层 方程 描述 
的 是 所 请 的 自然 对 流 . t o RK WO T m Br. H 
Archimedes 力 可 以 忽略 不 计 , 那 么 能 量 方程 可 以 边界 
层 方程 组 中 分 离 出 来 ,并 进而 论 及 强制 村 流 ， 能 量 方程 
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决定 着 热 边 界 层 , CHERERE F ó. 

边界 层 还 发 生 在 将 流 分 离 成 具有 有 不 同 特征 速度 的 
带 域 中 ， 激 波 也 吡 边界 层 . 

一 个 不 同类 的 二 维 边 界 层 问题 是 与 在 能 转 的 轴 对 
称 板 和 物体 中 的 流 相 联 系 的 . 

不 仅 发 展 了 解 非 定常 问题 的 方法 ,而 且 还 解决 了 下 
WEAR: W 是 周期 的 , 且 从 一 静止 状态 有 跳跃 运动 的 
问题 ; 寺 沂 波 后 面 的 边界 层 具 有 加 速 运动 的 问题 ; 以 及 
被 绕 流 的 畔 体 表面 温度 变化 的 问题 . 

在 三 维 流 的 边界 层 理 论 中 发 展 了 求解 方法 , 并 研究 
了 方程 简化 的 情形 . 无 限 翼 展 的 活动 柱 形 机 标的 边界 
层 方程 类 似 于 一 个 二 维 边界 层 的 方程 在 一 旋转 的 
圆柱 形 螺旋 桨 叶片 上 以 及 在 斜 向 流 中 的 旋转 圆柱 体 上 
的 边界 层 问 题 已 得 到 了 近似 解 ,两 平面 的 交 线 寿 反 的 边 
界 层 问 题 也 得 到 了 近 侯 解 ， 

在 空气 动力 学 中 关于 边界 层 的 这 些 研究 与 边界 层 
理论 中 第 一 近似 有 关 . 采用 高 阶 近似 能 考察 边界 层 和 站 
部 流动 的 相互 作用 , 且 能 对 中 的 中 等 值 作 计 算 {[13]). 

边界 层 的 稳定 性 使 得 能 确定 理论 的 应 用 落 围 ， 有 
些 研究 以 具有 周期 扰动 和 局 部 初始 扰动 的 小 扰动 法 为 基 
Rü([14]). 在 二 维 流 情形 ,在 Creaiip 定 理 的 基础 上 , 利 
用 线性 近似, 三 维 扰 动 的 分 析 可 化 为 具有 一 个 改变 了 的 
y 值 的 二 维 分 析 . 应 用 于 稳定 性 亏损 的 非 线性 分 析 表 明 
BRAR, 


在 边界 层 理论 中 ， 各 种 问题 在 物理 上 的 推广 ( 见 
[15] 一 [17] ) 与 下 列 这 些 方面 的 研究 有 关 ; 关于 多 相 流 的 
研究 ; 真实 状态 方程 和 真实 传导 系数 的 利用 {方程 的 复杂 
性 ); 带 存 扩 散 的 韭 平衡 流 的 研究 {方程 组 的 一 个 扩充 ， 
于 是 方程 组 变 为 抛物 - HARR) 考虑 到 流动 绕 过 的 
表面 的 损耗 {边界 条 件 的 复杂 性 , 因而 必须 考 弄 固体 中 
的 热传导 ); 还 考虑 辆 射 输送 (积分 - 微分 方程 )， 

在 不 满足 Prandtl 假定 的 流动 的 研究 中 得 到 了 空气 
动力 学 中 边界 层 理 论 的 进一步 发 展 ,其 中 的 解 是 作为 名 
层 浙 近 麻 开 而 得 到 的 ， 在 解 的 结构 中 引起 复杂 性 的 原 
因 是 在 边界 条 件 中 有 附加 的 小 参数 (例如 , 申 于 流动 绕 
过 围 线 的 曲率 半径 是 小 的 ), 在 理论 的 第 一 近 筷 中 可 能 
fW A. W Sk sk i, PI E Seni BE y is. 

这 一 类 还 包含 边界 屋 对 于 流动 所 绕 围 线 的 分 元 点 
或 接合 点 周围 的 流动 , 边界 层 上 激 波 入 射 点 周围 的 流动 ， 
特征 解 ([18] 一 [20]) 帮 一 个 三 层 结 构 . 外 部 解 定义 了 由 边 
界 层 所 挑动 的 位 势 流 , 并 由 扰动 中 的 方程 来 描述 , Xe BT 
的 中 间 层 可 以 由 具有 p,=0 B 3: $h W Mt. BJ Jy F 3 A 
述 , 它 从 前 面 的 边界 层 的 主要 部 分 接受 气体 . 

最 带 近 壁 的 (最 蒲 的 ) 第 三 层 的 方程 可 以 在 它 的 长 
度 和 厚度 分 别 是 Xe 天 阶 和 Xe” 阶 的 假定 下 导出 ， 在 定 
常情 形 下 引进 下 列 变量 : 
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x=ëg , V= -514 ， 


-bi 


U=yue t, V=pg Mt P=pe 


当 s 一 0 时 这 又 导致 (3)， 其 中 将 4 换 为 U 和 p 换 为 P. 
问题 的 解 的 这 种 结构 可 以 表征 .大 类 具有 小 扰动 的 
流 . 

对 于 小 的 6, 关于 在外 部 超声 巡 流 中 的 压力 在 短信 
离 上 有 相当 大 变化 (MM>1, 凡 =wie, 其 中 w 是 气体 的 
速度 ,5 是 再 速 ) 的 流动 的 动力 学 作 了 很 多 研究 .这 包括 
计算 绕 局 部 大 曲率 的 围 线 的 流动 的 何 题 和 计算 附 贴 于 
物体 表面 的 流动 的 问题 . 这 些 情 形 中 ,在 解 的 一 层 格式 
89 h | rh p, 0. 


也 研究 过 扰动 解 处 于 有 限 区 域 的 一 类 问题 . 这 些 . 


解 出 现在 边界 屋 和 一 外 部 高 超声 束 旅 ( M — e)a Re 
的 或 强 的 相互 作用 时 ,或 者 出 现在 超声 速 流 绕 过 一 有 痕 
长 的 物体 时 , 在 那里 有 强烈 气体 喷射 通过 表面 (mw>0). 
在 这 些 情形 中 ,在 边界 层 的 外 部 边界 上 的 压力 是 出 完全 
问题 的 解 所 确定 的 . 物体 尾部 边 绑 的 扰动 向 上 游 传 
播 , 它 是 由 在 前 沿边 缘 附 近 的 解 的 非 唯一 性 所 引起 的 . 
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【 补 注 了 上 述 内 容 涉 及 的 上 只 是 本 主题 的 一 方面 的 观 
点 ,在 许多 方面 并 未 触及 到 近代 的 观点 . 而 且 , 西 方 文 
献 中 许多 非常 重要 的 丙 献 都 被 怨 略 了 ， 边 界 层 在 数学 
上 起 源 于 奇异 扰动 (singular perturbations) 的 问题 ， 且 是 
利用 渐 近 分 析 (asymptotic analysis} 方 法 处 理 的 ， 在线 


性 和 非 线 性 , 常 和 偏 微分 方程 中 所 完成 的 工作 要 比 上 面 


第 -部 分 中 所 描述 的 多 得 多 ， 和 必 为 部 分 补充 的 总 的 看 
法 可 以 在 [A11— [A3] 中 找到 ， 

大 应 用 的 观点 看 ,边界 展 理论 在 上 面 被 描述 为 流体 
和 气体 动力 学 的 一 个 分 支 ， 它 产生 于 这 些 领域 . 但 是 ， 
边界 层 和 过 著 层 也 出 现在 许多 其 他 领域 中 , I an e 
学 .她 球 地 理学 . 自由 过 界 问题 或 流行 病 学 等 ， 实 例 和 
进一步 的 文献 可 以 在 [A4], [A5] 中 和 找到 . 

上 面 形 如 (1) 的 ( 常 ) 微 分 方程 组 常 被 称 作 奇 异 扰动 
(singular perturbations)}( 了 世 见 扰动 理论 (pertusbation 
theory) 的 补 注 ) . 

对 奇异 扰动 、 边界 层 及 控制 和 系统 理论 中 的 多 重 时 
间 尺 度 (multiple time scales) 的 作用 的 概念 见 见 {A6] ， 
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一 个 (于 jn ENNE M” 的 闭 包 条 "的 子 集 , 它 每 - - 
SAA aj EF R" 中 国 半 空间 的 :个 在 R HARE R") 
中 开 的 区 域 W". 点 a € M" sg F W* C R* 的 边界 
点 , 即 对 应 于 W" 与 及" 的 边界 的 交点 , 则 称 为 M" 的- 
个 边界 点 (boundary point. # jJ % s BOM ER AE 
边 流 形 “manifold with boundary) ， 不 带 边 的 紧 流 形 
称 为 闭 流 炬 (closed manifold). M" 的 所 有 边界 点 的 集 

合 是 一 个 (n 一 1) 维 无 边 流 形 ， 
[ 补 注 ]】 
参考 文献 
[A1] Hirsch, M. W., Differential topology. Springer, 
1976. RRA KE 
解析 函数 的 边界 性 质 [boundary properties of analytic 
functions ; rpatatbre CholicT pA 2389ITGCKHYX Qbynwcmañ | 

解析 函数 在 其 定义 域 边 界 邻 近 的 性 质 . 

解析 函数 边界 性 质 的 研究 ， 就 其 最 宽泛 的 意义 上 
去 理解 ， 可 以 说 始 于 有 关 解 析 阔 数 在 孤立 本 质 奇 点 邻 
域内 的 性 质 的 Coxoommi 定理 {Sokhotslii theorem) 与 
Picard 定理 {Picard theorem) ( MERA A ( essential 
singular point)), 这 两 个 定理 是 在 19 世纪 的 后 半 世 纪 
得 到 的 . 有 关 解 析 函 数 边 界 性 质 研 究 方面 的 术 
语 一 如 今 称 之 为 素 端 理论 和 系 值 集 进 论 ( 见 极 恨 元 
(limit elements)) — 首次 出 现 于 1895 年 P. Pain - 
leve 的 -本 教程 中 . P. Fatou 的 学 位 论文 (1906) 
就 解析 栈 数 在 其 定义 域 之 连续 边界 的 沼 域 内 的 
某 些 边界 性 质 普 次 作 了 系统 的 研究 ， 在 20 世纪 的 前 二 
分 之 一 世纪 ， 由 于 一 些 科学 家 的 工作 ,边界 性 质 理论 有 
了 引 大 注目 的 发 展 ; 在 这 个 世纪 的 后 半 世 纪 ， 随 着 新 思 
想 和 新 方法 的 出 现 ， 随 着 研究 方向 与 日 标 的 更 新 ,边界 
性 质 理论 又 恢复 了 其 飞速 发 展 的 势头 . 它 的 发 展 同 数 
学 分 析 及 - 般 数 学 的 许多 领域 都 有 密切 歌 系 ,首先 是 
概率 论 , 调 和 函数 理论 , 共 形 映射 理论 ,解析 晒 数 论 的 边 
值 问题 , 位 势 理论 ， 值 分 布 论 ，Riemann 曲面 ， 次 调 
和 函数 与 函数 代数 . 通过 边 值 问 题 , 解析 六 数 的 边界 性 
质 理 论 还 同 应 用 数学 的 许多 领域 有 葵 切 联系 

由 于 边界 性 质 的 研究 首先 同 单 复 变量 z 的 解析 荐 
数 三 2 的 定义 域 五 的 边 奔 工 的 几何 性 术 有 关 ,在 解析 项 
数 的 边界 性 质 理论 中 主要 有 三 种 不 间 的 探讨 . 

a) flz) 在 孤立 边界 点 2E 夺 的 邻 域内 的 性 质 的 研 
究 . 最 重要 的 是 < 为 本 性 奇 点 的 情形 , 这 方面 有 
Coxougknñ, Picard, Julia 和 Iversen 等 人 的 定理 (所 
Coxouwtai 定理 (Sokhotskii theorem) ; Picard 定理 (Pic- 
ard theorem); Jolia 定理 (Julia theorem); Iversen 定 
Ë (lversen theorem) ) . 

b) 当 荆 是 处 处 不 连续 集 时 对 f(z) 的 性 质 的 研究 ， 
B B Tony6ea 的 甘 作 具有 奇 点 完全 和 集 的 单 值 解 析 酌 
数 》(1961, 见 tt) 是 这 一 方面 惹 重要 的 文献 . 


M. H. Boñuecxescxuñ 所 


c) 当 区 域 DD 由 一 #Bl E š Bi 2 T ES sk 1 6 Wa HR 
ËJ Eh B ü; |B) PJ PH RH f (z) AEEA. 

a) fl c) 就 某 种 意义 而 言 是 极端 情形 , b) MIME As 
两 者 之 间 的 情形 .情形 疏 已 成 为 最 热门 的 研究 课题 ， 
下 面 对 此 作 -… 详 细 介 绍 . 

设 解析 函数 /(z) 是 定义 在 z 平面 上 由 一 茶 可 求 长 
Jordan 曲线 王国 成 的 有 限 单 连通 区 域 DE. 在 解析 
函数 边界 性质 研 究 的 经 典 方 法 中 ， 下 列 问 题 是 基本 
的 . 

1) 边界 值 的 存在 性 问题 , 即 在 何 种 条 件 及 何 种 
意 祥 下 当 点 z 趋 近 工 时 jz 的 边界 值 是 否 存在 的 问 
题 . 这 一 问题 ， 以 及 紧 接 著 的 几 个 问题 , 亦 可 以 不 同 的 
方式 表述 为 确定 DD 中 足 通 广泛 的 解析 函数 类 的 问题 ， 
该 函数 类 就 某 种 意义 在 厂 的 足够 大 的 于 集 上 具有 边 
界 值 . 

2) JG) 的 边界 表示 问题 ， 即 在 曲 种 条 件 下 ， 借 助 
HARRAH, PEETER OFERTE 
的 值 的 依赖 性 问题 . 显然， 对 于 不 同 的 解析 酒 数 类 ， 
这 种 结构 是 不 同 的 ， 

3) 唯一 性 问题 ,或 集 EE ST 应 具有 什么 性 质 ,就 能 
使 得 对 于 给 定 函 数 类 的 两 个 解析 沙 数 ,只 要 它们 在 FE 上 
的 边界 值 恒 等 便 在 六 内 恒 等 的 问题 . 

解决 存在 性 问题 的 第 一 个 结果 是 Fatou 定理 
(Fatou theorem) (1906): 3 —# f 8 8 Z t> Bl @ 
D=[z:|z|<1) AER, SOS M, 则 径 向 边界 值 或 极 
WB Fe = lim, a A(re") 在 单位 辆 周 人 ={z:|z1=1} 
上 关于 Lebesgue 测度 几乎 处 处 存在 . 可 以 证 明 , 在 这 些 
条 忻 下 ,不 仅 径 向 边界 值 ,而 玉 角 边界 什 或 沿 所 有 非 切 
向 路 径 的 边界 值 也 在 下 上 几乎 处 处 存在 . 这 意味 闭 对 
于 几乎 所 有 的 点 e ST, 4 z ÆU ea 为 顶点 ,角度 为 
x 一 28<x(E>0) 且 以 过 点 e* 的 半径 为 等 分 线 的 任 一 辐 
ER 


Aee) = {JEDN fi aget-2 cal 


内 赵 寺 点 e* 时 f(z) 趋 于 确定 的 极限 f(te*). 就 某 种 意义 
mA., Fatou 的 定理 不 可 能 再 改善 ， 率 实 上 ，H H. Hysa 
919) 证 明 对 于 全 上 侍 一 零 测 集 FE — T, 存在 有 界 解 析 
函数 f(z) 在 五 上 无 从 向 极限 ， 

区 域 总 中 的 有 界 解析 西数 该 记 为 B(D) a HD). 
紧 随 着 Faton 的 一 系列 结果 ， 下 一 个 问题 是 他 的 这 些 
定理 到 更 宽 的 函数 类 的 推广 -可 把 单位 图 盘 DD 中 下 列 
ERREKIE, 它们 具有 真 包 合 关系 ， 


AD) C B(D) 


Y =H%(D) C HP(D) C N'D) C NOD (D 
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AD) REHAR DUT=D LER D A PRN A 
数 类 . 
对 于 所 有 的 正 数 p， 类 H'(D)H # f 


lr lp 
l], = sup lz se eae = 
Tü 


Derw 
= C.p) < +% (2) 


确定 . EA 0<p < p, <+, HAAA HC 
H"CH”. 类 Hr 首先 由 G.H.Hardy B| A (1915), 8 
常 称 为 Hardy 类 (Hardy classes). 当 1 €p <o 时 ,在 
Hr 上 可 引入 范 数 (2)， 在 HE3 AWN 


{fl = Nfs = sp f], 


类 H'(1 SP < +o) 有 一 种 自然 的 向 量 空 间 结构 ,从 而 
W Banach -Hardy 2] (Hardy spaces), 40«p <1 
时 , 在 H" 上 内 能 引入 度量 o. (7,9)=| /gl?， 使 这 
类 H" 变 成 不 可 赋 范 的 完全 度量 空间 . 有 界 和 解析 函数 
Ë p= H° 包含 于 任何 一 个 类 圳 ?之 中 (p >0). I 

WIB D PRETERE N(D) 称 为 具有 有 界 
类 N(D) 可 以 表征 为 DD 内 有 如 下 性 上 质 的 亚 纯 溯 数 rz) 

合 ,f(z) 可 表示 为 DD 内 两 个 有 界 正则 函数 y.(z) 与 
ADRE, SOSAN). 

所 有 正则 函数 flz)E N(D) 构 成 一 个 子 类 ND), 而 
f(z)e N"(D), AOAR 

2r 


SR AM Aado Cete G 


成 立 er In 'x =]n x, 如 果 lnx 2 0;1n'x=0. mE 
In x<0. 2 NO 1 Pr NX H” 0< p S +O 

类 H 有 如 下 推广 . BUERT — << +e 的 
KEBES, B t — +0 B (D f= +00. W| 26 H,(D) 
由 条 件 


parel 


2" 
sup ç` i | fee”) ae! = C(/, p< 


< 十 的 (25 


EL BRERA pier, 

在 单位 图 盘 DRT. TAA E E E A 
已 得 到 的 主要 结果 断言 DP 内 具有 有 界 特征 的 每 个 亚 
MARET EILE AAAA AAE 了 le*); 这 些 边 
界 值 使 得 函数 In |fe thE Lebesgue TA. 对 于 族 
H'(0<p <+) 或 豆 ,, 还 有 如 下 性 质 : 函数 e)lr, 
或 相应 的 (In[ fenh), Æ T L Lebesgue 可 积 .对 于 有 
HAR f(z), IEO <S M, W HJ ess sup | Je =£ M(0 < 
27) REZ. 因此 , #A 全) 是 关于 解析 函数 e) 当 


| zl 一 1 时 的 平均 增长 的 最 宽 的 充分 条 件 . 这 保证 了 角 
边界 值 在 天 上 几乎 处 处 存在 ， 

已 证 明 条 件 (3) 不 可 能 再 有 实质 性 的 减 基 ,和 酌 如 ， 
A. Zygmund 证 明 ,对 下 任 一 增 呆 数 (ry, 330 <+ oC 
mip 一 0. 则 存在 D ARIES (z) 使 得 


2r 


Sup, fian" foet) de < +w, 


但 在 工 上 任何 一 点 都 没有 边界 值 . 甚至 不 管 要 求 最 大 
E M(r;/)=max1|/(2)1:|z|=r BARE EF 
ERARE AAE. 

i ND) HRA ftz) 的 边界 表示 的 形式 为 


B (z;a,) 


fG) = are Da (4) 
xexp = fm fen) 8422 SZ gx 
e“ +z £ 4960). 


X exp — Fy L jest 


这 也 县 该 族 旺 数 的 特征 ; 其 中 m 是 整数 , 当 z=0 E k 
EFAN m=k, 4250 是 上 阶 极点 时 sm= 一 上 ;4 是 
实数 ; 


B (z;a,) = TI La, | 8, z (7 


=t Fa log, 

是 Blaschke $ (Blaschke product), BUA 六 2 在 已 内 
的 所 有 零点 a, 0, 3 H 3 S W) 8 Sc E E H LK: 
B,(z: b,) ti ë sÉ (5V8 Blaschke 积 , RGN f(z) 在 D 内 的 
所 有 极点 b, 关 0; (0) 是 [0, 2] 上 具有 有 界 恋 差 的 奇异 
函数 ,其 导数 几乎 处 处 为 替 , 在 式 (4) 中 ,最 后 一 个 积分 
是 Lebesgue -Stieltjes 型 的 积分 ,第 一 个 积分 则 是 
Lebesgue 型 积分 . 

M M. Jüzp6amym([10])J8 h: 具有 有 界 特征 的 
亚 二 函数 理论 可 以 作出 重要 的 扩展 ,事实 上 ;可 以 引 . 
A fk W T — + W EE £ FO s BJ — 238 ARR N, 
一 1 <a< +o, 2 N. PURER ERRIRE, 该 表示 
式 当 &= HERAA., HWA, K N. EAK, 
而 N, W Nevanlinna 族 入 相 同 . 

对 干 解 析 函 数 f (z) END), 在 表示 式 (4) 中 须 置 
B,(z;b,) = 1. 对 于 函数 f(z)eH?, O< p < +o , sË 
fG)€ H,.#£ SR (4) PA B,(z2; b.) = 1, 8 pg) E 
Pr 18 tH 28 0 89 dE38 PS $k. JF DL Cauchy 积分 (Cauchy 
integral). f 

关于 唯一 性 问题 的 最 时 的 结果 是 F. is M. Riesz i 
弟 在 1916 年 得 到 的 : FKA f(z)s 日" 存 上 的 -个 具 
有 正 值 Lebesgue 测度 的 集合 ET 上 有 径 向 边界 什 


` f(e'=0, 则 在 上 内 f(z) 二 0， 表 示 趟 {4) 使 这 一 定理 


可 以 推广 到 具有 有 界 特征 的 亚 纯 函 数 ( 见 有 由 型 函数 
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(function of bounded form)) H. H. Jlysun (1919) 
对 任何 零 测度 集 E < 1 Bm ib bra 99 fO). F 49 3: 
ERTA hs F e ”时 在 下 上 处 处 有 Te 一 个 ,但 fe) 
不 恒 等 上 零 . 对 二 具有 一 般 形式 的 炎 纯 明 数 的 最 深 
刻 . 节 一 般 的 边界 上 唯 -性 定理 是 Jlyamm 和 H. H. Mpa- 
banos 在 1925 年 得 到 的 ( 凡 解 析 活 数 的 唯一 性 性 质 
(uniquencss properties of analytic functions ); JIysgu - 
Ipea 定理 (Luzin - Privalov theorems)). 

FE FERR DAWE, 2r., Hih 
有 具有 可 求 长 边界 T aR ie amia D. A. GA 
记分 别 等 价 于 要 求 次 调和 因数 | /(2y2.1n "l eA 
yin yao £ D AA WAAN harmonie majorant). 
在 这 样 一 种 形式 下 ,这 些 条 件 是 十 分 适宜 的 、 并 给 任意 
区 域 中 的 读 H, N'A H, 提供 了 一 种 自然 的 定义 ， 已 
知 可 求 长 曲线 开 在 其 几乎 所 有 的 点 都 有 确定 的 雪线 和 
法 线 . 结论 (1 仍然 成 立 ， 对 于 族 N 3 F ffi n 98 eE 
和 上 的 几 平 处 处 存在 性 的 Fatou 定理 也 同样 成 立 . 此 
处 ,在 点 zsT 处 的 法 线 被 作为 达 域 ACE e) 的 等 分 
线 .对 于 类 NY. Riesz 唯一 性 定理 亦 可 移植 过 来 ， 

对 于 尾音 区 域 DEWE. B. W. Cuupuos 还 引入 
了 常常 被 引用 的 类 Er(classes E”), p >0. 这 类 西数 的 
定义 如 下 : JIE E (D). 如 果 存 在 一 列 围 道 1 eS D. 
T，*1"、 使 得 


ap [1A Pld? = Cpi = ta 


X E 对 于 研究 以 Cauchy Eai t h Ba 84 Ea Bi lHl 
题 尤为 方便 ， 

兵 有 特别 重要 襄 尽 的 是 对 于 实现 共 形 肌 射 的 解析 
随 数 的 边界 性 质 的 研究 ， 设 函数 z=Flw) 是 单位 圆 稚 
w < 1 #J z 平面 的 具有 可 求 长 边界 工 的 区 域 D 的 共 
形 碳 射 . 比 如 已 证 明 在 这 种 情况 下 导 函 教 F'(w} 在 圆 批 
|w |<1 0 8 T Hardy 族 毛 ,因而 可 用 形 如 式 (44) 表 未 
Z, Fah B, = WARR ANo. “Cuxumpuomn 
曾 指 出 奇异 函数 (0) 圭 浊 的 区 域 族 S$ 的 重要 性 .1937 
T. M. B Keuman 与 M A Jlappenrpes 构造 出 一 
T B. fi n] k K i 8 HTE + PHH Ag Cuupnop 的 S ik 
的 区 域 例 千 . 这 使 得 《Mapros ü Dx bú ñ J Ë 32 8 3 5; 


许多 数学 工作 者 亦 试图 研究 多 变量 z =(=| …-， 2,) 的 
FAM 7(2z}) 的 边界 性 质 . 设 D=U"={z EC" :|z|<1, 
j=1,…,n} 是 单位 多 圈 盘 (polydisc ), 并 设 1" = (z € 
Cuig j=1.…, nl 是 它 的 骨架 . D 中 解析 函数 
f(z) 的 类 N UD) 由 类 似 于 (3] 式 的 条 件 

SP, fo A02) dm) = CY) < + > 


ENZ, HI H'(D) 或 H,(D) 则 由 形 如 


Sup, n | 02) | ls) 


= CU. y < +o 


REY 2 (*HT H'(D)(p>0) 的 情形 peee). 
Et m, 是 T 上 的 规范 化 Haar 测度 (Haar measure), 
m (T")=1. EW B=H“ = H,= N° 的 结论 仍 成 立 . 解 
HE iE ND) 在 T" 上 关于 Haar 测度 以, 几乎 处 
处 有 * 径 向 "边界 值 f(z) =lim, afeh ET B 
In '| £ (z)| 在 T" 上 关于 m, 可 和 .对 于 U" HAR f (z) 
的 边界 表示 与 惟 ~- 性 性 质 , 当 上 >1 时 (直到 1986 E) 
尚未 找到 足够 简单 府 普遍 的 特征 . 

许多 边界 性 质 可 应 用 于 解析 函数 的 各 种 推广 ， 符 
别 是 抽象 解析 峭 数 J.D 一 廊 , 它 取 值 于 {比如 说 } 城 C 上 
的 -个 可 分 的 局 部 凸 岳 扑 空间 长， 
pAr 
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WAK / 38 Pa B8 $x (inner function). 新 近 的 通用 参考 文 
献 是 [A2].[A31. 

对 于 C"(n 这 2) 中 的 光滑 区 域 马 , X: HH (G) 和 
NO) 有 一 个 强 Fatou 型 定理 : 只 要 边界 在 容许 近 接 区 
B (admissible approach regions) 上 可 达 , 财 边 界 值 几 
平 处 处 存在 {甚至 比 几乎 处 处 更 好 )， 见 [A5], [A7]. 5 
一 维 的 情形 大 不 一 样 ， 对 于 不 同 的 p 值 ，Hr 函 数 的 
等 集 可 以 有 本 硕 的 区 别 ， 殉 [11], [A5] ENAR h 
城 (strongly pseudo -oonvex domains) 上 的 Nevan- 
linna AR 的 等 集 的 特征 是 由 TM. Xam 与 H. 
Skoda 分 别 独 立 得 到 的 , 见 [A5]. A E Amxannpon 
5 E. Low 种 自 独 立 证 明 关于 C" 中 单位 球 的 非常 数 内 
函数 的 存在 性 ， 见 [A1], [A4]. 另 一 方面 ， 对 于 R" 的 
土 半 空间 已 引信 H! Zm., W [A6]. 
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M KS, SA+ [ boundary value problem, com- 
plex- variable methods ; Kpaeses 3AMAYA, MCTOJThI KOMI 
JEKCHOTO HepeMmenaoro | 


研究 偏 微分 方程 边 值 问题 的 方法 ,其 中 用 复 变 解析 


函数 表示 . 
设 对 二 阶 本 贺 型 方程 
åu +a(x, pj r tb(x, DIe te ya = =0 {Ð 


BF a,b ezeti F [Ñ Et ERED PREE x,y 
ERAR, SETRA RA KPN 8 E A E 
YB bk Sc PA ENR. ELR A 


a tku 
k= E ooa xray , ü en at dr dp! 


= fè 
EP apt) fü) EC (08)(0 <a<1), T, 是 将 C, (28) Pt 


射 到 C,t85 } 中 的 线性 算 子 . H 了 ,是 全 连续 的 . 
这 问题 包含 了 熟知 的 Dirichjet, Neumann , Poin- 
caré 等 经 典 边 值 问 题 . 
利用 解 的 : 般 表 达 式 ( 见 俩 微分 方程 , 复 变 方法 
《diferential equation, partial, oomplex - variable me- 
thods )) 的 公式 


u(x,y) = Re [ee Zo, 2, 7)P(2}-- 


~ [AÈ GU. Zo, z, Dar $, 


这 个 问题 化 为 等 忻 的 解析 函数 的 边 值 问 题 : 
Re Pla (00000 + T, = U) 0) 
k =Ü 


其 中 人 0 是 给 定 的 Helder B AM, Eds, T, 是 全 连 
续 算 于 , T.(k=0, 1,…, m 一 1) 是 线性 算 子 . 

设 有 限 单 连通 域 8 是 由 闭 的 JImmyaos 周 线 ( 见 Ji 
maoe 曲面 和 曲线 (Lyapunov surdiaoes and curves)) gS 
围 成 的 , 且 设 5 中 的 金 纯 函 数 p (z) 的 m (之 0) 阶 导数 
E 0 EE C (0<s<1) AAA. TE, JBE S z=0 8 
T S, ER Dp(z) 可 被 表 为 


(z) = [Eo +ie, $ m =0; 
5 


ao = fofi- = 


+ [eD di + c, # mel, 
L 


di 十 


其 中 是 C. (05) 86 ER, Ocal, c ELAR 
n(t) lc H p(z) ME — E . 

将 这 些 表达 式 代入 边界 条 件 (3), 就 可 以 得 到 林 知 
画 数 站 的 等 价 于 问题 (2) 的 奇异 积分 方程 


KOD = Aliot) + EEL = HOE Tü) = (ta), 


其 中 了 是 全 连续 算 子 . 
边 值 问题 (2) 正规 可 解 的 充 要 条 件 是 
al) = Sitam a0) 0, EIS, m20. (4) 
ke0 
Dirichlet 问题 fm =0) 总 是 正规 可 解 的 . (下 文 处 处 假定 


RUWE.) 
AEE (2) 63 JR 38 Ginder RAA 


k= {mtp} ml 


计算 .其 中 pp 是 函数 + aga EMAS - 周 的 
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增 量 Dirichlet 问题 的 指数 等 FẸ. 
齐 次 边 值 问题 R(w)=0 RAAR k2>0 4 Et: X X: 
Hkz 而 非 齐 次 问题 (2) 有 解 , 当 且 仅 当 满足 等 式 


[APAs = 0, j=L,....k, 
s 


h y B 38k py p E 
Ko = Ampi OE r = 0 
Ti s t to 


的 线性 无 关 解 的 完全 组 . 

边 值 问题 {2) 对 尾 意 右 端 有 解 的 充 要 条 件 是 对 应 的 
齐 次 问题 RD0=0 正好 有 “个 线性 无 关 解 ， 因 此, 在 
x>0 的 情形 , 齐 次 边 值 问题 Ruj- 总 有 不 少 于 K 个 线 
性 无 关 解 .而 当 x<0 时 非 齐 次 何 是 (2] WHIT SK ET É f 
许 有 解 , 而且 可 解 姓 条 件 的 个 数 不 少 于 1xl 个 . 

非 齐 次 边 值 问题 可 解 性 的 充 训 条 忻 可 以 用 某 个 核 
关于 所 考 虚 域 的 封闭 性 的 术语 来 表达 ,也 可 用 某 个 函数 
系 的 完全 性 来 表达 ， 这 些 核 和 函数 系 可 利用 方程 (1 的 
Riemann 函数 和 边界 条 件 的 系数 明显 地 构造 出 来 . M 
如 , 设 lu 是 方程 (1) X T £ k M. D 的 解 的 某 个 完全 
H, HER SED. 于是, 问题 人 2) 对 尾 意 右 端 可 解 的 充 要 
# PE 8389 E Rü) 在 边界 上 是 完 爹 的 . 

关于 下 列 边 值 问 题 ( 广 义 Riemann - Hilbert 问题 
(generalized Riemann - Hilbert problem» 48T 十 分 
完全 的 结果 ; 求 方程 

dw+Alzw + B(z)w = f(z), w=u-+ i, (5) 

23; = a — à, 
BE S+0S Loko RR 3835 n 3 

RelA(z), w(z)| = au + fv = y, zeds (6) 
HR, EF z,B.y 是 C.(65) 类 的 实 通 数 , crcl, g+ 
庆 =1.，-- 般 说 来 ， 区 域 5 是 多 连通 的 . 这 样 的 问题 可 
以 化 为 对 应 的 奇异 积分 方程 . 用 这 个 办 法 可 以 得 到 边 
值 问 题 16) 的 完全 的 定性 分 析 . 

设 域 3 的 边界 的 由 有 眼 个 满足 Juarykoa 条 件 的 简 
单 闭 曲 线 25,,…,05, 组 成 .因为 在 共 形 映射 下 方程 和 
边界 条 件 的 形状 保持 不 变 , 所 以 ,不 失 一 般 狂 , 可 以 认为 
确 , 是 以 $ 中 一 点 z= 从 为 中 心 的 单位 加 周 ,而 681,…,25， 
是 在 全。 内 部 的 一 些 贺 . 

E WARE ARA n, EE A i EGE as 
一 周 时 l arg [aC HiB (C M. 边界 条 件 可 以 化 
为 更 简单 的 形式 : 


Re[z "wew()veo(z)| = Y. ze ds, 


其 中 clz)=e 在 69, 上 ,这 里 6=0, cisco E Mus k W 
数 ,它们 可 由 a 和 有 单 俏 地 表达 ， 共 思 问 题 


Gh Aw — Bi. = Q, zes, 


(7) 
relatis Emio] = ĝ zeds 


的 指数 按 公 式 n = 一 n+m 一 1 计算 ， 
问题 (6) 有 解 ， 当 且 仅 当 


[e+ iB. ds = 小 


EF w. RRRA. 
设 e 和 ee’ 分 别 是 齐 次 问题 (6) 和 (7) 的 线性 无 关 解 
的 个 数 . 于 是 


e—e = m—n' = 2n + | —m. 


加 困 mn<0, 那么 齐 次 问题 (6) Wk r 3E F. R. mE 
n>m—-l, AFKE (6) ë q e=2n+1 -m 个 线性 
无 疾 解 ,而 非 齐 次 问题 人 6) 总 可 解 . ME n <0, 38 2. 3E 
齐 次 何 题 (6) 有 解 , 当 且 仅 当 


Jep as = 0, j=1,2,...; e =m-2n—l, 
S 

其 中 w. BE t K P] (7) 的 完全 解 组 WR m=0 和 
n=0 ,那么 e 一 1, 且 齐 次 问题 (6) 的 所 有 解 具有 形式 


w(z) = ieh, 


其 中 c 是 实 常数 ,oo Re E S+0OS LERNAR. 

上 述 结果 完全 表征 了 单 连 通 (m =0) 和 多 连通 
(m<0,n>m 一 1) 情 形 的 向 题 . 0 所 nm 一 1 的 情形 需 
ERMAS. 他们 也 已 相当 详细 地 解决 了 . 

对 方程 (5) 还 研究 了 Poincarë 问题 (Poincaré prob- 
lem) 型 的 边 值 问题 , ` 

# $ Wu ek J 0. MEHA (differential 
equation; partial, complex - variable methods ). 

H H Berya R 
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KENTA 


之 站 > E = = f (i) 


在 区 域 D 中 的 正则 解 4 的 问题 ， 使 ut DATE 
满足 某 些 附 圳 条件 ， 这 里 a,b,c 利 了 都 县 也 上 的 已 知 
函数 . 
经 典 的 边 值 问题 是 下 述 问 题 的 特殊 情形 : 求 方 程 
(TD 的 在 中 中 正则 的 和解 ,使 其 在 边界 工 上 满足 条 件 
afi 十 加 =g. a) 
其 中 Qj/ 由 表示 沿 某 个 方向 取 微 分 ,a,b 和 yg ERENT 
上 的 连 绪 函数 , 且 在 T 上 处 处 有 fa|+|b|>0 ( 见 [1]). 
当 a=0,b=1 时 边 值 问题 是 Dirichlet 问题 
{Dirichlet problem); 当 疡 =0，6= 工时 就 得 到 斜 导数 何 


É (W.R 2 J R. HAA E (differential equation; 


partial, problem of oblique derivatives)); 如 果 了 是 余 


法 线 方 向 , 则 就 成 为 Neumann 问题 (Neumann prob- 


lem). 记 果 工 = TUTD ,其 中 #! T, # T É A 3823 G 
FFR. MnO PRR E 25 6), sk 8 J — 4 (n 一 2) 维 流 
E, BZ T, 上 a=1,b=0, €T, E a=0, b=1, 那么 就 
HARAAM mixed problem). 

GETE 4 B 2 548 8) sU r 8 Ee (WL 
[2]). 对 任意 有 限 个 自 变量 的 燃 鸭 型 方程 , Dirichlet H 
题 已 十 分 完整 地 研究 过 ( 见 和 ],[3], [4]); 当 在 下 的 储 一 
点 上 方向 1 都 不 包 售 在 工 的 切 平 面 上 时 , 作 导 数 问 题 亦 
已 十 分 完整 地 研究 过 . 在 此 情形 斜 导数 问题 是 
Fredholm HA., ARAA m gA AA g A AAE 
请 性 ( 乞 [1])， 当 上 在 工 的 某 些 点 上 落 在 工 的 切 平面 上 
时 这 情形 已 研究 过 (! 见 [3 ， 斜 导数 阿 题 的 亏 的 局 部 性 
HECERA ULIS). Æ [的 方向 场 藩 在 工 的 切 半 而 
上 的 那些 点 上 ,问题 的 角 的 光滑 性 训 比 1 和 9 善 ， 这 是 
在 广义 框架 下 本 究 问 题 的 基础 {加 [7], [8]). 

考虑 下 列 在 单位 球 工 短 虹 中 正则 的 调和 函数 的 这 
值 问题 : 


au, 十 六 十 eu = g ; 


令 兵 是 单位 球面 8S 上 的 点 集 , 在 其 上 函数 
=ax 二 by+cz HÆ. Wig Pia.b, cE KAA 
在 8 的 切 平面 上 . Eth, i KEA RATAR 
的 并 集 , 令 K E KK 的 子 集 , 它 自 这 样 一 些 点 组 成 , 在 这 
些 点 上 grad 与 向 量 场 P 在 5S 上 的 投影 成 锐 衣 ; > 
KK- 是 玉 的 其 余部 分 ， 问 题 的 广 文 提 法 是 在 下 * 上 给 u 
值 .而 在 K' EE u 允许 有 可 积 奇 性 ,如果 K. 是 空 
集 , 则 只 要 提高 问题 的 附加 数据 的 光 清 性 , 就 可 以 使 得 
广义 问题 的 解 任意 光 清 .-- 般 说 来 ,混合 问题 的 解 在 集 
& T,=T r, 上 有 奇异 性 ( 见 [1 为 了 消除 F, 上 这 样 
的 奇异 性 , 就 必须 在 问题 的 数据 上 附加 条 件 ( 见 [11]) 


边 值 问题 的 - -大 类 型 是 由 所 谢 的 自由 边界 问题 组 
成 ,在 这 类 问题 中 不 仅 要 求 出 方程 (1) 的 解 , 而且 要 求 
出 使 解 正则 的 域 . 域 的 边界 工 是 未 知 的 , A EE 
须 满足 两 个 边界 条 件 . 这 类 问题 的 例子 之 一 是 吾 想 流 
体 的 波动 问题 (problem of wave motions of an ideal 
fluid): K- WABA u, CERM D 中 正则 , 域 D K 
一 部 分 边界 l, ND M. B # r, 上 已 给 出 法 向 导数 
ĝu J On; 域 DD 的 另 一 部 分 边界 工 , 为 未 知 , 但 在 它 上 已 给 
出 两 个 边界 条 忻 : 

u 
n 
其 中 4>0 是 已 知 函 数 . 

对 两 个 自 变 量 的 调 笑 函 数 ,可 以 利用 共 形 映射 { 见 
[12], [13], [1L4] ). 也 见 仿 微分 方程 , 自由 边界 问题 (dif- 
ferential equation, partial, free boundaries). 

EWR t FARE: R WW HL BR 3 u, ER D rh IE 
则 , 且 满 足 条 忻 


= 0, uk +ul+ul = gix, y, Z). 


| gradu |? = q, 


其 中 4 >0 是 边界 上 的 已 知 函 数 . 对 两 个 自 变量 的 调 
和 函数 ,这 个 问题 已 完全 租 决 ( 见 [14] ) . 

给 定 方程 Tu = 六 其 中 上 是 一 个 2m KNT, E 
3& D ñ) H ta D h š — 3 88 BL N 69. ERA u 的 问 


Eg. fE Dr E l|, REDRAR r L MW E # Ë: 
Bu = @,, 'j=1,... m, 0) 
其 中 BG,D})U=1,…,m) 是 满足 下 面 立 补 性 条 件 


(complementarity condition) 的 微分 算 子 . 

令 工 人 ,Bf8xi…B/px,,) 是 工 的 主 部 ,五 是 B 的 
主 部 ,n 是 荆 在 点 x 处 的 法 线 , 14 拓 是 一 平行 子 工 的 任意 
向 量 . 令 友 仙 表 示 工 (x,24+tm) 的 具有 正 虚 部 的 根 . £ 
MA B(xX,h+t) 组 二 1…,m) 作 为 t 的 函数 ,以 儿 项 
R a- (办 为 模 必 须 是 线性 无 关 的 , 正 是 在 此 情 
E, ARRETAN. 丰满 足 互 补 性 条 件 可 以 引起 问 
题 性 质 的 本 质变 化 ( 见 [13]). 

问题 (2) 是 问题 (3) 的 特殊 情形 ， 对 问题 (2), 当 
a= 上 时 互补 性 条 伞 等 价 于 这 样 的 条 件 : 在 域 的 边界 上 
不 存在 这 样 的 点 ,使 得 方向 ! 在 此 点 落 在 边界 的 切 平面 
+E. 

问题 {3) 的 另 一 特殊 情形 基 边 值 问题 

Fu 
Ən: 

ERHERL, EZTA pr P| l 3 EE Bj Dirichlet 
问题 . 

当 域 的 边界 由 不 局 维 数 的 流 形 组 成 时 , 重 调和 方程 
Au =0 的 边 值 问题 已 研究 过 (如 [15]) . 

在 非 线性 方程 的 边 值 问题 (例如 ,Dirichlet 问题 和 


= @, Jj=0,....m—1. 
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Neumann 问题 ) 的 研究 中 ,起 重要 作用 的 是 (1) 的 解 的 
先 验 居 i 上 ,各 种 不 动 点 原理 ( 见 和 17], 118 和 ) 以 及 Morse 
理论 对 无 穷 维 情形 的 推广 ( 见 [19)). 
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边 值 问题 , 二 微分 方程 数值 解法 [boundary value prob- 
lem, numerical methods for partial differential equa- 
UiS ; PARRI TAIATA, mC MEFO PE PIA 
FPABHeni C "ACIHKIMH CODON | 

近似 解法 ,所 得 问题 的 解 用 数值 表 表 示 . 边 值 问题 
的 (用 显 式 公式, 级 数 等 等 表达 的 } 精 确 解 仅 在 极 少 情 
形 可 以 建立 ， 在 近似 解法 中 应 轴 最 广泛 的 是 差分 方法 
( 见 [D) ;它们 可 应 用 于 最 一 般 的 问题 且 在 电子 计算 机 上 
实现 很 方便 . 差分 方法 的 本 质 在 于 将 自 变 量变 化 的 原 
来 区 域 用 离散 的 点 集 一 一 网 格 来 代替 ,而 在 方程 和 边 
界 条 忻 中 出 现 的 导数 办 在 此 网 烙 点 上 的 差 商 来 代替. 
由 此 不 问题 就 化 为 有 限 个 { 钱 性 的 或 非 线性 的 ) 代数 方 
程 的 组 , 称 之 为 差分 格式 ,差分 格式 的 解 就 取 作 原 阿 题 
的 近似 解 , 近似 解 的 精确 度 依 束 于 通 近 坟 法 和 网 格 的 精 
Bñ. 即 依 来 于 网 格 点 充满 原来 的 区 域 的 稠密 程度 . 下面 
将 只 考 虐 偏 微分 方程 的 线性 边 值 问题 ,而 且 原 问题 假定 
是 适 定 的 .为 了 证 明 差分 方法 是 正 销 的 ,就 得 研究 差分 
问题 的 适 定性 和 当 网 格 缩 小 时 它 的 收敛 性 ， 差 分 问题 
称 作 适 定 的 (well - posed) ,如果 对 性 意 的 右 端 它 的 解 部 
存在 .唯一 旦 稳定， 莽 分 格式 的 稳定 性 理解 为 它 的 解 连 
续 地 依赖 于 右 嚣 , 且 闫 于 网 格 步 长 是 一 致 的 . 

Hm, HAHA TAHEDE G= {0 exx <1} 
中 对 Poisson 方程 求解 Dirichlet 门 题 : 


Fu du ; 
at anh = = fxn xX) K XEG. 


u(x, x) = Manah nxen. 


代 蔡 区 域 G 的 是 具有 步 长 为 的 正方 形 网 格 Gu 即 点 


4 
G, 二 


LJE... N—-1}h hN—1, 
它 具有 边界 
N-i 
的 


| 


而 代替 方程 中 出 现 的 导数 是 差 商 
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— (u... 2u, +u, ] } 
(A Harig = ü 了 =, 
h 
—2u Tu, 1) 
— — (uu +1 gi 7 1 
(A; H). 5 Hany T ` 


h: 


其 中 u, 二 4 (x) x 四)， 差 分 格式 有 形式 


(Aarh = proiy Fla = as u) 
i j=1,..., N—1 Ful TE 
其 中 yj 是 它 的 解 . 


条 题 (1) 的 解 对 任意 的 右 端 了 和 任意 的 边界 条 件 p 
TEEE— (ERD. 又 ,差分 问题 (1) JW 5 h — 0 Bj 
At F IP EE y W. MERRE CHA HA — Pt 38 FË 
Br, ËD 


max |y(X i, X;) u(xi xi) | = Mh°. 


dria rje Ga 


其 中 好 是 不 依赖 于 产 的 常数 . 

差分 格式 (1) 是 线性 代数 方程 组 , 它 的 特点 是 有 大 
量 的 方程 (确切 地 说 ,是 (N 一 1])* 个 方程 , 且 当 及 一 性 时 
N — o) 而 内 该 方程 组 的 第 阵 中 有 大 虞 的 鹤 , 另外 , 它 
是 病态 的 (最 小 特征 值 与 最 大 特征 值 之 比 当 上 疡 — 0 Bi 
是 足 乔 的 是 )， 为 了 解 由 差分 方程 逼近 微分 方程 所 产 
生 的 这 一 类 方程 组 ,有 有 效 的 直接 法 种 选 代 法 ，. 直 接 法 
经 过 完成 有 限 具 算术 运算 之 后 给 出 差分 阿 题 的 精确 
M. 在 直接 法 中 包含 有 各 种 不 同 变型 的 追赶 法 ,包括 矩 
阵 追 赶 法 ,分 解法 ,快速 Fourier 变换 ,用 和 表示 的 方法 
等 ( 见 [1] ,已 ],[3], [6] ). 直接 法 的 有 效 性 是 以 当 h 一 0 
时 运算 次 数 的 阶 来 帖 价 的 ， 这 样 ,用 矩阵 追赶 法 解 问题 
(DER O (h *) 阶 运算 次 数 ,而 解 同一 问题 用 快速 
Fourier 变换 则 要 求 O(h ni RAR. MANAA 
的 选 代 方 法 常用 的 有 具有 Ge5emee 参数 选取 的 
Richardson 方法 , 交 蔡 三 角 造 代 法 ,各 种 交替 方向 法 等 
( 见 [2]}， 选 伐 方法 的 有 效 性 是 用 最 小 选 代 次 数 四 全 的 
阶 来 估价 的 ,而 最 小 迭代 次 数 是 为 了 将 初始 各 近 误 差 缩 
小 le fi pt ai). POR, 在 用 Richardson 方法 解 问题 


(1) 对 量 nl 有 阶 hn 二 ,而 用 具有 最 伴 适 慌 参 数 选 
择 的 交替 方向 法 解 时 m=0{ nk "in + ). ERT 


比 直接 法 更 适用 , 更 简单 ,因此 在 解 差分 问题 时 更 广泛 
地 被 使 用. 
Pip. 对 热 待 导 方 程 求 解 第 一 边 值 问题 : 


了 人， 人 1 站 
u(x, X2, Ü) = uo(xi, Xa); (2) 


ux, x3, 1) =0 (x. Xa)el]. 


为 了 解 这 个 问题 ,给 出 具有 时 间 步 长 为 >0 的 网 格 


o, = (t, =n n =O 1... .} 


和 空间 变量 的 网 格 G,. Buns w(x, xp). t). 导数 
u: 用 下 面 的 关系 式 过 近 : 
ur un, 


u = 
i) T 


而 Lapar 算 子 用 差分 算 子 A 通 近 ， 原 来 的 方程 (2) 
成 为 对 应 的 差分 格式 ; 


Yag T AA HAKA 
yt, = uai xh nE N-I; (3) 
yr = Ü. 


t, 
? [ xu, 


方程 中 的 参数 决定 着 格式 的 稳定 性 和 精确 度 ， 如 果 
o 之 0.5, 那 么 格式 (3) 对 任意 的 网 格 步 长 + 和 所 是 稳定 的 
{绝对 稳定 的 盖 分 格式 ). 如 果 ec<0.5, 那 么 格式 (3) 在 
J 7=zih 的 某 一 限制 下 是 稳定 的 ( 条件 稳定 的 差分 格 
式 ); 例如 , 显 式 格式 (o= 站 当 y<114 时 是 稳定 的 . 当 
o=0.5 时 格式 关于 和 产 有 二 芥 精 确 度 , 对 其 余 的 5 则 
关于 +t 有 一 阶 精确 度 , 关于 五 有 二 阶 精 确 讼 ， 差 分 问题 
(3) “分 层 "来 解 . 第 n 层 是 对 某 个 固定 的 n, RR G, x ew 
的 所 有 点 的 集合 ， 第 堆 层 { 当 n=0 时) 的 值 y" eah 
件 给 出 ， 如 果 已 知 某 一 n 诬 的 值 p", 那么 下 一 屋 的 
二 六 1 的 慎 由 下 列 方程 组 求 出 : 


y TINAY = fip JEB N-I, 
Fiy ` = 0, 


其 中 
Fa = p+ omiy. 


为 了 求 问题 (4) 的 解 , 可 以 利用 定常 问题 {1) 的 解法 中 的 
人 尾 一 个 - 热 而 ,存在 解密 维 非 定常 边 值 问 题 的 更 经 济 的 
算 技 , 嗓 交替 方向 法 { 见 [1] 一 {5D, 它 把 解 宪 维 问题 化 为 
解 一 系列 的 一 维 问题 ， 因 此 , 为 了 解 热 传导 方程 ,可 以 
利用 下 面 的 交替 方向 格式 : 


MUS TI — ÀA N+ 12 n 
Dor TAV HAY 
Fm da +1⁄2 +I 

0 


这 个 格式 绝对 稳定 ,有 二 阶 精确 度 , 并 通过 一 系列 的 一 
维 差 分 算 子 的 反 演 来 解 . 

差分 问题 的 解 ,即使 如 果 它 是 精确 求 得 的 ,也 可 以 
不 仅 在 定量 上 而 且 在 定性 上 与 原 微 分 方程 问题 的 解 不 


下 
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- 样 . ATES EARRAN EGA ERA E 
时 , MIREIA H; (HIE. EAA 3 31 = Jr RAR lB] 
断 解 时 通常 出 现 间 断 的 强 “ 溢 出 "区 )， 这 样 , 当 用 具有 
很 大 程度 任意 性 的 差 商 代替 导数 时 , 用 差分 直接 逼近 签 
分 问题 并 不 总 是 可 以 导出 好 的 差分 格式 .为 了 建立 具 
有 良好 性 质 的 差分 格式 ,发 展 了 各 种 不 同 的 原理 . 在 有 
成 效 的 方法 中 有 平和 本 法 和 变 分 这 画 通 近 法 ( 见 
[ 凸 一 [3])， 由 这 些 方法 所 得 到 的 差分 格式 正确 地 反映 
了 积分 守恒 法 则 ,这 些 法 则 对 原 方 程 是 成 立 的 ,并 保证 
对 应 的 差分 算 子 定 导 .在 齐 次 差分 格式 理论 ( 见 [7]) 中 
对 具有 变 系 数 (包括 间断 系数 ) 的 方程 考虑 了 建立 和 研 
AERA KAHE HE. 
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PEJ 在 西方 文献 中 边 值 剖 题 如 果 包 含有 时 和 间 变 
# (例如 本 节 问 题 C2)). 则 常 称 为 初 边 值 问题 

(initial - boundary value problems). X F iiA 3 
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常 微分 方程 边 值 问题 [ boundary value proben, ordinary 
differential equations ; meenas sapu2 SI OÜsnasopemmO 
BOTO Jwsbhepesycaumporo ypasmneuns] 
求 方程 
2 = fü, xy tef, xeR” (1} 
的 解 的 问题 , 这 个 方程 定义 在 依赖 子 1 的 函数 空间 D(J 
R") 的 ~ 个 给 定 的 子 集 中， 这 些 函 数 在 J 上 绝对 连 
I. ÆR pA.: 
x() E D. 2) 


假定 f(t,x) 是 一 个 定 久 在 J x R" E, 在 R' rh k ñ 3⁄ 
满足 Carathéodory 条 件 的 函数 ，J 是 实 钱 民 上 的 -- 个 区 
Bl. 
1) 边 值 问题 (1)，(2) 是 线性 的 (linear)， 如 果 
所 三 人 十 二， 


EPER ADA bO EE J 8988 — T 8 PC Bl E RA 
h, S D E D(J, R') 中 的 一 个 线性 流 形 . 特别 地 ， 
可 以 有 


J = igrik 


" 


D = {x0 e DU, R"): fld = 0 ,, 


oE 0 (() R— f W AF32 888. REHA SE - 
个 线性 算 子 


Lx(() = x —AüG)x, x()eD, 


其 本 征 值 就 是 具有 非 平 凡 解 的 齐 次 边 值 问题 (homo- 


peneous boundary value problem ) 
x —AG)x = x, x()=€ D 


中 者 数 4 的 值 . We qE FARER T. L HREAN. 
如 果 逆 算 子 上 ”' 存在， 并 有 - -个 积分 表达 式 


x() = LDU) = fG s)b(s)ds, re, 


那么 G(t, x) 就 称 为 Green MR (Green function ). 
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J=- , €) R U x) 在 R' SB E T 
集 土 关 于 x Bai EAR, 3EW D N J F 
绝对 连续 的 ， 关于 上 是 殉 周 期 歼 数 的 集合 . 那么 问题 
periodie solwtiom ) `. 

3) 在 控制 论 中 ， 考 虑 带 有 一 个 通 数 参数 的 边 值 问 
题 : -个 入 制 问 题 Pim, *% IE b 

i = fur, x, u), teliat] xeR (G) 
ERASWENRA U 和 两 个 集合 M, M = R". D 
为 关于 + 的 绝对 连续 函数 的 集合 ， 且 有 x {i0)E M, 
x(t) € M, 边 值 问题 就 是 求 一 对 (xo(*}，ww(* 站)， 
Wiqu) € U. 且 在 =tntt) 处 方程 (3) 的 解 x (rye 
站 条 件 x (+ jeD. 

4) 对 不 同 边 值 问 题解 的 存在 和 唯一 性 有 多 种 必要 
和 充分 条 性 ， 以 及 有 许 针 构成 一 个 近似 解 的 方法 ( 见 


[4] 一 [71). 例如 ， 考 借 问 题 
x 二 人 jx 十 Ah 
n (4) 
{lab htt) = o, 
其 中 ° 
目下 xy 人 =<a+blx je 
对 某 些 常 数 a >0,8 >0. xz0 成 立 ， 假定 齐 次 问题 
x = Aux, fidoiy) = Q (5) 


EE WIRY (regular}， 即 它 的 叭 一 解 旦 平 几 解 ， 如 果 
x<], Earl W b š 88 BAHETRA. 
确定 问题 4) 是 否 是 正则 的 是 相当 草 杂 的 . EE., pian 
线性 { 纯 量 } 边 值 问题 

x ax +p( k = 0, xG) = O, x(G) = O 
是 正则 的 。 如 果 当 git) < m 时 ， # £E- k € R. 
得 


feuy-k1, dt < Fik. m-am], 


其 中 

Vk m? | “t VE 一 由 

k —m cog CRET, 
m <k = m°? 十 =. 
(ta) 
Fik, m) = 2 
k= m° 
fi—io 


, K< 


Ca) Vm -k 
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[A2] Ince, E. L., Ordinary difèrential equations, Dover. 

reprint, 1956. 
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nary differential equations, in J. K. Hale (ed.): 


Boundary value problems for ordi- 


. Studies in ordinary differential equations, Math. 
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假 簿 分 方程 边 值 问题 [boundary value problem , partial 
differential equations ; paenas Ew Juma ypanaepea c 
YRCTEbIMN TORYBODEIDINMU | 

在 变量 x= (Xxx,) 的 域 中 确定 方程 


(LuXx) - flix), xeD, (1) 
BA u(x) 的 问题 , 解 在 这 域 的 边界 5 (或 它 的 部 分 边 
TLEER 个 边 界 条 性 (boundary conditions) 
(BuXy) = P}, pes. (2) 
通常 ,边界 条 件 与 解 及 其 到 某 一 阶 的 导数 的 边界 值 有 
关 , 即 召 是 微分 算 子 . 然而 也 还 出 现 其 他 类 型 的 边界 
条 件 . 
对 已 给 的 一 个 微分 方程 应 该 研究 的 是 娜 -类 具体 


的 边 值 问题 ,通常 用 适 定性 的 概念 来 确定 .也 就 是 说 ， 
一 个 边 值 问 题 是 适 定 的 , 如 果 它 是 可 解 的 , 解 是 唯 -- 


BOUNDARY VALUE PROBLEM, PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 425 


的 ,县 解 连续 地 依赖 于 问题 的 数据 ,不 同类 型 的 微分 方 
程 要 求 不 同 的 适 定 边 值 问题 ; 反之, 适 定 边 值 似 题 有 时 
可 以 作为 微分 方程 分 类 的 基础 . 

边 值 问题 称 为 线性 的 (linear), WERT LA B W 
是 线性 的 ; 称 为 齐 次 的 (homogeneous), 如 果 (1), (2) 中 
的 了 和 wp 都 等 于 零 ， 线 性 边 值 何 题 称 为 Noether 型 的 
(Noetherian), 如 上 条) 齐 次 问题 有 有 限 数 个 线性 无 关 
解 ;b) 非 齐 次 问题 可 解 , 当 且 仪 当 了 和 wm 潢 足 ! 个 线性 无 
关 的 正 交 性 条 人 忻 ; 人 在 同 题 是 唯一 可 解 的 条 件 下 , 解 连 
急 地 依赖 于 /和 力 . 

MW k=l,3 2 FJ ES $k E Fredholm AA (Fredholm 
problem). #k-IEX 了 问题 的 指数 index) ， 

二 阶 线性 偏 微分 方程 


和 + Erodi Steu = 一 


`Lu = Y aog 
了 = 


= fix) (3) 


的 广泛 的 一 类 边 值 问题 是 Poincare 问题 (Poincaré prob- 
lem)y， 在 这 类 问题 中 边界 条 件 给 在 整个 地界 L, Tin 
界 柑 定 为 央 一 二 维 流 形 ,而 位 ) 中 边界 算 子 号 出 有 形式 


(Buy) = Spot +Pp = ph ves (4 
1 1 r 


EAF LE- cM IM U HWE, ERARI XE 
HURRAA D 中 的 Poincare 何 题 已 详细 研究 过 ， 

EEG). (4) FEF LERRA. HD 
HARAM., TE n=2, 了 及 >0 时 Poincare 问 
题 是 Noether 型 的 ; i n >2,2.p>0, AER P=, 
PATRE F SHE Fredholm 型 的 . 二 维 情形 的 Poincaré 
问题 的 研 帘 广泛 应 用 了 复 变 基 数理 论 方法 ( 见 边 值 问 
E. SEA (boundary value problem, complex - 
variable methods }}. 

一 般 的 2m 阶 桶 男 型 方程 

lu= Ta 00 lu 
la| am 

的 边界 条 件 可 以 用 系数 定义 在 已 的 边界 $ 上 的 mi<2m 


阶 的 线性 微分 算 了 了 


ia| 
Bu = Z b, 0 = = @ (y), yes. l=;=m 


“i” (6) 
), a EE hak, lE w ,以 


= fix) xeD (5) 


移出 .这 里 a=, 
及 

ae an __ 

dr Ən ooo a 
MFAT L 3 B. WIEWS 4F PE 38 F, 那么 满足 边 
界 条 件 的 函数 2 的 2m 脐 导数 (的 适当 范 数 ) 可 以 用 
{5} 中 了 的 落 数 和 (6] 中 诸 边 界 沙 数 o ,的 适当 范 数 来 估 
计 ， 这 类 边 值 向 题 称 作 强 制 的 . 


其 他 类 型 的 边 值 问题 有 湿 合 问题 (mixed prob- 
lemy), 邑 在 邻接 的 边界 部 分 上 锭 出 不 疗 的 边 掉 条 件 . 

互 上 一 臻 粮 圆 型 的 微分 方程 的 边 值 问题 的 特点 是 
过 界 条 件 给 出 在 整个 边界 上 . 如 果 (3) 中 算 节 工 在 区 
域内 部 是 椭 贺 型 的 , 存 部 分 边界 s S S L k: b 39 Rb iB TE, 
的 ,那么 , 伎 束 于 退化 的 类 型 , 部 分 边界 5 可 以 从 边界 
条 件 给 值 中 排除 -也 见 椭 辐 型 方程 边 估 问题 boundary 
value problem, elliptic equations). 

ME p 38 (3) 3-2 8 839 89, 那么 边界 的 一 部 分 通 
WaT DL 3152 38 fF By Pr fH rR HERR. SiAn. wHERDS o Sa 
物 型 方程 — 热传导 方程 


du ðu 
La = al ir = 0, 

在 由 直线 x= +I,t==+1 所 围 的 区 域 D 中 的 Dirichlet 
间 题 相当 于 ww 的 边界 值 给 出 在 区 闻 (= -1. 
一 1 &x& 4I } 和 {x= 土 1, 一] StS} E. 

HA - 双 曲 混合 型 的 边 值 问题 是 用 特 态 形式 来 衣 

边 值 疝 题 在 解析 到 数理 论 中 占有 重要 的 位 置 S 
基 平 面 上 -- 亚 段 光 滑 曲 线 , 即 有 限 个 简单 定向 弧 的 并 
集 - 线性 共 辆 问题 Uinear conjugation problem) 是 确 


定 -AR sz) 在 5S 外 部 解析 ,从 5 的 两 边 得 到 的 极限 
值 为 p(t 8 s), BARUA RI 


Pti- GNP U) = gl), tes, 


其 中 G 从 和 8 的 是 已 知 函 数 . 可 以 在 关于 函数 G.9 和 曲 
SHERE T, 利用 Cauchy 型 积分 表示 的 解析 函 
数 ,将 这 问题 的 解 表 未 成 显 式 . 见解 析 函 数论 的 边 使 问 
E (boundary value problem of analytic function 
theory). 

研究 边 什 问题 可 以 用 省 种 方法 .Sdhwarz 交替 法 
(Schwarz alternating method), 与 其 相关 的 Poincuré 
扫除 法 (balayage method) 和 Peron 法 (Perron me- 
thod) 都 基于 最 大 值 原理 的 应 用 .利用 积分 方程 的 解法 
是 基于 解 的 各 种 积分 表示 .利用 先 验 估计 研究 进 值 问 
BATERE. 分布 理论 被 广 泛 应 用 .在 实际 应 用 
中 广泛 应 用 各 种 有 银 差 分 方法 ， 
#* x 
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位 势 论 中 的 边 慎 问 题 [boundary value problems in po- 
intial theory ; paesan (sasawa reopau moreaugasa] 
经 典 和 抽象 的 位 势 论 (potential theory) 中 的 基本 
问题 . 经 典 Newton 位 执 各 对 数位 势 满 足 某 些 粮 圆 型 
偏 微 分 方程 ;在 与 产生 位 势 的 物质 无 关 的 城中 是 Laplace 
方程 (Laplacs equation), Œ $ JA i h A M H E 
Poissa 方程 (Poisson equation). e Sih, y $h itti 


AA PRE E E Ay E A E e 5 18 BJ E ( 见 
86 B #S Jr F šh UN j| 88 (boundary value problem, 
elliptic equations )). 

1) Dirichlet 问题 Dirichlet probem), 或 第 一 边 什 
问题 ( first boundary value problem). 这 里 的 问题 是 
在 某 个 域 六 中 求 位 势 ut{x), 在 域 的 边界 opD=T 上 已 给 
出 它 的 连续 限制 (x)= 了 (x),x tT, RREA DP 内 部 物 
质 的 分 布 是 已 知 的 . 这 是 位 势 论 中 的 基本 问题 . 

2) Jeumarn 问题 (Neumann probem), 或 第 二 — ñ 
问题 (second boundary value problem). 这 里 的 ËI 
BEE D 中 求 位 势 , 而 在 IT 上 已 给 出 位 势 的 法 向 导数 
的 连续 限制 


iela) = px}, 
n 

3) RAHM (mixed problem), RP — 21 TE li| WN 
(third boundary value problem). 这 里 , 在 TT 上 的 已 
知 束 据 构成 一 线性 组 合 


B) + arya) = (x), xerf. {») 


4) 笠 导 数 {oblique derivative) HARRE h 
的 法 导数 dutx}jan 换 为 关于 任意 方向 1=1 x)(xeT) 的 
导数 Bakxj191， 

除 这 些 一 般 问 题 外 , 下 列 特 殊 问 题 也 出 现在 位 势 论 
h. 

5) Robin 问题 (Robin poblem). 这 里 ， 当 在 也 的 
内 部 具有 常 位 势 时 要 求 出 工 上 的 质量 分 布 . 这 个 问题 
出 现在 静电 学 中 ， 在 导体 上 上 要 决定 对 DARE 
处 都 不 发 生效 应 的 平衡 的 电 匡 分 布 . 

6) 扫除 法 (balayage method) . 它 的 最 简单 的 提 法 
HEME H. Poincar, CHHT rE" Aun" E 
量 分 布 , 它 在 余 域 CD 中 的 位 势 与 局 内 部 已 给 质量 分 
布 的 位 势 相等 ， 

最 后 两 个 癌 题 在 抽象 位 势 论 [potential theory, abs- 
tract) 中 特别 重要 , 亦 见 Bessel ftt ( Bessel poten- 
tial); JFE Eft (non - linear potential); Riesz 位 势 
{Riesz potential). 
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牺 型 方 各 的 边 值 问题 可 以 如 同位 势 论 中 那样 同样 考 
B. WL [A3]. 边 值 问 题 和 Markov 过 程 理论 之 间 的 联系 
在 {AA3] 中 考虑 . 
参考 文献 
[AL] Kellogg, O. D., Foundations of potential theory, F. 
Ungar, 1929. Re- issue, Springer, 1967. 
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{nterscienæ), 1969 ( AWR ). 
[A3] Doob, J. L.. Classical potential theory and its 
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解析 函数 论 的 边 值 问题 | boundary value problems of 
analytic function theory ; FPAEMDEE AM Teope AHAJH- 
Toeciax yakui ] 

由 一 个 给 定 的 函数 的 实 部 和 虚 部 的 边界 值 的 关系 
去 寻找 某 个 域内 的 解析 函数 的 问题 . B. Riemann 于 
1857 HARHAA. D, Hilbert HA EA (8 
问题 ([2]) Pj aÈ hm F (Riemann - Hilbert 问题 
(Riemann - Hilbert problem): -$ B $t p(z) = u tiv, 
它 在 以 围 线 工 为 边界 的 单 连通 域 5* 内 解析 , 且 在 
SL LER, MEUN AI 


Rela +ib)b = au—bv = e, (1) 


F#rha,.bfüicjEdE L ESE kis E apaq. AI 
出 奇 伴 积分 方程 的 应 用 的 例子 ，Hilbert 首先 将 上 述 边 
值 后 题 化 扫 为 一 奇异 积分 方程 . 

问题 (1) 能 化 归 为 相继 求解 两 个 Dirichlet 问题 . 
在 [ 引 中 能 找到 用 此 方法 于 这 个 向 题 的 完整 研究 . 

H. Poincare ([4]) 在 发 展 潮 浆 的 数学 理 伦 中 所 遇 
到 的 问题 类 售 于 问题 (1). Peincare 问 B {Poincaré 
problem) EAH s “的 边界 二 上 的 下 述 杀 件 确 定 此 域 
AAI WHIP SE z (x. y): 


aw +B s +C(s)u = fis) (2) 


其 中 AG). BG), COME L RENAR, s 是 
弧 堂 标 ， 半 为 工 的 法 向 量 . 

J” S€ BJ Riemann - Hilbert - Poincaré 问题 (Rie- 
mann - Hilbert - Poincarë problem) 是 下 述 线 性 边 值 
问题 : 由 边界 条 御 

让 ef 由】 = fü), tunes. (3) 


寻求 $ 内 的 解析 函数 bih H rb ¿ BOH TESTE 
的 积分 - 微分 算 子 
4 中 = $ fewo ha oo (4) 
r=0 1 


其 中 mt auw(D 是 (通常 是 大 值 的 ) 定 义 在 工 上 的 
HÆRRA E Holder 条 件 ), f(t) EREN HRK 


HAR. hih 是 G8 W 536 )L ERA MEERN 
郴 数 
hto t) = Hon sazi, 
| 7 一 4 人 
EP hr (s. t) E BB TS dEBD BJ H RKK. (4) 式 右边 的 下 
村 式 中 00) 了解 为 中 四 的 /次 导数 从 S HARET L 
的 边界 值 . 

H m =0, h(.t)=0 村 ,这 一 特殊 的 Riemann - 
Hilbert - Poincaré HAB & Riemann - Hilbert 问题 ; 
Poincaré 问题 也 蚌 同 一 问题 的 一 个 特殊 情形 . RE E 
事 的 边 值 问题 一 一 诸如 两 个 独立 变 量 的 椭圆 型 偏 微分 
方程 的 边 值 问题 可 化 好 为 及 iernann - Hilbert - 
Poincaré 问题 ， 

对 于 alh) #0 (0 € L) Riemann - Hilbert - 
Poincaré 问题 由 L H. Bexya ([3]) 提出 并 解决 . 

边 值 问题 的 指数 (index of a boundary value 
problem ) b EES ñ: M (W IB] 88 bij PB e rh ko 35 s|. 38 py $E 
用 ,指数 是 由 下 述 公 式 定义 的 整数 


k = 2(m + n). 


其 中 ?rm EI LERRA S) 在 其 左边 时 arganit) 
BM. I 

Riemann - Hilbert -Poincaré 问题 可 化 归 为 下 列 
形式 的 奇异 积分 方程 ; 


N, = Alot) t [NG NANG = G) 
i 


= fta) coftah 
其 中 由 是 百 类 的 林 知 实 值 函数 ，c 是 待定 常数 , E 


K(to, t) 


NtoD = J 


P $k AG). Kip O ffl a(t) BË Eq a (r) A h (t, DGA, 
表册 ， 

令 和 不 “分 别 是 相对 于 (5) 的 章 闪 积分 方程 N,=0 
和 相连 的 齐 次 积分 方程 


N, = Alla Midt [NG tods =0 (@) 
i 


的 钱 1£f 无 关 解 的 个 数 , Sk k Rk’ t; Riemann - Hilbett - 
Poincaré 问题 的 指数 x 的 联系 内 下 述 等 式 给 出 : 
k= k—k. 

下 述 情 形 特别 有 兴趣 , MI ie E Pe bi ti Sw fa, HE 
都 是 可 解 的 .对 于 Riemann - Hilbert - Poincaré 问 
题 . 不 管 怎样 的 右 端 (p. 问题 是 可 解 的 充 要 条 件 是 
k =0 或 kK'= 1， 对 于 后 种 情形 方程 16} 的 解 c(i) 必须 
满足 

Pet) = D; 
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而 两 种 情形 都 要 求 x 20T KHM Re {2 由}=0 AA 
K+] 个 线性 无 关 的 解 . 车 gt{t)=0, 则 Riemann - Hilbert - 
Poincaré 人 问题 对 任意 右 端 是 可 解 的 充 要 条 忻 为 k= 0. 

= F Riemann - Hilbert H 88, Fitti EW R sa: 
l 兰 « 全 06， 则 非 齐 次 问题 (1) 对 任意 石 端 是 可 解 的 ; 
2) 车 <K<~2， 则 问题 有 家 的 充 要 杀 件 是 


| reevoko)clelde=0， k=l, 7, =w=], 
0 


其 中 
Q(e)y== 


1 
1 -Pa } 
-Tog ce apl- ar | Poong” y Pp, 


_ o, anib 
ao) = ag| £ "Tin |° 


a` + b° = 0. 


Riemann - Hilbert |F] 88 ty EW W B Ri JE $g HI 8 86 
DAR. Q L E - 兴 请 的 或 分 段 光 滑 的 井 线 ， 它 构 
A TARER, 界定 复 平面 z-=x +iy 上 的 某 个 域 51， 
且 当 沿 工 走 过 时 和 使 此 域 在 其 左边 , MAS 表示 SUL 
在 z 下面 上 的 补 集 ， 纵 定 - -函数 中 (z)， 它 在 曲线 工 的 
邻 域 处 处 连续 ， 在 二 上 可 能 除外 ， 称 函 数 中 人 z) 能 从 左 
边 ! 或 从 右边) 连续 折 展 到 一 点 !E 工 ， 如 果 当 z 党 任意 一 
B je RA i £ L 0 ih (sk 4539 t W. toT- 
确定 的 极限 t) Q (t). 

函数 和 他) 称 为 具有 跳跃 的 曲线 工分 片 解析 函数 ， 
如 果 它 在 % FLS 内 解析 旦 能 由 无 这 和 右边 连续 地 
拓展 到 任 -点 teL. 


w* * w + w" <+ 


p'a = GOP (+g) teL. 


确定 一 分 片 解析 画 数 pi), E PL L BER h 29 BH #: X; 
穷 反 点 为 有 限 阶 , AE G (ry a(t E LESER H 
具 评 数 ， 当 假定 在 上 上 上 处 处 有 G(r)%0 W. %*⁄ 


e= 3 arg GDh 
FK ER EJE EAEE A. 


w ú * š * < < = +à 


T A=, b YE FH SAAD. G E n xn 
EE gOS g. El. #' det GG)20, WJ 


K 一 -+ [argdet Ginz 
PAEH AER AS A 8. J aea i dh 30 Sr 2 E 


线性 共 策 问题 理论 中 起 着 重要 的 作用 (1S])，[6j 17]. 
形式 (5) 的 一 维 奇 异 积 分 方程 理论 建 基于 线性 共 示 


问题 理论 之 上 . 
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A B Funame 的 

[ 补 注 】 文中 所 论 间 题 亦 称 谭 科 问 题 (barrier prob- 
em). 在 数学 物理 中 的 应 用 见 [A6], [A7], [A9] 和 
BE E 251002 3 CAA. Tt Mit (ERRE Y0U- -A4-E3E 
贡献 在 [A5] 中 给 出 . 其 他 的 有 关 沦 著 是 [Al], [A2] . 
[A3]. [A4] 和 [A8]. # [Ai] 中 提出 的 方法 使 用 系统 再 
论 中 的 状态 空间 (state space) 处 理 方式 ， 

注意 到 对 这 些 问 题 的 各 种 变形 所 给 的 各 种 名 称 并 
不 统一 ， 例如 , 上 述 线性 共 辆 问题 亦 癌 称 为 Riemann- 
Hilbert 问题 ([A9]). 特别 是 在 矩阵 下 式 的 情形 , 即 
g(t). D) 中 的 全 星 ( 可 道 ) 矩 阵 值 活 数 的 情形 ,在 完全 
可 积 方程 组 理论 中 非常 重要 ， 事 实 上 ,考虑 超 定 线性 仿 
微分 方程 组 (详细 叙述 见 [A6]) 


gQ. uq, p ue, (Al) 


其 中 上 ,1 考虑 作 复 参数 19 5 6 3. REF x. 
但 极点 结构 不 依赖 于 x, t, 例如 


u 


rn 


x 


Hi 
=u + ai +o 1 — 一 
1 a 


其 中 ai 为 常数 , RE u 是 x,t 的 函数 . 人 Ai 存在 可 道 
EFE o HERPE u, o 满足 


uu t[u, 2]=0, (A2) 


并 称 作 Zakharov - Shabat 方程 组 (Zakharov - Shabat 
system of equations). 许 才 可 各 方程 组 能 写 为 这 种 形 
式 . 现 设 p R (A1) WRH A a FELE CEHA 
3 a (4). REPE Riemann -Hilbert 问题 p = ego" 
ñ (x. K. M (q ) ! 亦 是 (A 站 的 解 , AESA À 
可 道 拭 阵 值 酒 数 的 群 在 (AA2) 的 解 空间 上 的 -- 个 作用 . 

这 种 由 原来 的 解 w,v 和 一 函数 9 已 ) 线 得 新 的 解 = 


下 的 方法 称 为 Zakharov - Shabat 整形 法 
{Zakharov - Shabat dressing method) (x w} i, > 
有 时 亦 称 作 Riemann - Hilbert Æ #& (Riemann - 
Hilbert transformation}. +£ Einstein 场 方 程 (Ein- 
stein field equations ) { 轴 对 称 解 } 的 情 E. Æ 但 
1 种 方法 名 为 Hauser - Ernst 变换 (Hauser - Ernst 
transformation) 或 Kinnersley - Chitre 变换 (Kinner- 
sley - Chitre transformations). 3Ë FL £ J $ FE H x 
的 群 (的 -个 子 群 ) 称 作 Geroch R (Geroch group) 
([A101). Riemann 单 值 问题 (Riemann monodromy 
problem) ë qan 个 多 值 ER A)=(y A y UHE 
¿=a a O HAEE M. 8 sin 8 8 L 
IEE N Bi) -— 4 à 9 Bj #& E Er F h BI. y (A)! p N 
Vyar, i 二 0,…, n. 当 取 图 线 通 过 a,，…, a, 和 在 它 上 
一 个 拓 当 的 阶梯 晴 数 时 , 此 问题 化 为 及 iemann - Hil- 
bert H. Riemann 单 值 问题 本 质 上 出 JJ Piemelj 
([A11]), G. D. Birkhof ([A12] 301. A. Lappo - Dan- 
ilevsky ([ A13]) 所 和 解决 . 
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边界 变 分 方法 [boundary variation , method of : rpa- 
sq BApHAHÄ MeTOS] 

WRAHA M (univalent function) 的 一 种 方 
法 ， 该 方法 以 研究 z 平面 区 域内 单 叶 函 数 w=f(z) 的 变 
分 (variation of a function) 为 基础 ， 这 和 神 变 分 系 通过 
适当 变更 象 域 的 边界 而 确定 . 

边界 变 分 方法 的 基本 引 理 . W D w F.W 8 -区 
域 ，D 在 扩充 平面 内 的 余 集 & 由 有 限 个 连续 统 组 成 ， 
RT EARTE, BET 上 存在 解析 函数 
sfw)] 天 0 使 得 对 于 任意 一 点 WE 及 万 内 可 表 为 


Fw) = w+Ao+— ar 


T Olr) (+) 


的 任 一 音 叶 函数 下 [w)， 不 等 式 

成 立 ， 并 假定 (*) 式 中 余 项 的 估计 在 也 的 所 有 闭 子 域 中 
是 一 臻 的 . 则 械 是 一 条 解析 曲线， 它 可 以 用 实 僚 数 1 的 
函数 w=w (t) EF $r Së Ñ R; 且 可 选取 该 套数 使 得 
I 满足 微分 方程 


dw 
dt 


此 结果 显示 了 二 次 微分 (quadratic differential) 在 
求解 单 叶 冰 数 论 的 极 值 问题 中 的 重要 作用 ， 因 为 在 
许 雪 应 用 问题 中 sfw) 是 亚 纯 函数 .在 基 些 场合 ， 
问题 的 条 件 推 出 s Gv) 的 特定 的 极点 属于 极 值 区 域 的 
边界 ， 且 和 边界 变 分 方法 的 基本 引 理 表明 该 区 域 的 边 
界 属 于 一 次 微分 


QO(w) dw’ = -s(w)dw° 


2 
s(w)+ 1 = Ô. 


BJ s 92 38 iÉ i Pi to ZR. 在 一 些 极 值 问题 中 ,基本 引 
理 不 仅 产 生 定性 的 结果 ， 也 给 出 确定 极 值 区 域 边界 
的 足够 信息 ， 因而 使 问题 得 到 完全 解决 ， 

韦 列 结果 是 借助 于 过 界 变 分 方法 解决 的: ET S 
的 系数 问题 (coeficient problem } 的 定性 结果 ; 具有 给 
定 容量 的 一 族 连 续 统 的 n 级 直径 的 最 大 值 问 题 ; 一连 
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EAH 3k 3 St 34) aE 6 38 18 [PJ ER pJ. 关于 多 连 
18 [< b8 PU B EE FE (distortion theorem), 该 定理 同时 也 
证 明了 给 定 多 连通 区 域 到 典型 域 的 单 叶 共 形 映射 的 存在 
性 定理 ， 等 等 . 

参考 文献 

[1] Schifer, M., A method of variation within the family 
of simple functions, Proc. London Math. Soc. Ser, 2, 
44 (1938), 432 一 449. 

[2] Schiffer, M. , Some recent developments m the theory 
of conformal mappings, in R. Courant (ed.) Dirichlet's 
principle, Conformal mapping and minimal surfaces, 
nterscienece, 1950. 

[3] Schiffer, M. , Applications of variational methods in the 
theory of conformal mapping, in Cahe of variations 
and its applications, Proc. Symp. App. Math. , Vol, $, 
Amer. Math. Soc. & MoGraw - Hil, 1958, 93 —113. 

T. B Kynmma $ 
ANEI 边界 变 分 方法 的 基本 引 理 亦 称 Schifer 定理 
(Schiffer theorem). I 
参考 文献 

[A1] Duren, P. L. , Univalent functions, Springer, 1983. 
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AART [bounded operator ; orpammenabdi oneparop] 

一 个 由 拓扑 向 量 空间 六 到 拓 相 向 量 空间 Y rh ñt P 
射 4, 使 得 对 的 任何 有 田子 集 帮 ，AUM) 是 Y 中 的 有 
界 子 集 . 每 个 在 无 上 连续 的 算 子 4: 基 = 了 是 有 界 算 
子 . 如 果 4: 下 一 了 是 一 个 线性 算 子 ,那么 为 了 4 是 有 界 
F. RAPERA- ARR UX, E AUA YP 
EARB RX S Y J WK S tk ZMH, 线性 算 子 
A:X— Y E 005, WMA 


Y= mp l Ax | < <. 


这 个 数 称 为 算 子 4 的 范 数 ,并 记 以 41. F Es 


(Axl =< lAll ll 
并 且 A 1 是 最 小 的 常数 C 使 得 对 任何 的 xe X. 
1 4x l= clxl 


反之 ,如 果 上 面 的 不 等 式 成 立 , 那 么 4 是 有 办 的 ,对 于 把 
KE IB] X 南 到 赋 范 空间 了 中 的 线性 算 子 .有 界 性 与 
连续 性 的 概念 是 等 希 的 .对 于 任何 的 拓扑 庙 量 空间 天 与 
Y. 这 两 个 概念 未 必 等 优 , 但 鞭 近 是 有 界 型 的 而 了 是 局 
部 凸 空间 ,那么 线性 算 子 4 X — Y 的 有 界 性 蕴涵 它 的 
连续 性 .如 果 鼎 是 Hilbert 空间 ,而 4: 晤 一 五 是 有 界 对 
称 算 子 , 那 么 过 次 型 《4x,xy 在 单位 球 K =1x:| xj 有 
1) 上 是 有 界 的 . 数 


<Axx> 和 e= ini <Ax,x> 
= Eie, x=] 


HAAT A 80 F (upper bound ) AFI (lower bound). 
Aug 居于 4 的 谱 ， 并 且 整 个 谱 在 区 间 [a p] t. E 
界 算 子 的 例 ; Banach 空间 到 它 的 一 个 可 补 子 空间 上 的 射 
ERF í projector) 及 作用 十 Hilberi 空间 了 上 的 等 距 算 
F (isometric operator). 

MH 38 8] X S Y RAWI #Ë BJ së 8 , | tu ë 40] B: 
向量 格 ( 见 向 量 烙 (vector lattice)) , BARALE E 
的 拓扑 有 界 性 外 ,还 能 够 引 和 一 合算 子 的 序 有 界 性 的 概 
E MOTA: X ~ 了 称 为 是 序 有 界 的 , 如 果 对 于 革 中 的 任 
何 序 有 界 集 M ,4G) 是 了 中 的 序 有 界 集 . 例 : 保 序 算 子 
(isotone operator), Bl x < y Mii Ax < Ay 的 算 子 . 
参考 文献 

[1] komper, JI, A, Co6ones, B. H., DEMER Gymun- 

OHEUIbHOrD aHRJE3A, 2 Ey., M. ,1965 ( 中 详 本 : JI A 

WARRE. B H. REAK EKSERE 

版 ), 科 学 出 版 社 , 1985). 

[2] Rudin, W. , Functional analysis, MoGraw - Hill, 1973. 
[3] Birkhoff, G., Lattice theory, Amer. Math. Soc., 1967. 
B H CoGones I 
【 补 注 3 
参 才 文献 
[A1] Taylor, A. E. and Lay, D. C., Intrxdlation to fimcional 
analysis , Wiley, 1980. 
[A2] Zaanen, A C., Riesz spaces, 2, North - Holand, 
1983. 李 炳 仁 译 ENY 


AIR [ bonded set ; orpammdetmoe Maoxecreo] 
1) (HE Bj p 的 ) 度 量 空间 区 中 的 有 界 集 是 一 个 集 
合 A, 其 直径 


°) = Sp ee) 
为 有 限 的 ， 
2) (R k LE ) 拓 扑 向 量 空间 上 中 的 有 界 集 是 被 每 


一 个 零 邻 域 吸收 的 集合 BUFER eek 使 得 B 
EaU), M. MH. Boñuerommi Ë ptp i 


AAE [bondedy - compact set ;orpRharveuao KOM- 


BEKTO MEBOKECFRO | ,在 拓扑 线性 空间 区 中 的 
有 下 列 性 质 的 集合 M: AARTE NCM i Hl 
包 交 是 包含 在 对 内 的 紧 集 (对 于 赋 范 空间 , 按 强 ( 相 应 
H.S ) 拓 扑 , 这 等 价 于 MM 与 闭 球 的 交集 的 紧 ( 相 应 地 ， 
BR E) 贱 范 空间 中 的 一 个 闭 山 集 是 有 界 紧 的 , 当 且 
当 它 是 局 部 紧 的 . 有 界 紧 集 在 Banach 空间 中 的 道 近 
论 里 有 应 用 ; 这 类 集合 具有 存在 最 佳 进 近 元 (element 
of best approximation ) 的 性 质 . 对 自身 按 弱 {相应 地 , aR) 
Eih A 9 E ha Ta 1 FR PE 25 fa E A F (H AE, 
Montel ) 空间 . 有 办 紧 的 赋 范 空间 是 有 限 维 的 . 
参考 文献 


A 


[1] Klee. V. L.. 
phisms m Hilbert space, Trans, Amer. Math. Soc., 74 
{1953,10 一 43. 

[2] Edwards, R. E., Functional analysis: theory and appli- 
cations, Holt, Rmehardt. Winson, 1965 
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Conver bodies and periodic homeomor- 


Bourget 函数 [ Bourget function ; Bypxe dyman) 
可 以 作为 Bessel 函数 (Bessel functions) 积 分 表示 
的 推广 定义 的 函数 J,a): 


1 


[ 
7| exp 位 一 tha 


1 十 一 


Z... (z) = s: ! 


其 中 由 是 整数 ,大 是 正 整数 . Si HB 5 3: bn I. PA i 5: 
时 针 方 向 回转 一 周 ， 换 句 话说， 


Ja) = L Í (2 cos f% cos(n8 - z sin BY db. 


J, (z) = LORRA. Bourget AA J. 


Bourget 而 得 名 ([1]) 他 从 在 天 文 尝 中 的 各 种 应 用 的 角 
度 研究 了 这 个 落 数 . 
参考 文献 
[1] Bourget, J., Mémoire sur les nombres de Cauchy et 
ieur application à divers problèmes de mécanique caleste. 
J. Math. Pures Appl. (2), 601861). 32—54, 
[2} Watson, G. N., Á Ireatise on tbe tbheory of Bessel 
functions, Cambridg Univ. Press, 1952, Chapt. 10. 
B. H. Maryposa BE ” 张 鸿 林 详 


接线 [brachistochrone ; gpaxaeroxpoaa ] , 最速 降 线 (curve 
of shortest descent) 

下 降 最 快 的 路 线 ， 求 捷 钱 的 问题 是 G. Galilei 提 
出 的 ([1]》 如 下 所 述 : 在 连接 姓 于 同一 竖 直 平面 内 的 两 点 
A # B (B # A F)ÉJ H T Wi h t, SR X PF — R Fil 
线 , w— Fi S IK 6 5 JE RI FARA 4 运动 到 
BiH, 花费 的 时 间 为 最 短 . 这 个 问题 可 以 化 为 求 个 函数 
yË, EA 


b I+ m” 
Jy) = Í > dx 
AAi, HP a fL b kt AM BRE. DERRER 
有 水 平 基线 的 摆 线 (cycioidJj， 其 尖 点 在 点 A. 
参考 交 献 
[I] Galilei, G. , Unterredungen und mathematische Demon- 
strationen uber zwei neue Wissenszweigen, die Mechanik 
und die Faligesetze betrelfend, W. Engelmann, Leipzig. 
1891( 详 自 意大利 文 和 希腊 文 ). 
]2] TlappeareeB, M. A., Jliocrepuaz, JL A., Kype Bapma- 
IDTOHHOTO WHGKHAA, 2 un. , M.- Jl. , 1950 (中 译本 : 
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M. A 拉夫 连 齐 子 夫 ,区 A 留 斯 捷 尔 尼克 , 变 分 学 教 

程 ,高 等 教育 出 版 福 ，1955). 1. 0. Kymos # 

[ 补 注 】 捷 线 问题 Tbrachistochrone problem) 的 解决 

通常 归功 于 Johann Bernouli (E ([A1], PpP.3$0) 有 关 讨 
论 在 大 少数 变 分 学 教科 书 中 都 是 找 到 ,例如 见 [A2]. 

#* x Nt 
[A1] Rowe Ball, W. W., A shot account of the history of 
mathematks, Dover. reprint, 1960. 
[A2] Wemstock , R., Calouls of variations, Dover. pnnt, 
1974. EPI TE 


tit [braid theory; koc Teopaa ] 

拓扑 学 和 我 数 学 中 与 辩 , 其 等 价 类 枸 成 的 群 及 这 些 
群 的 各 种 推广 有 关 的 分 支 ([1]). 

根据 的 一 条 办 由 以 下 几 部 分 组 成 :三维 空 间 R° 
中 , 包 会 两 个 有 序 点 集 4 ，-…, Q ER A b, 
bp.e P, 的 两 个 平行 平面 PP 和 P, , n 条 简单 不 交 绝 
L, L, RESAS P, P. 则 每 个 平行 平面 了 
(O<: < t H 一 次 , 且 连 接点 {a,} lb 
(i=1, en). BBa e F P. PHS L EF, b b: 
F P, 中 平行 于 上 ,的 直线 上 ,上 , 此外, 对 每 个 i bb 位 
于 ae 之 下 ( 见 图 1). 办 可 用 在 通过 工 M L, 的 平面 上 
的 射影 表示 ; 这 个 射影 可 取 -- 般 位 置 , 恢 这 个 办 法 仅 有 
有 限 个 二 重点 ,其 中 的 任 闪 个 位 于 不 同 的 水 平 线 上 , 且 
模 稚 相交 . 

闪避 的 强 1 连接 g 和 4b,，， 从 而 定义 一 个 置 搞 


图 图 2 


如 果 是 便 等 置换 . 则 oo PAA SH (Coloured braid) (或 
纯 关 (pure braid)). 对 换 {i,i+1) 对 应 着 一 条 简单 办 
(simple braid) s ( 见 图 2). 

在 固定 P,P {a}, (b) B n BARRIA RN E A 
上 ,可 以 引进 由 同 胚 放 : D 一 H 定义 的 等 价 关系 ,其 
PIEP, P, AKR hE PUP LERS RH; 
故 可 假定 太 ( 了 ) 二 已. WHER A EE FE Bh B5 E, 
使 得 h(a)=8 ， 则 办 a m 6 fr. 

这 些 等 价 类 一 一 它们 奶 称 为 类 一 一 关于 以 下 定义 的 


432 BRAID THEORY 


运算 组 成 闪 群 (braid group) Bàn). # E38 E i I 
-TE PAES --#0 O" , 按 这 个 办 法 P. 55 P, E 
Aa Sb 重合, HERTU 至 其 “高 度 "的 一 半 ， 

EFA ase TI" 的 象 产 生 一 灯 闪 ww" HAL 
是 上 接 上 后 ,得 到 的 ,其 中 天 ES" Si S n 条 
平行 线段 的 办 的 等 价 类 ; e ay 5 W 四: 由 它 对 平面 
Py 的 反射 所 定 交 ,条 件 ww =e ME 3 .映射 D 一 5* 定 义 


图 3 
T Bin)A n PERHERE 5S(n) 上 的 一 个 满 同 杰 ,这 
个 满 同 态 的 核 是 所 有 纯 准 构成 的 子 群 Kn)， 于 是 有 一 
个 正 会 序列 


1 — K(n) — Bln) > S(n) — L. 


HE B (n) 有 两 种 主要 的 解释 .第 一 ， 作为 构 形 空 
间 (configuration space) 是 这 样 得 到 的 : 用 到 上 的 
牌 直射 影 将 平面 尺 与 已 等 同 ,而 点 4, 一 门卫 的 象 , 当 
考虑 上 从 0 变 到 1 时 .形成 了 集合 LJa, 沿 p. RaRo 
的 轨迹 ; i oria) =a, PREFE E n 个 两 两 不 同 点 
的 无 序 序列 的 空间 G(n); 则 每 条 办 一- - 对 应 于 此 空 
闻 中 的 一 个 同 伦 闭路 类 , B A mt: 

B: B(n) — m G(n). 
对 于 纯 办 ,可 类 似 地 构造 同 构 
a: Kin) — m Fin), 


其 中 Fin) 是 平面 上 个 不 间 点 构成 的 有 序 序列 的 空 
H. F E Kin) aÍ SH T N $ 


p: FO) — Go = Ftn) / SG) 


的 子 群 等 同 

第 二 种 十 释 , 作 为 向 肝 合 痕 群 (homeotopy group), 
是 这 样 得 到 的 ,将 合 痕 o” ERATA 乌 的 合 痕 p, 使 
它 在 某 个 图 盘 外 与 恒 等 映射 一 致 , 且 pmid. 对 每 个 1， 
两 个 这 样 的 延 拓 仅 差 一 个 在 点 瑟 恒 等 的 同 且 , 一 条 办 唯 
一 确定 了 把 集合 \ja, 映 到 自身 的 平面 的 同 胜 空 间 Y (n) 
的 一 个 分 支 , 且 有 同 构 


y: B(n) — mo Y(n). 


每 个 同 胚 he Y 对 应 着 一 个 秩 为 n 的 自由 群 F. = 
m (R'A (Ja,) 的 自 同 构 , 这 些 自 同 构 被 此 可 以 相差 一 个 
内 自 同 构 ， 依 次 产生 了 一 个 同 态 B(n) 一 Out F, = 
Aut F, / Inn F,. 象 的 元 罕 称 为 自由 群 的 办 自 同 构 (braid 
automorphisms ) 。 特 别 地 ,与 办 o 对 应 的 有 自 同 构 


T: FO) = Xan BO) = RAGA 
(x1) = Xp 
# ji, i+l((x ) E F BERTHER) E% H 
同 构 & 有 如 下 性 质 : 
alx.) = Ad a IP. = É. 


至 多 相差 一 个 内 自 同 构 {4 的 意义 , 见 下 文 ); 这 些 性 质 
刻画 了 办 自 同 构 的 特征 ， 
Bto, (I&i s n—1) ER B (n) 68 #E >u, 即 w= 


G, G. B 
gi9, = oo, € |i-j |>, () 
6,G,, (g, — Faj AT -1; leian- 


其 结果 {1) 为 Btn) 的 一 个 表现 ( 见 图 4)， 存 在 分 列 


正 会 序列 (从 以 RY (a, ，e 为 纤维 的 局 部 平 扩 
纤维 化 Fin 一 F(n-—1 4838): 


l -> Fi Kin) —  K@m — 1) — 1, 


它 导致 正规 列 
K(n) = An 32::: DA. D As = fai 


PLA /4 为 和 月 由 办 子 , 黄 中 出 有 一 分支"U，, 同 构 计 
K(n—i—1). 每 个 元 素 we B(n) 可 唯一 表示 成 


w = aT fus 


HP z Jë 5" 在 BB(n) 中 选取 的 代表 , B o EAs OU,- 

一 条 办 约 化 成 这 种 形式 的 过 程 称 为 它 的 修饰 

(dressing)， 这 解决 了 BQ) 中 词 ( 同 一 性 ) 的 问题 . 
KK(n) 的 一 个 表现 如 下 .生成 元 (网 图 S): 


= 2 - 
Ay = %;-19;9)+19; F, +19;0, -1 = A, A Uais 


关系 : 
Andy = Á;,;A;,, # rss ij 

或 i<r<s<j; 
A,A; = A, #i=s; (2) 
A AAA = =A;, Brijs; 


A,A; A; Az! A;A, A, = A,A, Eri] 


利用 Schreier 系统 (Schreier system)[ |". M, k, 
j 2k Zn, RP M, =a, ` 6, RARR n] 4E A i 
AAE LORRI B (a) F) 8 人 no) 中 自然 同 态 的 核 的 
表现 得 到 . 

Bm) 的 中 心 是 由 元 素 (o,… G, )" 生成 的 元 限 御 环 
FE. n 25 BF, h u TI: B'(n) 5 B"(n)3BBl; B'(3)IIIS TF 
秩 为 2 的 自由 群 , 8 Gd) 同 构 于 两 个 这 种 群 的 半 直 积 . 商 
群 模 换 位 子 群 是 一 个 由 的 象 生 成 的 无 眼 循环 群 . Bln) 
中 无 有 乡 阶 元 素 . W 兵 人 ma) 通过 一 个 有 非 Abel HE 
同 态 被 映 到 自身 上 .特别 地 , Kin) Y Bn) E: Bn) 并 
且 也 是 K(x) 的 一 个 全 特征 子 群 ( 见 [15]). 

解决 B(n) 中 共 二 问 题 要 比 和 解决 词 问 题 复杂 得 多 . 
存在 类 的 瞧 一 的 Garside 正规 形式 (Garside normal 
form) wF AR, ER ASi e a (900)… 
(a0) ol 是 已 知 的 Garside TE, p R — £ E 3, BI ix ge 
的 关 ， 它 用 有 正 指标 的 元 京 a 写 出 的 表示 . 利用 依赖 于 i 
的 有 人 限 多 次 运算 (5 Ou 9 He, BAB ETRA Yk 
择 ,等 等 ). LK Ef 5 四 与 词 的 某 个 集合 y (oy K 
系 起 来 ,从 中 可 选择 一 个 具有 最 小 工 的 正规 形式 的 词 
A'T. RREZ HH ot EER (upper form). F 
是 得 到 二 Hi 4 H JV ENA HAEE 
FI. 

在 具有 整 系数 的 单 变量 多 项 式 环 上 的 缸 阵 群 中 , Et 
F B(n) 的 Burau 表 示 (Burau representation) 是 由 对 
应 


TL- 0 0 Ü 

Q i—t t 0 
bwj a, 一 0 1 0 0 

0 0 0 iari 


定义 的 ,其 中 五 E k WARMER. SEDE bo aA 
A (BL F X) 所 得 到 的 连接 的 约 化 Alexander 矩阵 
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( M, Alexander PER (Alexander invariants)), 对 于 
纯 关 ,从 类 似 的 Gassner 年 阵 可 得 到 全 Alexander 年 
BE. 这些 表 泉 是否 正 确 的 问题 至 今 (1982)1 尚 未 解决 
(网 [2]). 

zs BÍ F(n) #l G m) 是 非 球面 这 一 事实 司 得 可 能 求 
出 辩 群 的 同调 的 值 ， 

K (n) BJ [8] 8 (homology) ( 见 [16]). 类 似 地 , Kn} 
与 辆 的 并 的 积 一 至 ,其 中 国 的 数目 从 1 直到 n 一 1. 同调 
坏 同 构 于 外 分 次 环 , 这 环 是 由 具有 关系 


Ok Wm +G pnk +a, Gv = Ü 


É — Hk zú R o =o, (15 iS jn) E Q 89. WB] oy, 
一 样 .对 应 著 沿 对 角 线 z ==, 的 道路 ,可 以 取 形 式 
l da-du 
pri 五 一 2 ` 

B{n) bi AW (homology) (H [8], 12). A% B (n) 
一 8(mJ 可 以 扩张 成 请 人 S(n) 一 O (m); 上 同调 空间 的 话 
FEA H'(O(n) > H '(B(n) 5 8837, 即 群 B (a) 的 模 2 
上 同调 空间 由 Stiefel - Whitney 类 生成 . 

存在 一 个 其 Ga 到 全 8 中 的 自然 映射, gS 是 
3 的 二 拆 闭路 空间 , 即 球体 空间 S: -— $7 (对 于 nn 个 点 选 
择 小 圆 盘 , 则 以 度数 1 将 这 些小 圆 盘 典型 她 瑞 到 球面 
中 ,将 整个 补 集 上 映 到 一 个 点 }. 此 上 映射 ( 见 [14]} 建立 了 
RREZE G(o0) 和 (335) 的 一 个 同调 等 价 { 下 标 表 示 
可 以 选择 度数 为 0 的 球体 的 分 支 ). 至 于 Bin) 的 不 稳 
定 同调 群 ,已 经 证 明了 (和 狗 [16]) 它 们 是 有 限 的 ,在 高 度 
为 n 处 稳定 且 满 足 递 归 关 系 H'B(2n+1)=H'B(2n). 
有 一 个 这 些 群 计算 的 说 明 {[17]). 

应 用 和 推广 , 1) 闭 办 (closed braid) 是 R 中 的 连 
Etn 个 分 支 的 组 结 (knot)), 它 的 每 个 分 支 模 堆 
过 由 闭 类 的 轴 i 这 同一 条 直线 所 界定 的 半 平 面 ( 见 图 6). 


一 


图 7 


一 条 并 w 用 下 述 方 法 生成 -… -条 闭 拓 名 (w 的 闭 包 
{closure)) ， 考 虚 以 PA P Wik h HH, 它 的 内 部 包 
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含 名 ,让 这 柱 面 在 R EJE E, (87209 u 38 kE hb ha k I 
上 的 圆 , KERESHE sq a bE WoE, 
的 并 . 反之 , R 中 的 每 个 连接 都 可 以 用 闭 状 表示， 等 
价 状 对 应 于 合 瘦 的 连接 , 且 共 恩 办 能 产 咎 合 痕 的 这 
E. 反之 不 真 ,因为 一 个 连接 可 以 用 绳 数 不 同 的 办 来 表 
示 . 此 外 ,着 wa A orl, Æ Bi) F ERA, EN 
对 应 着 合 痕 的 连接 如 朵 两 条 闭 状 作 为 连接 等 价 ,它们 
可 以 通过 两 种 类 型 的 初等 变 搞 的 链 彼 此 非得 ( 见 图 
7)， 这 些 运 算 可 用 连接 群 的 表示 的 语言 来 解释 ,这 就 导 
致 了 如 同 与 群 B(n) 的 系统 有 关 的 问题 那样 对 连接 合 
痕 问 题 的 重新 闻 述 . o A E REH En JE AN 


Wis -o o Yn EFAA ), 


其 中 关系 由 办 自 间 构 b* 确定 . BZ, ED] E FE BQ 3 £ 
确定 一 条 六 

2) MRH a 条 不 相交 的 宴 线 切割 亏 格 g 的 曲面 , 以 
致 得 到 有 2g 个 洞 的 球面 , 则 这 带 润 球面 的 将 其 润 边 上 
的 点 固定 的 同 胚 定义 了 将 制 线 癌 定 的 曲面 的 同 且 , 且 它们 
本 身 在 相差 群居 (29) 的 元素 意 义 下 确定 六 一 个 合 痕 . 这 
就 导致 了 准 群 在 曲面 同 伦 群 中 的 -- 个 表示 ., 类 伺 地 可 构 
造 B(2g) 的 一 个 表示 . 这 些 表 示 在 三 维 流 形 (three - di- 
mensional manifoid ) 的 Heegaard 图 表 的 研究 中 有 
用 . 

3) 将 形 与 复 平 面 CI 等 同 并 联系 位 叮 中 任何 
1 个 点 的 无 序 集 与 以 这 些 点 为 根 的 天 次 密 项 式 ， 可 以 
FW G (n) 与 具有 非 零 判 别 式 的 多 项 蕊 空间 等 同 ， 这 


就 使 得 通过 较 少 变量 的 函数 的 选 加 得 到 有 关 代 数 函 数 ' 


的 不 可 表示 性 的 一 些 千 果 成 为 可 能 ( 见 [16]). 

4) 尾 意 空 间 区 的 构 形 空间 可 类 似 F Gn) AF (n) 
REX. Kor X41058 R2. PX i MAA 2 SE B(X) 和 
K(X) ZY 3] #F 2 == a] 的 关 群 (braid group Ht il X A9 
H (pure braid group). 对 于 维 数 大 于 2 的 流 形 
M" 下 (二 站 二 044 这 种 群 我 们 没有 兴趣 . 对 
FORE, WA -PHEA R° c M 诱导 的 从 B(n} 和 
KF BCM M K (M?) RB B Ri A. 如果 M E 
不 是 球面 ,也 不 是 射影 空间 ,就 可 得 到 一 个 恰当 序列 


e H 
] 一 m K(2) 一 z | K,(M2) — II M}: 
:=1 


对 于 球面 ,将 单个 关系 


2 ... = 
d'tt 265r-19, 2 G 一 1 


加 到 (1 上 就 得 出 同 态 e 2-TA 25 . 

5) WÈ p: X — Y Ei k ERE, |p ta (E ha 
J Y ra ËJ B] bt) B: E E XX 中 的 闭路 ,而 且 定 义 了 一 个 
FE z Y — BB (X), X + EF] 2538 T AAN AAE, 在 
代数 几何 中 有 应 用 . 

ORF EKAR VAE. wW 是 由 作用 到 下 


中 (因而 也 作用 到 5 中 ) 的 太 射 所 生成 的 有 限 不 可 约 
群 , 设 s. ETE P. < V PERRI. D ECHKI. 最 
后 , 设 VOYD= 了 和 让 ,中 向 空间 . SE Y, ln X, 称 
为 Brieskorn 群 (Brieskorn groups) Aa K(n ü Bin) 
的 自然 推广 , WE ord (s, s)=m,, M| x X. 有 如 下 形式 
的 表示 


Tom = GG, 


成 中 每 边 因 于 的 个 数 均 为 m (这 里 的 下 对 应 F Weyl 
胞 腔 》， 对 这 些 群 ,已 经 证 明了 X, 和 YF Kir I) 类 
型 的 空竹 , 且 共 生 性 疝 题 也 得 以 解决 . 作为 对 有 和 理 奇 
点 通用 形变 的 判 草 式 的 补充 ,空间 天 , 出 现在 代数 几何 
中 ( 见 [12] , [13]. 
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A. 了 JUepHaecxi 的 f O M EE 


分 支 指数 [branch index ; persjdeum8q unrexc] 
E Riemann 曲面 S 被 看 作 Riemann 球面 上 的 4 叶 
AAEH, 其 分 支点 {branch point) 的 阶 数 之 和 上 了 = 


A r Ana 


二 ( 伏 -1), 和 式 扩大 到 S 的 所 有 有 限 和 无 穷 近 分 支点 . 
分 支 指数 由 下 面 公式 


V = 2 + 8—1) 


ma S BJ 7488 g AA n 相 联 系 . 
(Riemann surface), 


亦 见 Riemann 曲面 


参考 文献 
[1] Springer, G. , Introduction to Riemann sufaœs) Addi- 
son - Wesley, 1957. E. Ji. Cornoueunea EE 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Mumford, D. , Algebraic geometry 1. Complex projec- 


tive varieties, Springer, 1976. 陈 志 杰 译 


MARHE [branch of an analytic function ;BerBe 


AHAIHTAYECKOÄÑ dyugcnum] 


由 引 心 为 &， 收 策 半 径 为 xu0 HURRA 
Hia; ry = Žo 


表示 的 给 定 的 解析 函数 元 素 沿 属于 复 平 面 内 给 定 区 
域 Das) 的 所 有 可 能 路 和 伦 和 解析 开打 (analytic 
continuation) 的 结果 因此， 解析 函数 的 -一 个 分 去 
HER Uar) RER D 确定 . 在 计算 中 常常 只 用 到 
analytic fuctions) 或 者 说 解析 函数 的 正则 分支 
(regular branches of analytic functions ). 这 种 分 
支 并非 对 属 下 完全 解析 函数 (complete analytic func- 
tion) 的 存在 域 中 的 所 有 区 域 D 者 存在. 例如， 在 市 
TÉR PE DSC N {2=x: 一 % < x < 0) 8, £ f W i 
函数 mw=Lnz 有 正则 分 支 


w = Lnz = ln|zltiagz, | argz |<n, 


这 是 对 数 的 主 第 ,而 在 环 域 D=1: :1<|:|<2} 内 不 可 
能 分 出 解析 函数 w=Lnz 的 正则 分 支 . 
参考 文献 
[1] Hurwitz, A. and Courant, R., Vorlesungen über allge - 
meme Funktionentheorie und cllimische Funktionen, 
1, Chapt. 3; 2, Chapt. 4, Springer, 1964 
[2] Mapes, A H.. Teopaa anam weans bynei, 
2 a35., T.2, M., 1968, r. 8 【中 详 本 : À H. 马 库 
TEA 解析 函数 论 ， 启 等 教育 出 版 社 ，19<7) 
E JL Conomemee È RR HE HAS E 
分 支点 [branch point ; BeTaJieta roka], £ A 
{singular point of multi - yalued character ) 
单 复 变量 = RSR Se) HILA A (isolated 
singular point)a, 使 得 f{z) 的 性 -— MUGE IR a 
B Hipi 12 i FE H (analytic continuation ) 产 生 
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f yb us. EMEEN. a 称 为 一 个 分 支点 ， 如 
果 存 在 ; 1) 一 个 环 域 了 ={z:0<1z 一 如 <P SOE 
PIE -路 径 解析 延 扫 ;2) — m z 8 V DLS H Ë 2, 为 中 
Ü, KA "0 HRAN 


So zy 
r=0 


表示 的 f (z) 9 3 q 58 $ zu 88. X T+ xm 3E My BJ Bl 
z—a[=|z —a|, WH ARS, EE Jr m] P — B| Ë $8 F TE 
拓 ， 产 生 … 个 不 同 于 oE nR I CrO. 2 
此 绕 过 最 小 的 轿 数 廊 >1 之 后 双重 新 得 到 起 嫩 元 素 
De MATERE NE r ENV AMEA f(z) 的 
见解 析 酒 数 的 分 支 (branch of an analytic func- 
mh 的 所 有 无 素 也 如 此 ,这 时 ，&a 就 是 这 分支 的 
有 限 {k~1) 阶 分 支点 (branch point of finite 
order) . 在 有 限 阶 分 支点 a 的 一 个 去 心 名 域内 ， 这 个 
I X AJT Laurent 级 数 {generatized Laurent 
series }, 即 Puiseux 级 数 {Puiseux series} & NS: 


fe) = b b.(z—ay s. zev. (1) 


v =- 


Iliz; r) = 


# a= B — 4 f R Et 00 TREH £. W f(z) 
BHED E 二 {z:|z|>p} 内 由 类 似 于 {1) 的 
级 数 表 小 : 

flz) = s bz ' *. ze. (2) 

J (z) 8 Rieman 曲面 【Riemann surface) 只 在 
限 阶 分 支点 4 上面 的 状态 的 特点 是 : u mer) 
定 的 f(z) 的 大 叶 分 支 都 聚集 在 a 的 上 面 . 与 此 同时 ， 
R yt sr x E a 上面 的 状态 可 能 完全 不 同 . 

如 果 级 数 (D 或 (2) 只 含有 有 限 多 个 具有 负 下 
标 v BJ TERRA b. . MJ a 是 一 个 虔 数 分 支点 【algebraic 
branch point) 或 称 代 数 奇 点 (algebraic singular po- 
int). AA 个 有 限 阶 支点 还 可 刻画 为 : 当 z 以 和 任 
SARET a BJ. 由 IT(z;r) 在 了 或 了 "内 确定 的 分 支 
的 所 有 元 素 的 值 趋 于 一 个 确定 的 有 限 或 无 房 的 概 限 . 

例 ; f(z)=z ,其 中 上 之] 为 自然 数 ，a=0 ,ec ， 

如 果 级 数 (1) 或 (2) & 8 K 2 + R.8 ñ F te 
v 的 非 堆 条 数 b,， 则 有 限 阶 支 点 a 局 于 超越 分 支点 
(transcendental branch points) 2 , 

#|: f(zy=exp(1/z)* AP kl 为 自然 数 , a=0. 

最 后 ， 如 虚线 有 限 多 属 后 不 能 回 到 起 始 元 素 ， 
则 & 称 为 对 数 分 支点 (logarithmic branch point}) 或 
AAP E (branch point of infinite order), È 
也 是 一 个 超越 分 支点 . 

例 ; F(z)=Ln z, a=0, @, 

由 元 素 TT(21;7) 确 年 的 及 z) 的 分 支 的 万 穷 多 叶 标 集 
在 -个 对 数 分 支点 上 面 

ES RERAN C= ER 


s Z.) n 22) BJ 8 
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J, E CR CPA -点 4 称 为 m 阶 分 支点 {branch 
pomi of order m), 1=m =< 0, 如 时 它 是 /zy 的 全 
4k (domain of holomorphy) (— 8 È £i g a 
B) 的 六 附和 分 支点 ,和 nm=1 的 情形 和 不同， 当下 六 2 
时 ， 分 支点 ， 正 如 解析 函数 的 其 他 奇 点 一 样 【 见 谭 点 
(singular point))， 不 可 能 是 独立 的 . 
# x t 
[I] Mapryineem, A WH, Teopha AHƏJIBTO*FCKHX Qynwgunh, 
2831., T. 2, M., 1968, rn. R( PHA: A U BË 
FEN PRERE., AFRA BH 1957). 
D] Pye, E. A.. Teopar arayurusecxux byaruatl MHOTAY 
RONMIDIIEKCHDC TPEMEAHEN, 2 Han... M. 1962, ú 1, rn. 2 
(PK K: Fuk, B. A., Theory of analytic functions of 
several complex variables, Amer. Math. Soc., 1963). 
E JL. Corman # fik 译 AAR 校 


解 的 分 去 [branching of solutions ; seranmemme peummuñ], 
KRIS) kt (bifurcation of solutions )， 非 线 性 方程 的 
` Fimo: 在 非 线性 方程 的 参数 中 引入 较 小 的 变 
化 ,会 司 得 该 方程 的 一 个 给 定 的 解 完全 消失 或 者 变 成 效 
个 解 . 更 确切 地 , 设 带 有 参数 4( 它 不 必 是 数值 的 ) 的 非 
线性 方程 

F(x. 2) = 0 (+) 


对 参数 的 给 定 值 4。 有 解 x,. 于 是 ,如果 1 的 值 接 近 于 
1 ,方程 ( 乓 可 能 会 有 多 于 一 个 的 解 x (4) 接 近 于 x. 此 时 
就 说 为 解 x, 的 分 支 (Qik). 而 (om A) 称 为 方程 (的 的 分 
E (AHE A (branching (bifurcation) point of an equa- 
tion). 

Am. HEr- EB xy s 1 R EE , 有 分 支 
BA (xa. 2 )=(0 , 0), BAFE AIAR x= À , BI 
A0 很 小 时 , 解 x =0 {对 4=0) 分 支 为 两 个 小 的 非 平 
MAN. 

解 的 分 支 的 现代 理论 基于 A.M. Hayao ([1]) 与 
E. Schmidt ([2]) 的 思想 , 并 且 主 要 地 对 于 Banach 空 
间 中 的 非 线 性 方程 取得 了 发 展 ， 

É E, 5 E, EE Banach 空间 ,xEEk, 4 是 一 个 复 变 
量 , 又 设 fx, 和 0 是 一 个 非 线性 算 子 , 它 与 它 的 Fréchet 
SE (Fréchet derivative)F,(x, 1) #E A (xo, 为 } 的 一 个 邻 
域外 中 是 连续 的 . 设 F (x DE O Bh 33 z Bj E, 89 0 Ah 
— 38 Z P. E F(x,,.1.)=0, 3F B E F. (x., 
à) = B A Fredholm 算 子 {Fredholm operator). 

ERER ix- x l< r th ORFE p 363 h) 4 
找 方程 (*-) 的 所 有 解 , 而 这 些 解 是 连续 的 ,只 要 |4 一 入 |< 记 
这 里 p 也 是 充分 小 的 .换言之 ,这 是 解 x 控 莽 数 1 的 局 
部 延 拓 和 问题. 如果 逆 算 子 8-! 存在 ,所 提问 题 有 唯一 的 
解 a Ex (2a)= x, . 舅 一 方面 , 如 果 BB ! 不 存在 , 旭 B 
的 零 空 他 NO) 的 维 数 21. 在 这 样 的 情形 中 , EATE 


为 一 个 类 己 的 有 限 维 问题 , 设 P 是 记 到 N(B) E 81 8f 
影 算 子 (projectef], 并 设 I— Q A E, 2) B RER F 05 91 
影 ,这 里 了 是 便 等 算 子 . 方 竹 { 妇 可 写成 方程 组 
(I— Q)F(xo +u +e, À) = 0, 

QF(xa +u +v, À) = 0, 
EH u=(I-P Xxx), =P- x,). 从 方程 组 的 第 一 
个 方程 中 , RAMET u —f(s. 4), 将 它 代 人 方程 组 的 
第 三 个 方程 中 得 到 方程 

QF(xo + f@,))+9, 1} = 0, 


由 此 可 决定 2; LETERAN EO i (branching 
(bifurcation) equation). 此 向 题 的 完全 解 一 在 充分 小 
半径 [的 球 上 v1<r 中, 找 出 分 支 方程 的 所 有 解 o (Q), 
Ht liide p (Pp 充分 小 ) .bl4) 是 连续 的 一 一 恒 产 生 


”最 初 问题 的 完全 解 ,这 是 因为 它 的 所 有 解 可 表示 为 形式 


xQ) = xo Hoas] 


这 里 pk yx Bi TA. 
B Fix, A) 是 中 的 一 个 解析 撞 于 (analytic ope - 
rator). n 维 子 空间 PE = N(B) š$ Q E, tE 3£ Él Z#& #Ë P| 


能 使 分 支 方程 写 为 方程 组 的 形式 
2 人 一 0， i=1,..., n, 
这 里 (Slon EA (0-0, 1k — 19 br EB 


数 , 而 所 有 的 偏 导 数 822 /35, 在 读 点 为 0., 这 个 方程 组 
可 以 用 排除 理论 , Newton É (Newton diagram} 方 法 及 
其 他 方法 {[3], [4], [5]) 来 研究 . 如果 n =1, H Newton 图 
的 方法 可 实现 完全 的 分 析 、 关 于 分 支 方程 ( 即 关于 原来 
的 问题 ) 的 研究 ,下 面 是 仅仅 可 能 的 三 种 情形 : a) 问题 没 
有 解 ，b) 问题 有 有 限 多 个 解 , 每 个 髓 都 能 够 表示 为 差 
4 一 加 的 整数 或 有 理 数 短 的 收 襄 级 数 ; 或 c) 问题 有 有 限 
多 的 解 的 族 , 每 个 族 依 骨 于 有 限 个 小 的 自由 参数 , 并 
且 可 能 依赖 于 有 限 个 在 b} 中 给 出 的 解 ， 

为 了 出 现 情形 b), RA x 是 方程 F(x, 40)=0 的 一 
THIR. 在 情形 b) 中 ， 用 如 下 形式 的 不 定 系数 法 来 
各 找 解 是 方便 的 : 


xih) = xo + Š a Q =F”, 
KZI 


其 中 x 是 待定 的 系数 ,而 p 的 可 能 值 也 许 用 分 支 方程 
事先 就 找到 ， 这 样 的 级 数 代 人 (产生 求 x， 刀 ，… 的 一 
个 递归 系统 . 于 是 得 到 形 如 Bx, =H, x.) BS 
题 ,而 每 个 x, 决定 到 n 个 任意 的 常数 ,这 些 常数 来 自 于 
逐次 方程 约定 的 可 解 性 .所 有 得 到 的 级 数 在 4 的 某 个 
分 域内 收敛 ， 通 过 构造 控制 级 数 可 得 到 这 个 分 域 的 半 
径 的 下 界 的 一 个 估计 《f6]). 

为 了 出 现 情形 c), x, 必须 是 方程 F(x, 1,)=0 RAE 


加 = Isi. y E — my rx m. 


孤立 解 .这 里 应 用 不 定 系数 法 可 能 产生 发 散 级 数 ( 形 式 
解 )， 如 果 问 题 关于 F 中 线性 算 于 的 一 个 连续 群 是 不 
变 的 ， 运 用 群 的 考虑 ， 在 儿 种 情形 中 ， 将 可 能 减少 方 
程 与 涉及 的 未 知 数 的 数 自 ， 从 而 简化 问题 或 者 甚至 归 
结 为 情形 b) ([?7], [8]). 

方程 (本 也 可 能 仅 对 于 1= 加 有 解 .只 有 当 xo 是 方 
程 Ftx,ho)=0 的 一 个 非 孤 立 解 时 , 这 样 的 解 才 是 可 能 
的 ; 使 用 对 于 1 = 1 的 分 支 方程 ， 可 找到 它们 ， 所 有 
销 敌 数 族 解 可 产生 方程 (的 在 4= 如 时 所 有 的 解 . 

如 果 空 间 E, 与 E, 是 实 的 , 先 在 复数 域 中 研究 分 支 
方程 ,然后 取 实 解 ， 其 中 其 些 可 以 江 明 是 定 必 于 如 的 
半 邻 域 中 

如 果 F(x, 4) 是 充分 闪 清 的 算 子 , BB 是 一 个 Noether 
A F (Noetherian operator), Ë & # ¿E 5 — + 
Banach 空间 EE 中 的 元 (EE 中 的 分 支点 可 用 直线 与 曲面 
代替 ), 上 面 的 过 程 也 部 分 地 适用 . 向 时 ,上 面 的 过 程 也 
应 用 于 某 些 有 关 问 题 的 研究 中 : 寻找 天 解 的 问题 (方程 
能够 有 和 解 x (Q) 一 00 4 1 — L, 时), 线性 算 子 的 特 
征 值 与 特征 元 的 分 支 问题 , 等 等 ([3]) . 对 于 


E, = E, F(x,)) = x -b—(x, 2). MO.2)=0 


这 一 特殊 情形 , 也 使 用 拓扑 的 与 变 分 的 方法 ,以 及 
Banach 空间 中 包含 使 用 锥 的 方法 来 研究 在 这 类 问题 
中 ,分 睹 {bifurcation] 点 的 机 念 是 十 分 重要 的 . 不 属于 
这 个 系统 的 解 的 分 支 问 题 也 会 通 到 . 它们 包括 , 例如 , 退 
化 微分 方程 ([8], 10]), 以 及 涉及 长 波 与 扳 立 波 的 问 
是 ([11]). 
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【 补 注 】 2; (DR) AE Gd 85 ¿y 3S ML BP Bb R 
性 (singularities of differentiable mappings ). 约 化 解 方 
程 ( 鸣 为 一 个 有 限 维 问题 即 分 歧 方 程 的 方法 ,通常 称 为 
Jimynos - Schmidt 77A (Lyapunov -Schmidt method ). 
e *x 
[A1] Chow, 8.- N. and Hale, J. K., Methods of furca- 
tion theory, Springer, 1982. ENCO PR EEA 校 


分 支点 ( 极 小 曲面 的 ) [branching point (in a minimal 
Surface); BeTEJIei TOYKA | 

极 小 曲面 的 奇 点 ， 在 该 点 曲面 的 第 一 基本 形式 为 
E 事实 上 , 这 意味 着 分 支点 仅 在 广 交 极 小 曲面 上 才能 
存在 ， 这 种 奇 点 的 名 称 源 于 下 列 事实 : 在 分 支点 的 
.一 个 部 域内 ， 广 六 极 小 曲面 的 结构 类 似 于 喇 数 
0o=z"(n 22) 的 Riemann 晶 面 在 点 z=0 的 结构 ， 即 广 
六 极 小 曲面 在 那里 有 到 某 个 平面 区 域 上 的 多 层 正 交 投 
影 ， 而 分 支点 自身 在 该 区 域 上 的 投影 是 具有 了 唯 --- 原 象 
的 内 点 . 在 一 个 分 支点 (4=0, v= 人 0) 的 加 域 和 内 ， 极 小 
曲面 的 坐标 (x, y, 2 可 表 成 


x+tiy = 十 四 人 可 | 
z = Re(bw” *")+O(] w IT") w = uti, 


其 中 g=c(1 +i) *0 和 b#0 是 两 个 复 常 数 ，Im c= 二 人 0); 
m22 Anl 是 整数 ， 分 别称 为 奇 点 的 阶 数 和 指数 ， 
u 和 4 是 内 总 等 温 举 标 . 

基于 这 种 表示 可 得 下 列 定 理 : 若 数 m+n 5 m 8. 
素 ， 则 要 小 曲面 上 从 奇 点 沿 不 同方 启 可 引出 (m 一 1) 
tm +n) 条 不 同 的 自 交 线 . 在 完全 概 小 临 面 的 亏 格 、 它 的 
分 支点 数 和 它 的 Gauss 上 映射 的 指数 之 间 有 一 个 关系 
mp. 

要 区 分 两 类 分 支点 : 假 分 支点 和 真 ( 非 假 ) 分 支 
点 ， 假 分 支点 是 定义 曲面 时 映射 的 奇 点 ， 它 可 以 通过 
重新 参数 化 来 去 掉 { 便 如 ， 若 r=r (w) 是 正则 极 小 曲 
面 ， 则 广义 极 小 曲面 r=r(w2)# w =0 处 有 一 假 分 支 
A). 实 分 支点 表示 曲面 本 身 的 实 奇 性 ， 且 具有 下 列 重 
要 性 质 ; 在 真 分 支点 的 一 个 邻 域内 ， 曲 而 可 作 适 当 形 
变 ， 使 得 新 曲面 ( 它 在 变形 邻 域 的 外 部 与 原 曲 面 重合 ) 
的 面积 比 原 曲 曾 小 (这 对 R 中 的 临 面 成 立 ， 在 更 一 般 
情形 下 并 不 正确 ， 例 如 及 +: 中 面积 极 小 化 的 曲 闸 ) .有 分 
支点 的 广义 极 小 曲面 理论 是 为 R"(n 23) 中 一 大 类 2 维 
虞 面 而 发 展 的 分 支 淄 人 的 一 般 理论 的 基 珊 ([2j . 
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分 支 过 程 [branching process ; BeTBWIica nponecc] 

描述 一 类 范 转 广 丫 的 ,与 已 知 对 象 { 如 物理 学 中 的 
粒子 ,化 学 中 的 分 子 , 生物 学 中 的 茶 一 特 浙 群体 等 等 } 的 
繁殖 和 转 摘 相关 的 现象 的 随机 过 程 (stochastic pro- 
0ess) .区别 于 其 他 过 程 ,分 支 过 程 的 基本 假定 是 : 个 性 
的 党 萄 是 相互 独立 的 ， 

共有 种 类 型 粒子 的 时 齐 分 支 过 程 ERAR 
可 数 个 状态 0，1,， 2,… 的 Mape 过 程 【Markoy pro- 
cess), 其 转移 概率 忆 () 满 足 附 加 的 分 支 条 件 {branching 
condition}: 

POS PD P, (O), (1) 
At 'Tp=) 

分 支 过 程 的 状态 0, 1，2，… 解释 为 粒子 的 个 数 . 概 
率 也 (有) 等 于 在 长 为 t 的 时 间 间 也 内 从 状态 i 转移 到 状 
柱 了 的 概率 , BD 


P(m(t+ro)=j|u()=i). 


研究 分 支 过 程 的 主要 分 析 工 具 是 生成 务 数 (generating 
fonction) (又 称 母 函数 ) 


Fess) = Sp{un)= 
n=ü 
由 分 支 条 件 可 知 


njal (2 


在 m 散 时 间 分 支 过 程 (branching processes with 
discrete time) 中 4 取 非 负 整 数 信 , 并 由 (03) 可知 F(t; 5) 是 
B F(s)=F(1; s) 的 + 重 选 代 ， 这 种 过 程 有 时 称 为 
Galton - Watson 过 程 (Galton -Watson process). 和 在 


连续 时 间 分 支 过 程 中 根 设 4e [0, xo) 及 右 导 数 


eÑ 
存在 . 由 (可知 下 和; s) 满足 微分 方程 
aren = fFU:s)), {4} 
其 却 始 条 件 为 下 {0; s)=s. 

# A=F7'1) A asfi) 是 有 限 的 , 则 粒子 数 u(t) 
(ERP RO= 之 下 ) 的 数学 期 望 EuOO 在 离散 分 支 过 
Bh al FERDIE es. WEER AR ah 
H. 分 支 过 程 分 为 下 临界 的 {subcritical} (CA<l1, 
a<0)， 临界 的 (critical) (4=1，a=0] 和 上 临界 的 


sam — 


(supercritical) (4>1，a>0)， 这 种 分 类 的 主要 依据 是 
当 t 一 © f Eu RHES. 

对 于 平凡 情形 ，Fts)y =s 和 f(y=0, B 

Pfwo=1ao0=U 三 1 

将 不 予 讨 论 . 

灭 绒 概率 ,在 下 临界 和 临界 分 支 过 程 中 为 1， 而 在 
上 临界 铺 形 小 于 1, 如 果 Ept) mgo, WEF Ik 
情形 ,过程 存 活 概 率 P(tatdf)>0), 当 t 一 o 时 的 新近 
性 态 与 关 EAf{t 的 近似 ,其 中 下 是 ~- 正 的 常数 .在 有 具有 
有 限 的 上 中 (的 临界 分 支 过 程 中 ， 当 + 一 加 时 其 渐 近 性 
态 为 


PA)>0) ~ By 


式 中 对 上 离散 分 支 过 程 Du( = Bt, 其 中 B=F*(1)， 
对 于 连续 时 间 分 支 过 程 DA(D)= 天 ,其 中 号 = 产 (1)， 对 
t — oo 时 上 的 的 分 布 的 南 近 性 态 的 更 绷 致 的 研究 表明: 
车 HA 的 的 某 些 皇 是 有 限 的 , 则 当 上 + 一 oo 时, 条件 分 布 律 


Sx) 


_ pir) 
=P < 
El) alr) >0) so (5) 


羽 收 化 到 一 个 极限 分 布 S(x)， 在 下 临界 分 支 过 程 中 , E 
限 律 $x} 是 离散 的 , 而 在 其 他 情形 它 是 绝对 连续 的 . 特 
别 有 趣 的 是 在 须 界 分 支 过 程 的 情形 ,极限 律 S(x) 是 指数 
的 : 
Sœ) = 1—e *, x>0. (6) 
分 布 (6) 也 是 近 临 界 分 支 过 程 的 极限 分 布 , 更 确切 地 
说 ， 如 果 考 虚 具 有 有 界 三 阶 导 数 F0) fO) E 
F") > B,>0, f“(1) 2b,>0 的 一 类 母 函 数 下 (9) 或 
fis), Ml 
lim Si(x) = I-e", x220, 
A 
其 中 SG) 由 公式 (5) 定 义 , 这 种 在 近 临 界 过 程 中 当 
t — co 时 发 生 的 现象 称 为 朋 变 现象 (transient pheno- 
mena). ` 
分 支 过 程 的 另 一 类 模型 是 Bellman - Harris 过 程 
(Bellman --Harris process)， 在 这 类 过 程 中 每 个 粒子 
有 一 分 布 了 湛 数 为 G0) 的 随机 生存 时 间 . 在 粒子 生命 结 
束 时 , 它 留 下 的 子 忙 粒子 数 是 n 的 概率 为 4 : 


>g, = 1. 
nû 


各 个 粒子 的 生存 时 间 和 产生 的 子 民 粒 子 数 是 独立 的 . 考 
虑 一 个 在 初始 时 刻 {= 儒 年 龄 为 零 的 粒子 , 则 由 公式 
人 2) 给 出 的 在 时 刻 [的 粒子 数 上 0 的 母 函 数 F(t;s) 满 足 
非 钱 性 积分 方程 

t 


Fli;s) = pree —u;s)yydG(u)+s(i ~ G0)), (7) 


其 中 
his) = Dgs" 
n=0 


如 果 CGE — B Ae y # AA, WI Bellman - Harris 过 程 
是 离散 时 间 分 支 过 程 ; 如 果 GG) E — MA Aa, 
就 得 到 连续 时 间 分 支 过 程 ， 在 一 般 情形 下 ，Beliman- 
Harris 过 程 是 非 Mapxos 分 支 过 程 ， 

分 支 过 程 也 可 以 复杂 到 粒子 依 较 于 它们 所 在 的 空 
间 位 置 ， 例 如 ， 设 每 一 粒子 在 上 维 区 域 下 中 独立 地 和 做 
Brown 运动 , 且 有 豚 收 边界 IG. 一 个 位 于 区 域 G 中 的 
粒子 在 时 间 Ar 一 站 内 以 概率 


Da 十 Ofar，n1 


ER n 个 粒子 , 且 每 一 粒子 从 其 出 生地 开始 沿 着 Brown 
轨道 独立 地 运动 ， 设 及 ,(4) 为 在 初始 时 刻 {t=0) 位 于 
xe 如 处 的 一 个 粒子 在 时 刻 ! 产生 于 集合 4 中 的 粒子 数 ， 
KERZE 


H(r, x, s(:)) = Eexp [msg a| 
G 


满足 拟 线 性 抛物 型 方程 
AH+/(H)= Ü (8) 


其 初始 条 件 为 瑟 侣 ,x,s( 沪 =s0o0， 边 界 条 件 为 H(t, 
x, s(.))|. .a0=0. Oh a=... 02/0x2 是 Laplace 
EF, fG)=D p s.a. P= Ens Pa- 

在 一 般 分 支 过 程 中 ,假定 繁 入 着 的 粒子 能 用 某 些 参 
数 来 措 述 .这些 矢 数 可 以 解释 为 年 龄 .粒子 在 空间 中 
的 位 置 . 粒子 的 类 型 ,大 小 或 能 量 等 等 ， 这 些 过 程 异 助 
于 母 函 数 或 生成 滩 沙 来 研究 ,可 以 导出 繁 函 数 或 生成 泛 
函 的 非 线 性 微分 和 积分 方程 ,它们 是 方程 {4}, (7) fü 
{8) 的 推广 ， 可 以 给 出 这 种 分 支 过 程 模型 的 一 般 描 述 ， 
设 粒 子 彼此 独立 地 在 某 一 相 空 间 X 中 按 Mapkxos 律 运 
动 ,假定 一 个 粒子 的 随机 生存 时 间 是 Map 时 
(Markov moment, Markov time}), 它 依赖 于 粒子 运动 
的 轨道 ， 在 粒子 生命 结束 时 , 它 产生 一 些 新 的 粒子 , 依 
某 一 概率 律 分 布 于 相 空 间 X 中 ， 新 的 粒子 彼此 独立 她 
以 类 侯 的 方式 演化 ,在 由 半 的 子 集中 的 粒子 数 所 决定 
的 整数 值 测度 空间 中 ,分 支 过 程 是 Mapaoa 过 程 ， 可 
是 ,也 常 在 较 简单 的 约 化 空 间 中 研究 分 支 过 程 ， 在 这 种 
情形 下 , 余 包 分 支 过 各 成 为 非 Mapo 过 程 . 

在 上 面 所 讨论 的 绝 大 多 数 模型 中 ,把 过 程 分 为 下 临 
界 ,. 临 界 和 上 临界 过 程 的 分 类 法 依 热 有 意义 ， 由 方程 
{4) 所 描述 的 简单 分 支 过 程 的 许多 性 质 对 更 复杂 的 系统 
也 成 立 ,例如 , 对 于 临界 过 程 , (5) 的 极限 分 布 通 常 是 指 
数 和 分布 (6) (在 适当 的 范 数 下 ). 


分 去 过 得 用 在 各 种 各 样 的 (生物 学 的 .遗传 学 的 . 物 
理学 的 . 化 学 的 或 技术 的 ?实际 过 程 的 计算 中 .在 实际 
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过 程 中 ,每 一 粒子 独立 运动 的 条 件 往 往 不 满足 ,产生 的 
子 伐 粒子 林 以 有 相互 作用 .许多 生物 的 繁殖 过 程 ,传染 
寅 的 传播 过 程 ( 见 传染 过 程 (epidemic process))， Q 
英子 化 学 反应 等 的 情况 就 都 是 如 此 . 可是 ,这 些 过 程 的 
最 初 发 展 阶 段 还 都 可 以 借支 于 适当 选择 的 分 记过 程 模 
型 来 计算 . 车 介质 中 活动 的 粒子 数 比 较 少 ,以 至 在 这 样 
低 浓度 下 它们 的 相互 碰撞 实际 上 不 发 生 , 而 系统 的 状态 
REEERE TA ERR F Z R E E aE A E 
化 ,此 时 就 可 以 这 样 计算 。 例 如 ,在 传染 病 过 程 中 有 病 
的 个 司 可 以 看 作 这 种 “活动 的 粒子 ”; 叉 如 ,在 遗 传 学 中 有 
关 变 措 的 现象 也 可 以 借助 于 分 支 过 程 来 计算 ;具有 有 限 
种 粒子 的 分 支 过 程 【bratnching process with a finite 
number of partide types} 可 用 作 计 算 链 式 反应 的 一 个 
模型 ; 具有 扩散 的 分 支 过 程 (branching process 
with difusion) 可 以 作为 原子 核反应 谁 中 的 中 子 过 程 
的 模型 ;发 生 在 宇宙 线 咎 射 中 的 现象 也 可 以 借助 于 分 支 
过 程 来 研究 ;在 电话 学 中 , 某 些 等 待 系统 的 研究 可 以 归 
结 为 分 支 过 程 横 司 
亦 见 具有 随机 介质 的 分 支 过 程 (branching process 
with a random medium); 具有 迁移 的 分 支 过 程 
(branching process with immigration) 分 支 过 程 的 
正则 性 【branching process, regularity of). 
LS 
[i] Cepacrhanoa, E. A. , Beërgmngeca upon, M., 
1971. 
[2] Atheya, K. B. and Mey, P., Branchmg processes, 
Springer, 1972. B. A. CeaacThaHOs JF 
[ 补 注 】 分 支 过 程 在 生物 学 中 的 应 用 可 在 [A23 中 见 
到 .综述 文章 [3 叙述 了 最 新 的 稳定 群体 理论 和 平衡 
指数 增长 ,这 些 也 都 与 生物 学 的 应 用 有 关 . 
prre 
[A1] Asmussen, 5. and Hering, H., Branching procsses, 
Birkhšuser, 1983. 
[A2] Jagers, P., Branching processes with biological 
applications, Wiley, 1975. 
[A3] Japers, P. and Nerman, O., The growih and 
composition of branching populations, Adv. 
Appi. Probab., 16 (1984). 221-259. IEF 译 


FHEIL [branching process, age - dependent ; 
PETRI DPIecc C JABHCHMOCTEH? Q1 no3pacra] 
分 支 过 程 的 一 个 模型 . 其中， 粒子 的 寿命 是 一 非 
仙 随 机 变量 ,而 于 代 粒 子 的 个 数 依 束 于 它 转换 时 刻 的 年 
龄 . 在 单一 类 型 粒子 模型 中 ,每 一 粒子 有 一 随机 的 生存 
时 间 上 , E Rt BSO 
Pirar} = Gi). 


00152] u 的 一 个 粒子 ,在 它 生 命 结束 时 转换 成 年 龄 为 
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ü k ITRF A p.(u). 设 1 时 刻 粒 于 的 个 
数 为 (D. 对 开始 上 只 有 一 个 年 龄 为 零 的 粒子 的 过 程 ,p(t) 
的 概率 分 布 的 母 函 数 F(t ;x) 满 足 方程 


i 
Fa; x) = pre FG—u,x)aG0)+x(1—G(. 


(s) 
其 中 


hiu, x) = 


AA 
k -Ü 


a(u) = 加 , b(u) = zi 
+ 三 | x=1 


om 


4 = fadat), B = fb(u)aG(z). 
Ü 


称 一 个 年 龄 相关 分 支 过 程 为 下 临界 的 ,临界 的 或 上 临界 
的 ,如 果 相 应 地 有 4<1，4= 1H B>0, 或 4>1. 5 
t — oo pt R t k 25 52 4 Rh EATE HME. 下 
临界 和 临界 过 程 以 概率 1 K, 


tim PfAMO=0 = 1. 


在 [1] 中 对 这 些 过 程 已 得 到 下 述 结果 : n(t)B9 5E ÉQ Wr t Z: 
式 ,灭绝 的 充分 必要 条 件 ,方程 (*) 的 解 的 存在 和 唯一 性 
条 件 以 及 

Qi) = Pín(ry>01 


当 上 一 o 时 的 渐 近 公式 ,极限 分 布 也 已 确立 . 在 临界 
WE, 34 t — om 


Í valu) dG(u) 
m Ü 
QD = 2 FY 


— M) —_ —_ 
pes 10) = e, xX>O. 


WR hux) 55 ú 无关, 则 年 龄 相关 分 支 过 程 就 是 
Bellman - Harris 过 程 (Bellmen : Harris process), 上 
述 模型 已 经 被 礁 广 到 包 舍 笋 种 类 型 粒子 的 过 程 ,也 推广 
到 粒子 在 它 的 生存 期 间 内 可 以 多 次 产生 新 粒子 的 过 程 
([2], BD. 
+w W ` 

H] Cenaa, B. A, BerBsrmuecs upogo, M. , 1971. 
[2] Cegacraggos, B. A. , € Teopun eeposr. H ce PHMEH.» , 
9 (1964), 4, 577 — 594, 
[3] Mode, C. J. , Multitype branching processes, Ekevier, 
1971. H. IL Uucrazos BE 
[ 补 注 〗 其 他 参考 文献 见 分 支 过 程 (branching pro- 
Css). 刘 秀 车 W 


具有 有 限 种 粒子 的 分 支 过 程 [branching process with a 
finite number of partide types ; nernwug0ñcg npouecc c 
KOBCHHEM BCIOM THIEOB aC TH ] 

分 支 过 程 的 一 个 模型 , 它 是 共有 可 数 状 态 集 的 
Mapxop 过 程 的 特殊 情形 . 分 支 向 量 的 状态 用 随机 过 程 


Mn) = ih., Hi) 
HE, RS kiA LORRA tA aG) 4 T, P 
子 . 这 种 分 支 过 程 区 别 于 :~ 般 Mapo 过 程 的 主要 性 


质 是 ; 在 时 刻 t, 在 在 的 粒子 , 在任 柯 后 续 了 时 刻 +, 
1>0， 雇 相互 独立 的 方式 产生 于 民 粒 子 . RER 


F,(t, XIs +... Xn) = 


= Et... xP |a (0)= 1; n(0)=0, ik) 
满足 方程 给 
FET x i... ., Xa) = (*) 
= Fait, F (T xi... . X... F,r x i,.... Xn )), 
具有 初始 条 件 
F. XI,..., x) = x, k=1,.... n. 


方程 (*) 对 离散 时 间 和 连续 时 间 过 程 都 成 立 . 
在 离散 时 间 情 形 下 , 数学 期 望 矩 阵 
AW = MA 


dF, 
A,() 一 Bx 
x= =x,=1 
是 矩阵 A=A(1) 0938 RE, B) AOSA. mE AEAT 
分 解 且 非 周期 的 , 则 它 共 有 唯一 的 正 的 特征 值 1 , EKT 
其 他 特征 值 的 模 . 在 这 种 情形 下 , 当 上 一 co 时 


A, (1) = um, A +o), 


Hep (u, u.) (br D.) EA É 38 Z T. 1560348023 
征 向 量 . 具有 不 可 分 解 矩阵 4 的 分 支 过 程 ， 如 果 < 1, 
则 称 为 下 临界 的 ， WRL 则 称 为 上 临界 的 ,如果 
1=1 并 且 函 数 反 (1.x…x) 中 至 少 有 一 个 是 非 线 
性 的 , 则 称 为 临界 的 .对 子 连续 时 间 过 程 可 用 类 做 的 
方式 定 尺 临界 性 的 概念 ， 

分 支 过 程 的 渐 近 性 质 本 质 廿 依赖 于 它 的 临界 性 ， 
下 临界 和 临界 过 程 以 概率 1 灭绝 ， 当 1 — cO 时 ， 概 率 


BD = P(m(t+ th D>0 
[x0)= 1; z(0)=0, ik) 
的 渐 近 公式 和 粒子 个 数 的 极限 分 布 定 理 ([2]) 都 类 似 于 
音 种 粒子 过 程 的 相应 结果 ( 见 分 支 过 程 fbranching pro- 


gs 站 .在 [3 中 研究 了 近 临 界 情 形 ( 一 0,1 — 1) 的 


MEM. 在 [4] 中 讨论 了 具有 可 分 解数 学 期 望 矩阵 


的 过 程 . 
参考 文献 
O} Kosmaoropos, A. H., FiMurpuca, H. A., & Hoxn. AH 
CECCP >, 56 (1947), 1, ?— MO. 
[2] Cegacrbgaop, B. A., Berummnuucca rmmpongcsa, M., 1971. 
[3] Hucragon, B. IL, < Teopan eepoaT, H Se LPHMEH. 2, 
17 (1972y, 4, 669 一 678. 
í4] Ogura, Y., Asymptot: behaviour of mulutype 
Galton - Watson processes. J. Math. Kyoto Unin, 15 
(1925), 251 ~ 302. B. IL Upcrakos 提 
【 补 注 】 附加 的 文献 可 在 分 支 过 程 (branching pro- 
cess) 的 文章 中 找到 . 刘 秀 芳 译 


具有 随机 介质 的 分 支 过 程 [brmeching prooess with a 
random medium; serpnuugicg nponece c cTyuaüñuoñ 
cpezjzroñ | 

一 个 非 时 齐 分 支 过 程 ,其 中 非 时 齐 性 是 随机 的 ， 
设 Esih i) 是 平稳 随机 变量 序列 (¿ 的 值 解释 为 t 
时 肇 介质 的 状态 ) .再 设 对 于 介质 的 每 一 可 能 状态 上 对 
应 于 一 个 由 单个 粒子 产生 的 糙 子 个 数 的 概率 分 布 {p, (J: 


p) > 0, pð 
k= 


Fi = Sp (Ds: 
二 用 


为 罗 造 随机 介质 中 分 支 过 程 的 轨道 TAO) ,2207 小 权 
n (0)=m 和 介质 的 状态 的 轨道 上 , 对 每 个 44=0，1， 
3, a+) 由 站 伯 个 具有 分 布 1p, 伟 让 的 独立 随机 恋 
量 的 和 决定 , 这 种 复杂 化 了 的 分 支 Galton -Waton 过 
EE (Galton -Watson process ) 是 十 分 自然 的 . 例如 ， 随 
机 介质 中 的 分 支 过 程 可 以 作为 生物 群体 的 模型 

随机 介质 中 的 分 支 过 程 的 性 质 类 似 于 普通 分 支 过 
程 的 性 质 . 例如 , 在 p(0)=1 的 条 件 下 ,AD 的 母 函数 具 
有 形式 . 
Eí TA0)=1) = EF (F (l (Fe (DD) (e) 
(对 于 分 支 Galton -Watson 过 程 , 即 P(E = 0y= E, (+) 
HAURRETAN EA). 随机 介质 中 的 分 支 过 
程 可 以 是 下 临 鼻 . 临 界 和 上 临界 的 ,此 处 临界 委 数 ( 况 
[1) 是 变量 


p = 查阅 ) = Es In Fi (D 
k =Ü 

(对 于 通常 的 分 支 过 程 ,临界 参数 是 单个 粒子 产生 的 特 
子 个 数 的 数学 期 望 )， 若 p<0, 则 称 随 机 介质 中 的 分 支 
过 程 为 下 临界 的 ,号 对 随机 变量 

4 作 = Bm P(Wr)=0[8(0)= 1. ë) 
+ E F L r B ch 8 3y 3: 5 E 24 55 SE 38 E E 00 X 5 38. 
率 , 关系 式 
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PC 人 = = 1 
成 主 ， 还 存在 类 似 于 下 临界 的 Galton - Watson 4 £ 
过 程 的 极限 定理 : 对 几乎 所 有 的 序列 的 现实 ,极限 


lmP{AD)=KI MO)=1, O>, £) = (D 
存在 是 满足 
DGS.. 
k=l 
如 果 p=0, 则 称 随机 介质 中 的 分 支 过 程 为 临界 的 ,此 时 
P{g(®=1} = 1 
并 用 对 几乎 所 有 的 上 的 现实 ， 
Em P{p(D)=k |n(0)=1, MD>0， t) = 0. 


WR p>0. 则 称 随机 介质 中 的 分 支 过 程 为 上 临界 的 , 在 
此 情形 下 ， ` 


P(g4(D<1) = 1 
EERME 28 k F , 对 几乎 所 有 的 存在 -- 个 非 
MARTE W, 


W = lm — De C „E 
i= F,(D) Fe 0) 


W = 1. 


参考 文献 
[1] Athreya, K. B. and Ney, P., Branching processes, 
Springer, 1972. A M. öko 所 


GHE] 
œæss). 


其 他 参考 文献 见 分 支 过 程 (branching pro- 
FED: 


AAF KhA tA [branching process with diffusion ; 
werngunuicg gpouecc c mHbdbyaymeñ] 

分 支 过 程 的 一 个 模型 ， 其 中 生殖 的 鞍 子 扩散 在 某 
一 区 域 G rp. 设 区 域 G 是 * 维 的 ,具有 吸收 边界 BG, 并 
设 区 域 G 中 的 粒子 相互 独立 地 进行 Brown 运动 ， 在 G 
中 的 拇 个 粒子 在 时 间 A1 之 内 变 成 n 个 粒子 的 概率 为 p,At+ 
0(AED, n #1, At — Ü), 设 子 代 烷 子 从 它们 的 出 生地 出 发 
开始 它们 的 独立 演化 . p=- p L p.) 88 Bh 6 8 
是 


fs) = Das", 
n =ù 


F u (A) 8 A BJ AAE eGR -个 粒子 在 时 
刻 上 位 于 集合 4c=G 中 的 粒子 数 ， 其 生成 泛 耕 


Hü;x,s() = Eexp [prom a 


满足 拟 线 性 抛物 型 方程 
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其 初始 条 件 为 
H(Ü, x, s€)) — six), 


边界 条 件 为 
H(t x. se| sc = 0. 
B0<4<4,S A, S: 表示 其 本 征 值 , o (x) >0 是 问题 
Eho- O. Mx) sc = O 


相应 F 4 的 木 征 函 数 ， 当 ! c 时 渐 近 关系 式 
Ea (G) = Ke” MYP (x) 

成 立 , 据 此 , 当 a< 入 时 称 问 题 为 下 临界 的 ,a=41 时 为 
临界 的 ,a> 罗 时 为 上 临界 的 ， 当 a 所 丸 时 , 带 扩散 的 分 
支 过 程 灭绝 板 率 为 1, 而 当 a> 时 , 在 一 般 情 况 下 , 无 
ERESHE Caa, (G) “oo 当 ! 一 吧 时 } 的 概率 都 是 正 
的 . 依赖 于 其 临界 性 , 带 扩散 的 分 支 过 程 也 有 类 似 于 不 
带 扩散 的 分 支 过 程 的 极限 定理 


参 老 文献 
[H] Cesacremioe, B. A ,Bereaumeca opoo, M. , 1971. 


【 补 注 】 其 他 参考 文献 可 在 分 支 过 程 (branching pro- 
cesses) 中 找到 ， 6. 态 Cepacrpanop BE XAA FE 


具有 迁 称 的 分 支 过 程 [branching process with immigra- 
tion ; BeTBuumHËcu úponecc c RNMMEITPSUHE 首 ] 

分 支 过 程 ( 离 散 时 间或 连续 时 间 , 一 种 或 多 种 类 型 
的 粒子 等 ) 的 一 个 模型 ,在 这 个 异型 中 新 的 粒 于 不 仅 可 


以 由 原 有 粒子 的 分 裂 而 产生 ,也 可 以 从 某 一 “外 部 源 " 挝 
移 进 来 . 例如 , 设 
Xn Ye, t=0,1,,..; i=1,2,... 
分 别 是 具有 和 母 函数 
Ce) = Že (X. =k)s*, 


GE) = ŠPO, =k} 
k=0 


的 独立 随机 变量 ; 具有 迁移 的 Galton - Watson z Ert 
程 (ML Galton - Watson 过 程 (Galon -Watson pro- 
cess) O L in F ERARE S: p050, ut) Ë t t Al 
的 粒子 数 且 I 


MOTI) = X + ''' TX. TY, r=0 1... 


这 里 ,变量 万 ,可 解释 为 第 1 代 的 第 i 个 粒子 的 子 代 粒 子 
数 ,而 变量 工 解释 为 迁 人 第 ! 十 ] 代 的 粒子 数 ， 母 函数 
H,Gs) = Efsxn0 |n(0)=0) 

由 递 推 关系 起 


Hots) = 1, H, (s) = G(s)H,(F(sy 


给 出 . 如果 EX <1EBEIn(I+Y)<%o% R EX =! HB 
B=DX,, >2C=2EY,, 则 相应 于 具有 迁移 的 Golton- 
Watson 分 支 过 程 的 Mapkos SË 4 (lf) 是 常 返 的 ; 如 果 
EX =] 且 B<2C 或 EX ,>1t, Ma 是 非常 返 的 .为 
使 Maproa 链 a) ER MAJ., BIERE 


hm P{W =k} = pr 


FEHRE 
Ša = 1. 
k =Ü 
其 充分 必要 条 件 是 ( 见 [3]) 
Gis) 
g y ds =< x. 


特别 地 , 若 E 和 ,<1 且 Elinafl+ 工 )<o， 则 这 一 条 件 是 
HER. 车 EX =l, B>0, C<c, flj ([4] ) 


: 2n(t) = ICR] o= 
ime] Bi < Te =p P dv, 


x > 0. 


如 果 A= EX >l H Eln(I +Y)<%, WFE ([5]) 8 
列 c 10, c. Je, 一 A. N 


P am oM) FERN 正 的 |- 


在 迁 称 仅 发 生 在 u(0)=0 HRA ER Eh, BD 
上 十] = Xat + +X, < T Ba Yrs t=0, l, erp 
其 中 5 是 Kronecker 符号 ， 当 EX,， 
且 0<EY<oo 时 , 下 述 关系 式 成 立 : 


impf BOMO c] = x, 0=x=l. 


1—0% 


=1, 1<EX2, <% 


参考 文献 

[1] 3v6wkon, A. M., & Teopus Beporr ú ee HpHMEH.» ， 
17 (1972), 1, 179 — 188. 

[2] Pakes, A. G., Further results on the critical 
Galon - Watson prooess with immigration, J. Austral. 
Math. Soc., 13 (1972), 3, 277 — 290. 

[31 Foster, J. H. and Williamson, J. A, Limit theorems 
for the Galton - Watson process with time - dependent 
immigration, Z. Wahrsch. Verw. Geb., 20 (1971), 
227 — 235. 

[4] Seneta, E., An exphcit limit theorem for the critical 
Galton - Watson process with immigration, J. Koy. 
Statist. Soc. Ser. B, 32 (1970), 1, 149 — 152. 

[5] Seneta, E., On the supercritical Galton - Watson pro- 


oess with mmmigration, Math. Biosci. , 7 (1970), 
9 — l4. 

[6] Foster, J.H., A limit theorem for a branching process 
witb siate - dependent immigration, Ann. of Math. 


Stana, , 42 (1971), $, 1773 -— 1776. 
Á M. 3yGxzos 所 
GREI 其 他 参考 文献 见 分 支 过 程 (branching pro- 
cess). 刘 秀 芳 译 


分 支 过 程 的 正则 性 [branching process, regularity of ; 
BETBAIHXCA NPOUECCOR Pery/TAPHOCTb |] 

分 支 过 程 的 一 个 性 质 , 它 保证 在 任何 时 刻 粒子 的 个 
数 是 有 限 的 ， 分 支 过 程 的 正则 性 问题 通常 归结 为 某 一 
微分 或 积分 方程 解 的 唯一 性 问题 . 例如 ,在 连续 时 间 分 
支 过 程 中 , 初 妨 条 件 为 F(0 ; s)=s 的 微分 方程 


a = AF; s) 
有 具有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任何 3#>0， 积 分 


ER. 在 分 支 Bellman - Harris 过 程 (Bellman - Harris 
process) 中 , 粒 于 个 数 的 母 函 数 Fli; 引 是 非 线 性 积分 
方程 


Für; y) = JPEU Yd) + sQ G(D (a) 


BR. th GORETE TE l lB] ta e, 0 h () e 
-TETEE hy FIVE T3RADSRAR Sr. 如果 对 给 
EHG co grt MWEE, THER 


cy" = GU) = cat” 


对 一 切 0 Sn R, Mj E AERE 
条 件 是 具有 初始 条 件 


@(0) = PO) = 0, #=l..... n 1 
HAE 
d'o 
TE = ht@)—1] 
4 P 
让 唯一 解 
Ü Pn) = 1. 


为 使 方程 (*) 描述 的 分 支 过 程 是 正则 的 , 其 充分 必要 
条 件 是 积分 


E 


dx 
ETTET 
对 任何 >0 发 散 . 
参考 文献 
[1] Cemacremmom, EB. A., 


BerTaruuniecng rpongepb, M., 
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1971. B. A. Cemacrpguon I 
【 补 注 ]】 其 他 参考 文献 见 分 支 过 程 (branching pro- 
GESS) . 刘 秀 芳 F 


Brandt 半 群 [ Brandt semi - group ; Bpamara nongrpymmal 

具有 和 零 元 素 的 半 群 5, 且 对 它 的 每 个 非 零 元 4, 对 
应 了 唯 :- 硝 定 的 元 于 e, f. a Es, tE eq 一 af=a Ë aa 
=/, 并 对 任何 两 个 非 零 嗜 等 元 g .g.S S. g Sa, E 
义 中 的 元 素 e M ERLER fa =a esa, 
qa'= e, 另外 ,在 Brandt 半 群 中 ,条件 ac=bcez=0 及 
ca=cb=0 中 的 每 一 个 都 区 含 着 a=b, 而 条 件 a0 及 
bc 0 蕴含 着 abcee0. 

从 Brandt E Ër him u R B 3105 82 r U EE EF S 
Brandt 广 群 (Brandt groupoid). Brandt 半 群 的 概念 
Ë H. Brandt 在 [1] 中 引进 的 , Brandt 广 姓 的 概念 在 
同一 篇 文章 中 隐约 提 到 .Brandt 广 群 的 概 您 是 半 单 
线性 代数 的 正规 理想 组 对 于 所 谓 固有 先 法 的 抽象 (WL 
[2], [3], 第 6 章 }，Brandt 半 群 在 半 群 理论 中 的 意义 
在 于 下 列 事实 : Brandt 半 群 恰 是 完全 0 单 的 道 半 群 
(WW K RE (inversion semi - group), 完全 单 半 群 ， 
(completely - simple semi - group)}. 一 个 半 群 是 
Brandt 半 群 , 当 且 仅 当 它 同 构 于 增 深 了 浴 元 素 的 群 上 
的 有 三 对 角 公 元 矩阵 的 给 阵型 Rees 半 群 (Rees semi- 
group of matrix type). 
参考 文献 

[I] Brandt. H., Uebr eine Verallgemeinerung des 

Gruppenbegriffes, Marh. Am., 96 (1927), 360 — 366. 

[2] Deuring, M. , Algebren, Springer, 1935. 
[3] Jacobson, N., The theory of rings, Amer. Math. Soc., 
1943. 
[4] Cyuwesux, A. K. , Teopag oGoGueaupm rpynun, Xap. - K. 
1937. 
[5] Clifford, A. H. and Preston, G. B., The algebraxg 
theory of semigroups, 1-2, Amer. Math. Soe., 
1961 — 1967. 
JL H. IIeaspwa # 石生 明 译 许 以 超 校 
Brauer $ [Brauer group ; Bpay3pa rpynma |, $È k 的 
城下 上 的 所 有 有 有限 维 中 心 单 代数 (central simple al- 
gebra) 按 下 面 定义 的 等 价 类 构成 的 群 ， 两 个 有 限 秩 的 
中 心 单 上 代数 4 和 召 是 等 价 的 ,如 果 存 在 正 整数 mm 和 和 
n, EBEKRE AG. M (KF B GO, M (k) ER k AR 
数 是 同 构 的 OE 对 全) 是 上 上 的 * 阶 矩阵 构成 的 代 
数 ) .代数 的 张 景 积 诱导 出 此 有 限 维 中 心 单 代数 等 价 类 
的 集合 上 的 一 个 Abe 群 结构 ， 此 群 即 为 上 大 的 Brauer 
RE GCH Brk. 此 群 的 替 元 索 是 全 抢 阵 代数 组 成 的 类 ， 
一 个 代数 4 所 在 的 类 的 道 元 嘉 是 它 的 反 代 数 所 在 的 
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糯 ， 短 一 个 非 零 和 的 类 在 同 构 意 多 下 恰好 含有 上 上 的 
个 可 除 代 数 { 即 上 上 的 体 ). 

从 32 世纪 20 年 代 开 始 ,R. Brauer, E. Noether, 
A. Albert, H. Hasse 和 其 他 一 些 人 在 他 们 的 文章 中 定 
只 并 研究 了 Brauer 群 ( 例 如 , M [6])， 对 于 数 域 , Al 
得 到 了 筷 括 其 Brauer 群 的 计算 在 内 的 最 完美 的 结果 ， 
这 与 类 域 论 (class - field theory) 0) EEEH. s 
二 律 的 一 般 形式 是 用 Brauer 群 表述 的 . 

对 于 任何 可 分 闭 域 及 有 限 域 , 其 Brauer 群 都 是 
零 ， 实 数 域 的 Brauer 群 是 二 阶 循 环 群 ,其 非 零 元 素 
是 四 元 数 代 数 所 在 的 类 ， 如 果 天 是 P 进 数 域 或 对 于 基 
个 高 散 赋值 完备 的 局 部 紧 域 ， 则 它 的 Brauer 群 同 构 
TQ/Z, 2E Q 是 有 理 数 加 法 群 ，ZZ 是 整数 加 法 群 ， 
这 个 事实 在 局 部 类 域 论 中 是 重要 的 ， 

设 k& 是 有 限 次 的 代数 数 域 或 有 限 域 上 的 -元 代数 
函数 域 , 则 有 群 的 正 合 序列 


iny > 
Ü— Brk — SBri, — Q /7Z — Ü, 


其 中 "到 遍 域 上 的 所 有 可 能 的 范 数 ,大 是 大 的 相应 的 完 
2k. MAA inv Ek REA k — k, AF EH. 
Brk 的 一 个 元 素 在 Br 名 中 的 象 称 为 一 个 局 部 不 变量 
(local invariant). AA 是 对 局 部 不 变量 求 和 . 这 个 事 
实 是 在 整体 类 域 论 中 建立 起 来 的 . 

如 果 友 是 代数 封闭 城 上 的 一 元 代数 函数 堪 , 则 它 的 
Brauer 群 是 零 ( 曾 (3h| 2 ) £ BB (Tsen theorem)). 任意 
常数 域 的 情形 在 [4] Tü 7] 中 进行 了 探讨 ， 

Brauer 群 果子 地 依赖 于 天， 即 如 果 兵 是 的 一 个 
扩 域 ， 则 确定 了 一 个 同 杰 Brk — Br K. €E. 记 为 
Br{ 天 1k) ， 是 由 在 入 上 分 烈 的 代数 所 在 的 类 给 成 的 . 

异 助 于 因子 系 所 构造 的 及 积 {[ 引 ) 可 以 给 出 Brauer 
群 一 个 上 亲 调 的 解释 . ATERSET EK k, FE 
L AEE 


Br K / k) = H°(K. K`). 


REH (K, K) £ Sk fE 兵 的 乘法 群 兵 中 的 二 维 
Galois 上 同调 群 ， 此 外 , Br k 同 构 于 H? (k, k), 其 中 
k E k 的 可 分 财 包 . 一 个 中 心音 代数 在 相应 于 正 合 群 列 


8: H (K, PGL(n. K) 一 HK, K) 
的 上 同调 序列 之 中 的 上 边缘 算 子 
l 一 天 "一 GLn K) — PGLí(n. K) — 1 


作用 下 蜡 射 到 它 在 Brauer 群 中 的 类 ,其 中 GL(n , k) ll 
PGL (n.k) Aa E nxn Brkt REA SiE E MR. 
这 里 的 集合 上 H'( 尺 , PGL (n ,大 力 被 解释 为 在 大 上 分 发 
HRA n HLR k ARAXES, WRA k 


AĦĦAR n—1 # Brauer -Severi 4 (Brauer - Severi 
variety) 的 大 同 构 类 的 集合 . 

所 有 Brauer 群 都 是 周期 群 . 其 任何 元 素 的 阶 都 是 
站 的 因子 ,其 中 站 是 代表 此 元 喜 的 体 的 秩 ， 

Brauer 群 的 上 同调 解 节 使 得 它 可 以 被 视 为 可 分 团 
Ë) k / k BJ Galois 群 被 天 扩张 所 得 到 的 美 构成 的 群 . 

Brauer 群 的 概念 的 一 个 推广 是 Brauer - Grothen- 
dieck 群 (Brauer - Grothendieck group), HE M 284 
于 Brauer 群 , 只 是 用 Azumaya 代数 代 蔡 中 心 单 代数 
(71). 
参考 文献 

[1] Cassels, J. W. S. and Frölich, A. (eds .), Algebraic 
number theory, Acad. Press, 1967. 

[2] Bourbaki, N., Elements of mathematics . Algebra : 
Algebraic structures. Linear algebra, 1, Addison - Wes- 
ley, 1974, Chapt. 1; 2 ( &ë BE X ). 

[3] Serre, ).- P., Cohomologe Caloisienne ， Springer, 
1964. 

[4 anges, A.K., 
(1957), 45-51. . 

[5] te6orapes, H. F., Beemune B Teopmo anre6p, M.- 
Ji., 1949. 

[6] Deuring, M., Algebren, Springer, 1935. 

[7] Grothendieck, A. , Le groupe de Brauer JP, I, 
HI, in Dix exposés sur la cohomologie des schémas, 
North - Holland , 1968, 46—148. 

[8] Mine, 3. 5., Etale cohomology , Prineeton Univ. 
Press, 1980. B. A. Homea BE 

【 补 注 】 X< TAB B TE f 2 BIB RRR (cross 
product) ， 群 扩张 (extension of a group). 后 者 含有 
因子 系 的 概念 ， 

Brauer 群 理 论 中 的 一 个 近期 结果 是 Merkuryev 和 
Suslin HEH (AID. EAR HARER HH T E k E 
包含 所 有 单位 根 的 特征 零 的 域 对 ,Br 是 由 在 大 的 某 御 
环 扩 张 上 分 殊 的 代数 的 类 生成 的 . 此 定理 的 证 明基 于 
Brauer 群 理论 和 代数 天 理论 (algebraic K- theory) 的 
密切 联系 . 交换 环 直上 的 一 个 代数 4, 如果 它 在 上 上 是 有 
限 生 成 的 ,中 心 的 ,X 是 可 分 的 , 则 它 是 东 量 代数 (Azurmaya 
algebra). 
参考 文献 

[A1] Swlin, A., Plenary adress , in Proc . internat. Con- 

gress of Mathematicians Berkely, 1986. 
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赵 春 来 译 
Brauer - Severi #£ [ Brauer - Severi variety ; Bpayspa - Ce- 
Bepu MilOroo6pasne | 
Wk ETRE algebraic variety) ,如果 在 上 
的 代数 闭 包 无 上 研究 , 它 辣 构 于 一 个 射影 空间 (projec- 
tive space). 
1932 Æ, F. Severi 研究 了 这 种 冬 的 算术 性 质 ; 以 


后 下 . Chatelet 发 现 了 Brauer - Severi 8 Sç k FE rh ix $ 
代数 (oentral simple alæbra) 以 及 Brayer #É (Brauer 
group) FREK. 

一 维 Brauer - Severi $ B!) Bk i Bñ h) aE T Ñ, A + E: 
实 射影 平 夯 Pi 上 的 射影 图 锥 截 线 马 : 

sitir — O. 
fE MR C L. Ww RW T SPK S 28 PL .在 同 构 意 
几 下 考虑 的 所 有 的 一 维 Brauer - Severi RAEG ts (E 
上 上 射影 等 价 意 疼 下 考虑 的 ) 非 退化 射影 贺 锥 截 线 的 集 
合 一 一 对 应 .后 者 又 与 上 非 间 构 广 久 四 元 数 (quater- 
nion) 代 数 的 集合 一 一 对 应 .在 上 面 的 例子 中 ,国难 截 
线 旭 对 应 于 寻常 的 四 元 数 代 数 ， 

在 多 维 情 形 下 ,hn 3E Brauer - Severi 8 BJ k - E+ 
类 的 集合 可 以 等 同 于 Galois LAW (Galois cohomo- 
logy) 群 H' (k, PGL{n+1, k). 2 BB PGL(n +1, k) 
是 射影 空间 Pi 的 自 同 构 的 射影 群 ([3], 4). 这 个 上 同 
调 群 描述 了 秩 为 Cn 二 1)? 的 中 心 单 扩 代数 ( 即 和 矩阵 代数 
Ma (OBJE) HI k Rt. Brauer - Severi 8 5; P 
心 单 代数 之 间 的 联系 可 更 铺 楚 地 描述 如 下 . 对 于 秩 为 r* 
的 一 个 去 代数 4 可 以 屏 系 一 个 它 的 rarman X. 
它 用 4 中 所 有 + 维 上 线性 子 空间 的 Grassmann 流 形 
(Grassmann Ianifold) 的 一 个 闭 子 入 g X. # B 
情况 , 客 如 四 元 数 代 数 的 情形 下 , 悉 臣 可 用 范 数 方程 定 
A Ep AH) 的 研究 中 就 利用 了 Brauer - Severi #ë 
与 代数 间 的 联系 . 

Brauer - Severi HAEE Fi. -- + 
Brauer - Severi #& 间 构 于 射影 空间 P: 当 且 仅 当 它 在 
BE k AAAA. PH 32 Brauer - Severi Et k Ht 
有 限 可 分 扩张 下 中 有 一 个 点 {[1]). 

Hasse 原理 (Hasse principle) 可 应 用 于 定义 在 代 
数 数 域 上 的 Brauer - Severi 3 

Brauer - Severi 8 X EÉ AH BGR k (X) 35 E zf 
应 代数 AB333818. Rok k EET B K E 4 的 分 弄 
域 当 旦 仅 当 天 有 一 个 天 点 {[4]). 

与 把 中 心 单 代 数 和 Brauer 群 的 概 省 推广 到 包括 概 
EHRE., Braver - Severi REHE E Brauer - Severi 
概 形 的 概念 ([21). f: P — X ERREKAN. RE P 
# 39 Brauer -Severi WF (Brauer - Severi scheme). 
如 果 在 X AIARA (tale topology) 下 它 局 部 同 构 
FX LHE P%. 机 形 X F ñj OE P ER — 4 
Brauer - Severi 概 形 当 且 仅 当 了 了: P 一 多 是 有 限 出 现 
的 正常 平坦 态 射 并 且 它 的 所 有 几何 纤维 都 间 构 于 射影 
空间 {[2]). 


参考 文献 
[1] Chàtelet, F. , Variations sur im thème de H. Poincaré, 
Ann. Sci. Ecoe Nom. Sup. (3), 61 (1944), 249 —300. 
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[2] Grothendieck, å., Le proupe de Brauer, in Dx exposés 
sur la cobomologie des schémas, North - Holland, 1968, 
1 一 21 ， 

[3] Serre, J.-P., Cohornolopie Galoisienne, Springer, 1964. 

[4] Roguette, P., On the Galois cohomology of the projec- 
tive linear group and its applications to the construction 
of generic splitting Felds of algebras, Mam. Ann. , 150 
(19635, 411-439. B. A. Hcexogçkux F 


[ 补 注 】 n 3E Brauer - Sever WE P" BJ — + k/k É 
式 ， Ban 2 W 
折 点 [breaking point ; munam Towa], fasi (angle 


point} 

平面 曲线 的 具有 下 述 性 质 的 奇 点 ;曲线 的 两 个 分 支 
均 以 这 一 点 为 疾 点 ,并 且 在 这 -一 点 具有 和 被 此 不 同 的 ( 单 
MD JER. RD, 坐标 原点 是 曲线 y=x/(1 +e") ( WL El) 
的 折 点 . 在 折 点 上 ， 堪 ， 右 导数 是 不 则 的 . 


A. E. Hsanos Ë 张 鸿 林 i£ 


Brianchon SE EE | Brianchon theorem; BEpwararoma Teo- 
pma ] 

在 任何 外 切 于 二 次 曲线 的 六 边 形 {Brianchon 六 边 
Jë (Brianchon hexagon)) 中 ( 见 图 }, 连接 其 相 对 顶点 
的 三 条 直线 相交 于 -点 (Brianchon 点 ( Brianchon 
bpoiat )) ， 这 个 定理 是 Pascal 定理 (Pascal theorem) 
tHE., E Ch. J. Brianehon F 1806 年 证 明 的 . 


A. B. HaanoB $ JMA PE 


Briot - Bouquet 方程 [Briot - Bouquet equation ; Bo- 
Ey ypapuemmc] 

常 微 分 方程 

xy = fy) 0) 

其 中 m 是 正 整 数 ,函数 J 在 x=?=0 处 中 解析 的 ,大 个 .0) 
#0, f(0,0)=0. C. Briot #l T. Bouuuet (0p HEY: 4E 
何 形式 为 
= BG, w) 


alz, ww 
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AH E (t h a(0.0)=8(0,0)=0.x 和 及 在 坐标 原点 上 是 
解析 的 ) 都 能 通过 特殊 的 局 部 变量 变换 化 为 有 限 个 形式 
为 {了} 的 方程 . 方程 (4) 总 是 (除了 m= 二 1 而 下 (9, 0) 是 
自然 数 的 情况 以 外 ) 有 具有 下 列 形式 寡 级 数 形式 的 唯一 
解 ; 

y = Kx) = hx thx? 本 (2) 


如 果 m 二 1, 则 对 足够 小 的 peh 8 5k (2) u k 9285, 如 果 
弄 基 1 , 则 对 于 一 切 xx 天 0, 级 数 人 2) 可 能 发 散 ， 在 (1 中 ， 
设 . 

f= +tf (Oy: 
这 时 ,为 了 使 级 数 介 ) 收 化 ,其 必要 和 充分 条 性 是 满足 
mm 一 ] 个 关于 玉生 的 Taylor 级 数 的 系数 的 条 件 ; 因为 
在 这 些 条 性 中 包含 着 一 切 系数 , 所 以 方程 1} 的 解析 解 
y=¿ (0 是否 存在 ,不 能 通过 函数 了 的 Taylor 级 数 的 任 
何 部 分 和 来 证 明 ( 见 亿 ],[3])， 对 于 一 般 瑞 数 了 的 情 
沈 ,存在 tm 一 1)+tm 一 1】 x oo 个 这 样 的 条 件 (人 Id) A 
此 ,Briot - Bouquet 方程 有 时 指 的 是 具有 m > 1 的 方程 
(l). 
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A.J. Epoo W EIH 译 


Brouwer 格 [ Brouwer lattice ; Bpayspa pauerka | , Bro- 
uwer 结构 (Brouwer structure), Brouwer 代数 Brou- 
Wr alpebra) 

一 个 分 配 格 (distributive lattice ) ,对 其 中 每 对 元 
Ra, b, 都 存在 一 个 元 素 , 称 作伪 差 (pseudo differen- 
œ) ( 常 记 作 a 2b), ERRA HEM bte 2 a 的 最 小 
元 c, Brouwer 格 的 一 个 等 价 的 描述 是 把 它 作 为 由 泛 
代数 (universal algebra ) ARNE, 具有 三 个 二 元 运 
WU, 门 和 *, 且 满足 一 定 的 公理 .基于 对 Brouwer 格 
与 Brouwer AR EXEM (intuitionistic logic ) 间 的 关 
BHA, TA" Brouwer AA RARESA. Brouwer 
HAR 29 48 Boole 代数 (pseudo - Boolean algebra) Af 
ETN, 后 者 的 理论 正 是 Brouwer 格 理 论 的 对 偶 ， 任何 


Brouwer 格 皆 能 转换 成 -ti Booe 代数 ,这 只 需 引 人 
-个 新 的 序 (a'b) (b <a), 根据 公式 


(a J) b) e (a [ lb). (a [ Y b) = (a UJ) 
引信 新 的 并 与 变 , 以 及 对 应 于 伪 差 as* 蝇 的 相对 伪 补 


运算 (operation ofrelative pseudo -complementation) 
a= b. 反之 ,任何 伪 Boole 代数 都 能 当 作 一 个 Brouwer 
格 . “Brouwer 格 " 这 个 术语 有 时 也 用 来 指 伪 Boole 代数 
(¿kutupa Ra 
ttrt 
[1] McKinsey, }. C. C. and Tarski, A. , The algebra of 
topology, Ann. of Math. (2), 45 (19445, 1, 141 — 19i. 
[2] Birkhoff, G., Lattice theory, Amer. Math. Sec, 1967. 
E. A. fmon R 
Lt 补 注 】 在 西方 文献 中 , (89 Boole 代数 较 普 遍地 称 作 
Heyting 代数 (Heyting algebra}. 对 于 完全 Heyting 代 数 
( 常 称 作 标 架 {frame) DEKHO. BERTE 
拓 外 学 的 联系 :性 一 拓扑 空间 的 开 集 所 成 的 格 是 一 个 标 
架 , 而 标 架 在 某 些 方面 允 可 视 为 广 灾 拓扑 空间 , MIAL], 
[A2], [A3]. 
prre 
[Ai] Fourman, M. P. and Scott, D.S., Sheaves and log- 
x, in Applications d sheaves, 753 (1979), 302-40. 
[A2] Johnstone, P. T., Stone spaces, Cam. Univ. Press, 
1983 . 
[A3] Simmons, H., À framework for topology, in logic 
colloquinm “77，Studies in logic and foundations d 
math., 96 (1978), 239- 251. hah E 


Brouwer 定理 [ Brouwer theorem ; Epayypa Teopessa ] 
1) Brouwer 不 动 点 E BE ( Brouwer fixed - point 
theorem): 在 一 一 个 所 维 单 形 到 其 自身 的 连续 映射 /; S 一 
人 下 ,至 少 存在 一 点 xES, 使 得 fc 一 x; W EBE L. E. 
J. Brouwer 证 明 的 ([1])， 在 稍 早 时 , P. G. Bohi 证 明了 
一 个 等 价 定理 ([2]). Brouwer WTU RR n 
拓扑 向 量 空间 的 闭 凸 体 上 的 连续 映射 ,并 且 在 各 种 方程 
解 的 存在 性 定理 的 证 明 中 得 到 广泛 的 应 用 . Brouwer 


定理 能 推广 到 元 限 维 拓 站 向 量 空 间 . 
参考 文献 
[1] Brouwer, L. E. J., Ueber eineindeutige, stetige 


Transformationen von Flachen in sich, Math. Ann., 69 
(1910), 176 —180 . 

[2] Bob), P., Ueber die Beweging eines mechanischen Sys- 
tems m der Nähe eier Gleichgewichtslage, J. Reine 
Angew. Math., 127 (1904), 179—276. 

B. H. CoGojes # 
[ 补 注 】 Brouwer 不 动 点 定理 有 许多 不 同 的 证 明 . 而 使 
用 械 数 据 扑 证 明 是 最 简短 并 且 概 念 上 最 容易 的 ， 也 存 
在 着 完全 初等 的 证 明 , 傅 如 [Al 的 第 四 章 ， 1886 年 , H. 


$1 


Poincare 证 明了 连续 映射 广 了 ”> 下 "月 一 个 不 动 点 ， 
现在 知道 它 是 与 Brouwer 不 动 点 定理 等 价 的 ([A2])， 
有 种 有 效 的 方法 来 计算 1 通 近 }Brouwer 不 动 点 ,这 些 
手法 对 包括 经 济 平衡 计算 在 内 的 多 方面 的 应 用 是 十 分 
重要 的 《【[AI] }， 这 种 计算 法 首先 由 卓 . Scarf 3 Hi 
([A3]), 后 来 在 称 之 为 同 伦 或 计算 函数 零点 的 延 拓 法 中 
得 到 发 展 , 见 [A4]. [A5]. 

参考 文献 

[A1] Itràtescu, Y. l.. Fixed point theory, Reidel, 1981. 

[A2] Poincaré. H., Sur les courbes definies par les 
equations differentielles, J. de Math , 2 (1886). 

[A3] Seuf, H., The approximation of fixed points of con- 
unuous mappings. SIAM J. Appl. Math., 15 (1967). 
1328 — 1343. 

[A4] Karamadian , S. (ed .), Fixed pomts. Algorithms and 
applicalions, Arad Press, 1977. 

[A5] Allgower, E. and Georg. K., Simplaal and 
continuation methods for approximating fixed points 
and solutions to systems of equations, STAM Rer., 
22 (1980). 28- 85. 

3X 六 区 域 不 变性 的 Brouwer 定 理 ( Brouwer 
theorem on the Imyarance of domain): 在 PB. Euclid 空 
HERA TFE ARREA- TE B tta mE 
映射 之 下 ,A4 《关于 EE") 的 任何 内 点 映 成 BEF E ) 的 
内 点 , 同时 任何 非 内 点 瞎 战 非 内 点 ， K R Hh L. E.J. 
Brouwer 证 明 的 [1]). 
参考 文献 
[1] Brouwer. L. E. R. Ueber Abbildungen von Mannig- 
Tfaluigkencn, Math Ann., 7101912). 97—115 
M. M. Boñucxoscxkaa # 
【 补 注 】 关于 Brouwer 区 域 不 变性 定理 的 近代 表述 见 
[A] 第 七 章 第 三 节 ， 这 个 结果 对 于 拓 超 维 数 (dim E” 
=n) 的 思想 是 重要 的 . 
参考 文献 
[A1] Dugundi , J., Topology, Allyn and Bacon, 1966 . 
FRE. RE. RER 译 


Brown 运动 | Brownian motion; BpoWw oackoro ,Be- 
aaa npolecc j 
艺 泽 在 液体 或 气体 中 的 微小 粒子 受 介 质 中 分 于 的 

磁 擅 做 不 规则 的 运动 所 形成 的 过 程 ， 有 几 种 描述 这 一 
运动 的 数学 模型 ([1]). 在 随机 过 程 理论 中 最 重要 的 
Brown 运动 的 模型 是 所 谓 的 Wiener 过 程 ( Wiener pro- 
cess)， 并 朋 Brown 运动 的 概念 常常 等 同 于 这 一 模型 . 
peru 

[1] Niaenos, B. TI., EBpoyuogekoe qpapgeune, 8 H., 5C 3 

3 um , T 4 

【 补 注 ] 亦 见 Wiener 测度 (Wiener measure). 


参考 文献 
[A1] ho, K. and MceKean, H. P... yr , Diffusion processes 
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and lher sample paths, Springer, 1924. Chap. L 2 
X| $ 35 P 


Bruhat 分 解 [ Bruhat decomposition ; Bpioa pay3joneume] 
EER AERE GRE Bod 子 群 {Borei sub- 
group) 的 叉 陪 集 的 并 的 一 种 表示 起 ,其 陪 集 代表 以 
G ËJ Weyl F (Wey! group) 作 参 数 . 更 确切 地 说 , 令 
B. 8 是 约 化 群 G 的 两 个 相反 的 Borel 子 群 ; UU 分 
别 是 B, B 的 千 么 部 分 , 见 钱 性 代数 群 “(linear 
algebraic group). W 是 如 的 Weyl 群 ， 下 文中 的 w 既 
代表 W PR- TER, CAN EEE BOB 的 正规 
化 子 中 的 代表 正 , 因 为 下 面 所 介绍 的 构造 相依 赖 于 代 才 
LEER. A, uj sS t w e W 考 虚 
-=UNwU w. T GIET ATHE B 52 F E 
Bw B{we WRA. H&g Us x B — BwB((x, y)— 
xwy) 是 代数 得 的 同 构 ，HBruhat 分 解 的 更 精确 的 陈述 
PERES GIB 的 胞 腔 分 解 . PD. i x E G/B 的 
(对 于 由 B PARRI PE) -- 4 A 3h N (k FF BU 
点 总 存在 , 见 Borel 不 动 点 定理 (Borel fixed - point 
theorem)), G/B 将 县 形 如 U(w(xoə)) (w =£ W ) 8) 48 484 2 
的 U MË B) 3E, WL SF 69 të @& E (alpebraic group of 
transformations), W Æ $} Us — U (w(x)) (ai 一 
u (w (xa) ERRER E. 所 有 的 群 U. E 
构 于 仿 射 空间 ;如 果 基 域 是 复数 域 , 则 上 面 的 每 个 U Ph 
道 在 代数 拓扑 的 意义 下 是 胸腔 ， 开 是 可 计算 GIR 的 辣 
W. 对 许多 典型 群 ， Bmhat 分 解 的 存在 性 在 1956 F h F. 
Bruhat yz, RAAE C. Chevalley 证 明 的 ([3]). 
A. Borel 和 J. Tits 把 Bruhat 分 解 的 结构 推广 到 大 上 
定义 的 代数 群 的 点 的 群 G, ([2]), Borel 子 群 的 作用 由 
ROSA k FOR, BE U BEF 8 IU 6 8 Z 
REJ, Weyl # W RJ Eq Weyl k Ë W, a I zf Weyl 群 
来 代替 . 
参考 文献 
[1] Borel, A. , Linear alpebraie groups, Benjamin, 1969. 
[2} Borel, A. and Tits, J., Groupes reductifs. Publ. Math. 
IHES, 27 (1965), 55 — 150 
[3] Chevalley, C., Classincation des groupe de Lie 
alæbriques, 2, Paris, 1958. 
B. M. marone E AER H 许 以 赵 校 


Brun 得法 [Brun sieve ; Bpyua peusero] 

V. Brun ([1]) # E BJ 8) S e rh B) — Fb M >£ 
{sieve method), 它 是 Eratosthenes f% F% ( Eratosthenes 
sieve) 的 一 种 进展 .Brun Wik a RREI F: 在 一 个 由 不 
超过 x 的 自然 数 a, 组 成 的 数列 中 ， 队 去 (“第 去 ") 具 有 
小 的 宫 除 数 的 数 ， 而 留 下 只 上 共有 大 的 宫 除 数 的 素数 和 
PR 80 (almost - prime number). 设 Pixy 是 留 下 的 这 此 
数 的 个 数 . 可 以 证 明 P(x) 是 界 于 两 个 项 数 相 对 比较 少 
KAALE. 县 可 以 佑 计 这 两 个 和 式 的 上 界 与 下 办 ,这 
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PE, WT A A TF — 4" š SE pš E A bg 3 E RE (twins) 
的 个 数 的 上 界 ，Brun MARAA F BH 98 e cH. Brun 
用 他 的 得 法 证 明了 ; 大 偶数 N ARA NSP +EP, 
这 里 PP 和 记 都 至 多 有 9 个 率 因 地， 

参考 文献 

P] Brun, V., Le «crible d' Eratosthene et le theoreme de 
Goldbach, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. 1 Math., 168 
(1919), 11, 544 — 546. 

[于 Topon, A. O , Inmaak, R). B., QHEMEHTaDHDE ME- 
TOI p anamtHuecrok Teoprm wcen, M., 1962 ( 英 
译本 : Gel'fond, A. O. and Linnik, Yu. V., Elemen- 
tary methods in the analytic theory of numbers, M. L. 
T. , 1968). 

[3] Trost, E. , Primzahlen, Birkhauser, 1953. 

H. H. Kovos 的 
LHE] 


参考 文献 
[A1) Halberstam, H. and Richert. H.- E., Sieve methods, 
Acad, Press, 1974. WEE I RHE 以 


Brun Æ [Brun theorem ; Bpyua reopera]. X T # * 
素数 的 

3 p HOB T Pr f SE E WCS (twins) 的 第 一 个 率 数 
W.D 3 l p 收 仇 ,这 个 结论 意味 着 即使 有 无 穷 多 对 
挛 竺 剖 数 ,它们 在 自 状 数列 中 仍然 是 十 分 乞 少 的 . 这 条 
EEJ V. Brun (I1]) 延明 的 ， 后 来 , 还 证 明了 关于 广 立 
谈 生 素数 的 类 似 的 级 数 也 是 收 仑 的 . 
#@*+x W 


0] Brun, V.. La sére 1i5+17+- ou les dénominateurs 
sont “nombres premiers jumeaux” et convergente ou 
tine, Bul. Sci. Math. (2), 43 (1919). 100 一 104 ; 
124 — 128. 

[2] Trost, E., Primzahlen, Birkhäwer, 1953. 

H. H. Kmo PE 
【 补 注 】 


参考 文献 
[At] Halberstam, H. and Richert, H. E.. Sieve methods, 
Acad. Press, 1974. WARA E Eg bz 


Brunn - Minkowski Ë #Ë [ Brunn - Minkowski theorem ; 
Epyuna - VidiOYRCKEDIO TenpeMal 

设 KAK E n 维 Eudid 空间 中 的 凸 集 , AK (e 
0, D ERR TES Z 6538083835 38 E Ko, Ki 中 
ñ eE Et AI wš fH p iu $ 2 ( 称 为 各 和 站 的 一 个 线性 组 
AN Mp V(U) R E 6 K, K Bib n IK hy R. 那么 


VA RAKHE, MAA A. Aa. pE, 1], R ar 
等 式 


Kil- pitim) > (G-p toMa, 


函数 (办 是 线性 的 (这 时 不 等 式 成 为 等 式 了 ) 当 且 仪 当 
K5 K 是 位 似 的 ，Brunn - Minkowski 定理 可 以 推广 
HAET ORRAT. 它 帘 用 来 解 极 值 与 唯 -性 问 
题 . t RE 1887 年 被 H. Brunn 发现 的 ， 并 在 1897 F 
AH. Minkowski 所 完善 并 改 述 得 更 为 精确 . 
参考 文献 

[1] Bueman, H., Convex surfaces, Intersqence, 1958. 

P] Hadwiger, H., Vorlesungen uber Inhalt, Oberfläche und 

Isoperimetrie, Springer, 1957. 
M. H. Boñucxopczai P 

【 补 注 3 


参考 文献 
[Al] Leichiweiss, K, Konvexe Mengen, Springer, 1979, 
l Eng: 


6y6aoa - Tariysau 法 [ Bubnov - Galerkin method ;By 人 
usa - Tantpnaa Meron | 
见 T'anëepaun 法 (Galerkin method). 


Budan - Fourier 定理 [ Budan -Fourier theorem ; Broulanha- 
中 ypue Teopema ] 
代数 方程 


fix) = Ü 


在 区 间 (a.b) (a <) 中 根 的 个 数 等 于 或 比 h-i, 
小 -- 个 偶数 ,这 里 1, 是 多 项 式 f(x) 在 点 a 的 导数 系列 


fal fab. (a) 


中 的 符号 改 蛮 次 数 ，! ,是 同一 系列 在 4b 点 的 符号 改变 
次 煞 . 每 个 重 根 根 据 它 的 重 数 计算 个 数 ， 这 是 由 下 . Bu- 
dan {1822) 和 于 . Fourier (1820} 建立 的 ， 
参 老 文献 

[L] Bemaronenns memenTapaod MATEMATHKE. KH. 2 - Ár eGpa. 

M.- JL., 1951, 331. O. A. Hanom 所 

【 补 注 1 Budan - Fourier 定理 在 数值 分 析 中 的 应 用 可 
以 在 [Al 中 找到 ， 那 里 它 蕉 用 于 样 条 函数 的 揪 价 . 
#-x 


[Aj] Hoor, C. de and Schoenberg, I. J., Cardinal interpo- 
lation and spline functions Wi. The Budan - Fourier 
theorem for splines and applications. , in K. Bohmer, 
G. Meinards and W. Schemp (eds.), Spline func- 
tons, Legt. Notes in Matb., Vol. 501, Springer, 1976. 

[A2] Househoider. å. S., Unique triangularization of a no- 
nsymmetric matrix, J. Asoc. Comp. Mach.. S (1958). 
339—342 WHR FE 


Buffon 问题 【Buffon problem ; Ropon Yanaqa), 关于 


投 针 的 
几何 概率 (peometric probabilities) 论 中 的 - -个 十 


=a coa casa 


典 问题 , 被 理所当然 地 看 成 是 这 一 埋 论 发 展 中 的 出 发 
m. W AH G. Buffon F 1733 年 提 册 ,在 [1 中 重新 提 
出 并 给 予 解答 .Buflon 考虑 了 下 列 人 情况 : -… 根 长 度 为 2r 
的 针 ， 其 中 2r<a. 随 机 地 扔 在 画 有 机 昧 为 4 的 平行 线 的 
平面 上 如 些 殷 直 的 这 根 针 将 搓 在 某 - 根 线 二 的 概率 是 
£ ERR SHE W H CR rh rs 3 R NH zë 
间 的 中 离 x AXR Hiel ik 8 29 B EER 2 IR) Ao 28 fg 0 B 
mi . BL x t F O #la:2 Z j. p WA EOR a2 2 
-IBEO P EAE KERI LHE rE J 5) Rh sr fa (X $ ft 
AMANE x 
a2) O a2) F). AR ALR H SK RT E w 39 gz T 
AASR A A o RESA 3 09 B ELZ E, Hl 


KA dr 
= aTa 二 一 ) 
p f r cos848 an (* 


0 


过 去 Buon 问题 曾 用 束 作 为 对 Bernoulli 定理 ( Bernoulli 
hemem AEA K eo 569 B. s O L. QHO BL 8 t| 
Fr n. Hfi mkA., EM Bernoulli 定 
BE. PEAH n. WR min i KE h Pk 8 
(*) .这 ERTE 2 # B] IH 39 Hb LE DC 35 60 HE SW x 
(W [11.12] ). Bufon E EIE T H BBS E DI PR. Aa 
是 针 盖 住 了 属于 两 个 机 下 五 直 的 系 皖 由 的 线 这 pj 
RB. BE +R Hü Y R Spa O r MD a Fü b BJ 94 
Jj. Buffon 所 给 的 关上 这 HRW E e b IS 9. E 


HERY 
dria + h) Ar 
nuh 
被 P Laplace F 1812 4485. 
参考 文献 


L Buffon, G.. 
à I Histoire Morale '. 


Fssu d'arihmebgue morae Supplement 

4. 1777 

f) Uspensky. J. v.. Introduction to mathematical pro- 
bability. Mæjraw - Hill, 1937 

[H] Kendal, M Ci. and Morn P A P 
probabilits. Griffin, 1963 

A. B Ilpoxopoa # MIRE ë 


- Cieometric 


从 [bundle : cema ] 
LRR] 对 于 一 个 {2 维 ) 对 象 族 而 言 .通常 的 名 称 是 网 
inety{ 洒 见 球 面 罗 (web of spheres)). 


办 岂 向 量 从 (vector bundie); #F HE = Jü (fibre 


"pace); 纤维 化 (6bration ). y Fj 


Bymaumecrai A434 【Bunyakovskii inequality , Byte- 
CHNO HEpARCHCTEO ] 

数学 分 析 中 的 -个 不 等 式 ; 对 于 平方 串 积 的 函数 
JARg. 有 


HI o J yh u H EJ 2] Mb 2 E (0. 
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n 
[Ax wa] < < [re x)dx fP Odax. 
EEB. f. byra WE BH IJ ([1] ). 这 个 不 等 式 类 似 
T Cauchy 的 代数 不 等 式 


(abit + < 


= qaf to- Ttayybi+ 二 了) 


Pynakosckah 不 等 式 有 时 也 称 为 Schwarz 不 等 式 ; 然 
而 , ByHaxoBcta 放 时 在 1859 年 就 发 表 了 他 的 研究 结果 ; 
相反 ,这 个 不 等 式 直 到 1884 年 才 在 日 A. Schwarz 的 
工作 中 出 现 【完全 没有 参考 Bynszopcxuii 0 r fW: y. 
#- x R 
[1] Bounjakowsky. W., Sur quelques inegaltés conoernant 
les intégrales aux diffërences fms, Mem. Acad. Sc 
SL Petersbourg (7). 1 (1859), 9. 
B. H. bunama 所 
[ 补 注 ]】 在 西方 的 文献 中 ,这 个 不 等 臣 常 常 称 为 (Cauchy 
不 等 式 (Cauchy inequality), 或 Cauchy - Schwarz 不 
等 武 (Cauchy- Schwarz inequlity)， 它 对 函数 foL, 
和 和 gt)er, (Pp 十 1i9 二 1) 情况 的 推广 . 称 为 Halder 不 
等 式 (Holder inequality). 
Liè Cauchy 的 代数 不 等 式 对 于 实数 a,b (i=1. 2, 
，N) 成 六 .对 于 复数 ,bt{i=1. 2. n). 这 个 
不 等 式 写作 


lab t+ +a b | = 
=j te +al|+ be +B]. 


它 电 存在 类 他 于 Hëlder KERAHE 
参考 文献 


[Al] Radin, W., Principles of mathematical analysis, 


MoGraw - Hill, 1953( 中 译本 : W. pi P. Be UI 
F. AKR AHE. 1979). 张涛 林 译 


Burkill 积分 | Burkill integral : Bepeaurg arrezpan | 
J. C. Burkill ([11) 3 T th jE Bl Iñ! mi M | ut 00 

种 概念 ，Burkill 积分 的 近代 形式 是 为 了 站 维 线 节 
R) LIFIR R FUR RA m AG. RR 为 可 
以 表示 成 有 限 个 线 节 之 并 的 点 集 (这 种 集合 称 为 图 (figu- 
re ))， 呈 的 每 一 个 表示 R= FIERA, -种 划分 
tsubdivision). 线 节 函数 FUER R EK Burkill 上 积 
分 (upper Burkill integral) 5 Burkill F 积分 {lower 
Burkill integral) 依次 定义 为 , 当 划 分 中 线 节 的 最 大 直 
径 赵 于 必 时 ,对 应 的 和 了 ,下 (站 ) 的 上 极限 与 下 极限 @ 
如 这 两 个 积分 相等 ,它们 的 公共 值 就 是 在 R 上 的 Bur- 
kill 积分 (Burkill integral) # iTA hF. Ri F ERI 
RIA FERRIERE R CR L IBT f ix 
样 ,就 可 以 引进 Burkill 不 定 积分 (indefinite Burkill in- 
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tegral) 概念 , 后 理 为 加 性 集 丙 数 . WE F j, ME 69 
Burkill 不 定 积分 也 连续 . 

Burkill 积分 的 概念 可 以 推广 到 定义 在 抽 人 象 测度 空 
间 中 某 些 子 集 类 上 的 集 和 函数 的 情形 . 这 种 子 集 类 必须 
满足 一 些 必 要 条 件 ; 特别 地 ,类 中 的 集 静 可 以 分 解 成 -- 
些 测 度 可 以 任意 小 的 子 集 , 后 者 仍 属于 同一 集 类 ， 这 
E KMF 维 的 情形 ,可 以 在 全 类 中 的 性-- 集 工 定 义 
Burkill 积分 ,其 上 .下 积分 就 定义 为 , 当 被 分 解 的 子 集 
的 测度 的 最 大 和 值 赵 于 0 时 的 相应 和 式 的 上 .下 极限 . Burkill 
积分 还 可 以 自然 地 推广 到 取 慎 于 某 交 搞 拓 扑 群 的 集 函 数 . 
Burkill 积分 不 如 以 后 引进 的 Kozmaoropos 积分 (Kolmo- 
gorov integral) 那样 更 为 一 般 , 后 者 叉 称 为 Burkill - 
Komworopoe 积分 (Burkill - Kolmogorov integral)- 将 划 
分 作 适 当 的 序 化 以 后 ,凡是 Burkill 可 积 的 函数 , 一 定 了 世 
是 KKcrMoropoa 可 积 的 . 道 命题 只 有 在 某 些 镍 加 杂 件 满 
ERARE. 在 各 种 不 同 空 间 构造 Denjoy 积分 (Denjoy 
iniegral) 时 ,要 用 到 Burkill 积分 . 

Burkill 积分 的 名 词 也 用 来 表示 Perron 积分 ( Perron 
integral) 的 许多 推广 (4P 积 分 (4P - integrals ), CP 积 
分 (CP -integrals ) SCP 积分 (SCP - integrals), 这 些 
积分 也 被 Burkill 所 引信. 在 这 些 积分 的 定义 中 ,代替 普 
遂 导 数 丽 使 用 了 产 义 导数 .它们 在 三 角 级 数论 中 也 要 用 
到 . 
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Bürmann - Lagrange 级 数 [ Bürmann - Lagrange series ; 
Faqpmana - Jiwpeasoga pun |, Lagrange HRE (Lagrange 
seris 

a MEMAN A ELR GEE A 6 一 
种 筹 级 数 ， 设 复 变 量 z 的 函数 w=g(z) 在 点 z=4 hA 
BAER, 8 g'(2) 了 0 + g(a)=b, W| # w Y: 860 
w=b BJ 3: 3838 1 fF E MAA z=h (w), 它 是 9(2) 的 
BAKARE k=. 进而 , 如果 f (z) E It — EA 
z=a WRA ENGAR. UE A E #k F (w)=f [h w) 
在 点 ww= 上 的 部 域内 可 展开 为 Bürmann - Lagrange 级 数 : 


Fiw) — /(a)+ (s) 


函数 w=g(z) NAASTA f) = z4. 

J JF zk (*) Hi Fi Burmann 定理 (Btrmann: s theo- 
rem) ([1]) 得 到 : 在 上 述 关 于 全 纯 函 数 gfz) 和 (了 的 假定 
下 ,函数 f(z) 在 2 平面 的 含有 点 a 的 某 个 区 域内 可 表示 为 


fizy- fnt 
m ' giz) a" L f 1 
cat 
+ Rm, 


l Db ]) fit)g'(z}dtdz 

PeT Tri jÍ | OE | , rom ` 
(ü y JE PRAN A aA hE, f B. t r Ey 
内 任 一 点 , 则 除 单 根 r= ¿5.3 g G@)=g(t) 在 ?上 或 ? 
ARAWA. 

5 b= 0 HHRRA (GEH J. L. Lagrange 得 到 
的 ([2]). 

WEFR 2 (t 在 点 z=a 处 有 + 一 1 阶 零点 , 则 有 
下 述 Bürmann - Lagrange 级 数 关于 争 值 反 函 数 的 推广 
(DJ): 


Fiw) fiat 


对 于 在 圆 环 内 正则 的 函数 g (z), EERE A 
W, AARRE (s) S 3 w — b É EWS EE 
的 级 数 . 
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Additions au mémoire sur la rësolu- 


[HEI 在 [Al] 中 有 Lagrange - Biirmann 定理 和 级 
数 的 详尽 论述 ， 
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Burnside 问题 [ Bumside problem ; Bipucaiiaa opofinewa ] 
1) 有 限 群 的 Burnside 问题 {Burnside problem 
for nite groups): 是 否 存在 奇 阶 不 可 解 有 限 群 ”或 者 
换 一 -种 说 法 :是 否 所 有 非 Abel 单 群 都 是 偶 阶 群 y 这 问 
M 55 W. Burnside 的 名 字 相 联系 , 他 在 1897 年 注意 
到 , 当时 已 知 的 所 有 非 Abel 有 限 单 群 都 是 偶 阶 群 ([1])， 
1962 年 W. Feit 和 J. G. Thompson 解决 了 这 个 问题 
《[2])， 证 明 所 有 的 音阶 有 痕 群 告 可 解 . 
#-+*x 
[1] Bumside, W. , Theory of groups of finite onder, Camb- 
rdæ Univ. Press, 1897. 
[2] Feit, W. and Thompson, J. G., Solvability of moups of 
odd order, Pasific J. Math. , 13 (1964), 775 一 1029. 
B. X, Masynos Ë 
【 补 注 了 在 [1], Burnside 还 证 明了 所 有 阶 为 pe q° 
WREE AHRR P p, q E R3KH a, b2>0. 
2) 周期 群 的 Bumside H (Burnside problem 
for periodic groups): 这 疝 题 是 W. Buarmide 于 1902 
年 提出 来 的 ([1] ): 每 个 元 宗 顷 为 有 限 阶 的 有 限 生成 群 
基 否 总 是 有 限 群 (无 界 的 Bumside 问题 (unbounded 
Bumskie problem)? 这 问题 也 可 叙述 如 下 - 所 有 的 周期 
群 是 可 是 局 部 有 限 群 (locally finite group)? Bumside 本 
人 已 强调 了 该 问题 的 一 种 重要 的 特殊 情形 , 即 群 的 元 守 
的 阶 一 致 育 界 的 情形 (有 界 的 Burrside 问题 (bounded 
Burnside problem y), EMIIRI ARA n, EFA x"=1 
对 该 群 成 立 . ERAN Burnside 问题 最 引 人 注 目 . 换 句 
话说 ,研究 对 象 是 商 群 B(d ,n)=FjF", 其 中 下 是 具有 
之 2 个 生成 元 的 自由 群 , 8" 是 包含 所 有 元 素 了 EF 的 nn 
RE "的 最 小 正规 子 群 。 下 列 结 果 是 已 知 的 : Bd ,2) 
是 23 阶 初等 Abel 群 Bd, DEJI RARR., 这 里 


a fd) [a 

1| + Ë + Ë 
(B), [2]; Bd, 4) 是 有 限 群 (如 4d=2， 是 222 阶 
4=3 Æ 2” BC CD], B], [4])); B(d, 6) E PIRA 
限 群 ， 其 中 S=1+ (d-1)3™, t=m, B r=1+(d 一 
1)2* ([5), [6]). 有 界 Burnside 问题 的 否定 回答 是 
1959 年 宜 布 的 ([7]). 无 界 Burnside 问题 的 否定 的 回 
ETF 1964 FRR ([8)). 接着 给 出 了 周期 的 但 非 局 部 
有 限 的 群 的 另外 的 作法 ([9]). IL C. Homos 和 C. 
H. Anm F 1968 年 证 明 ([10]), HRA 3 n 24381. 
B(d;n)j(d 空 2) 是 无 限 群 (无 界 Burnside 问题 的 -- 个 否 


定 回答 ) .接着 , 对 这 些 d. n EH T = ÉS DI REN E Yt g, 
问题 在 Bid, ny HETEM, Bd, n) 不 能 用 有 限 个 
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定义 美 系 (difining relationships) ë H; B(d, n) 中 所 
有 有 限 子 群 是 Abel 群 ,日 所 有 Abhel 子 群 是 循环 群 ;， B (d. 
nj(d 之 n) 不 满足 正规 子 群 的 极 大 和 极 小 条 件 ，Br(d .n) 
(dd>2) a UAR bi A SE B(2. ny. 用 [10] 中 的 近 
代 方法 对 无 限 群 B (d ,nn ) 性 质 的 一 项 研究 ， 可 见 专著 
[11]， 特 别 地 , 书 中 将 前 面 提 到 的 青 值 n 的 界 减 小 到 
n 2 655 . 一 个 困难 的 问题 是 给 出 数 n 的 精确 的 界 使 
B(d, n) 成 为 有 限 或 无限 . 值 n=5, 12 和 n=2"(m 
宇 3) 在 这 里 特别 有 兴趣 . 

根据 从 20 世纪 为 年 伐 中 期 起 而 最 终 发 展 成 的 想 
法 ,下 列 间 题 在 有 限 群 论 中 具有 重要 意义 ;前面 提 到 的 
服从 恒等式 x"=1 的 d 个 生成 元 的 有 限 群 的 阶 被 菜 自 煞 
数 b(a, 届 界定 , 它 是 耕 仅 依赖 于 4 和 nn? 这 是 所 谓 限 制 
的 Burnside [a] EÉ (restricted Burnside problem) , 对 所 有 
素 指 数 n = =p, 已 得 到 肯定 的 解答 ULD. 可 证 明 存 在 阶 
X bid, p) 05323 Ë p Ë BU, p), 它 的 诸 商 群 同 构 于 所 
有 其 他 满足 美 系 式 xz=1 的 了 个 生成 元 的 有 限 群 . 如 
3 B(d, py SEE, AR Bid, p) = B(d, p). 比较 110] 
和 [13] 中 的 结果 可 导致 下 述 结 论 : 设 p 充 分 大 , 则 存在 
指数 为 p 的 有 限 生成 的 无 限 单 p Bb. 已 证 明 b(2, 引 = 
SM. WT p 闫 7， 下 面 将 看 到 bid, p 仅 有 少数 个 值 , 它 
们 同 群 B(d, p KETER cid, p) 相 联 
# .已 知 c(2, p) 不 能 是 p 的 线性 函数 . 更 重要 的 是 
cid, p) 8 d 无 限 地 增长 ([1,[15])， 对 n==p"(m > 1) 
B{d, 前 的 存在 性 问题 从 m=g 和 9 并 始 仍 未 解 总 
(1977) .同时 , 对 所 有 无 平方 因子 的 n, 由 [6] 和 [13] 中 
所 报告 的 结果 , 奇 阶 群 的 可 解 性 定理 O A R 
Bumsde 问题 (Burrside problem) ) 以 及 与 单 群 分 类 有 关 
的 事实 可 得 Rid, 由 的 存在 性 . 

无 界 Burnskie 问题 及 限制 的 Bumside 问题 的 创 
造 性 的 解答 ([8] 和 [13]) 部 分 地 根据 代数 理论 ; 前 一 情 
形 是 根据 代数 的 无 限 维 性 的 准则 ; 后 -情形 是 根据 
Lie 代数 (Lie algebra) 中 的 一 个 恒等式 , 它 与 群 中 恒 
等 式 妇 =] 类 但 人 本 .17]). 除 上 而 提 到 的 以 外 , 还 有 
其 他 的 Burnside 型 问题 , 它们 也 受到 了 相当 多 的 注意 
([8], [97). 
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ONEI 限制 的 Burnside 问题 在 指数 为 5 的 情形 的 肯 
定 的 回答 首先 在 [Atl1j 中 得 到 . 1977 年 至 1986 年 间 , 关 
于 周期 群 的 Burnside HA, 获得 了 许多 新 结果 . R.L 
Grigorchuk (AIDH H TARERE p 群 的 一 个 
最 简单 的 构造 法 ， 特别 地 ( 见 [A2]), 给 出 了 中 向 增长 
的 ， 即 叮 不 是 多 项 式 增 长 也 不 是 措 数 增长 的 群 的 构造 ; 
进而 给 出 了 这 样 的 周期 群 和 这 样 的 无 招 群 的 构造 法 
( Milnor 问题 ( Milnor problem ) 的 解 ). 

TAR n >10! 8) # A Burnside 问题 的 否定 的 


RE, -个 简单 且 几 何 直 观 上 显然 的 说 法 于 由 A. Yu. 
O] "shanskii 给 出 的 (|A3]). 后 来 他 对 振 个 是 够 人 的 素数 
p 构造 -个 元 限 p 群 ( 见 [A4]), 使 得 它 的 所 有 正规 
fW O piti Tarski 魔 怪 {Tarski monster). 这 是 对 
Burnside 问题 的 最 强 形式 的 否定 解答 . 对 限制 的 
Burnside 问题 已 经 做 的 每 一 人 忻 事 都 综合 在 [A5] 和 [A6] 
中 .在 [A 中 列 出 了 完备 的 交 献 以 及 许多 科学 家 的 计 
算 机 试验 结果 : 


IB(4, 4)|=2% (ML[A7]). 
IB(3, SNE 57 {J [A8] ， 
[B(2, 7)|> 79%. 

|B(2, 5)|=5* (SV|A91 ， 


ASh [A10] 也 表明 是 有 用 的 . 
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代数 [C - akeebra ; C- anre6pa | 

算数 域 上 的 具有 对 合 和 运算 x — x*(x € A) É 
Banach 代数 (Banach algebra )4, 对 于 任何 元 内 x EA, 
其 范 数 和 对 合 是 由 关系 式 xxi =l x H ' 相 联 系 的 ， 
"代数 是 在 1943 年 ([1]) 以 全 正则 环 (totally regular 
rings ) 的 各 称 引 入 的 ; EPER S B 代数 ，C "代数 最 
重要 的 例子 是 : 

1) 局 部 紧 Hausdorff $ ja] X F bE k; 32 36 R q3 F 
30 ESA IH PB SSS COCX}( 即 在 X EA TAEK 
爱 续 函数 了 的 全 体 : 对 于 任何 s>0, 满足 条 件 Sje 
的 点 YE 大 的 集合 是 无 中 的 紧 集 ) C (X) 具有-- 致 
Wata. 


HIZI = sup | fx) |. 


C, XP BJ I A EE X 3 ni dt E PS 9k 65 R f'(x) 
=fix} .任何 交换 C" 代数 4 等 距 对 称 同 构 ( 妈 作为 其 
有 对 合 的 Banach 代数 4 同 构 ) 于 CC” 代数 CC,(X}， 其 中 
A E T empang 拓扑 的 4 的 极 大 理想 空间 ([1],[2]， 
[3]). 

2) 对 通常 的 算 子 线性 运算 和 算 子 乘法 来 考 虚 的 
Hilbert 空间 吾 上 的 所 有 有 界线 性 算 子 所 组 成 的 代数 
L(H). LN) 中 的 对 会 被 定义 为 对 尾随 算 子 的 转换 ， 范 
数 被 定义 为 道 常 的 算 子 范 数 . ， 

`T f £ M — A 称 为 自 伴 的 (self - adiomt)， 如 果 
M=M`, IXH M '=lx': x € MI C" 代数 4 的 任何 
闭 自 伴 代数 吕 关 于 取 自 4 的 钱 性 运算 . 乘法 . 对 合 和 范 
HEC RSG BESAD 于 代数 ,任何 C' 代数 等 
ERRET AE a LHK C' 代数 的 C' 子 代 
g e C 代数 中 的 闭 双 达 理 想 了 是 自 伴 的 (从 而 是 
AKC 子 代 数 )， 而 赋予 骨 然 的 线性 运算 . 乘法 . 对 合 
和 商 空间 范 数 后 的 商 代表 ALEC 代数 . Hilbert 空间 


吾 上 的 全 连续 线性 算 子 集合 兵 ( 五 ) 是 寺 ( 开 ) 中 的 闭 双 边 
BOB. 如果 4 E C' 代数 ,二 是 由 4 附加 单位 元 后 而 得 
到 的 具有 对 合 的 代数 ， 那 么 4 上 存在 唯一 的 范 数 ， 使 闻 
33 C 代数， 旦 该 范 数 延 拓 了 .4 上 的 范 数 . 此 外 ， 对 
于 心慌 数 可 定义 有 界 直 和 及 张 量 积 运算 ([3], [4]). 

正如 在 所 有 具有 对 合 的 对 称 Banach 代数 中 那样 ， 
在 一 个 性 " 代数 有 4 中 有 可 能 定义 下 列 于 集 : Hermite 元 
的 实 线性 空间 A: 正规 元 上 集 ; W qü B) 3 2 HE 
站 包含 单位 元 );， PLA E G E At. PFA 是 AP 
BJ IE, A iA) = {0}, At At = A. Bš At 
使 A, 变 为 实 揭 有 序 向 量 空 阐 ， 如果 4 包含 单位 元 1, 
那么 1 是 锥 4A" 三 坟 的 内 点 4 上 的 线性 泛 隐 了 称 为 正 
B (positie). Wn FRA x e At, f(x)2 O 8 z; 
这 样 的 让 函 是 连续 的 . 如 果 x e B, k B p Ë AN C 
FER, 那么 x 在 中 的 谱 重 合 于 x 在 4 中 的 谱 . 
Hemmie 元 的 谱 是 实 的， 西元 的 诺 在 单位 回 周 上 ， 
而 正 元 的 谱 是 非 负 的 . 对 于 C' 代数 的 正规 元 的 隔 
数 演算 已 经 建立 . 任何 C 代数 4 有 一 在 4 的 单位 球 
中 . 且 由 轨 的 正 元 形成 的 近似 单位 元 ， 如 上 果 1, J 是 4 
中 的 闭 双边 理想 ， 那 各 (1+J 了 ) 也 是 4 中 的 闭 双边 理想 ， 
H (IJ) =I +J". R EI chia BDM ER, J 是 
APARARE, WAIE 4 中 的 闭 驱 边 理 想 . A 
中 的 任何 闭 双 过 理想 是 所 有 包 售 它 的 本 原 双 边 理想 的 
28; 4 中 的 任何 闭 左 理想 是 所 有 包 售 它 的 极 大 正则 左 
理想 的 变 ， 

C 代数 的 任何 = 同 构 是 等 距 的 ， 一 个 具有 对 合 的 
Banach 代数 8 到 -个 忆 代数 的 任何 = 同 杰 x 是 连 
Aw, H xf TIEA x e B. Im (x) < ü x l vr, 
等 出 是 ， 一 个 具有 对 合 的 Banach 代数 的 所 有 表示 《 即 召 
到 形式 为 工 (五 ) 的 和 ”代数 的 所 有 +* j ) 是 连续 的 . 
C 代数 的 表示 理论 形成 C" 代数 理论 的 -一 个 重要 部 分 ， 
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C' 代数 理论 的 应 用 也 与 C" 代数 的 表示 理论 有 关 . C 
代数 的 表示 性 质 使 得 有 可 能 对 于 每 个 C" 代数 4 来 构 
造 一 个 拓扑 空间 À, 称 为 C" 代数 的 谱 ， 且 这 个 空间 被 
F Mackey - Boret 结构 (Mackey - Borel structure ) . 在 一 
EMET. C 代数 的 谱 不 满足 任何 分 元 公 理 ， 但 它 是 
局 部 紧 的 Baire 空间 (Baire space ). 

一 个 C` 代数 4 称 为 CCR 代数 {CCR - algebra } 
(相应 地 ，GCR 代数 (GCR - algebra) ), WEH FCR 
数 在 Hiber 空间 里 中 的 任何 非 零 不 可 约 表示 n. 关系 
zz (A)=K(H,)GHEZ8E, n(A) OKH DME. 

mi C'AR A RRA NGCR IEI ( NGCR - algebra }, 
如 果 ARESE GCR 理想 (有 即 本 身 是 GCR fÉ 
数 的 理想 ). 任何 CREES 一个 极 大 双边 GCR 理想 
I 且 商 代数 AE NGCR 代数 . 任何 GCR RAES 
一 个 用 序数 we < p) 标号 的 闭 双 边 理 想 了 的 递增 族 ， 
使 得 对 于 所 有 a<p,. L = A, L=10} 工 ,7 是 一 个 


CCR 代数 ， 且 对 于 极 眼 序数 ,了 工 = UJ... 了 工 成 立 . 
GCR 代数 的 谱 和 包含 一 个 开 的 . 处 处 笛 的 . 可 分 离 局 部 紧 
T. 

一 个 C' 代 数 ARH I C'R (C`- algebra of type 
I), 如 果 对 于 C' 代数 4 在 Hilber 空 间 H. 中 的 任何 表 
For, EH, PI (4) 所 生成 的 von Nemam 代数 
(von Neumann algebra) E: I% von Neumann 代数 ， 对 
于 C 代数 来 说 ,下 列 条 件 是 等 价 的 : a) 4 是 I 型 
代数 ; b) 4 是 GCR 408. c) C' 代数 4 的 任何 商 表示 
是 不 可 约 表 示 的 俏 数 .如 果 4 满足 这 些 条 件 ， 那 么 
DC 代数 4 的 两 个 不 可 约 表 示 等 价 ， 当 且 仅 当 它 们 
的 核 醒 同 ; 2)C 代数 4 的 谱 是 于 空间 . 如 果 4 是 可 
FERR. 那么 条 件 1) 和 2) 中 的 每 一 个 都 等 价 于 条 
件 a) 一 c). 特别 是 ， 每 个 有 (在 等 价 意 祥 下]} 唯 一 的 
RA ARR H a C 代数 同 构 于 对 于 革 个 Hilbert 空 
EJ H b C' 代数 下 (HY》. 

BARCH, PEERK x 一 Tr x (x) A 
的 谱 上 有 限 且 连续 的 元 窒 x E54 的 染 合 ， 如 果 集 全 
的 线性 包 在 4 中 处 处 筒 ， 那 么 4 称 为 有 连续 迹 的 C 
代数 . 这 种 和 女 代 数 的 谱 是 可 分 离 的 ， 且 在 一 定 峙 加 条 
忻 下 ， 有 连续 迹 的 C' 代数 可 表示 为 它 的 谱 4 上 的 向 量 
函数 代数 ([3]). 

W AB CU. FF 为 4 上 的 有 范 数 所 1 的 正 线 
HEER, PEDE FITRA AR. 那么 PA) 
E ADARA LRR MARET (representation of z 
symmetric algebra) }. Ë B EAA C PRR. WRA 
E CCR 代数， 且 8 分 离 集 合 P(A) LH0} 的 点 ， 即 对 于 
EAA AEPD (0), f # f, 存在 x EB, 使 得 
f x) f(x), WA B= A (Stone -Weierstrass 定理 
(Stone - Weiemtrass theorem ))， 如 果 4 是 任何 CC” 代数 ， 
BAREA PAULO HA. MA BA. 


C 代数 A RABE 47 A A B AR H A 
了 予 乘法 后 可 变 为 与 某 个 von Neuman 4 # I] A C' 
代数 ; 这 个 代数 称 为 C" 代数 的 包 络 von Neumann f 
数 (von Neumann algebra enveloping the C`- algebra ) ([3], 
[4] ) . 

C 代数 理论 在 群 玫 示 和 对 称 代 数理 论 ([3]). 动力 
系统 理论 1[4j). 统计 物理 和 量子 场 论 ([5]} 中 ， 以 至 
Hilbert 空间 上 的 算 子 理论 (16]) 中 都 有 许 包 应 用 ， 
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Banach algebra technigues in opera- 
A. H IHirepa # 


involution), M tl RFEA A AWOE (ax +y) 
=(1x tiy), x”=x, fx 由 "=yx WA Hermite 元 ， 
正规 元 和 正 元 可 定 尽 如 下 . mw É x E Hermite 元 
(Hermitian element)， 如 果 x=x: 它 是 正规 元 (nor- 
mal element), WẸ xx’ =xx， 以 及 它 是 正 元 {posj- 
tive element)， 如 果 对 于 某 个 了 E4 有 x=yy ， 一 个 
元 素 # ÆA (unitary element )， 如 果 uu’ =1. 具有 对 
合 的 代数 时 也 称 为 对 称 代数 (symmetrie algebra} 
(或 对 称 环 (symmetric ring) ), `n W, [21. 然而 ， 这 样 
的 圳 词 用 法 与 作为 一 种 特殊 的 Frobenius 代数 的 对 称心 
数 概 念 相 冲 突 ， 见 Frobenmšs Hek (Frobenius algebra ). 

最 近 的 发 现 已 经 揭示 了 与 代数 据 扑 学 (algebraic 
topology) 的 联系 和 在 代数 拓扑 学 土 的 应 用 . WE ER 
可 距 空 间 ， 那 么 群 Ext (X)PJ DL H KM T ËJ C 扩张 ， 
通过 C(X), 


K(H) + — CX) 


来 形成 . 在 [A3]'P3BiB, Ext (XE X86308 T, 
它 可 以 看 作 与 拓扑 天 同调 群 K (X) — k. # [Al 中 ， 
M. F. Atiyah i ELA š A W + 3 A Bi K RA K, (X) 
([A5], 58 页 ) , 在 [A7], [A8] 中 ， 工 , 工 , Kacmapon 对 这 
个 问题 提出 了 一 个 解答 . Kacmapos AREARE A 
形 已 经 用 Kacmapon K Hit (Kasparov K- theory ) 的 等 价 
理论 证 明了 对 高 符号 差 的 强 Honuron 猜想 (strong 
Novikov conjecture )( 见 [A2], 各- 314). 


ith. K 理论 (K- theory) 与 算 子 代数 之 间 的 深刻 而 
又 新 奇 的 联系 ( 见 算 于 环 (operator ring) ) 足 最 近 由 A. 
Connes {[A4]) 发 现 的 ， 最 后 ，Y,F. 习 ,Joncs ([A61} 已 
HAAR TTIE EER hA A E AA e 
(knot theory} ). 
最 近 发 展 的 进步 细节 可 在 [A2] 和 [A5] PHR. 
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Theory of operator algebras, 1, 
史 树 中 E 


Ce $ [Cv -set ; C.o” - MEOKECTEO] 

完全 可 分 度量 空间 六 中 w 集 的 补 集 ; 也 就 是 
w, PC XEC. $. WE XNP E < 3. td bs 
W, Ca RER ZAE N projective set). FE 
Ce PRE v 集 的 例子 .任意 v 集 都 是 其 个 Cx 集 
的 - — iE ÉE S$: (Mazurkiewicz 定 理 ( Mazurkiewicz 
theorem)). 

一 点 了 称 为 映射 了 的 1 Writ (value of order 1), 
如 果 只 存在 一 点 x， 使 得 y=/(x), 任意 Borel 集 上 的 8 
可 测 映 射 了 的 所 有 : 阶 值 组 成 -- 个 C Riy 定理 
(Luzin theorem)). 其 道 定理 也 成 立 : W C aze X 
中 的 尾 意 Cw 集 ， 则 存在 定义 在 无 理 数 集 的 - -个 闭 F 
集 上 的 连续 画 数 了, 使 得 C 是 了 的 所 有 1 阶 点 组 成 的 
集合 .Kuratowski 归 约定 理 (Kuratowski reduction 
theorem): LL 知 C < f 893 48 X 30 PF 9l U, U: 
窑 在 互 不 相交 的 C. 集 的 一 个 序列 E. F. … 使 得 
ravi Ja V'=U T U". 


新 的 元 素 ， 
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参考 文献 
[1] Kuratowski. K, Topology, l, Acad. Press, 1966 {if ñ 
a) E A FE 中 amo PF 
DE] “集中 称 为 补 解 析 集 tco - analytic set), 
它们 组 战 的 类 记 为 11) ,办 见 和 舍 (.…-sct]. 
IK$ X. DCA HE 


WARK [ cactoid ; Kakroun] 
局 部 连 遂 的 连续 统 C, 它 足 位 十 Euclid 空间 F° 中 
的 至 多 可 数 个 球面 S Ak Wa D, 之 和 的 闭 包 ,并 及 对 
HPHH LoC EHA- TRES BRE. WH A £ 
撒 , 并 且 只 有 它 是 2 维 球面 3 的 单调 象 ; 同时 ,每 个 仙 
人 掌 形 是 5 的 CRFS. E. A. Epnmos 所 
REE. PER. 许 依 群 Fe 


演算 [ cakuha ; úcuncoeunmne |] 

1) 某 些 数 学 分 支 名 称 的 组 成 部 分 ， 这 些 分 训 涉 用 
一 定 类 型 对 象 的 计算 和 运算 法 则 ; 例如 ， 微 分 学 
idirential calculus) 也 称 为 微分 演算 ， 变 分 学 
(variational caleults } 也 称 为 变 分 演算 . 

2) 演 绎 系统 ， 即 通过 指定 其 初始 xt 素 (演算 的 公理 ) 
及 推导 规则 (derivation rule) 来 确定 一 个 集合 的 方法 ， 
RAL URA ki f MA DI tR E RA D HE y Ta A R th 
— ARR = PREF (derivation ‘n ou) 
是 一 个 全 序 集 ， 其 中 每 个 元 素 卫 或 者 性 的 一 条 全 
或 者 是 用 三 中 基 一 推导 规则 得 到 的 结论 ， 所 用 规划 六 
前 提 条 性 是 这 个 推导 中 位 于 也 之 前 的 元 率 . 一 个 元 素 
称 为 在 号 中 是 可 推导 的 (derivable)， 如 果 三 中 存在 以 
它 为 最 族 结 论 的 --- 个 推导 ， 有 时 为 了 更 便于 研究 ， 推 
导 也 号 成 非 线性 结构 ( 见 推导 树 (derivation tree) ). HE 
导 也 可 以 被 给 予 一 个 分 析 (analyss)， 即 给 出 -- 些 附加 
信息 使 更 容易 验证 推导 的 正确 性 ( 例 旭 ， 对 推导 中 的 每 
个 元 素 标 出 为 得 到 它 所 用 到 的 规则 和 前 昏 的 光束 的 纺 
码 ). 

例 . FETARE MAEHAN 3. M EH 
只 会 一 个 字母 的 字母 表 {1} 描 述 的 所 有 形 如 2"{n=1, 
2,，…) 的 数字 组 成 的 集合 , E 有 - -条 公理 : | ， 有 一 
条 推导 规则 ; “从 一 个 字符 可 得 到 PP". 很 容易 验 
WF, M 中 的 字符 ， 并 且 只 有 这 些 字符 ， 是 在 三 中 可 推 
FW. 

演算 中 有 时 也 要 用 到 一 些 辅助 元 束 ; QY EE 
出 一 种 算法 ， 用 来 区 分 哪些 是 基本 的 元 京 ， 哪 些 是 辅 
HGE. 如 果 没 有 辅助 元 索 ， 那 各 演算 = 所 确定 的 集 
合 M W tí PE 38 SE SE (striel interpretation). 上 面 的 例 于 
就 是 如 此 . 

当 推 导 产 生 的 不 是 集合 的 元 豪 而 是 沁 素 的 编 友 时 ， 
要 用 到 由 演算 确定 的 另外 一 些 形式 更 为 复 染 的 集合 (这 
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就 是 说 , mE -种 辅助 算法 对 基本 拒 素 于 以 编码 ). 这 样 
就 要 广泛 地 运用 由 字符 对 非 线 性 对 象 的 编码 ， 由 自然 
数 对 字符 和 nn 进 制 数 的 编码 ， 不 严格 解释 的 -种 重要 
这 种 演算 中 前 - 步 可 导出 对 象 在 形成 下 一 步 时 带 有 
-种 辅助 性 质 { 这 种 构造 是 极 具 逐 辑 数学 理论 风格 的 ， 
它们 是 在 为 给 出 这 一 理论 的 语言 而 进行 的 .系列 演算 
之 上 的 步骤 )， 

演算 概念 是 归纳 地 生成 集合 这 一 直观 息 法 的 形式 
化 . 这 种 集合 在 数学 中 被 广泛 应 用 ; 特别 是 ， 任 意 一 
种 扩充 理论 的 形式 化 都 依赖 于 大 景 归纳 地 定义 的 集合 ， 
从 最 简单 的 集合 ( 变 元 , 项 , 公式 的 集合 等 等 ) 出 发 ， 由 
理论 的 公理 经 适当 的 肥 办 变化， 最 后 得 到 所 有 能 被 推 
导出 来 的 定 坚 的 集合 . 这 就 全 不 奇怪 演算 是 数理 逻辑 
的 基本 方法 之 一 ， 逮 辑 演算 (logical calculus) E EJE 
式 化 的 演绎 系统 的 第 一 批 例 子 { 基 于 这 些 演 算 , 可 以 发 
展 … 般 演算 理论 的 概念 和 方法 ， 并 个 演算 概念 得 到 长 
足 推广 ; 例如 见 Camap 规则 (Camap rule) )， 一 些 特殊 
类 型 的 演算 非常 适合 于 描述 形式 文法 (grammar, or- 
mal}( 这 就 决定 了 演算 在 数理 语 计 学 (mathematical lingu- 
istics) 中 的 作用 ) 以 及 对 青 限 自动 机 (automaton, finite ) 
可 识别 的 集合 的 确定 ， 

一 般 演算 理论 的 重要 应 用 领域 之 一 是 算法 论 
(algorthms, theory ofj， 事实 清楚 地 表明 ,演算 和 算法 
的 概念 同样 是 基本 的 . 实际 上 ， 可 以 用 演算 确定 的 集 
合 的 美和 算法 可 杖 举 的 字 集 的 类 是 一 致 的 (如 果 维 持 在 
普通 用 法 的 演算 框架 内 ， 而 不 考 虚 涉及 生成 可 推导 元 
素 的 游 在 可 能 性 的 推广 )}， 由 此 ， 叉 得 到 可 推 学 性 问题 
不 可 解 的 演算 的 存在 性 ， 即 木 存 在 -种 算法 能 对 (该 演 
算 所 在 语言 的 ) 所 有 的 字 都 给 出 .- 定 的 答案 作为 处 理 过 
程 的 终结 { 即 对 可 推导 的 字 给 出 0, 否则 给 出 1). 确定 
无 论 起 样 复杂 的 可 梳 举 集 的 可 能 性 葡 涵 了 各 种 意义 下 
通用 的 演算 的 存在 性 ( 即 在 -… 种 固定 的 语言 中 模拟 所 有 
其 他 演算 的 演算 ， 见 创造 入 (creative set) y. 这 些 事实 ， 
结合 对 演算 的 一 般 概 念 的 不 同 变 化 和 限制 的 研究 ， 给 
出 了 得 到 有 趣 的 算法 不 可 解 问 题 的 可 能 性 .E. L. Post 
的 [1] 是 这 一 方面 的 十 分 重要 的 工作 . 这 篇 文章 第 一 次 
给 出 了 适 于 生成 任意 可 枚 举 字 集 的 演绎 系统 的 概念 ( 见 
Post 典范 系统 (Post canonical system) )， 在 典范 演算 中 
形成 推导 规则 的 广泛 可 能 性 对 归纳 生成 集合 的 过 程 是 
有 儿 助 的 ， 大 多 数 已 构造 的 具体 演算 能 够 被 窗 易 而 自 
然 地 作为 典范 演算 的 特例 而 形成 . 

结合 演算 ， 也 称 为 Thus ZA, BAEAN AA 
半 群 的 方便 工具 ( 见 结合 演算 (associative calculus) }. 
参考 文献 

11] Post. E. L., 
eombinatonal decision problem, Amer, J. Math. , 65 


Formal reductions of the general 


(1943). 197-15. 
[2] Mapxos, A. A., Teopaa amobp 中 Moa、kMfT - J1., s Tp. 
MATEM. HE - ra AH COCP 3, 42 (1954) AH À: Markov, 
A. A, Theory of algorithms. lsrel Progr. Se. Transi.. 
1961). 
[3] <Tp. matem. mi- Ta AH COCP», 72 (1964), 5 一 56; 
93 (19867), 3 — 42. C. IO. Maco 所 
[ 补 注 】 本 书 其 他 地 方 气 述 的 作为 演绎 系统 的 一 些 特 
丈 演算 有 亩 词 演 算 (predikate calculus)， 命 题 演 算 
{propositional calculus } 和 4 演算 (4- calculus). 
除了 前 面 只 将 提 到 的 微分 学 (diferential calculus) 和 
塞 分 学 (variational calculus sk calculus of variations ) 所 
体现 的 计算 系统 (更 确切 地 说 是 公式 的 运用 ) 之 外 ， 还 
有 例如 积分 学 {integral calculus, 也 称 为 积分 演算 ) fh t 
B Q ML (lto- calcuius)， 后 者 是 对 随机 微分 (stochastic 
diferential ) 和 随机 积分 (stochastic integral), AI BA PLAN 
分 方程 (stochastic differential equation) 而 言 的 微 积分 演 
算 ， 还 有 Maliavin 演算 (Malliavyin calouluws)， 是 一 种 随 
机 变 分 演算 . 此 外 还 有 分 数 次 积分 演算 ， 有 时 也 称 为 
分 数 次 演算 (fractional calculus), 它 的 基础 是 RieInann- 
Liouville 积分 (Riemann - Liouville integral), 见 分 数 次 积 
分 和 微分 (fractional integration and difèrentiation). 分 
数 次 演算 一 词 也 用 来 称呼 男 -种 理论 ， 它 些 芒 范畴 
论 中 分 式 范 睹 的 构 作 ， 见 范 崎 的 馈 部 化 (localization in 
categories ), XE EE EIE 校 


类 演算 [ calculus of chasses ; Kisocos neuaCEHHE ] 
惯用 和 名， 可 追 庆 到 G. Booe, ERREA H gr 3 
类 的 还 辑 的 分 支 . 类 演算 实际 上 柑 当 于 这 样 的 命题 演 
算 ， 在 其 中 也 考虑 基本 命 灰 的 主 谓 结构 ( 即 形 如 * 克 素 x 
具有 性 质 P 的 基本 命 厦 ); 而 且 ， 对 于 每 个 谓 闻 { 性 
EP, 都 伴随 着 由 所 讨论 的 范围 内 具有 这 -性质 的 克 
RARA TE. 类 演算 曾 被 认为 是 Aristotle : 段 论 
法 的 数学 等 价 物 . 其 实 并 非 如 此 ， 天 为 在 类 演算 中 可 
以 肥 空 集 和 单元 集 ， 而 Aristotle 并 没有 考虑 过 这 一 -点 . 
- 般 地 ， 类 演算 并 不 被 划分 为 数理 逻辑 的 一 个 独立 的 
分 支 ， 因 为 它 的 所 有 表达 能 力 都 补 包 括 在 元 谓词 演 
算 中 (一 无谓 词 演算 又 是 狭 久 谓词 演算 的 一 个 可 判定 的 
FE. MERS A (logical caiculus )) ，Aristotle ñ; = E 
沦 法 已 经 被 了 .Lukasiewicz[[4]) 用 适当 的 方式 形式 化 . 
做 考 交 献 
[1] Hibert. D. and Ackerman, W., 
Iheoretischen Logik, Dover, reprint, 1946. 
[2] Couturat, L., L'algėbre de la logique, Gauthjer- 
Villars, 1905. 
[3] Wapberg, M. , Ein etwelterer Klassenkaikül, Monatsh. 
Math. Phys.. 40 (1933), 113 --126, 
[4] Lukasiewicz., J.. Aristotle's syllogustie rom the stand- 


Grundzüge der 


pomt ol modern formal logic. Clarendon Press, 1951. 
[5] Anoeckaa, C Momm Ianoe、B KH. ' QDurnocodboxaa 
3UMK-IOIIGIHR 。 T. 3. M .1964, 224 一 226， 
B. A. emk $ MED X f 王 扯 强 E 


Calderón - Zygzmund 算 子 [ Caklerón - Zygmund operator : 


Kauscatepoga - 3rMYyHna oneparop) 
# RURA R ERE Aa G EPS SK Q (x) ñ) == a 
.由 公式 
Kx) — lim 


*-— Ü 


Í kix -ykyd 
和 -1>* 
ELR f K. Ep KR OK F PRI S" '=í(x: x € 
R'.|x|=1) FARHA —n 次 齐 次 函数 , 核 上 具有 形 
x 
ktx) = 2L, 
|x] 
其 中 Q 称 为 下 的 特征 画 数 , 它 满足 下 列 条 件 ; 
Rao = Q(x) 对 fp0 R e LS) 


ie) 
[Uds = 0. 
x 


Calderón - Zygmund 8 J iÉ % E HË TER: 
Kaa) = pv fog EE gy; 
[x= | 
这 里 P. v. 表示 积分 的 主 值 ， 在 一 维 情形 ，Calderon- 
Zygmund 算 子 变 为 Hbert # f H: 


Hetx) = pv. f Oa 


Calderón - Zygmund 算 子 可 通 坟 连续 性 延 拓 到 R" 中 的 
p (1 <p < co IK A A P8 $k BJ 32 |] L (Ry, 这 一 延 岳 把 
上 L,(R") 连 续 地 映 为 自身 . 如果 满足 (*), 并且 还 满足 
Dini # tt: 


sup |809- RE; 
1 111 


再 对 于 l<p <o Mlfe L R) G 
KA= Í -20 iix -y)dy 
|e | >=: |y | 
那么 
ay 存在 常数 4,( 与 了 和 无 美 )， 使 得 
KF, = Ai ie: 
b} 极 限 Jim, . K, J= Kf L, rh hi St 8 w F f 
wH 
LE Ig = AA Whe 
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Calderón - Zygmund 算 子 是 A. P. Calderón 和 A. 
Zygmund ([1]) 曾 研究 过 的 ， 
参考 立 献 
[H] Calderón, A.P. and Zygmund, A, , On the existence 
of certain singular integral, Acte Marh. , BB (1952), 
85 —139. 
[2] Muxim. C. T. . MIROPOMEDX EIC CHHUYTRPHDE HTerbarml 
H AHTETPAJbHbE ypanucHuusa, M. ,1962 (中 译 k. C. 
T. KHH, F*3kay yani WB b S. 上海 科学 技术 
出 版 社 ，1964). 
[3] Stein, E. M. , Singular mtegrals and diñeëerentiability 
properties of functions, Ptinceton Univ. Press, 1970 
【中 译本 : E. M.Stein, FRH 55 ARKTA, j 
FAFE, 1986). TI. H. Jlhoopkur R 


{ 补 注 ] bèii a) A b) 的 证 明 可 在 BIHE t =, 
第 4 节 中 找到 
fE 60 年代， 上面 描述 的 算 子 通常 称 为 Moonmm- 


Calderón -Zygmund #-f (Mikhlin -Calderón -Zygmund 
Operators ), H A3 T EE L, (R) rh i ERAR FE E 
A (iii a) E C. P. Mema 在 1938 年 证 明 的 【发 表 
在 [和 上 下 中》 

A BJ Calderón -zygmuand 算 子 这 一 术语 通常 是 对 于 
A G, David 和 J, L, Journé 在 [A2] 中 所 定义 的 一 般 的 
算 于 类 来 使 用 的 ， 

结论 b} 已 被 推广 到 有 奇 次 核 的 奇异 积分 和 有 人 雪 次 
É Qe LS") 的 奇异 积分 ([A3]), 第 YI 章 ,第 2.3 忆 ). 

亦 见 课 异 积分 (singular inegal); Hilbert 奇异 积分 
(Hilbert singular integral); Hilbert 变换 (Hilbert trans- 
brm}. 
参考 文献 

[Al] Mmmm, C. D. , Š YGEXB Mar, HayK, 8 (1953), 
213—217, 

[A2] David, G. and Joume, }. L. , Une characterization 
des opérateurs intégraux sinpulhers bornés sur 
L2(R9, C, R. Acad. Sci. Paris, 296 (1983), 761 — 
764. 

[A3] Stem, E. M. and Weis. G. , Fourier analysis on 


Euclidean spaces, Princeton Univ, Press, 1975. 


HPH 


口径 [ ealibre ; rue6p], 424 Æ X e$ 

Æ Š (cardinal number)t， 使 得 由 拓扑 空间 X h 
非 室 开 子 集 组 成 的 基数 为 z 的 任意 族 W tu S YE 9 H Er 
的 子 族 reg AEE E CU: Ue wl b. 正则 不 
RRA ERR [Leed HE r 是 
每 个 因子 改 。 的 口径 ,口径 这 个 性 质 在 连续 映射 下 被 保 
持 :每 一 个 不 可 数 正 则 基数 是 任何 二 进 紧 统 的 上 1 答 ， 如 
果 第 -不 可 数 基数 是 空间 蕊 的 门 径 , 则 三 满足 Cyemata 
条 件 (Suslin condition). 在 集合 论 的 蘑 毕 模型 中 ,其 
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道 命题 几乎 也 都 正确 , 即 Martin A 88 8 R k 8 2" 
蕴含 着 下 述 结果 : 着 空间 多 满足 Cym # tt, W| X 的 
每 一 个 不 可 数 非 空 开 集 族 包含 一 个 不 可 数 育 心 子 族 . 
特别 地 , 在 这 个 模型 中 . 基数 总 | 是 每 个 上 共有 Cymm 
条 件 的 紧 统 的 口径 ， 在 另外 一 些 集 合 沦 模型 中 ,存在 着 
口径 不 是 R HAA Cem 条件 的 紧 统 . 
参考 文献 

It] Cyemm, H. A, O nPOR3GGUICHUH TONIONOrARCIm Npoc- 

Tpàncru, M ~Ji., 1948 ( Tp. marem. WH - ra AH CCCP, 

T. 24). E. A. Epos 所 
[IE] calibre 通常 拼 作 caliber. 

通常 用 加 标 {indexed) 开 宗族 来 定义 口径 . 那 时 , 基 
$ (cardinal number)x 是 于 的 口径 , 当 且 仪 当 对 于 的 
每 一 个 非 空 开 子 集 族 1U, :aer 存在 ~- 个 容量 为 x WJ 
RA Ack, WE ry. U, Ó. 

人 们 也 讨论 蕉 口径 (precaiibers): 基数 是 X MHE 
C, 3 B 234 ANg S E FOR U: xex), 存 
在 容量 为 x 的 集合 ACx, EI U, : xe A} 有 有 限 交 性 质 
(finite intersection property) ( 即 任意 有 限 多 个 U 的 
交集 非 空 )， 这 样 , 由 Martin 公理 ( 见 Cycyww 假设 
(Suslin hypothesis)) 加 上 应 续 统 假设 (continuum hy- 
pothesis) 的 否 命 题 可 以 得 出 每 一 个 满足 Cena 条 件 的 
空间 以 其 ,为 准 口 径 , 而 对 紧 空 间 (compact space) 来 
说 , 它 的 口径 和 准 万 径 相 同 . 
参考 文献 

[Al] Argyros, S. and Tsarpalias, A.. Calibers of compact 
Spuces, Trans. Amer. Math. Sœ., 270 (1982), 
149 一 162 ， 

[A2] Broverman, $., Ginsburg, J., Kunen, K. and Talt. 
F. D., Topologies determined by a-ideals on ta, 
Comad. J. Math, 30 (1978), 1306 — 1312. 

[A3] Comfort, W. W. and Negrepontis, S., Chain condi- 
tions in topology, Combridge Univ. Press. 1982 

[A4] Juhász, I., Cardinal functions in topology - Ten years 
later, MC Tracts, 123, Math. Cene, Amsterdam, 
1980. WER, Pt iTA 泽 


Campbeli - Hausdorff 2; zü [ Campbell - Hausdorff for- 
mula ; Kosmr6eznuga-Xaycuopda þopmya ] 
E u, HERRAR PIH 


w = ine“) 


的 一 个 公式 ， 其 中 2 ,2 适合 靖 合 律 但 不 适合 交换 律 . 
确切 地 说 ， 设 4 为 域 人 上 具有 自由 生成 元 wu Avia 
各 元 的 自由 结合 代数 ; W 上 为 4 的 Lie PRA., EHu 
和 jn 按照 换 位 运算 [x, y]=xy 一 yx 生成 ; P À = L 
分 别 为 4 和 上 的 自 热 矫 级 数 完 全 化 ， 即 4 为 特级 数 
环 ， 具 有 结合 而 非 交 换 的 变 元 u,v, 而 上 为 上 在 二 中 


a 


的 闭 包 . 这 时 ， 映 射 
exp: x — e= > = 


a-i 


为 4 到 乘法 群 1+4d 上 之 连续 一 一 映射 ， 其 中 A 为 无 
常数 项 的 级 数 集合 ， 它 的 道 映射 是 


x j -] 
In: y 一 In(y)= $o- Iy. 


n! 


映射 exp 在 上 的 限制 是 二 到 群 1+ 上 ,上 的 一 -映射 ， 
所 以 我 们 能 在 Lie 代数 工 的 元 素 集 中 引进 群 运算 
xoy=In(e"er'). 可 以 证 明 此 群 中 由 ,5 生成 的 于 群 汶 自 
AF. Campbell- Hausdor 全 公式 为 we v 提供 了 表达 
R. H uor riku 和 ?的 释 级 数 


EZ Sur © 


{此 级 数 之 一 般 项 中 出 现 p XK u, F£ gK o, 
p, 次, 接 下 去 为 而 次 0o). 或 者 (用 尾随 表示 (adx)(y) 
=[x, y|): 


其 中 


m-l ri Sr 
m e Jee 区 


= y> 


mal 


-1 F: ` 
Te ese hun 
Loa 


Wasi dn tn r s t'u +S. si. 
r ts 2], o, ra fs. 21; m LUARA S HUN 
p t- tr a mri, st ps (=S, r FS 2171, aa t 
Sal. 
J. E. Campbell ([11) Ë 5 8 A w BJ 8 E =Ñ. 
F. Hausdorff ([2] EA T w 可 用 wu 和 "的 换 位 子 来 
表达 ， 即 证 明了 它 是 Lie 488 LPAR. 
如 果 8 为 完全 埋 高 散 峰 范 域 KLEW Lie 代数 ， 
当 #4,bE8 时 , 级 数 (本 在 零 的 一 个 邻 城 中 收 钱 ， 于 是 
在 中 零 的 附近 可 以 定义 一 个 六 上 具有 Lie 代数 4 的 
局 部 Banach Lie 群 结构 {在 特殊 情形 为 Banach Lie 
群 结构 ). 这 也 给 出 了 具有 已 知 Lie 代数 的 局 部 Lie 群 
的 存在 性 证 明 (Lie 第 三 定理 (Lie third theorem)). 5 
之 ,在 任 一 局 部 Lie 群 中 , 可 用 Campbell - Hausdocff 
公式 给 出 乘法 在 标准 坐标 下 的 表达 式 . 


yare 


[1A] Campbell, J. E. Pror. London Math. Soc., 28 (1897), 


mm 


381 一 390. 


[1B] Campbell, J. E., Proc London Math. Soc., 29 (1898), 
14 — 32. 


[2] Hausdorff, F., Die symbolische Exponential Formel in 


der Gruppentheorie, Leipziger Ber, 58 (1906), 19- 
48. 


[3] Bourbaki, N., Elements of mathematis, Lie groups 
and Lie algebras, Addson - Wesley. 1975 { & Ë 3 
K>. 

[4] Serre, J. P. Lie algebras and Lie groups, Benjam, 
1965【 译 自 法 文 )， 

[5] Théorie des algëbres de Lie. Topolope des groupes de 
Lie, im Sém. 5. Lie. 

[5] Magnus, W., Karras, A and Solitar, D., Combinatorial 
group theory: presentations of groups in terts of gene- 
rators and relations. Interscience, 1966. 

I A Baxrypea #8 
[ 补 注 】 记 4" 为 4 的 n IK FZ I AR A YA. 
wå, keut L-a r. 
关于 w=ap 的 公式 也 称 为 Baker-Campbel- Hau- 
sdorff 公式 ( Baker - Campbell - Hausdorff formula ) 
或 者 Campbell - Baker - Hausdorff 公式 . 它 的 前 面 儿 
项 为 


w=u+e+ + [u, s] + 
+ Tu, [u, 中 + 证 [v, [v u] +n. 


用 ww 和 w,” 夫 出 的 公式 称 为 Campbell - Hausdorff 
显 式 (Dynkin WER). 
参考 文献 
[A1] Baker, H. F., Atemants and continuous groups, Proc, 
London Math. Soc. (2), 3 (1905), 4-47. 
[A2] Yaradarajian, Y. S. Lie groups, Lie algebras, and their 
representations, Springer, 1984, Section 2.15. 
iFAR 石生 明 R 


管道 曲面 [ camal surface ; kanaiosan mosepxmnocrs] 

其 一 族 曲 率 线 由 涪 构 成 的 曲面 : 每 个 圆 所 在 的 平 
面 沿 此 圆 与 晶 面 相交 成 定 第 .管道 曲面 焦点 集 对 应 的 
AYAT AR BH £b PT， 因 而 管道 曲面 是 单 参 数 球 面 族 
的 包 络 ， 其 相应 的 主 曲率 半径 即 为 球面 的 半径 . 反 
之 ， 车 已 给 一 条 正则 曲线 ihs AMKER., HE Ri) 
是 中 心 位 于 3) 的 单 套 数 球面 族 的 半径 函数 ， 则 作为 
这 个 族 的 包 络 的 管道 曲面 由 下 列 方 程 来 表征 : 


<r ish r ii> = RG, 
<r ih ts)> = - R (shR(s). 
Ron r R P9 B Hi 186924 ,< ，》 表示 E 中 的 标量 积 . 


SARAIRGHUSI 时 ， 这 组 方程 十 可 解 . R=% 
数 ， 则 管道 曲面 称 为 管状 曲面 ， 圆 环 面 可 作为 其 中 一 
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例 . H X Camron B 
【 补 注 ] 


管道 曲面 


关于 有 曲率 线 和 个 点 上 集 的 概念 也 见 葛 军 乒 (curvature 
lines); WERN (net of curvature lines) MAS JLA 
学 (differential geometry). 

RA PS E] ii 38 2Ë (BD 98 A e R a E 3) 85 
曲面 是 Dupin 圆 纹 曲面 (Dupin cydide). 它们 可 视 为 
圆 环 面 在 外 财 空 间 共 形 变换 下 的 象 . 
参考 文献 

[A1] Mong, G., Applicaton de Tanalyse a la Biometrie， 
Bachelier, 1850, Chapt. #. 

[A2] Lie, S.. Ueber Complexe, insbesondere Linien - und 
Kugel - Complexe, mit Anwendung auf die Theorie 
partieller Differeniialgeicmmgen, Math. Ann., 5 
(1872), 179. 

[A3] Scheffers G., Einführung in die Theorie der Flachen， 
Teubner, 1913. 

[A4] Blaschke. W. and Leichtweiss, K., Elementare Differ- 
entialgeometrie, Springer, 1973. 

[A5] Berger, M. and Gostiaux, B. , Géomėtrie differenti- 
elle: varietes, courbes et surfaces, Presses Univ. de 
France, 1987. 沈 一 兵 译 


A sa BJ 38 E [ canceliation of singularities ; ycrpanessse 
ocobeunocreš ] 

ATEM (removable set). 
[ 补 注 ] 通常 ， RAA ARATAT, RAES j M F 
RERA R BHERE. — "PR É GRR) IJ n] A 2 Pa 
BAARAK 38 ARK) PJ WW AA (removable 
singular point). Fa E 


460 CANONICAL CLASS 


典范 匡 | canonical class ; FaroumwecKHüñ KaCC T] 
RRE 发 上 具有 最 大 次 数 的 微分 形式 四 的 除 子 的 
线性 等 价 的 除了 于 类 下 . # X 2 3E ñr e (Ú kk E R. 
dim X=xn , 则 在 局 部 坐标 x i, U. x, 中 , 形式 中 可 写成 
u = f(x... x. )dx A A dn 


¿9 ËJ RT (en) a 88 38 T A BB ES 9⁄2 f W) TU. x 
TEGET IRAE F EAEI yk H Sñ di r o ET 
ALHET (w). H PAER- -AA as RAE o”, 有 加/ 
=gum， 这 就 得 到 (o7?) =(g) +0), B 38 RW B: T 35 fir. 
这 样 构造 的 典范 类 Kx 是 nn 次 正则 微分 形式 的 层 Qrt 
第 一 陈 ( 省 身 ) 类 【Chern dass) . 它 的 数值 特征 (次数 ， 
指数 , 自 交 数 等 ) 是 民 数 艇 的 可 有 效 计算 的 不 变量 ， 
若 天 是 亏 格 活 的 非 理 异 射影 曲线 . 则 dep Kx 二 2g 一 2. 
对 子 椭圆 曲 线 , 以 及 更 一 般 的 Abel Æ, K,=0. # X 
是 射影 空间 P" 中 4 次 非 奇 异 超 曲面 , 则 Ky=(4d 一 n 一 1) < 
H, ZE H L BO si PBU AQ II. 
亦 见 典范 嵌入 【canonical imbedding). 
#=x 
[1] Tapapeem, H. P., Ocros AEÑpARHECKOÑ TEOMETPHH, 
M. , 1972( 英 译本 : Shafarevich 1. R., Basic algebraic 
geometry, Springer, 1977), A. H. apum 所 
【 补 注 】 


参考 文献 
[A1}) Ltaka, S. , Algebraic geometry, Springer, 1982. 


典型 相关 [canonical correlation ; kanommeckan koppe- 
WHS | 

MAIER RE 3k AE EAE 
之 下 的 最 大 值 . 在 典型 相关 埋 论 中 , 随机 变量 X... X. 
及 三 ,时 fs<ty 被 线性 变换 到 典型 随机 变量 也 
YE Y... U Y u Ü Ea 所 有 的 了 变量 有 均值 和 方差 
1. b) 在 两 组 了 变量 的 每 -组 内 的 各 变量 互 不 相关 .C) 
第 - -组 中 每 个 了 变量 只 与 第 二 组 中 的 一 个 了 相关 . d) 不 
问 组 内 变量 之 间 的 非 零 相 关系 数 , 在 己 前 面 的 Y 不 相 
HARF, (相继 地 ) 达 到 最 大 值 . 

在 s=! 的 特例 , 典型 相关 服 为 天 与 光 ….X,; 的 复 
相关 . 化 为 典型 随机 变量 的 变换 ,相应 于 把 -个 二 次 型 
化 为 典型 形式 这 一 代数 问题 . 在 多 元 统计 分 析 中 ,典型 
相关 的 方法 用 于 研究 一 个 观察 向 量 的 两 组 分 量 之 间 的 
相互 依 束 关系 ,以 便 实 现 到 一 个 新 坐标 系 的 过 滤 , 在 其 
P XX M Xar A n ARRA MAE. TE 
为 典型 相关 分 析 的 -一 个 结果 , 可 能 发 现 , 两 组 变量 的 相 
互 关系 完全 地 为 儿 个 典型 随机 变量 之 间 的 相关 所 
述 . 
参考 立 献 


[1] Hotelling, H, Relations between two sets of variables. 


Biometnka. 28 (1936). 321 377. 

[2] Anderson, T. W. Introduction to multivariate analysis. 
Wiley. 1958. 

[3] Kindalt, M. G.. Ord, J. K. and Stuart. A, The advanced 
theory of statistics . Design and analysis, and time series 
3, Criffin, 1983 A. B. TIpoxopes BË Bhra UE 


典型 相关 系数 [canonical correlation coefficients ; kano- 
HuqecKHe KD3 中 中 HuReHNTPI KOPPeJrmIHN ] 

BEMER X.A MAE X. Aa B -- TER 
性 函数 


U = aX + e. +a, X,, 


V= AX +. HAX a 


HAKAAN K 8. Ic ik UA V B E W 903 BS VL S gt 
{风暴 型 相关 (canonical çorrelation)). > T Æ 4 tH 
EU=EV=0 38 ELV SEF’ =] Z F E iñ U # V Z JE] f 
最 大 相关 系数 的 问题 . 可 用 Laprange TERR, fh 
型 相关 系数 都 是 方程 


一 人 之 11 之 
Za 一 人 了 2? 


的 根 AFO RASO KB x 和 五 ;分 别 是 X... x, 和 
X... AX WE JD ER. M X, EN BS SH 2 E [8] B 
协 方差 阵 ， 些 方程 的 第 了 个 根 称 为 大 天 8 X... 
芳 ,, 之 间 的 第 r 个 典型 相关 系数 , 它 等 于 典型 变量 的 - 
对 线性 函数 口中 和 VV" 相关 系数 之 最 大 值 . UU A FUE 
有 方差 1 且 与 前 面 已 定 出 的 >-1 对 U,V 不 相关 .CU™m 和 
FO 和 的 系数 a= (l... yT 和 pm = (0, py, 当 ¿= 
时 , 满 是 方程 
一 42I1 Ziz 
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H. O. Capano Ë Mata YE 


$7 ii £b [canonical curve ; KAHOMFMECKAA KpHRAR } 
代数 曲线 在 典范 嵌入 (canonical imbedding) 下 的 
象 .如 果 曲 线 导 不 是 超 椭 圆 曲线 而 且 亏 格 g >2, 则 在 典 
范 央 人 下 它 在 射影 空间 Ps HARE 29 一 2 次 的 正规 
HER. 反之 , Ps”! 中 任意 ~- 条 2g 一 2 次 正规 曲线 是 某 
条 亏 格 g ARHAR., (E LERRA RA 
Ph REMA EE E 5 E (1155 3 96 h R E 
等 价 . 这 就 把 曲线 的 分 类 问题 归结 为 射影 不 变量 理论 
的 分 类 问题 , 并 提供 了 构造 代数 若 线 参 模 徐 的 可 能 性 
( 见 [2]). 对 于 小 的 9, 有 可 能 给 出 亏 格 8g 的 典范 曲线 的 
骨 显 几何 描述 .因而 亏 格 4 的 典范 曲线 是 P 中 二 次 曲 


BIS -Rin = 368 S 的 曲线 则 是 P* 中 三 个 二 次 
超 曲 面 的 变 ， 
参考 文献 
[1] UHlabapemua, H. P., Orgophl anqreopanwckoR reoyeTpun, 
M. .1972【 英 译本 : Shatarevich, 1. 及. Basic algebraic 
geometry, Springer. 1977). 
PA] Dieudonné, J. A.. La géomèėtrie des groupe classiques, 
Springer, 1955. 
[2B] Mumford, D., Geometric invariant theory, Sprineer, 
1965. 
[3] Walker, R. J., Algebraic curves, Springer, 1978. 
[4] Severi, F. , Vorlesungen über algebraische Geometrie, 
Teubner, 1921. A. H. apum # 


[ 补 注 】 n ÆHERSE VP 的 次 数 起 它 与 PP 中 
9 一 nn 维 -- 般 超 平 曾 的 交点 数 . 因此 Phe 齐 次 方程 
f(x, Y, Z)y=0 PF HH B TF. rB B RRA F EMR f il) 
次 数 . 关于 亏 格 的 定义 以 及 涉及 上 面 的 其 他 概念 见 代 
数 曲 线 (algebraic curve). 
参考 文献 
[A1] Arbarello, E. , Cornalba, M. , Griffiths , P. A. , Harris, 
J. . Geometry of algebraic curves, 1, Springer, 1984. 
[A2] Mumford, D.. Curves and their Jaœwbians, Univ. 
Michigan Press, 1976. 陈 志 赤 E 


RIERA [canonical imbedding ; kanongaeckoe morpy- 
EHHE | 

用 典范 类 (canonical class) K, 的 倍 狐 所 确定 的 代数 
E A AAE SAARA ( 见 线性 系 (linear system). 
B XEGE g BIERA AERE g> mj aena 
由 类 nn K PERRA E RA. 这 里 对 韭 超 椭 贺 
曲线 可 取 n 之 1, 对 亏 格 g>2 的 超 椭 加 曲线 可 取 n 22, 
对 于 格 2 曲线 可 取 az 关 3. 这 些 结果 已 被 用 于 亏 格 9>1 
的 代 熬 山 线 的 分 类 ( W. $e 38 B SR (canonical curve)). 

ATERAT 1H. tE E HH T, Eye T EN 
的 问题 .在 那里 ,与 亏 格 g»>1 的 曲线 起 类 似 作 用 的 曲 
面具 有 性 质 : 它 的 典范 类 的 某 个 倍数 KK 给 出 了 这 个 
筑 面 到 它 在 射影 空间 中 的 象 的 双 有 理 上 映射 .它们 称 为 - 
般 型 曲面 {surface of general type); 与 这 些 申 面 有 关 
的 主要 结果 是 : 类 5Ky 己 经 确定 了 : -个 到 射影 空 各 
内 的 又 有理 正则 映射 .和 例如, 58 m > 4 F. P` rh m WAE 
奇异 曲面 是 一 般 型 曲面 ， 这 时 典范 类 KK, 本 身 给 出 了 一 
TRARY. 车 K K, >2 B p (X) >1 OEK K, F 
自 交 措 数 , p, {加 是 几何 亏 格 ), 则 可 把 SK 换 威 3K,. 
对 于 没有 -个 倍数 hn 下 ,能 给 出 嵌入 的 曲面 , 可 把 它们 
分 成 如 下 五 族 : AEH, H Sa mi. Abel E., 天 3 曲面 以 及 
有 情 辐 曲线 束 的 曲 员 .在 这 里 ,有 理 面 和 到 纹 面 业 似 于 
有 埋 曲线 . 其 他 三 族 则 此 似 丁 椭圆 由 线 . 

E 述 销 果 向 高 维 艇 的 首次 推广 出 现 于 {5]. 


CANONICAL PRODUCI 461 


参考 文献 

[1] Illabapesasq, H. P., Oore aJnmeGpanueckoñ 1eowerpun . 
M. ,1972 ( 英 译 本 : Shafarevich, I. R., Basic algebraic 
peometry, Springer, 1977). 

2] Severi, F. , Vorlesungen ber algebraische Geometrie, 
Teubner +{ 译 和 白 意 大 利文 ) 

3] AmeEGhareecgpe TMOBEpXHOCTH, M. , 
mr -Ta AH CCP, r. 75). 

4] Bombieri, E. , Husernoller. D., Classification and embe- 
ddinas of surfaees in Proc. Symp. Pue Math.. Yol. 
29, Amer. Math. Soc. , 1975, 379-420. 

[5} Veno, K. , Introduction to classification theory of algeb- 
raic varetes and compad compex spaces, m Lecture 
Noes m Math., Vol. 412, Springer, 1974, 288-332. 

A. H. Ilapuom 的 

【 补 注 】 PERDA AK Ë B À 8 K, ËJ — + Ë + 

(divisor) 所 定义 的 典范 从 (canonical bundle). 由 它 的 

回 体 截面 所 确定 的 映射 xX c= (s G CE P* ' 

称 为 典范 映射 (canonical mapping) {这 里 s,…, S 

Fr(x; L) 的 基 ， 并 且 假 设 对 所 有 xx 都 有 一 个 使 s (x) 

并 0 的 i， 见 线性 系 (linear system)) .相应 地 ,如 果 用 


1965 (Tp. Marem. 


` n K, 1Ë3 K, , Bi n 9.381 2 35 Jr krik 34 (multi - canonical 


mapping), 4 E & ik Á PF, 8 Ap ERKA 
{multi - canonical imbedding}. 
参考 文献 
[A1] Ueno, K. , Classification theory of algebraic varieties 
and compact complex spaces, Springer, 1975. 
[A2] ituka , $., Algebraic geometry, an introduction to bira- 
tional geometry of algebraic varieties, Springer, 1982. 
[A3] Barth, W. , Peters, C., Ven. A. van de. Compad 
complex surfaces, Springer, 1984. 
[A4] Arbareto, E. , Cornalba, M., Griffiths, P. A., Harris, 
F.E., Geometry of algebraic curves, L. Springer, 1985. 
[A5] Griffiths, P. A. , Harris, J. E. , Principles of algebraic 
geometry, Wiley, 1978. 陈 志 杰 Ik 


典型 积 [canonical product ; sauswarecune 0Pon3penetae ] ， 
Weierstrass 典型 积 (Weierstrass canonical product) 

以 给 定 复数 序列 Í z, } fE h EA ER k. 设 
m N w. 0 按照 它们 的 模 单 调 增长 排列 , 即 al Sagal 
HERTHA KRR AGEA, E lim, ., w = <. 
则 典型 积 有 上 述 形式 


z 3 z = z Piil 
—, = W —, = ] T ë ` 
其 中 
2 出 
z 【| l | = 
= 二 41 二 | 二 | + +—|— 
Pz) k + 2 F: Ge a, 
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Wiig, q) 8 为 Weierstrass 切 A f {Weierstrass 
elementary factors). 指数 q, 的 选取 要 求 使 得 典型 积 在 
任意 紧 集 上 绝对 一 致 收 化 . 例如 取 gk 一 1 即 可 . 
FEP (|w) AAF B9 Wk Sk i M (exponent of 


con verpenoe } 
B = inf h> ` |a | <=), 
k=1 


则 所 有 g EHAE. 全 如 从 最 小 的 要求 出 发 : 
=q SREg+l; HER 9 为 典型 职 的 格 (genus of the 
canonical product). # g=, 即 $i daj “对 任意 
4>0 孝 发 散 ， 则 得 无穷 格 的 典型 积 ， 典 型 积 的 阶 
(order of a canonical product) p= R (对 于 奥 型 各 的 
THE, ML[1]). 
参考 冯巩 
[1] Jenn, B A., Pacupenenenme kopke uewen pyak, M., 
1956 ( 英 译本 : Levin, B. Ya., The distribution of zeros 
of entire functions, Amer. Math. Soc.. 1980}. 
E D Conovcaneg BX 
[ 补 注 】 JF T Blaschke 积 {Blaschke product); W 
函数 (entie [unction); Hadamard 定理 (Hadamard 
theorem) . PIR P P ERE 校 
典型 截 线 [canonical sections ; Kaponaaeckue Paspeaau |, 
典型 割 线 {canonical cuts) 
JE RUS £ B 5 8 3 8 且 边界 有 共有 yy 个 分 支 的 有 
IE Riemam H M (Riemann surfaee ) R 上 2g +v AHE 
所 组 成 的 舍 合 


S=ífa, b. Cu aoe b ` ho `, LY. 


E # 


使 得 当 这 些 曲线 内 只 上 移 走 , 即 沿 $ 中 的 曲线 把 R l 
开 时 ， 余 下 的 部 分 一 个 (平面 ) ) 单 连通 区 域 R` 更 确 
切 地 说 , 如 果 对 5 内 每 一 菜 泌 的 或 者 说 循环 截 线 (cyclic 
section)a tj 一 1 9 或 简称 循环 {cyele)) ir di … 共 所 
谓 伴随 循环 (adjoint cycle) b, 与 a 18 2 T S 中 所 有 截 线 
的 一 个 公共 固定 点 po Se R, 其 余 的 循环 a. b, (R j) Ah 
RLS lny RE po 为 公共 点 , HABA JA Q£ a 的 
-一 柚 通 过 到 其 另 一 侧 ; 每 条 曲线 上 连接 p, 和 相应 的 边 
界 分 支 ， 那 么 系统 S 就 是 一 个 典型 截 线 集 ， 在 一 
给 定 的 Riemann WE RE AERE RERS 
系 . al 对 任 一 个 连同 其 闭 包 局 严格 位 于 只 内 部 的 
PEAKED 只 ,可 以 选取 典型 截 线 系 使 得 p< R'. 
此 外 ,总 可 以 找到 一 个 完全 由 解析 曲线 组 成 的 监理 
ARAS. 由 解析 曲线 所 组 成 的 系统 S 的 唯一 性 ,可 
以 ,例如 ， 几 某 个 与 9 AXAR 38 (8 ix Pe A Jn 
EREHE. 特别 ， 可 以 作出 系统 S HRAT 
Ra. b 使 得 在 系统 $ 的 同 伦 类 中 Robin 常数 (Robin 


constant hiie KB E— T ER, D C R W — pia 
到 ,ps € D . 曲线 工 的 唯一 性 也 可 巾 要求 Robin 常数 在 
一 对 指定 此 为 最 人 来 保证 (多 [2]). 
prre 
[i] Hurwitz, A. and Courant, R.. Vorlesungen uber all- 
gemeine Funktionentheorie und elliptische Funktionen, 1, 
Springer, 1964, Chapt, 8. 
[2! Schiffer, M. and Spencer. D.C., Functtionals of finite 
Riemann surfaces, Princeton Univ. Press, 1954. 


E I, Conoveuuen Ë REN 译 


典范 六 [canonical set; kamommueckoe MasoaecTao]， 闭 
ij, Ka fE (xa - set) 

拓扑 空间 的 集合 M 它 是 开 集 的 闭 包 ， 换 名 话说 ， 
它 是 自身 内 部 《M 》 的 闭 包 : M=[《<M》]. 每 个 闭 集 
FF 包 含 一 个 极 大 xa 集 , 那 就 是 A4=1《<F}] ,两 个 ka 集 
的 并 仍 是 xa 集 ,但 它们 的 变 未 必 是 xa 集 . Ka RAR 
交 称 为 x E (z -set). 

一 个 财 集 内 部 的 集合 , 称 六 典范 开 集 (canonical 
open set) 或 K0 集 ! 换 多 话说 , 它 是 自身 闭 包 的 内 部 : 
M= 《EM]>， 每 个 开 集 如 包含 在 一 个 最 小 的 xo g 
PIR E B= <[G]>. 开 上 典范 集 也 可 以 定义 为 闭 典 范 
集 的 余华 ,反之 亦 然 . 
参考 文献 

[I] Aezkcaunpog, T. C. Brenegme B Teopuro MEHONECTB H 

ouo rongona, M., 1977 . 

[2] ApxanrensckuRB . A. B., Fonomapes, B. H., Ocnos ouei 

TOnGNoreg e sSsanawax H yrupascaeunax, M., 1974 ( % ÉE 

Æ: Arkhangel'skii, A. V. and Ponomarev, YV. L, 

Fundamentals of general topology : problems and exer- 

cises, Reidel, 1984 ) ， M. H. Boñnexoscxaü PE 
【 补 注 ] 监 范 集 的 其 他 名 称 是 : E 虽 计 和 集 (regular 
closed set) 或 闭 域 (closed domain). 典范 开 集 也 称 为 
正则 开 集 (regular open sets} 或 开 域 {open domains). 

在 俄 文 文献 中 ， METTET <A) ETAR 
内 部 .在 西方 文献 中 , 它们 分 别 表 示 为 Cl14 和 It A. 

正则 闭 华 著 关 于 下 述 汉 等 构成 一 个 Booe 代数 
(Boolean algebra); AV B=AUJB, AA. B=C1(Im(Af) 
B} £ A =Cl(Int (X NA). 对 于 正则 开 集 族 也 可 以 这 
HER. 

如 果 XER Hausdorf 空间 ， 则 这 些 代 数 中 随便 
哪 一 个 的 Stone 空间 (Stone space RE X AAE. 

HER., PER. iriki 译 


Cantor 公理 [ Cantor axiom ; Kanropa ascuowm | 

表征 实数 轴 的 连续 性 的 公理 之 一 ,如 下 所 述 :任何 
闭 区 间 套 序列 ( 即 后 一 个 区 间 包 会 在 前 -个 区 间 之 
+), 如 果 其 长 度 趋 于 零 , 则 必 包 含 唯一 的 公共 点 .为 G. 


Cantor 于 1872 年 提出 ， BC3-3 JEFA 译 
Cantor 曲线 [ Cantor curve ; Kamtopoma wpumas ] 

训 上 度量 化 的 一 雁 连 续 统 Cantor 有 曲线 原先 归 人 下 
面 无 处 稠密 的 连续 统 , L PL G. Cantor 所 研究 的 平面 的 
一 维 闭 连通 子 集 的 第 一 个 (但 不 是 本 质 的 ] 特 征 Cantor 
曲线 包 售 无 处 稠密 的 子 连 续 统 , 当 且 仅 当 它 的 支点 集 的 
闭 包 是 一 维 的 ， 另 一 方面 ,如果 Cantor 曲线 不 包含 无 
处 往 密 的 子 连续 统 , 则 其 所 有 点 具有 有 限 分 支 指标 . 不 
会 支点 的 Cantor 曲线 是 简单 弧 或 简单 闭 直 线 ，Cantor 
曲线 的 端点 集 , 即 指标 为 1 的 点 的 集合 , 是 零 维 的 ,但 可 
以 是 处 处 称 密 的 .如 果 Cantor 曲线 的 所 有 点 有 相同 的 
有 限 分 支 指标 , 则 这 条 Cano 临 线 是 简单 闭 直 钱 . 万 
有 Cantor H $ (Mengær 曲线 (Menger curve )) 可 以 构 
造 出 来 , 它 是 包含 每 一 条 Cantor 曲线 的 拓扑 象 的 
Cantor 曲线 . 
参考 文献 

[1] ypacor, 11. C., Tp. no Tononer w npyrgs4 OITACTHIM 

MATEMATHEH, T. 之 ，M.- Ji, 1951. 
[2] Menger, K., Kurventheorie , Teubner, 1932 ， 

B. B. terop: FEE 

【 补 注 了 3 AE PUCE F] FEB (t bi) — St £ Sk 2 #l BE 98 He 

大 平面 ， 例如 ,4 维 单 形 的 1 维 骨架 就 是 这 样 的 空间 
([A1]). 
参考 文献 

[A1] Engelking, R.., Dimension theory , North - Holland and 

PWN, 1978. PRE ER, REN 译 


Cantar Æ [ Cantor discontinuum ; Kawsropos picot- 
TYYM ], Cantor 完满 集 (Cantor perfect set) 
同 Cantar K (Cantor set). 


Cantor 流 形 [Cantor manifold ; Kanropono maorooðpasse] 

n E RZA X (dim X==) P, aE 22 A 2 IE[ 09 4 8 
分 拆 (partition) B, 有 维 数 dim B2n 一 1， 其 等 价 定义 
E: n Š: Cantor 流 形 是 维 紧 空间 X, 使 得 将 五 表 
3810814 3EE 8 T fg X, 与 X, 之 并 的 每 一 种 表示 ,有 
dim(X X) 2n—1. 一 维 可 度量 化 Cantor 流 形 是 一 
维 连 续 统 或 者 Cantor 曲线 (Cantor curve). 

Cantor 该 形 的 概念 是 针 IL. C. Yro 引进 的 (名 
DD. n 维 闭 球 , 进而 维 闭 流 形 是 Cantor 流 形 ;n 维 
Eudid 空间 不 可 能 用 维 数 sn 一 2 的 集合 来 分 拆 (对 
n=}, RE Yparcon xë #Ë (Urysohn theorem), wWFn>3, 
这 是 ATekcaknpoe 定理 {Aleksandroy theorem )) . 
(n —1) 3Ë Cantor 流 形 是 n 维 Fudid 空间 的 两 个 区 域 
的 公共 边界 ,其 中 之 一 是 有 界 的 ( Aneacannposp EH). 
Cantor 流 形 理论 中 ,主要 事实 足 每 个 n 维 紧 空间 包含 n 
H Cantor MJE ( Anxcannpon 定理 ) ， 
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# n 8 W 2 B] X tB AR K n 39 Cantor WERA X 
的 维 数 分 * (dimensional component). 紧 Hausdorff 
ZEX É n #E Cantor TWO PL ar TE X J t — B) Bb Š 
分 支 内 . n R Hausdorff = [8] X HATERS 
支 的 交 , HER < a — 2. Fal,- - 维 紧 Hausdorff = 
间 的 维 数 分 支 就 是 它 的 分 克 ， 有 限 维 紧 度 最 空间 维 数 
分 支 的 集合 是 有 限 的 , 可 数 的 , 或 者 有 连续 统 的 基数 . 
如 果 4 是 完全 正规 紧 空 间 XH- ER, DRE 
的 所 有 余 维 数 分 支 的 并 ， 则 dim (AQE) < 
(AmeacaHzmpop 定理 ). 在 可 遗传 正规 第 一 JAK 
Hausdorf 空 间 中 , 维 数 分 支 可 以 包含 在 它 的 余 维 数 分 


-ARH H. 


n 维 紧 空 间 关 的 所 有 维 数 分 支 的 并 K, 称 为 这 个 空 
间 的 内 维 数 核 (interior dimensional kernel)， 根 据 维 
数 的 单调 性 , 当 二 为 完全 正规 紧 空 间 时 总 有 
dim K=din X dim (天 有 dim 三 集合 天 VK, + 


包含 nn 准 紧 集 . 但 是 ,即使 对 于 Hausdorff 紧 统 , 也 不 
知道 (1978) 是 否 有 dim (XXAK,)=dim X. 对 于 可 遗传 
正规 紧 空间 , 内 维 数 核 和 它 的 休会 有 各 种 可 能 的 维 数 ; 
这 就 是 说 ,假定 连续 统 假设 成 立 , 对 任意 三 个 整数 m ,nm， 
Mnal, n>n E n,20,#F# n aA ERE ll 
,使 得 dim K;=n, 及 dim (Y NK,)=n,. 

如 果 dim X=ind X, MKC Ny, 2E N ( 正 像 Vpsscon 
所 定义 的 ) 是 归纳 维 数 核 (inductive dimensional ker- 
nel), 也 就 是 使 得 ind, X=n 的 所 有 点 xe X W AR 5. E 
度量 集 斑 的 归纳 维 数 核 总. 总 是 一 个 F, R  xF+ 8 
数 核 则 本 知道 是 否 也 有 这 个 结论 .但 是 对 于 E 
Hausdorf 空间 ， 不 管 是 归纳 维 数 核 还 是 内 维 数 核 ， 都 
REEF, 3. 如 果 天 是 紧 度 量 空 间 ， 在 每 一 点 x€ N, 
处 ， 


ind, Ny = ind, X 


(Menger 定理 (Menger theorem 为 . 因此 ， 对 任意 紧 度 
RZA X, 到 在 和 NV 中 处 处 再 密 . 这 一 点 不 通用 于 任意 
紧 Hausdorff 空间 . 剩 下 一 个 没有 解决 的 问题 (1978) 
是 :是 否 一 个 点 被 包含 在 连同 某 个 非 退 化 连续 统 在 一 起 
的 归纳 维 数 核 之 中 . 

BERUA K, 在 居中 处 处 稠密 的 有 限 维 连续 统 三 
称 HI” X Cantor 流 形 (generalized Cantor manifold), n 
维 Eudid 空间 两 个 开 子 集 的 公共 边界 是 m -—1) 8 x 
Cantor WIE. AT A RAER n 维 广义 Cantor WE X 
中 ,可 以 有 一 个 满足 ind, Xen 的 点 x 的 集合 在 站 中 处 
处 稠密 . TERRE, 还 是 连续 映射 , 对 于 广义 Cantor 
流 形 的 性 质 都 不 保持 ， 对 于 Cantor 流 形 的 性 质 则 是 对 
的 . 

EZH X 称 为 ENE Cantor 流 形 (infinite - dim- 
ensional Cantor manifold) , T XE R 38 3235 3k Hi + 


464 CANTOR PARADOX 


集 来 分 拆 它 ， 
#*x 
[1] Ypseon, II. C., Tp. po Tomomrm H py OGJIBCTSM 
MTEMATHEH, T. l, M. - JL, 1951. 
[2] Aleksandrov, P. S., Untersuchungen über Gestalt und 
lag abpeschlossener Meng beliebiger 
Ann. of Math., 30 (1929), IH — 187 . 
[3] Aleksandrov, P. $., On the dimension of normal spas, 
Proe . Royal . Soc . London. Ser. A, 189 (1947), 11-39. 
[4 Acampon, M. C., Tacmkoe, B. A., Bpencape B 
TEOPEEY PaIMEPHOCTH ..-, M., 1973 . 
[5] benopayk, B. B., «Horn. AH CCCP >, 215 (1974), 2, 
289 — 292. 
[6] Menger, K., Dimensionstheorie Teubner, 1928 . 
[7] Cxnspemgo, E. T., HE. AH CCCP , Cep. marem. $, 23 
(1959), 2, 197-212. B. B. Qenopayk # 


GME] 以 Amescannpos ft £ É E Z8 5 V IV IN T fia: >: 
+T n 维 Euclid 空间 分 拆 的 定理 属于 K. Menger[A5]) 及 
Ypaconmt [A 1] 和 [A2]}. 
X F W Fe k 2 [al ñ Cantor 流 形 定理 属于 
W. Hurewicz 与 Menger([A3]). L. A. Tamarkin( [A6]. 
Aezcasnnpos 在 [3] 中 将 它 推广 到 任意 紧 Hausdorff 空 
间 . 最 后 ,关于 维 数 分 支 的 交 的 定理 是 S. Mazurkiewicz 
在 [A4] 中 对 紧 度 量 空间 证 明 的 , Ancxcazurmpos 将 它 推广 
至 完全 正规 紧 空 间 . 
并 非 每 个 无 限 维 紧 空 间 都 包含 一 个 无 限 维 Cantor 
流 形 ., 存 在 许多 紧 度量 弱 无 限 维 空间 ,例如 ,递增 维 数 立 
方 的 拓扑 和 p= HAARR. 
参考 文献 
[Al] Urysohn, P. S., Mémoire sur Jes maltiplictés 
cantorienncs, Fund. Matk., 7 (1925), 30 — 137. 
[A2] Engelking, R., Dimension theory, PWN and North - 
Holland, 1978 . 
[A3] Hurewicz, W. and Menger, K., Dimension and 
Zusammenhangstuffe, Math. Ann., 100 (1928), 618 一 
633. 
[A4] Mazurkiewkz ， S., Ein Satz über dimensionelle 
Komponenten, Fund. Math., 20 (1933), 98-99. 
[A5] Mengr, K., Über die dimension von Punktmengen 
H, Momath. für Math, and Phys., 3 (1926), 
137 一 161. 
[A6] Tumarkin, L.A., Sur la structure dimensionele des 
ensembles fermés, C. R. Acad. Paris, 186 (1928), 
420 -422 . RER PR. RR W 
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Cantor {fit [Cantor paradox : Kamropa napacnokc] 
见 性 论 (antinomy). 


Cantor $ Í Cantor set ; Kugroposo MaoxkecTeo] 
AJE 7 8, 3 的 数组 成 的 实 区 间 [0, 1] 85 + 


集 , 其 中 #8. 基 人 0 或 2. 其 几何 描述 如 下 (网 图 }: 从 [0.1] 
中 去 掉 它 的 二 等 分 的 中 间 部 分 (1/3, 2/3); 再 从 镁 下 
KHE, 1/3], [2 /3,1] 中 去 掉 它 们 的 三 等 分 的 中 间 
部 分 (119,219) 和 {719, 8/9); 同样 从 剩 下 的 四 个 区 间 
中 央 掉 三 等 分 的 中 间 部 分 等 等 .去 掉 所 有 这 些 区 间 
{邻接 区 闻 (adjacent intervals)) 之 后 剩 下 的 部 分 (全 
长 为 D 是 Cantor 完满 集 {Cantor perfect set) 
{Cantor 集 ( Cantor set}; Cantor 三 分 DE (Cantor 
ternary set); Cantor 密 断 统 (Cantor discontinuum Y. 
它 在 实 直线 上 无 钼 稠密 但 有 连续 统 的 基数 


从 拓扑 的 观点 ，Cantor 集 是 零 维 .完满 . A EAE 
的 紧 统 ( 即 没有 孤立 点 ); REH E S RE F EE 
BJ. 实 直线 的 所 有 有 界 . 完满 , 无 处 筒 密 的 子 集 都 基 相 
H&E. Cantor 集 同 年 于 两 点 空间 六 的 拷贝 的 可 数 积 
D, 且 是 拓扑 群 Z "的 空间 ，Cantor # EBI Ph Ë 2 T 
是 万 有 的 ; 1) 首 先 , 任 一 具有 可 数 基 的 零 维 正则 Haw- 
dorff =n] |p] I: T Cantor 集 的 子 集 ; 2} 其 次 , 任 一 可 上 度 
量化 紧 统 是 Cantor 集 的 连续 象 ( Amrcagnpoa 定理 
{Aleksandrov theorem 风 ， 这 个 定理 表明 二 进 紧 统 理论 
的 开始 ,并 且 从 泛 函 的 观点 看 ,， 许 囊 紧 统 彼此 相似 . 特 
别 地 , 所 有 完满 紧 统 具有 典型 开 集 的 相同 的 Boole 代数 ， 
存在 从 Cantor 入 到 紧 统 上 的 特殊 映射 ， 依 此 可 证 明 两 
个 任意 完满 可 度量 化 紧 统 七 (和 例如 ,在 区 同上 和 正方 
形 上 ) 的 所 有 连续 蜀 数 的 Banach 代数 是 线性 同 胚 的 ， 
进而 , Cantor 集 和 它 到 任意 可 度量 化 紧 统 上 现 射 的 可 
能 性 是 在 拓扑 学 和 画 数 论 中 构造 许 儿 有 趣 例 子 的 基 
础 .其 中 之 “是 所 谓 Cantor 阶梯 (Cantor stair- 
case), E (0, 1] 到 自身 上 连续 单调 吐 射 的 图 , 它 的 
导数 是 有 定义 的 并 且 在 一 个 测度 为 1 的 开 集 上 等 于 
x=. 虽然 标准 Cantor 集 的 测度 为 零 , 但 存在 单位 区 间 
上 无 处 稠密 的 完满 紧 统 ,具有 任 春 嫌 近 于 主 的 测度 ， 
#+*x 


[1] Ammanapos, I C., BpempHne 5 TeODREO MHOÆECIB H 

uyo Tonóonormo, M., 1977, B. B. Qenopaya R 

【 补 注 】 上 面 第 一 直线 构造 的 推广 ， 导 致 Cantor 状 集 
(Cantor -like sets), W, [A2]. 

$X t 

[A1] Arkhangel'ski, A. V. and Ponomarev, V. L, Funda- 

mentals of general topology, problems and exercises, 
Reidel, 1984 (F HRX). 

[A2) Hewitt, E, and Stromberg, K. , Rea] and abstract analy- 

sis, Springer, 1965. HRN 译 


Cator 定理 [ Cantor theorem ; Kawropa Teopewra ] 

1) 一 集 人 台 4 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 2 GARR 
任意 子 集 都 不 等 势 ， 该 定理 的 证 明 起 源 丁 G. Cantor 
{18781， 它 所 列 含 的 思想 , 称 为 “Cantor 对 角 线 过 程 ”， 


在 集合 论 {及 其 他 额 域 ) 中 起 着 重要 的 作用 . Cantor 
ERIRE 


24 22 22! 


中 的 任意 两 个 集合 都 不 等 势 ， 用 此 法 我 们 可 以 得 到 无 
穷 沁 个 截然 不 同 的 基数 (eatdinal number). Cantor 
定理 还 蕴涵 着 不 存在 含有 所 有 集合 的 集合 . 这 就 意味 着 
在 集合 论 公理 中 不 包含 下 述 论 断 :对 和 睛 个 命 古 函数 (或 
谓词 jptx) 都 存在 恰好 由 所 有 满足 {x) 的 元 素 x 所 组 
成 的 集合 ( 见 [1], [2]. [3]. [8]). B A Eee 摆 

2) 实数 的 非 空 有 界 闭 集 的 任意 递 隆 序列 都 有 非 空 
X. 这 已 推广 到 度 其 空间 的 E FE P. F m +E DE R BE 
量 空 闻 站 的 完全 性 的 定义 之 一 : 如 果 基 的 正 空 闸 梨 的 
递 降序 列 的 直径 趋向 于 零 ， 则 该 序列 有 非 宝 奖 .下 面 的 
性 质 是 拓扑 空间 尘 的 紧 性 的 定 多 之 一 ; X BJ TE == HJ 3 
的 每 一 全 序 弟 障 友 都 有 非 空 交 {[1], [2], [3]. (51, 
[11])). 

3) KAHE- REMER SE a (EA NRR 
点 (condensation point of a set)) 的 完满 集 与 
一 可 数 集 的 并 .有 时 这 也 称 为 Cantor - Bendixson 定理 
(Cantor " Bendixson theorem). 该 定理 已 推广 到 具有 
可 数 基 的 度量 空间 的 子 全 上 (Lindelöf 定理 (Lindelöf 
theorem}, 见 [1], [2), B), B4, [15], 17]). 

4) 若 二 集合 中 的 任 一 个 都 与 另 一 个 的 基 一 子 集 等 
势 则 此 二 集合 等 势 . 对 于 二 自序 集 , 相似 陈述 也 成 立 . 
有 了 时 称 为 Cantor - Bernstein 定 理 (Cantor - Bernstein 
theorem) 或 简称 Bernstein 定理 ( "Bernstein theorem} 
(F. Bernstein # iH 了 该 定理 的 正确 证 明 ， 见 {, [2], [3] ， 
[10}, [12], [16]). 

5) MERA 一 x, r] 上 除 有 穷 多 个 点 外 有 


A, = a,cosnx +b,sinnx — 0, 


HJa b. — 0. 这 已 推广 到 在 正 测度 集 上 4 一 0 的 情 
Jë (Lebesgue 定理 (Lebesgue theorem)), &£ $ #@ 
K F À, 一 0 的 情形 (Young 定理 (Young theo- 
rem 为 以 及 其 他 情形 .重要 的 推论 是 关于 三 角 级 数 的 
唯一 性 集合 的 各 种 定理 ( 见 [], [6}, 1.191, 181, 9). 
6) 实 轴 的 有 界 闭 区 向 上 的 连续 函数 在 该 区 间 上 是 
一 致 连续 的 ,这 已 推广 到 由 紧 空 间 到 一 致 空间 
(uniform space) 上 的 连续 映射 上 . 有 时 称 此 定理 为 
Heine - Cantor 定理 (Heine - Cantor theorem) { 见 [1], 
[4], [5], [13]). 
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【 补 注 了 1) 两 个 集合 是 等 势 的 {对 等 的 ) ,如 果 它 们 之 同 
存在 一 个 一 一 映射 (bigction) ， 直 现 的 意思 就 是 它们 
有 相 局 数目 的 元 素 ; 换言之 ， 它 们 具有 相 局 的 基数 
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(cardinality). Cantor 定理 的 证 明 如 下 : RÜ f: 4 一 
2 是 一 映射 ; 为 证 明 它 不 是 到 上 的 , 考虑 六 =a Ee 
Aafia MAPE SHERE. 

f H|28 l b pk uE H T 3 Wk fE 2 FE: a %k BU: E Pt 
f:N— [xi0<x<1) Ë — B H Ji + h R 
=0. 4a $ r=0. r r", APE a, 5, 则 
=5; 车 a,=5， 则 r=6， 财 r+ 不 在 了 的 值 域 中 ， 上 
述 证 明 是 对 名 词 “ 对 角 线 过 程 或 “对 角 钱 论证 "的 最 好 
说 明 . 

4) 这 个 定理 也 称 为 Schroeder - Bemstein 定理 
(Schroeder - Bernstein theorem}. 对 于 全 序 集 类 似 结 
论 不 成 立 . 考 瞄 {x:0 <x<1l 和 fxi0<xs]lj， 

一 般 的 历史 资料 见 [2] . 关于 第 二 范畴 集 见 集合 
的 范畴 (category of a set). 张 锦 文 , 赵 希 顺 译 


Pt [cap ; manka], k TECk -cap), M (arc) 
有 限 射 影 空 间 Pin, 外 中 无 三 点 共 线 的 天 个 点 的 集 
合 ， 两 个 冠 认 为 是 等 价 的 ， 如 果 在 Ptn ,的 中 有 直射 变 
换 把 其 中 一 个 变换 成 另 - T. ER Phn, 9) 中 冠 的 最 大 
SA $K m (n, q), m tr, 久 冠 的 构 作 和 分 类 都 是 冠 研究 中 
的 重要 问题， 这 些 问 题 至 今 [1984) 尚未 完全 解决 . 下 
面 是 一 些 已 知 结果 ( 见 [2], [3]): 
m, 2)=2"; THES MEN TEEN, € 
是 不 位 于 Ptn, 2) 的. -个 固定 超 平 夯 上 的 - -个 点 集 ; 
当 3 是 奇数 时 ， 严 好, 0=4+1, RHP. q P 65 
(9+1) 冠 是 唯一 的 ， 它 是 二 次 曲线 ; 
当 9 基 偶数 时 ，mC,9)=3+2; APO, 
(48+2) 冠 一 般 来 说 不 是 唯一 的 . 
m(3,4)=q +1. 如 果 g RR., PB, o Pige 
冠 是 唯一 的 ， 面 且 是 一 个 燃 贺 型 二 次 曲面 ; 如 果 9 是 
尽数 ， 则 一 般 说 来 它 不 是 唯 -的 . 
m (4, 3y=20; P(4, 3 中 的 20 冠 是 不 唯一 的 ; 
m(5, 3)=56; P6, DPR 56 冠 是 唯 :的 . 
在 编码 理论 中 用 到 冠 (如 见 [2j)， 
E d 
[H] Bose, R. C. Mathematic theory of the symmetrical 
factorial design, Skankhyā, 8 (1947), 107 — 166. 
[2] Hill, R, Capa and codes, Diseete Math, 22 (1978). 
141 — 137. 
[3] Sepe, B., troduction to Galos geometries, Ati Aecad. 
Naz. Lincei Mem., 8 (1967), 133 — 236. 
B B. Adġdanaceen T 
CHENI 在 曲面 的 {微分 ) 拓 扑 中 ， 个 第 二 类 冠 fcap 
of the second kind) sË £ S W (cross capy 是 其 边界 同 
ET Möbius 带 (Mibius strip} 的 2 维 流 形 ， 它 以 如 下 
方式 被 用 来 构造 (更 复杂 的 ) 曲 面 : 35 K -- 4 Ej # m 4ë 
之 以 一 个 交叉 冠 或 一 个 把 (bundle)( 也 称 第 一 类 xš 


的 中 的 


(cap of the first kind)). 详 凡 曲面 理论 (theory ol sur- 
faces). 李 35 3 # E 
容量 [ capacity ; expcrs ] ， 集 合 的 

性 势 论 (potential theory) 中 出 现 的 
是 与 静电 春 量 这 个 物理 概念 类 似 的 概念 . 

设 3$3 和 3 是 Euclid 空间 R'(n2:3) F 6 8 4 56 88 
闭 超 曲面 且 SBAT S. 这 样 一 个 系统 称 为 电容 器 
(condenser) (S,S*), 设 rOoO 是 8 与 9* 之 间 的 区 域 也 
内 的 调和 函数 , 它 在 3 上 取 值 1, 在 3 上 取信 看 ,电容 
器 的 容量 (condenser capaqty) C(S, S*) 是 如 下 数值: 


.. Bux) da (1) 
CSS = -a Í n 
= zaf grad u{x) |7 dw, 
m D 
其 中 m= r n2) 是 R" 中 单位 球 的 面积 ,5 是 位 于 


$ 5; S* 2 8 B i 8 T S 的 枉 意 中 间 超 曲面 ，Buj an 为 
S 上 沿 外 法 线 方 向 的 导数 ,gc 是 SS 上 的 面积 元 素 , do 是 
ARTE. 等 价 地 ,电容 器 容量 C(3, 5*) 可 定义 为 下 列 
形式 的 所 有 积分 的 下 确 加 : 
1 
G= Í! Bradv{x) l: de, 
其 中 v(x) 为 在 D q 8 8k ET 8 H £ S 5 S" LAIRAN 
1 与 和 的 因数 .如果 3 =800 ,有 只) 是 中 心 在 原点 .半径 只 
充分 大 的 球 ,那么 若 在 (十 中 令 民 一 co ,就 得 到 由 S 界 
定 的 紧 集 KOFE, 也 称 为 兵 的 调和 容量 ( harmonic 
capacity ) 或 Newton 容量 (Newtonian capacity): 
C(K) = Jim CiS, S (O R). 


HSA 0=<C(K)<%. C(K) E SARF 兵 的 静电 容 
量 类 似 的 摄 念 . 

在 平面 R° H, 电容 器 (L, Lt) 是 指 由 两 条 不 由 交 
的 简单 光滑 闭 曲 线 王 和 L° 构成 的 系统 , 其 中 上" tu Hi 
T L. uwo E # L # I 之 间 的 区 域 口内 的 调和 画 
数 , 它 在 工 上 到 值 为 1 而 在 L' 上 取 值 为 0. 电容 器 的 
容量 C(L,L') 是 如 下 的 数值 : 
CLL) i rr er [| maque) lt ae. 
其 中 ds E (ë F L 55 L* 之 间 且 筷 转 了 鞋 的 闭 曲线 工 的 
未 长 元 泰 ， 设 L* 一 SOO, 上) 是 中 心 在 原点 , 半径 R 充分 
大 的 贺 ; 在 式 中 令 民 一 o, MERRE 


W(K) = lim 


R — 


| C(L, S(0, R) | 


称 为 由 了 上 界定 的 紧 集 K BJ Wiener 容量 ( Wiener 
capacity), sk Robin 常数 (Robin constant }; Wiener 
容量 可 以 取 任 意 值 , 一 区 < W(K) < +0. 更 党 MA Æx} 
数 容量 (logarithmic capacity)， 也 称 为 调和 容量 (har- 
monic capacity ) # 或 共 形 容量 (conformal capacity): 


C(K) = eH — Hm Re l ensor» (2) 


ERE 0 <C(K)< o. 

3 n 23 时 ,由 超 曲面 3 界定 的 紧 集 关 的 容量 也 可 
以 用 稍微 不 局 的 方法 定义 ， 设 wfx) 是 紧 集 天 的 容重 位 
势 (capacity potential) 或 平衡 位 执 {equilibrium poten- 
tial), 即 在 天 的 外 部 处 处 调和 下 在 无 穷 远 处 正则 并 在 3 
上 取 值 为 1 的 函数 . 那么 


(x ) 


C(K) = = (3) 


-古寺 CEEE E 


f! pradvx(x) |? du, 


~ (n Tia 


EED ESRR. AERA CK) 昆 分 布 在 
SS 上 的 一 个 正 测 度 , 且 由 这 个 测度 生成 的 单 层 Newton 
位 势 等 于 容量 位 势 yix), BB 
tex) = P= xeD; 
[x-y | 
C(K) = fdp) = MS) 
S 


测度 上 4 称 为 容量 测度 (capacity measure) 3 TAW E 
(equilibrium measure). : 

在 所 有 满足 A(K)=nu(S)=C(K) BJ K L. BJ IE Borel 
测度 4 中 ,容量 测度 4 使 能 量 积 分 

由 De) 4 
FO) dr Ó 

达到 极 小 值 . WAH., AE C{K) 可 用 公式 C(K)= 
inf EM 来 定义 ,其 中 下 确 界 是 对 所 有 集中 在 天 上 且 
用 条 件 A(K)= 1 规范 的 正 测度 4 来 取 的 . 

4 n=2 时 ,由 于 对 数位 势 在 无 穷 还 处 的 奇异 性 , 上 
面 构造 容 基 位 势 的 方法 只 适用 于 电容 回 , 例 如 ( 工 ,S00， 
R), 借助 于 图 S(O, R) 的 内 部 和 的 Green E (Green 
function) G (x, y) 38 32 F & : 


ux(x; S, R) = {GC y) dy), xe D; 
i (3) 
C(L, S(0, R) = duty) = L), 
L 


这 里 容量 位 势 4, (x; 5 (0, Ry DAMEA riL, 
S(O, RYJA BJP Sk u OO B. 公式 (5) 定 义 的 容 
RAHA Green 容量 (Grem capacity); 


这 种 构造 - 
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法 对 任何 m 关 2 都 是 是 行 的 . 5 n =2 时 , 由 公式 W (K) 
=l/inf E(4), A(K)=1. 可 给 出 紧 集 兵 的 Wiener 容量 ， 
BERET 


Eu) = HeT r 60240) (6) 
现在 未 必 总 为 正 数 . 
E R Or 关 3) 中 ,任意 一 个 紧 集 有 的 容量 可 借助 于 
极 小 能 量 的 上 述 性 质 来 定义 : 
CK) = ay A(K)=1, A=0, 


这 里 能 量 积 分 BO) 按 公式 (4} 计 算 ， 当 ?=2 时 ,任何 
一 个 紧 信 的 Wiener 容量 也 撕 此 而 定义 为 : 
_—— 1! 
inf E(à) ` 
这 里 能 量 EDORA. 向 对 数 容量 的 转变 由 
公式 CK)=e "O KEH. 

一 个 等 价 的 方法 是 构造 任意 一 个 紧 集 兵 的 容量 位 
Wp (x). 3 n23 时 , 它 可 和 定义 为 满足 下 述 条 件 的 诸位 
AUO RERA: 正 测度 ¿fO PEKEE U(x) 
<1. fE Ë s, CoM u UARN, u (K)= C(K). 
当 z=2 时 ,容量 位 势 的 构造 如 同上 述 考 虑 电容 髓 (K, 
SC0, 尽 六 的 情况 那样 , 8 Bh J PLE A É Green 函数 米 
建立 . 而 紧 集 的 容量 CK) 则 通过 公式 (2 RAR 4821. 

车 00 一 0, B| C(K)=0. 4 n=2 FF. AR C(K)=0 
AWK +co 是 等 价 的 . 零 容量 紧 集 在 位 势 理 论 中 的 
作用 与 零 测度 集 在 积分 理论 中 所 起 的 作用 相同 ， A 
如 ,方程 vr)=1 在 六 上 至 多 除去 一 个 零 容量 紧 集 的 
于 集 以 外 ,在 其 他 点 处 处 成 立 ， 任 何 集中 在 零 容量 紧 集 
天 上 的 正 测度 的 位 势 都 是 无 界 的 . 而 且 , 对 任 柯 零 容量 
紧 集 兵 , 存在 一 个 集中 在 K FPS ER v, 满足 U (x) 
=+, x€ K, fl U. (x)< +, xé K, BIL Ta RE 
RER (polar set). 

权 信 的 容量 位 势 和 容量 的 性 质 : B K 一 vx 
和 K— C(K) jk BU, Bl K i= K; A px (x) Sux,(x) 处 
处 成 立 , H CKD) C(K) ; 2) 这 两 个 映射 都 是 有 连续 
的 , 即 对 任何 固定 的 x e R' 和 任意 8>0, 存 在 :个 开 集 
o, 使 得 如 果 一 个 紧 集 兵 满足 Ke K S c, M uz. (x) 一 
peix) ce 处 处 成 立 , 且 CCK) — C(K)< zg; 3yux(x) 和 
C(KyY+#E 2, K BJ P8 Ek E ze tK Jl tE BJ ( strongly subaddi- 
tive), lk lil — 0T 


A(K)y= 1, ¿=0, 


Uk. U K, (Xt oy, K(X) < Pe Ho (x), 
CIK UJ KD C(K MN RG) =< C(K + C(K;) 
WE GERR B=B(0, RR} 内 的 一 个 开 集 , 则 由 定义 ， 
C(G)=C(B)üC(BNG). wsHfE—#E E, ARR (inner 
capacity)C(E) 定 义 为 上 确 界 CE)=sup CK), 其 中 天 取 
RHA RE KC E. 外 容量 (outer capacity) CE EH 
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下 确 界 C(E)=infC(G), BP GEOR Fr &8 FE GOE. 一 
DRTE 称 为 可 容 的 {capacitable} ,如果 C(E)= C(E)= 
wa R" 内 的 所 有 Borel 集 , 甚至 所 有 解析 集 都 是 可 容 
. 这 样 ,容量 CtE) 是 一 个 运动 不 变 的 集 蚂 数 , 但 不 是 
可 ， 一 个 集合 互 的 容量 CE) 等 于 零 , 这 是 巨 的 一 
个 很 重要 的 性 质 . 在 位 势 论 的 许多 问题 中 ， 上 述 意 义 下 
的 零 容量 集 可 忽略 不 计 . 例如, 下面 的 强 最 大 值 原理 
(strong maximum principle) W 3. Ë wO) 为 区 域 
G R'(n2>3, o9 和 各 ) 内 的 上 有 界 次 调和 一 数 ,又 设 
Hm ,sup w(x) M xf y £ 0G 几乎 处 处 成 立 , 即 可 能 在 
6G 的 一 个 子 集 吾 上 例外 , k E C(E)=0, Booe E; RA 
w (x) < M E GAIRE, ig 4 w (x) = M 时 等 号 成 
x, HERE- A Ev, 
容量 的 概念 有 各 种 推广 .从 容量 位 势 和 容量 测度 
或 者 能 量 的 概念 出 发 ,关于 非 Newton 位 势 的 容量 理论 
已 经 建立 ， 这 种 位 势 有 如 Bessel 位 势 { Bessel poten- 
tial) ， 非 线性 位 势 (non -linear potential), Riesz 位 
$ (Riesz potential) 等 . 特别 是 , 这 种 推广 使 得 人 和 们 
能 够 按照 数学 物理 和 分 析 的 各 种 问题 来 变更 零 容量 集 
的 概念 ( 见 [6]). 
E G. Choquet 的 理论 , 在 抽象 的 可 分 离 拓扑 空间 
考 内 ,容量 用 公理 法 定义 为 满足 下 述 公 理 的 数 集 函数 K 
+ C(K): 它 是 递增 的 , 右 连 张 和 强 次 证 加 的 .抽象 空 
间 关 中 的 容量 理论 , 其 构造 方法 稍 有 不 同 , 这 可 在 抽象 
位 势 论 (potential theory, abstract ) 或 者 调和 空间 {har- 
monic space) 理论 的 一 般 公 理 框架 中 找到 , 在 抽象 容 
量 理论 中 , 一 个 基本 的 结果 是 Choquet 定理 (Cho- 
quet theorem): 兵 解析 集 ( K- analytic sets), 旭 紧 空间 
内 的 Ka 集 的 连续 这 是 可 容 的 ， f 
一 般 地 说 ,在 苑 数论 的 各 种 问题 , 主要 是 涉 此 用 特殊 
晴 数 类 来 通 近 的 问题 中 ,引进 一 个 合适 的 容量 的 概念 是 
有 用 的 . 例如 , 在 用 解析 消 数 逼近 的 问题 中 ,解析 容量 
(analytic capacity ) 的 概念 是 最 重要 的 . Er K ht 3 z F 
面 上 的 紧 集 , 函数 fz) 在 上 的 外 部 解析 ,17(z) | 所 1, f(eo) 
=0; RER (K) 即 为 数值 — 


TO = sp |>; [02]; 


其 中 地" h tu KEER. Ps 2 E zT W ELEA 
件 的 f/() S EE 
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容量 位 势 | capacity potential ; exkocrmem morenman ] , 平 
衡 位 势 (equilibrium potential) 
见 容量 (capacity);，Robin 问题 (Robin problem). 


Carathéodory 类 [ Carathéodory class ; Kapawenopu kiac ] 
BR |z] <1 内 具有 正 实 部 的 止 则 函数 


G) = 1 十 六 cm 
n=1 


所 组 成 的 函数 类 C, ARAL C. Carathéodory 的 
姓 命名 , 他 确定 出 类 C 上 系数 组 fc ,…, 6 } Cn 之 1) 的 值 
域 的 精确 范围 ( 见 [1], [2] ) . 

Riesz - Herglotz 定理 (Riesz - Herglotz theorem). 
JG) T C BOSES E PEARLA Stieltjes 积分 
表示 式 


flz) = _ [= et aun) 
HH uel- nn] EFU EMOR3RKH aa- ull. 
利用 这 -- 表 示 式 容易 推出 关于 该 图 盘 内 凸 单 时 函 


E, BO nha Wk E bP pA ERA. 
Carathéodory - Toeplitz 定理 Carathéodory - Toe- 


aan ara -y 


`r 


plitz theorem). 在 类 己 上 系数 组 1 lll. c. A IB hj n 
RE Euclid 空间 中 的 闭 上 四 有 界 点 集 及， 在 该 集合 上 
诸 行列 式 


2 cl Cx 
ti 2 ĉi] 

À, = N l&k =n 
rz. 人 一) ... 2 


或 者 均 为 正 数 ， 或 者 直到 基 个 下 标 均 为 正 数 , 除 此 之 外 
则 全 为 零 ， 对 于 后 一 情形 可 得 到 系数 体 K. 的 面 IL, 
对 应 于 IL. 的 每 一 点 恰好 有 类 C 中 的 一 个 函数 ， 该 函 
数 具 有 如 下 形式 

e +z 


fx (z) = 7 24 e ` 


其 中 
Za, = 1.2, > 0, leNen, SmE <w, tZk 
j=1 
HHF ERAGE k j=l, N. 
CERE c,(n=1,2,…) 的 值 域 是 圆 盘 |c, | 所 2; 对 
ETEA | c |=2 的 ， 唯 有 一 数 
_ et +z 
` Jü) = 人 一 
C E fizo) (z 轿 定 ，|zo| <1) 的 值 域 是 以 区 间 [ (1 — 
Ja DAL za O HDA a N AERAR 对 
EETA, HEA 83 


ftz) = Lte 


KORATO ANSEANCRTRN C 
[6]) .对 于 类 C, FAZADA, BATAAR, 
类 C 中 一 些 极 值 问题 得 以 解决 及 以 f. (z) 为 极 值 函数 ， 
N 22 (W [6]). 

CJ PST 2 H R£ LKM c (n=1,2, 6 
函数 f(z)s HARRA C. rz) 属于 C, 的 必要 充分 
条 忻 是 该 函数 具有 表示 式 


i 
fa) = Í 1 一 22 cosi +z? dui), 
HF u(t) Æ [0, z] LERAAR H (z) — n(0)=1.# B 
于 这 一 表示 式 , C, 类 中 许多 极 值 问题 可 以 解决 . 
参考 文献 
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Carathéodory 区 域 | Carathéodory domain ; Kapareonope 
o6Jacrp] 

复 平 面 中 满足 如 下 条 件 的 有 界 单 连通 区 域 G: G 
的 边界 同 G 的 余华 中 包含 点 oo 的 分 支 G. 的 边界 相 
癌 . 由 Jordan 曲线 图 成 的 区 域 是 Carathéodory 区 域 
HAF. 每 个 Carathéodory 区 域 可 表示 为 单 连 通 区 
REKAAN {G}, 


G C 6,,, CG CG, n=1,2,...., 


而 且 存 在 这 种 序列 的 每 个 区 域 ， 都 是 Carathéodory 区 
域 (Carathéodory 定理 (Carathéodory theorem), WL 
[1]). 

参考 文献 

[1] Carathéodory, C. , Untersuchungen über die konformen 
Abbildungen von festen und verinderlichen Gebieten, 
Math. Ann. , 72 (1912), 107- 144. 

[2] Mapxyuwsus, A. JA. , Teopas asayrmrriceux yg 1. 
2, M. ,1968 rn. 2 (PEE: A, B. 马 库 雪 维 奇 ,解析 
m. AFAR HRH, 1957). 

E. T. P'orysusa 摆 
【 补 往 】 ë G E 3 Y Wm rh — J EB DX bk. E w 
区 域 都 包含 以 z, AACH- EENE D. $ F=f{2; 
FERR NEGARI nA NEG}, ME 
是 开 集 . RG 是 号 HES z 的 分 支 ， 这 一 区 域 称 
为 序列 {G.} CEFA z) KE (kernel), 称 序列 {G,} ik 
AT G,,, 如 果 {6,} 的 每 一 子 列 关 于 z AA iG) 本 
身 相 同 的 核 . 见 [2]. 杨 维 奇 译 


Carathéodory - Fejér 问题 [Carathéadory - Fejér problem ; 
Kapareonopa - Deepa aamasa | 

把 一 个 多 项 式 接续 成 一 个 智 级 数 的 问题 ， 要 求 这 
一 其 级 数 表示 贺 盘 |z|<1 内 一 正则 函数 ,并且 在 单位 圆 
盘 内 所 有 以 所 给 多 项 式 作 为 MaeLaurin 9 3 ta Et 68 
正则 函数 组 成 的 类 中 该 函数 在 回 盘 |z|<1 上 模 的 上 确 
界 达到 最 小 值 . 这 个 问题 的 甫 由 如 下 定理 给 出 ， 

Carathóodory - Fejér 定 理 ( Carathéodory - Fejér 
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theorem) [1]. 设 
Piz} = cotet -'' 
K SESI, P(z)y= 0. 存在 唯一 的 形 如 


1 十 0- 32 十 `. 十 gz 


可 上 


+c, - Z 


, À>0 


n-i 


R(z) = 1 


to taz + Ta, 12 


HARAR R(z)=R(z 6G,…,0-1}， 在 单位 辐 扒 内 正则 


EU gsc 为 其 MacLaurin 展开 式 前 n 项 系数 .在 
单位 圆 盘 内 所 有 形 如 


Az) = PGz2)+a,z" + oe 
AS IE W| P $ H pk. 00 25 ri , k pA 32 H iË A it; p P E 
My = sup | G) | 


取 最 小 值 ,而 且 这 个 最 小 值 就 是 4 一 1(e. c a). 


数值 46， G.) Fi TF 2n 次 方程 的 最 大 正 根 : 


一 上 由 0 er Ü cao el ` Ën 
0 一 J. 0 0 Co =t Ch 2 
Ü A 0 Ü Cn 
一 = 0. 
Co 0 一 4 Ü Ü 
Tı To Ü Q -AÀ Ü 
C 1 C? tr Co Ü Ü ... 一 下 


Parne RRA, Halare 


的 根 的 绝对 值 的 最 大 值 : 
—A 0 ... ü ta 
0 -A Cu GQ 
` Ü. 
Co CI El À 
参考 文献 


[1] Carathéodory, C. and Fejer, L. 
hang der Extremen, von harmonischen Funktionen mit 
ihren Koeffizienten und den Picard - Landau schem Satz, 
Rend. Circ. Mar. Palermo. 32 (1911) 218-239. 

[2] Tomyam, , 了. M. , TeoMeTpyuwecxaq -TooPHR 中 yin KOMI- 
Horo IEDEMEHHOTDO 2 wa. , M. , 1966 (中 译本 : 
r. M. 83, ERANLA E, PEH RH 
1956). T. B. Kyamma B mt 译 


„Ueber den Zusammen- 


Carathéodory MISE [Carathéodory measure ; Kapareo- 
ROPH Mepa | 

由 Carathéodory 外 测度 u" (outer Carathéadory 
measure g 诱导 的 测度 ， 前 者 是 指定 义 在 (具有 上 度量 p) 


的 度量 空间 M OTER I ESME (ouer meas- 
ure }， 满 足 条 件 : q p (A. B) > 时 


B(A LJB) = (Atu (B). 


Ti C. Carathéodory 引进 的 ([1]). #8 E SM WF n 
的 定义 域 ,是 u'o, 当 且 仅 当 对 一 切 AC M, AS 
式 

FAA = pA Etpe (A NN CB), 


此 处 CE= MN E. š B! E R. ° 可 测 , 则 uA(E)=4"(E). 
Carathéodory 测度 的 定义 域 包 会 -H Borel #. HM p 
是 某 度量 空间 所 有 子 集 类 上 的 外 测度 ,使 每 个 开 集 均 
为 j 可 测 , 则 是 Caratheodory 外 测度 . 
参考 文献 
[1] Carathéodory, C., Ueber das lineare Mass von Punk- 
tmengen, eine Verallgemem=erung des Lamgenbezgriffs, 
Nachr. Gesell. Wiss. Gottmgen (1914), 404—425. 
[2] Saks, S. , Theory of the integral , Hafner, 1952 (#8 
5 m). 
[3) Hamos, P. R., Measure theory, v. Nostrand, 1950 
{中 译本 : PARIR. MEH. EHRE, 1958). 
B. B. Casogos # 
【 补 注 】 Carathéodory 外 测度 也 时 常 称 为 度量 外 测度 
(metric outer measure), W [AI]. 
# = x k: 
[AI] Hewitt. E. and Stromberg, K., Real and abstract 


analysis, Springer, 1965. 王 斯 党 E 郑 维 行 校 


Carathéodory 定理 [Carathéodory theorem ; Kapareonopn 
TeopewMa ] , X TRAT EAR RRR A 

C. Carathéodory [1] F A BJ 2 ARAE wA 
区 域 共 形 映射 理论 的 主要 结果 之 一 ， 

设 召 (=1,2…) 昆 z 平 面 的 .- 列 单 连通 区 域 , 包 
会 固定 点 Zz, #0 若 存在 圆 盘 | 2 —z,| < pp>0) 属 
于 所 有 的 Bu WFA B (151l, 2,…) 关 于 zu 的 核 
{kernel of a sequence ) E £u z, 的 最 大 区 域 B. 使 得 
对 于 局 于 B 的 每 个 紧 集 区 存在 入 ,对 所 有 n2 N, 集合 
下 属于 也 -所 谓 最 大 区 域 是 这 样 的 一 个 区 域 . 它 包含 具有 
站 车 不 存在 这 种 陪 盘 , 则 以 z. tF 


HEY) B {n=1,2,…} 的 六 BB( 在 这 种 情形 , 称 序列 
B (n=1,2, : T) RS W tz (depenents kernel)). #R 
序列 BB (n=1.2,: …) ts B, 如 果 B 的 任 FF 
A BAH. 


Carathéodory 定理 . {H bk 28 E — A) 88 Ër z= £ (2), 
TEn f (Q >0, n51, 27o, EREDA -itel 
内 正则 单 叶 并 分 别 把 该 圆 盘 映射 为 区 域 B . WH PF #1 
(G) (n=1.2,--). ÆRME ile l 内 收 全 于 一 个 有 限 


-Qi 


AR 六 全 的 必要 充分 条 件 是 序列 百 (=1.2,:--) ikik 
于 核 8， 它 或 者 是 点 2， 或 者 是 边界 点 多 于 -个 的 区 
域 . MAAR |i- |< 1 内 部 的 紧 集 上 此 函数 列 一 
sr 3. 若 极限 函数 /(U = W W. MACEDA 
[e 0 1< 1 Erki B. HERRAN p (z) (n=1,2,:::) 
E BARRER F — 3 B SC /(r6 5 638 p(z). 

F EER AAH PR 32 J) k 3 E JES nT E 28 DJ if 
ë. 以 下 就 无 界 区 域 给 出 -个 这 样 的 定理 ， 设 B. 
(n=l, 2," ) E z Bi 3 tu 8 z = o 的 某 个 固定 分 域 
的 区 域 序列 , 则 序列 B (n=1,2,…) 关 于 z= 的 核 是 
包含 z 一 oo 的 最 大 区 域 8. 使 得 它 的 入 一 闭 子 区域 是 从 某 
个 n 起 的 所 有 B, 的 子 集 .序列 B, (n=1, 2,…) 到 核 B 
的 收 误 性 定 多 如 前 ， 存 如 下 定理 [21: 设 4 (n=1,2,…) 
E: FEARS ?= 所 的 一 列 区 域 且 收 伍 于 核 A, BE 
函数 = 大 (z) (n=1,2,…) 把 它们 单 叶 映射 为 包含 = oo 
的 相应 区 域 召 , H f (eoy=o, f (so) =l(n=1,2,:-:) 
WFA F (z) (n=1,2,…) 在 4 内 部 的 紧 集 上 一 致 收敛 
于 一 个 单 叶 函数 (HEADE A fE FI B, 
n=l, 2 具有 核 日 并 及 收 伍 于 8B， 在 这 种 情形 ， 
6 三 f(z) 把 4 单 叶 映射 为 B. 

亦 可 就 函数 的 规范 化 方法 给 出 单 叶 函 数 序列 收 从 
性 的 其 他 定理 (MW [2])， 
参考 文献 

{ Carathéodory, C. , Untersuchungen uber die konformen 
Abbildungen von festen und verinderiichen Gebieten, 
Math. Ann. , 72 (1912), 107-144. 
2] T'omysaa, P. M. , 'eoseerpuuecuaq Teopma DYH KOMI- 
DEKHO DepevEHROrO 2 man., M. , 1966 (中 译本 : 
T. M. ERZ., BERRAR, 科学 出 版 社 ， 


1956). T. B. Kymmma FE 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Duren, P. L., Univalent functions, Springer, 1983. 
HEN H 


Cardano 公式 【Carlano formula ; Kapasso Qopary aj 
复数 域 上 的 一 般 三 次 方程 


xi +px +q=0 (1) 


的 求 根 公式 ， 桩 何 三 次 方程 都 能 化 为 (1) 的 形式 RJ 
D 的 根 的 Cardano GARA TAER: ` 
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在 应 用 这 个 公式 时 ,对 于 立方 根 
4 gp 
a= -yt 4 2 


的 三 个 值 中 的 每 个 值 , 都 必须 选择 立方 要 


-| 8 /Pe 
B -4 V TEN. 


的 适当 的 值 , ERER p= 一 pi3 R ORN g (Ë 5 
是 存在 的 }， 在 Cardano 公式 中 ,pp 和 9 是 任意 复数 . 
当 系 数 p 和 4 为 实数 时 ,方程 的 根 是 实数 还 是 复数 , 取 
决 于 方 根 的 判别 式 


173 


ÈE 


D = -70 =4p = -108| +H 


的 符号 . 当 DD >0 时 ,所 有 三 个 根 都 是 实数 是 不 相同 ， 
然而 .根据 Cardano 公式 ,方程 的 根 可 以 由 复数 的 立方 
根来 表示 ,在 这 种 情况 下 , 虽然 系数 和 根 都 是 实数 ,方程 
的 根 却 不 能 由 实数 的 根 式 通 过 系数 来 表示 ; 因此 , 这 种 
情况 称 为 不 可 约 的 , 3 D=0 时 , 三 个 根 都 是 实数 ; 如 
果 呈 和 9 都 不 等 于 零 , 则 存在 一 个 重 根 .一 个 单 根 ;如 果 p 
和 4 都 等 于 零 , 则 存在 --- 个 三 生根 . 3 D< 0 ñi. 所 有 三 
个 根 都 不 机 同 , 其 中 -- 个 是 实数 ,另外 两 个 屁 失 轿 复 
m. 
Cardano 公式 央 G. Cardan 而 得 各 ,他 于 1545 年 
首先 发 表 了 这 个 公式 ， 
#*x 
[11 Kypom. A. T., Kype mae anre6pu, il nm , M., 
1975 HFA: A. T 库 洛 什 , 蜗 等 代数 教程 ,高 等 教育 出 
版 社 , 1953). H. B. Ppocxypsxkos jÉ 
【 补 注 】 


参考 文献 
|A1] Waerden, B. L. van der. Algebra, | —2, Springer, 1967 
—1971 {中 译本 : B. LALR, CRE, PLE fi a 
M. 1 1963. TH 1976). 张 鸿 林 说 


基数 特征 [ cardinal characteristic ; wotmgocreag xapakTe- 
Estruxa ]， 括 扑 空间 的 

使 每 个 空间 对 应 一 个 无 旁 基 数 ( cardinal num- 
ber) 的 函数 , 它 在 同 胚 空间 上 取 相 局 值 . 基数 特征 也 称 
为 基数 不 变量 (cardinal invariant)]， 基 数 不 变量 的 定 
义 域 是 所 有 括 扑 空间 类 或 它 的 某 一 于 类 ， 下 列 基数 不 
变量 是 在 一 般 拓扑 学 发 展 的 初级 阶段 产生 的 ， 设 X 5; 
任意 拓扑 空间 ， 一 个 平凡 的 不 变量 是 它 的 基数 
(cardinality}|X |、 即 它 的 所 有 点 的 集合 的 基数 . 它 的 权 
(wei 有 hbDw(O 是 天 的 基 (base) 的 最 小 基数 ， 它 的 密度 
(density) d(X) E X BATRE DES. Cycmmu 数 
(Suslin number) c X) E SU] J 333 r. CAR 
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每 一 个 两 商 不 交 的 非 空 开 集 族 的 基数 不 趟 过 下 
Lindelöf # (Lindelöf number (0 是 最 小 的 无 穷 基 数 
rn EM XPE STM E WS TEA Sri TN 
盖 . 这 些 简 单 的 概念 以 明确 和 的 方式 出 静 在 基本 定理 和 
间 题 中 ,从 而 直 嫌 显示 出 它们 的 重要 性 . 例如 : 有 可 数 
检 的 正则 空间 是 可 度量 化 的 (Ypeace - TaxoHoa 定理 
(Urysohn - Tikhonov theorem}, 1925), 紧 Hausdorff 
FHJ, 当 且 人 奴 当 它 的 权 可 数 ， 紧 群 空 间 半 的 
Cycmak 数 是 可 数 的 ; 对 每 个 可 数 权 空间 X 2 ËJ Lindelof 
数 i) E uj # 65. Cymm P 题 (Suslin prob- 
lem) 一 一 满足 c( 吕 = 发, 的 每 个 有 序 连 通 紧 Hausdorff 
空间 X 3.6 iS Z ü] 10.1] 同 胚 一 一 引出 了 两 个 基数 不 
恋 基 :密度 和 Cycmm 数 之 间 的 关系 问题 ， 在 上 述 援 定 
之 下 ,为 了 正确 解答 Cemu 问题 只 要 证 明 dX Sc Q) 
就 行 了 .基数 不 变量 的 比较 问题 — C HRH., 就 像 
上 人 恒 那 样 明显 , 对 空间 结构 的 确定 结论 具有 关键 的 意 
£ -一 - 是 基数 不 变量 理论 的 中 心 . 之 所 以 如 此 , 是 由 
于 基数 不 变量 概念 的 本 质 属 性 所 致 :基数 不 变量 的 值 是 
基数 , 它 的 类 是 以 数量 来 良 序 化 的 ， 因 此 ,人 们 可 以 试 
图 比较 任 疮 两 个 基数 不 变量 o 和 o hE. 于 是 ,一 系 
列 与 此 有 关 的 问题 出 现 了 .对 于 所 有 的 下. 都 有 负 代 ) 
SAAG? EEX aS a (XW? ANR a (X) 
=p 等 等 . 

对 于 基数 可 以 进行 如 下 运算 : 相 乘 . 相 加 以 及 它们 
AAR. 相应 地 , 对 基数 不 变量 也 可 以 进行 如 下 运 
算 一 一 它们 作为 函数 相 乘 和 相 加 等 等 ， 于 是 , 利用 运 
算 就 担 供 了 比较 基数 不 变量 的 新 的 可 能 狂 ， 这 里 永远 
有 . 

(X) < dO < w(X), (A) < wX), 


HU Cycmm 数 处 超过 密度 ,密度 不 超过 权 , Lindelöf 数 不 
超过 权 ,但 密度 和 Lindelof H # T 3 WR X TF + EJ É, 
较 : 存 在 空间 X, 了 和 Z, 使 得 


dN) < IOO. NY) < a(Y) = c(Yy, 
HZ) = d{Z} = c(Z). 


基数 和 权 的 不 可 比较 性 初 看 起 来 令 人 感到 意 许 :存在 普 
上 共有 不 可 数 权 的 可 数 正 规 了 空间， 但 总 有 dOS 
和 TB 近代 | - AFEA T. EAX, AX Sepe) 
{ 用 expt 代 替 2'). 对 每 个 Hausdorff = isj x, # | y |< 
exp(exp(d(X)). W| w(KX)=<<exp|X| 总 是 成 立 的 . 

在 比较 问题 中 ,并 非 恰 好 总 是 两 个 ,有 了 时 会 涉及 到 
更 多 的 基数 特征 . 在 这 一 方面 已 粥 得 到 了 一 些 源 亮 
的 ,精细 的 和 意 想不到 的 结果 ,其 中 具有 一 般 性 的 是 : 对 
每 个 Hausdorfr ERX, X| S&exp(e(X)+ (X), I& B (X) 
33k J 9 t 8k z 它 使得 在 X 0 ah RA — 
个 基数 SHREE], D. 基数 不 变量 理论 中 


的 许 名 研究 是 由 满足 第 一 可 数 性 公理 的 紧 Hausdortr 
空间 天数 的 估计 问题 诱发 的 ,这 个 问题 从 1923 年 一 直 
遗留 到 1969 年 还 未 解决 .后 来 弄 清 楚 的 是 对 每 个 
Hausdorff 空间 XX, IX | <&exp(100- AX) (Apxanurejmeckuñ 
H ( Arkhan pel'ski; theorem ) (BLI2], [4] )). 

由 于 集合 论 的 现代 特征 ,使 得 基数 不 变量 的 计算 出 
现在 一 般 拓 扑 党 的 所 有 部 从 中 .因此 ,基数 不 变量 理论 
几乎 在 一 般 拓 扑 学 的 所 有 领域 内 以 及 在 空间 的 研究 方 
法 中 者 能 找到 其 应 用 . 

特别 地 ,在 用 覆盖 研究 空 旬 时 ,一 开始 就 出 现 了 
Lindelöf 数 , 密度 和 Cema M. 利用 连续 映射 作 空间 的 
研究 和 分 类 时 {特别 是 在 二 进 紧 统 理论 及 绝对 形 理 论 的 
发 展 中 ) 产 生 了 新 的 基数 不 变量 展 形 和 z 权 ， 并 且 起 着 
关键 的 作用 : 空间 X Ë3 B$ Jë (spread) s(X3 X Iñ S f 
子 空间 基数 的 上 确 界 , 而 空间 的 rÑ (z - weight) mw (X) 
是 族 yt 称 为 mn 4 (r- bases )) 的 基数 的 最 小 值 ， 这 
里 7 是 区 中 非 空 开 入 族 ， 使 得 对 拓 的 每 个 非 空 开 集 U, 
存在 ey 有 Vc 在 利用 道 谱 研 究 空 间 时 , Cem 
数 ,特征 和 权 起 着 重要 的 作用 . 

天 此 ,存在 一 种 椒 理 一 般 拓 扑 学 的 手法 ,基数 不 变 
量 在 其 中 婚 作 为 研究 空间 结 枸 的 主要 工具 , 叉 必 为 用 以 
囊 达 各 类 空间 性 质 的 基本 语言 , 最 后 还 可 以 用 以 作为 新 . 
医 扑 空间 类 的 分 类 和 选择 的 工具 .基数 特征 的 比较 问 
十 在 这 里 仍 是 基本 的 ,这 个 基本 问题 可 以 这 样 提出 : 55 


- 定 拓扑 空间 类 多 ,限定 基数 不 变量 的 定义 域 ,在 这 些 限 


定 下 ,基数 不 变量 之 间 的 基本 关系 是 什么 ? EER 
于 类 2 上 的 基数 不 变量 理论 得 到 了 > 的 "基数 模式 "， 
两 个 类 A 和 .9 的 基数 模式 的 比较 .使 人 们 能 和 葬 判断 这 
些 类 之 刹 的 关系 ,并 给 出 一 种 有 效 的 方法 以 检验 某 个 具 
性 空间 属于 这 一 类 还 是 另 一 类 . ` 

这 种 处 再 方法 能 用 可 度量 化 空间 类 来 说 明 、 这 个 
空间 类 的 特点 是 几 个 基本 的 基数 不 变量 一 致 : Cycuma 
数 等 于 密度 、 权 和 ]Lindel6f 数 ， 这 一 事实 常常 被 用 到 ; 
例如 ,要 证 明 某 一 空间 是 不 可 度量 化 的 ,只 要 指出 上 述 


”不 变量 中 至 少 有 两 个 不 同 就 驶 了 . 


在 可 度量 化 空间 类 中 , 基数 不 变量 理论 与 一 般 理 论 
相 比 , 其 特色 主要 在 于 它 的 简单 化 , 而 在 紧 Hausdorff 空 
间 类 中 , 它们 就 完全 地 、 彻 头 和 初 媒 地 变 了 样 . 之 所 以 造 
成 该 理论 的 特殊 形式 , 是 由 于 在 紧 Hausdordf 空间 中 , 如 
同 权 和 和 网 络 权 一 致 , 特征 标 和 愧 特征 标 也 一 致 . X 在 x 
处 的 伪 特 征 标 (pseude - character) (x, X) ERZE 
一 虚 x 的 那些 开 集 的 最 小 个 数 ， 而 下 在 二 处 的 特征 标 
(character) z(x,y) Ë Kx $E S SE 3 09 38 hg. 网 络 
权 (network weight) nw (X) 是 X Bš 2 TF PJ 3 h tb E 
Ë S WNO t: 若 xe 正 且 xeUC X, 其 中 可 是 Xh 
的 开 集 , 则 存在 PeS, 使 xsPcU( 这 种 族 称 为 X d: BJ Fd 
络 (networls ))， 对 于 每 一 个 紧 Hausdorff 20 X, 下 


SR. EY 让 


式 成 立 : 1]) 对 于 所 有 的 xeX, 有 p, X)=y (x, Xy; 
Draw (X) =w (X). 因此 ,在 到 紧 Hausdorff 空间 上 的 连 
续 映 射 下 , 权 不 会 增加 ; 若 紧 Hausdorif SE] x BBS A= 
= jJ X 55 X 23, lJ X U) X, By A B N X 5 X, 的 权 
中 最 大 者 【 权 的 加 法 定理 (addition theorem for wei- 


`ghts). 同样 的 理由 , ÉE Hausdorf 宰 间 的 权 决 不 会 赵 过 


它 的 基数 ; 特别 地 , 每 个 可 数 紧 Hausdorff 空间 是 可 度 
量化 的 . 对 于 紧 Hausdorff 空间 类 的 基数 不 变量 理论 的 
这 些 定理 没有 一 个 能 折 广 到 完全 正则 空间 类 上 去 .一 个 
特别 重要 的 结果 是 : 设 天 其 紧 Hausdorfr 空间 ,+ 是 基数 
BSR 车 对 所 有 的 xEX, y(x.x)2<,M||X|2exp+ 
(Cech- Pospiil 定 理 (Čech - Pospišil theorem)). 有 关 
紧 Hausdorff 空间 的 几乎 所 有 的 可 度量 化 准则 也 是 关 
于 基数 不 变量 的 定理 . Kit, E Hausdorff 空间 万 的 可 
度量 性 与 下 列 任 一 条 御 等 价 ; a) w X)=K,; b) nr 
=; c) XX 下 的 对 角 线 是 G M: d) 六 具有 点 可 数 基 . 

ÉR Hausdorff 空间 XX 结构 的 研究 中 , 紧 度 OE 
着 重要 的 作用 . X HRE (tightness) (X) [2], [4]) 
ERDER co hias r xe X. AC X H x€ A, 
HI8 BS A W xe B.B |B|#= r. 49 Hausdorff 空间 
改 身 乘 有 限 次 时 , 紧 度 不 增加 (在 完全 正则 空间 类 中 ,这 
是 不 成 立 的 )， 

如 果 紧 Hausdorff = A X 的 紧 度 不 超过 +t, 那 么 对 
F8# Px e X, FE X di — 'dE2E TE 3 38 y. fE 45 1y|= z, 
并 且 x J i$ — 38 OREA y Tos. 因此 ,每 
个 具有 可 数 紧 度 的 可 分 紧 Hausdorff 空间 的 5 权 等 于 
R.. K Hausdorff 空间 的 展 形 大 于 它 的 紧 度 . 

一 进 紧 统 的 基本 性 质 在 很 大 程度 上 也 是 由 有 关 基 
数 特征 的 定理 决定 的 . 对 于 每 个 二 进 紧 统 , 其 权 , 展 形 
和 坚 庆 一 致 , 二 进 紧 统 类 世 含 紧 Hausdorff 拓扑 群 
类 , 因而 特别 地 , ARATA REH K Hausdorff 群 
是 可 度 攻 化 的 . 

存 二 进 紧 统 (dyadic compactum) ip X M 38 pE 
WEB yp n RO BB 3Yy , REEERE 38 kk 2 TAERE Bs: 
EJER. 下 面 两 个 定理 起 着 本 项 的 作用 , 其 中 第 一 个 
RAR 个 ,若是 -个 空间 族 , 对 每 个 YEF 都 有 at 
sn H |F| Sexpt, 则 六 中 安 间 的 积 的 密度 不 超过 二 
(W. [1] -[4]). É X RREFEN z BJ TA 48 = ja] > 
H, WJc(X)Sr. 后 一 个 结论 对 因子 个 数 没有 限制 . 特 
别 是 任何 Taxonos 立方 件 ( 任 意 多 个 线 申 之 积 ) 的 CycmH 
HETK. 因此 , 条 件 ce 全)=: 改 对 于 室 间 的 基教 没 
ARH. 

在 乘法 之 下 基数 不 变量 性 状 的 许 允 简单 陈述 的 问 
是 ,其 结果 都 是 非常 美妙 的 . 例如 ,问题 :ec(Xx)=c(X) 
HALU? 缚 时 是 这 个 问题 与 Cyermmg 猜想 和 连续 统 
假设 有 关 . 

另 一 方面 ,在 连续 映射 五 一 了 之 下 ,空间 XER 
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它 的 象 了 时 ,基数 不 变量 的 性 状 大 体 上 是 由 一 些 简单 而 
通用 的 法 则 决定 的 . 

例如 ,ce dd), nw(Y)<nw(X), HF) 
SX). 着 了 是 到 上 的 商 映射 ,上 HY)<1(X)， 基 数 不 变 
量 的 理论 基础 组 成 了 这 一 类 简单 而 通用 的 法 则 系统 , 这 
一 点 也 可 以 钢 为 保证 该 理论 具有 广泛 应 用 的 理由 之 一 . 

通过 下 述 间 题 的 研究 ,得 到 了 有 关 空 间 结 构 的 一 个 
重要 信息 ;在 过 流 到 子 空间 时 , 基数 不 变量 将 会 怎样 变 
化 ? 一 个 基数 不 变量 o, 车 对 于 了 CX, 总 有 Pp(Y) 所 p(X) 
则 称 它 为 单调 的 (monotone). 单调 的 基数 不 变量 包括 ; 
权 . 网 络 权 , 紧 度 . 特 征 标 和 展 形 . 非 单调 的 是 Cycnmmr 
数 ,密度 和 Lindelof 数 . 于 是 产生 了 下 列 问 题 ， 对 哪些 
室 间 天 ,使 得 所 有 YCX, 有 c(Y)< r? 对 哪些 空间 区 使 
得 所 有 YCX, É d(Y)? FERIHA A 
影响 : 对 所 有 的 Yc X, HYST? 第 一 个 问题 的 回答 是 
简单 的 ; 该 条 忻 意味 着 正和 的 展 形 不 超过 +. 而 后 面 的 两 个 
条 忻 则 产生 了 新 的 空间 类 . 闭 果 发 现 , 这 些 类 的 研究 与 
集合 论 中 的 专门 假设 ,特别 是 与 Martin 公理 有 关 . 

茜 数 不 变量 再 论 在 拓扑 群 室 间 上 有 独特 的 特征 
例如 ,可 上 度量 性 准则 在 这 里 简化 成 第 -一 可 数 性 公理 . 线 
性 拓扑 空间 ,特别 是 空间 X 上 连续 实 秆 陪 数 空间 C (X) 
的 主要 性 质 ,可 以 用 基数 不 变量 的 语言 来 措 述 . 这 指 的 
是 关于 Eberlein 紧 统 的 定理 (每 个 Eberlein 紧 统 都 是 
Fréchet - Ypegon 空间 ，Eberlein 紧 统 的 权 等 下 它 的 
Cyan 数 ); 以 及 下 面 的 定理 ;如 果 久 是 紧 Hausdorff = 
间 , 则 在 点 态 收 敏 拓扑 中 ,ct) 的 紧 度 是 可 数 的 . 

空间 于 和 CY) 的 一 些 基 数 不 变量 之 间 存 在 若 一 种 
对 偶 型 对 应 ， 
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[ 补 注 】 在 文献 中 ( 见 [1 一 [4]) 常 用 的 术语 是 基数 函数 
(cardinal function) ;或 基数 不 变量 ， ` 
= Bi X K Cycəmm 数 也 称 为 它 的 胞 腔 度 {cellularity)， 
而 它 的 Lindel6f 数 也 称 为 它 的 Linqaof FE ( Lindelöf 
degree) (EAMH L (X). 
EMRAH Yppeor -Tuxonog 定理 也 称 为 Yppycon 
度量 从 定理 (CUrysohn metrization theorem) ， 


w* # + "= “ 
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二 进 紧 统 类 包含 坚 Hausdorff 拓扑 群 类 ， 这 一 点 


FAL TERR) Kmmpog 定理 (Kuzrninov theo- 


rem). 

X T Fréchet -yppzo 空间 的 概念 网 序列 空间 
{sequential space). 

对 每 个 空间 六 , c (Xx X)= cE) 的 问题 已 签 S. 
Todorcevit 解决 了 ([A21), 他 没有 利用 附加 的 集合 论 起 
设 ,找到 了 满足 cl(XXx 半 )>c(X) 的 空间 羡 . 

每 全 遗传 可 分 空间 是 否 为 Lindel6f 的 ,每 全 但 传 
Lindelóf 空间 是 天 为 可 分 的 ， 这 些 问 题 引 出 了 很 多 研 
究 . 利用 各 种 附加 的 集合 论 假 定 , 特 别 是 连续 统 假 设 


continuum hypothesis), 造 出 了 许多 例子 ，Todorcevit 


(A1]) 证 明了 命题 “每 个 遗传 可 分 空间 是 Lindelof 的 ” 
与 集合 论 中 常用 公理 相 容 . 至 于 更 多 的 信息 及 其 他 的 
最 新 发 展 可 见 [A3] 中 很 多 章节 , 特别 是 1,2 章 , 以 及 
[A4]- 
参考 立 南 
[Ai] Todoreeviz, S., Forcing positive partition relations, 
Trans. Amer. Math. Soc., 280 (1983), 703—720 ， 
[A2 Todorceviz, S., Remarks on cellularity in products, 
Compos. Math., 57 (1986), 357—372 ， 
[A3] Kunen, K. and Vaughan, J. E.(eds.}, Handbook of 
set - theoretic topology, North - Holland, 1984 . 
[A4] juhósz, 1., Cardinal functions, Ten ears later, 
North - Holland, 1980. 
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3%% [ cardinal number ; xap mwne wucno ], 执 (car- 
dinality), ERE (transfinite number), Cantor 意 x 
下 的 势 ( power in the sense of Cantor), Jk- À 85 

这 种 集合 的 性 质 是 任何 与 4 等 势 的 集合 B Pr N Hi 
的 .这 里 , 称 两 个 集合 4 各 是 等 势 的 (或 等 价 的 
equivalent) E A-t- R ERR f: A— BUL A 
为 定义 域 而 以 B 54803. G. Cantor 把 集合 的 基数 定义 
为 这 样 一 种 性 质 ， 它 是 把 该 集合 中 元 宗 的 质 的 性 质 以 
及 它们 之 间 的 次 序 关系 抽象 掉 后 所 保留 下 来 的 性 质 ， 
为 了 强调 这 样 两 次 抽象 的 作用 ，Cantor 采用 符号 4 
来 表示 4 的 基数 ,在 表示 基数 的 各 种 记 叶 中 最 常 
用 的 是 card 4 和 |A|. 如 果 4 是 含有 个 元 案 的 有 穷 
$. Ward A=n, 如 果 了 表示 自然 数 集 , 则 card Z* 
=R (WEN HZ (aleph )). 如 果 RARER., M 
card R =c, WER. A 的 所 有 于 和 集 组 成 的 集 
2 与 4 或 4 的 任何 子 集 都 不 等 价 (Cantor 定理 (Cantor 
theorem ))， 特 别 地 ， 下 列 任 两 个 集合 


A M, (1) 


都 不 等 价 . 当 4=Z?* 时 ,上 万 的 序列 给 出 了 无 穷 多 个 不 
间 的 无 穷 基 数 , 进而 取 吕 为 {1) 中 集合 之 并 又 可 得 到 一 


个 基数 并 且 令 A=Q 后 还 林 以 构造 出 类 朴 的 序列 ,这 个 
过 程 可 以 无 穷 延 续 , 所 有 无 穷 基 数 的 规模 (类 ) 要 比 所 有 
有 穿 基数 的 规模 {类 ) 大 得 多 .更 进一步 , 基数 有 基 那 么 多 
以 至 于 不 可能 构 作 一 个 集合 使 得 对 每 一 个 基数 至 少 都 
有 一 个 具 该 基数 的 集合 出 现在 上 述 集合 中 ， 

对 基数 可 以 定 闪 加 法 ， 和 好 法 、 自 怨 的 其 等 运算 , 同 
样 也 可 以 取 对 数 和 开 方 ,例如 ,基数 5 为 a 与 上 之 和 
(sum),Bl5s=a+ f, 指 每 个 其 有 基数 5 的 集合 都 可 表 
成 两 个 集合 4 与 于 之 不 相交 并 的 形式 ,并 且 有 4 和 B 的 基 
Ara ap AR yA a H BZ U (product, E 
y=ap, 8 y 38 Descartes 积 4 x 了 B 的 基数 ,其 中 card A=g 
并 且 card B =P. 基数 的 加 法 和 圈 法 是 可 交换 和 可 结合 的 ， 
而 且 乘 法 对 于 加 法 是 可 分 配 的 .基数 k 是 以 wx 为 基底 以 月 
为 指数 的 署 (power), 即 =a”, 如 果 每 个 上 其 基数 x 的 集 
合 与 所 有 B> AHRR AP 等 价 , 其 中 card A=a, 
card B=. 基数 & 称 为 小 于 或 等 于 基数 p, Masp, i 
每 个 具 基 数 & 的 集合 都 与 其 基数 8 的 一 个 集合 的 某 个 地 
集 等 价 .如果 z< B 3FÚ.B. B < x M a= p (Cantor -Bernst- 
ein 定理 (Cantor - Bernstein theorem))， 这 样 ,基数 的 
全 体 便 被 此 关系 所 全 序 ， 进而 , 对 每 个 基数 有 ,集合 fte: 
<x< 有 是 和 良 序 的 ,这 样 对 xx 用 就 可 以 定义 太 关 于 底 x 的 
对 数 (logarithm )log, 为 满 是 qr 之 的 最 小 的 基数 7; 类 
似 地 .基数 户 的 第 a 次 方 根 6 为 满足 5“ 基 5 的 最 小 基 
& ó. 

任何 基数 a 可 以 看 成 与 其 基数 a 的 最 小 序数 
(ordinal number) 一 致 .特别 地 ,人 对 应 于 序数 o, 
代 , 对 应 于 序数 中， 等 等 ,于 是 ,全 体 基 数 之 类 可 以 看 成 是 
全 体 序 教 类 的 子 燃 .序数 的 许多 性 质 可 以 移植 到 基数 上 
来 .不 过 ,就 是 这 些 同 样 的 性 质 也 可 以 “在 内 部 "定义 出 
来 .如 果 对 每 外 1 e T, a< p, HA card T 2 o, , Bi 


Deo: teT} < Ee: t8T) (2) 


(König Æ Æ (König theorem)) ， 如 果 存 (2) 中 让 了 = 
Z 并 且 如 果 1<w<wi， 则 
W. 二 atat < way. (3) 


特别 地 ,对 任何 & 兰 2 , R| BB f E x° ARE PE 3 o, 
而 每 个 项 又 都 小 于 a 88 — 4 X; 37 B # FF P| 2 RI85 5 
式 .对 每 个 基数 ,以 of 办 表示 其 共 尾 特征 标 (cofinal 
charader), 它 是 指 这 样 -一 个 最 小 的 基数 ?, 使 得 有 适当 
H B. <a sl card 了 =? 并 且 x 可 以 表 成 工作 :< 开 | 的 形 
式 . 如 果 叶 (a=&, 则 a 称 为 正则 的 (regulan) ,否则 便 是 
奇异 的 (singular) .对 每 个 基数 4， 太 于 a 的 最 小 基数 
x+ 是 正 巾 的 (假定 了 选择 公理 之 后 ) .一 个 奇异 基数 的 
例子 是 (3) 式 左边 的 基数 a. ， 其 中 假定 ox < a. 此 时 


cif} = wh < a. 


基数 =“ 称 为 极限 基数 (limit cardinal number) 是 
指 对 任何 pca, 部 存在 使 p<?y<x. 极 限 基数 的 例子 
有 o, 和 wx 而 为 非 极限 基数 .一 个 正则 的 骸 限 基数 
称 为 弱 不 \ 可 达 的 (weaty inaccessible). 基数 w 称 为 强 
极限 基数 是 指 对 任何 B<a, 都 有 25<x. 正则 的 强 极限 
基数 称 为 强 不 可 达 的 (strongly inacoessible), 由 广义 连 
续 统 假设 (continuum hypothesis) 可 推 知 , 强 和 红 的 不 
可 达 基 数 类 是 一 致 的 . 不 可 达 基 数 类 可 进一步 分 类 ( 即 
所 谓 的 Malo 模式 (Malo scheme)]) 并 可 导出 超 不 可 达 基 
数 的 定 兴 .断言 强 ( 或 弱 ) 不 可 达 基 数 存 在 性 的 命题 , 独 
立 于 通常 公理 党 合 论 的 公理 ， 

基数 “ 称 为 可 测 的 (measurable) (更 精确 地 为 各 ， 
1} 可 测 的 ) 是 指 存在 S BR 3C3k a 05 36 4 和 在 24 的 
所 有 元 素 上 都 有 定 实 并 取 值 为 0 或 1 的 函数 上 使 得 p04) 
=1, 而 对 所 有 4 EA, pa D=0 FAWR X, n €o.) 
为 由 4 的 于 集 组 成 的 两 两 不 相交 的 序列 , 则 


MW U {Xni nep = X(u(X,): new}. 


比 第 一 个 强 不 可 达 基 数 小 的 每 一 个 基数 都 是 不 可 测 的 
(Utam 定理 (Ulam theorem)) ,而 第 一 个 可 测 基数 当 
然 是 强 不 可 达 的 .不 过 ,第 一 个 可 测 基 数 远 远大 于 第 一 
个 不 可 数 的 强 不 可 达 基 数 (Tarski 定理 (Tarski theor- 
em}))， 月 前 (1987) 仍 不 知道 假定 可 测 基 数 的 存在 性 是 
否 与 集合 论 的 会 理 相 矛 盾 ， 
参考 文献 
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本 : F. EAA, Mit. PERH, 960) 
[4] Kuratowski, K. and Mostowski, A. , Set theory, North- 
Holiand, 1968. 
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势 [ cardinality; MouuwocTh] ， 基数 (cardinal number), 
集合 4 的 I 

A BJ X FEBS #E Eh, E E: EE Pl A 35 tr Ë 3: Sr B BF 
固有 的 . 这 里 称 两 个 集合 为 等 价 的 {equivalent) {或 等 
建立 起 -一 一 对 应 ， FE HARRE RUNS 
是 所 有 等 价 集合 的 共性 ,由 于 对 所 有 互相 等 价 航 有 穷 集 
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合 来 说 ,其 元 素 的 数 基 或 元 从 的 个 数 足 它们 的 共性 ,在 
应 用 到 无 穷 集 合 时 , 势 的 概念 便 是 有 限 数量 概念 的 一 种 
推广 .势必 集 台 论 的 基本 概念 , 它 是 由 已. Cantor 引进 
的 . 与 所 有 自然 数 的 集合 等 价 的 集合 称 为 可 数 的 
(countable); 相应 的 势 记 为 中 4 阿 列 夫 零 )， 等 价 王 实 
数 集 的 集合 的 势 称 为 连续 统 势 (cardinality of the 
oontinuum ) 并 记 为 < 或 Pu 例如 ， 所 有 代数 数 的 集 
合 有 可 数 的 势 , 而 n 维 Euclid 空间 中 所 有 闭 子 集 的 集 
全 具有 连续 统 的 势 . Cantor - Bernstein 定理 (Can- 
tor - Bernstein theorem): 对 两 个 集合 来 说 ， 如 果 其 
中 每 一 个 都 等 价 于 另 一 个 的 某 个 子 集 , 则 这 两 个 集合 
是 等 价 的 ,在 这 种 情况 下 , 称 这 些 集 侣 具有 相同 的 势 .如 
果 集 合 4 等 价 于 集合 BB 的 一 合子 集 ,而 B 与 4 的 任何 
TEMES ft. 则 称 下 的 势 大 于 4 生 的 势 ，Canter 定理 
(Cantor theorem): 集会 4 的 所 有 于 和 集 组 成 的 集合 的 
势 大 于 4 的 势 . 由 于 这 个 定理 ， 我 们 可 以 构造 出 势 的 
一 种 谱系 ( 见 幕 数 (cardinal number)). 
参考 文献 
[I] Ammanapes, II. C., Baene D TOPNO MIHO 定 ecTH MH 
oyo Tononormo, M., 1977. E. A. Edbmaos E 
[GME] 在 条 目 基数 (cardinal number) 中 可 以 找到 
更 多 的 内 容 和 参考 文献 . 
[译注 】 英文 cardinality 常 爱 成 “基数 ” ,但 俄 文 Mom- 
OCTP 真正 的 英文 潮 久 应 为 power, +R X it bY 
HME SABH 


心 胜 线 [cardioid ; kapanonma ] 
当 一 个 半径 为 的 国 洪 另 一 个 半径 为 的 图 滚动 
时 ,党 动 的 加 上 的 一 点 周 所 描绘 的 四 次 平面 代数 上 有 曲 
线 ; 具 有 模 数 m=1 的 圆 外 旋 轮 线 . 极 坐 标 中 的 心 胜 线 
的 方程 是 
p=2r(l —cos@). 


Descartes 坐标 中 的 方程 是 


(x2 +y? +2rxY = Arx? +y), 
J sa 98 Eu h qk F< 8 
1 = ltrsim £. 
曲率 半径 是 
= $r. Ë 
F = 3 sin 了 


心脏 线 围 成 的 面积 等 于 3=6rP. 心脏 线 的 长 度 是 
lör. -CERE MHE (conchoid), 也 是 Pascal šh 2 
(Pascal limaçon) 和 正弦 螺 线 (sinusaidal spiral) 的 特 
殊 和 情况 . 
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< s," ty 
Gi 
参考 文献 
[I] Canoa, A.A., Thome kpene, M. . 1960. 
A. A. Cogonos E 
【 补 注 】 
参考 文献 


[At] Lawrence, J. D., A catalog of special plane curves, 
Dover, reprint, 1972. EAA P 


Carleman 边 值 问题 [ Carleman boundary value problem ; 
Kapmaan pusran saua | 

REEE FARE u 6 88. iBA p 
向 . 本 问题 首先 由 工 .Cariemnan ((1]) 所 考 虚 , I L ER 
z 平面 上 一 简单 ayos 闭 曲 线 ( 见 Jimmyaos gh II$ ii 
#&(Lyapunov surfaces and curves)), D ELU LRH 
有 界 域 , 令 &(t) 是 上 上 给 定 的 复 值 函数 , 它 产生 上 到 自 
身 的 一 对 一 的 上 映射 并 和 县 反 转 工 的 方向 ,同时 满足 下 述 附 
加 的 Carleman 条 件 {Carleman condition ) : 


laD] = 1 reL (s) 
(TFIIB DE SPS x (W Holder 条 件 )， Carleman i 


值 问 题 是 寻求 一 隙 数 (z), CE D 内 除 有 限 多 个 极点 
以 外 是 解析 的 ,自在 DU L 上 和 连续， 同时 满足 边界 条 忻 


da] = G+) reL, 
其 中 函数 GU) 和 gt) 在 上 上 给 定 且 满足 Holder 条 件 ， 


EL E G(00. 
ETA FH Carleman 边 值 问题 亦 被 研究 ， 


{t} = 4, aU) = al), (i) = alai), 
k=2,....m. 


EROE E. 此 外 还 有 研究 密 个 未 知 函 数 的 
Carleman 边 值 问题 ( 见 [2], [3]). 
参 霉 文献 

[1] Carleman, T., Sur la théorie des équations intégrales et 


ses applications, Verhandl. Intemat. Mathematiker - Kon- 
gesses, Vol. 1, Orell Füssli, Zürich - Leipzig., 1932, 
138—151. 

[2] Mycxcnnununa, H. H. , CurynmpHme HHTerpaumbe ypas- 
Henna, 3 aar., M. ,1968 【中 译本 : H. H, Eg E +T 
维 里 ,奇异 积分 方程 ,上海 科学 技术 出 版 社 ，1966). 

[B] Beya. H. TI., CrcreMpl CHHTYJIRDHBIDX HHTETD21I-REIX 
yD8RBFRCHMHH H HEKOTOPEE PEHAHHbR WAR, 2 Ma3., M., 
1970 ( 中 译本 : H.TL FH, ARRAT RAR H Si 
值 问 题 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1963 )， 

E. f$ Conoweares 的 AER 译 SOROR 校 


Carieman 不 等 式 [ Carieman inequality: Kapnemana 
HepaseucTmo ] 


TERNA a 20 的 不 等 式 
Da 
n=l 


是 由 工 Caremar 发 现 的 ([1]}. 这 里 ,常数 e 不 能 减 
小 . 与 Carlerman 不 等 式 类 似 的 积分 不 等 式 上 及 有 下 列 
形式 ; 


mm 
t a.) 7" < e >a, 


n =] 


[ee] faroale < e [ayax FoDz0， 


还 有 Carleman 本 等 式 的 另 一 些 推广 {[2])， 
参考 文献 

[1] Carleman, T. , Wissenschaft, Vonrage 5. Kongress 
Skandinavischen Mathematiker, Helinki, 1923, 181- 
195. 

[2] Hardy, G. H., Littlewood, J. E. and Pólya, G., Ine- 
qualities, Cambridg Univ. Press, 1934 ( HH &: G. H. 
ER 1. E. REW. G WATE 不 等 式 ,科学 出 版 
tE, 1965). E. JL. Conowermea É 

[HE] 这 些 不 等 式 是 严 梢 的 ,除了 平凡 情况 : 对 于 一 
t] n,a, =0 和 几乎 处 处 = 人 以外. 
参考 文献 
[Ai] Builen, P. $., Mitrinovit, D. S. 和 Vasiz, P. M., 
Means and their inequalities, Reidel, 1987. 
IEM 译 


Carieman 核 [Canman kemel : Kapemana sapo) 
MAH ERA A Ki. 习 ， 满 足下 述 条 件 : 

LE Ex E EJLER A K(z,Ə9=K(s.x), th ERE 

Ri Euclid 空间 中 的 Lebesque PWH 4 Æ; 2) 对 于 几 

平 所 有 的 xeE, 有 [slk(x, 9| ds< oo. 

参考 文献 ， 

[1] Axueep, H. H., Tnaswsm, W. M., Teos meenen 

omparopos B rHABJEpTOBOM IPOCTPANCTEE, 2 umn., M., 
1966 ( %& P À: Achiezer, N. 1L and Glazman , I. M., 
Theory of linear operators in Hilbert Spaoe ，[ 一 2 ， 


Pitman. 1980) E. B. Xsenemanme Ë 张 瀣 林 PR 


Caieman 定理 [Careman theorem ; ; Kapremama Teopewa ] 
Hadamar X FORM SÉ hO ST: Em T. 
Carleman([1], 亦 见 [5) 所 发 现 . 在 区 和 间 [a, b] EEA 
次 可 微 的 实 值 喇 数 类 长 称 为 在 Hadamard 意义 下 执 解 
析 的 (quasi -analytic in the sensc of Hadamard) . i 如 
果 在 某 个 固定 的 点 < a<e<b, FE fc)=0(n=0, 1, 
-JHW f = 0. Carleman 定理 才 述 如 下 : 2 KEM 
解析 的 当下 仅 当 


(M.(/)) < A an n=0,1,..., a) 
其 中 
Mf) = max | 96) | 


AN 是 一 常数 ， 且 序列 和 a] 满足 下 列 等 价 条 件 之 一 : 


r | (2) 


其 中 
no = api 


这 是 在 拟 解 析 函 数 类 中 最 早 的 权威 性 结果 之 一 ,出 
(1)，(2) 确 定 的 拟 解 析 奖 道 常 称 为 Carleman 类 
(Carleman class). 

D 关于 和 盾 僻 题 的 适 定性 的 Carlemau 定理 : 若 正 


数 序列 s(n 一 D, 4,…) 满足 条 件 
a Í | Ym 
— = + ; 
Ë Ve 


HERA 
$ 一 f é dolo), k=0.1.... (3) 


是 适 定 的 ,这 意味 着 存在 一 个 非 减 函数 a(t) 
(一 <f<+oo) 满 足 方程 (3)， 除 去 相 加 -AERA 
此 函数 在 它 的 每 一 连续 点 的 邻 域 是 . -常数 外 , 它 是 唯一 
确定 的 . 本 定理 是 T, Carleman 建立 的 ( 见 [1], [21). 

3) XFAR KKB OE (Carleman) EH: 车 
JOA KM EE ERR, erh (O< r< +o} 是 一 
KAERRA H r + oo 时 熏 速 降 的 , 则 存在 复 变 量 
z=x+iy 的 整 函数 giz), EA 


Aga < jh -mex 1.9, 


这 个 由 T. Carleman (3) 建立 的 定理 是 研究 用 整 函 


CARLEMAN THEOREM 477 


HEE — A $ BJ Hi S sx. FF m) kh. z Y [ED B) E SE 36 E 
称 为 Carleman 连续 统 (Carleman continuum)。， 如 果 
对 碧 上 任意 连续 复 值 旺 数 flz) 和 在 任意 有 限 区 间 上 有 
正 的 下 确 界 且 当 r — 名 时 速 降 的 消 数 6 (7) ,存在 一 整 薄 
数 at), 使 得 


Ff) -gz)| <=(|z |), zek 


— BI E E E Carlernan 连续 统 的 充 要 条 忻 在 
M. B. Kempu 和 M. A. Jlappenrsen 的 一 个 定理 中 得 到 
(ML [6]. Carleman 连续 统 的 一 个 例 是 由 下 述 射 钱 
组 成 的 闭 集 
arg2 = 常数 ， 
4) 关于 解析 疯 娄 用 寺 项 式 在 一 区 域 上 平均 意义 下 
通 近 的 Carleman 定理 : Ë D R z Ri z — x 十 iy} 的 有 
界 域 ， 其 边界 是 Jordan 曲线 r. X ftz) 是 DD 内 的 正则 
BS $ H 


|z >e >0. 


[J k < =, p>0, 
则 对 任意 >o, 存在 多 项 式 P{z)， 使 得 
Jf A=) | dk dy < ë. 


这 个 结果 由 下 . Carleman ([4] ) 建 立 ， 对 于 具有 任意 正 的 
连续 权 的 奶 近 , 类似 的 结果 亦 成 立 , 在 此 情形 边界 工 可 
以 有 更 一 般 的 性 质 . AMARI} (n=0, 1,…) 对 于 
任意 这 样 的 权 是 完全 的 . 这 个 系 的 标准 正 交 系 由 n IK 
EMA P.(z) 给 出 ， 通 常 称 为 Carleman 多 项 式 
(Carleman polynomials). 

参考 文献 

[1] Carleman, T., Les fonctions quasi - analytiques, Gau- 
thier - Villars, 1926. 

[2] Carleman, T. Sur les équations integrales singulières 
a noyau réel et symmétrrique, Uppsala, 1923. 

[3] Carleman, T. Sur un théorème de Weierstrass, Arku, 
Mat. Astron. Fys., 20 (1927), 4, 1-5. 

[4] Carleman, T., Uber die Approximation analytischer Fun- 
ktionen durch lineare Apgregate von vorgegebenen 
Potenzen, Arkiv. Mart. Atron. Fys., 1701922), 9. 

[5] Mandelbrojt, 5., Séries adhérentes, regularisation des 
suites, applications, Gauthier - Villars, 1952. 

[6] Mepremsm, C. H, Š YCIKXR varm Hayk)>,7 (1952), 2, 
31—122. E H. Cnmrowernea Í 

【 补 注 】 下 述 结果 亦 认为 是 Carleman 定理 ， 若 F(2) 
在 域 


G=[z:0 <1=<1lz| S R. m2 201 


上 全 纯 , Ba,=re%(k=1l,-, n) FE GALEA 


{ 按 重 数 计算 }， 则 
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1 r . ] r I | 
>. [7 |a 8, = zR fi |F(Re')|sin0d 0 


2x 
+A, (F, R), 


R 
L Ë _ 到 | tn |F OF dx 


其 中 


I r ， 1 pl 
ALIF, m-- mas | mergen | 35, -= 2 


见 [A2], 此 外 , JAT 是 美 于 本 条 中 通 近 定理 的 -篇 好 的 
参考 文献 . 


pEr . 
[A1] Gaier, D., Vorlesunpen uber Approximation im Kom- 
plexen, Birkhaüser, 1980. 
[A7] Levin, B. Ya., The distribution of zeros ol entire fum- 
ctions, Amer. Math. Soc. , 1980 (EBE X), 
HERH Finike 


Carieson 38 [Carieson set ; Kapaecona Muoxecrno ] 
HR ECc[O, 2r) # ELEY B W AAA E 

其 上 均 可 用 形式 为 站 所 .oe” BJ 58 39k ok T. 3 h 

Y>. la, |< +e. EM L. Carleson 引进 [11]) , Carleson 


集 构 成 了 所 谓 萍 集 (thin set) 的 重要 的 一 类 (P R E` 


(fine set); 集合 的 稀疏 性 (thinness of a set)}. 闭 集 
Ec [0. 2z) 是 Carson 集 的 充分 必要 条 件 是 ， TER 
数 c>0 使 狂 集 中 在 E 上 的 每 一 个 测度 上 的 Fourier - 
Stieltjes 系数 

2r 


sO) = gg [e "dan, 0z1 


请 足 不 等 式 
z+ 


sup | op) | > e f 1 du) |. 


参考 文献 
[t] Carleson, L., Sets of uniqueness for functions regular 
in the unit circle, Aca Math., 87 (1952), 3-4, 
325 一 345 . 
[2 Wik, I., On linear dependenœ in closed sets, Arkiv. 
Mat. 411960), 2-3, 209—218. 
[3] Kahane, J.- P. and Salem, R., Ensembles parfaits et 
séries trigonométrigues, Hermann , 1963. p. 142. 
Iá) Kahane, J.- P., Séries de Fourer absolument conver- 
pentes, Springer , 1970. E. H. Tonyo FEE 
LHI 闭 集 ES[0, 27) 称 为 Helon 集 (Helson set), 
如 果 在 下 上 定 兴 旦 连续 的 范 数 了 (人 都 可 用 形式 为 
Ezo a e" S SR Sk S n. R iF EZ. lal], Ml 
(A1). 显 热 , Carleson 集 都 是 Helson Æ. I. Wik 证 明了 
一 个 意外 的 结 虹 , BU. 反 过 来 , 每 一 个 Helson 集 也 是 


Carjeson 集 , 见 [2]， 因 此 ,这 遇 个 概念 相隔、 
利用 S. W. Drury AH. N. Th. Varopoulos 在 
1970 年 证 明了 :两 个 Helon $ É Jt $ 5 E: Helson 
JE, ML [A2]. 
参考 文献 
[Al} Hekon, H., Fourier transforms on perfect sets, Sidia 
Math., 14(1954), 209-213. 
[A2] Yaropoulos, N Th., Sur la réunion de deux 
emembles de Helon, C., R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B. 
271 (1970), A251 — A253. EFM SX AK 校 


Carleson EHE [ Carleson theorem ; Kapnecoaa Yeopea ] 
L, (Q, 27) rh ARA Fourier 三 角 级 数 几 平 处 狂 收 
A.A- EAE h H. H. Ja 作为 猪 测 提出 ([1])， 而 
由 上 . Carleson 证 明 的 (12])。 34 p>l 时 , Carleson 定 
埋 的 绪论 对 于 空间 L, 中 的 函数 仍 成 立 ( 见 [3]). 但 
3 p=1 时 ,定理 的 结论 不 成 立 , 这 个 事实 由 和 AA H. 
Konmoropoa 构造 的 例子 所 证明 (4]), 该 便于 是 -- 个 工 ， 
PHH RA, E Fourier ZAB BOL FALAR R. 
参考 文献 
[1] Jyam,. H. H., Hurerpan H TPHroROMETPHieCEH pam 
M., 1915. 
[2] Carleson, L., Convergene and growth of partial sums 
of Fourier series, Acta Mah., 116 (1966), 135- 157, 
B] Hunt, R. A., On the convereenee of Fourier senes, im 
Proc. Conf. Orthogonal Expansions and their Continu- 
os Analogues, Southern [linois Uniw, Press, 1968, 
234 — 255. 
[4] Kolmogoroflf, A [ Komoropos A. H., 即 Kolmogorov, 
A. N.], Une série de Fourier - Lebesgue divergente pre- 
sque partont, Fund. Math.. 4 (1923), 324 — 328. 
C. A. Terakorcmi 省 
[HE] H [D] 的 缘故 ,这 个 定理 也 称 为 Carleson - 
Hunt 定理 (Carleson ~ Hunt theorem) (w, [A3], 其 中 
深刻 地 阐述 了 这 个 定理 ) . 
在 [4] 发 表 后 儿 年 , Komoropoe 又 证 明了 :存在 一 
个 工 中 的 函数 , 它 的 Fourier = fg % $ bk hk eg 
(AIJ. 
参考 文献 
[AI] Kolmogorov, A. N., Une série de Fowier- Lebesgue 
divergent partout , C.R Acad Sei. Paris Sér A- B , 183 
(1926), 1327 — 1328 . 
[A2] Mozzochi, C. J., On tbe pointwise eonvergence of 
Fourier series, Lecture Notes in Math., 199, Springer, 
1970. 
[A3] Jérsboe, O.G. and Mejbto, L., The Carleson - Hunt 
theorem on Fourier series, Lecture Notes m Math.. 
911, Springer. i982. EEH 详 潘 交 杰 W 


Carison 不 等 式 [Carbon inequality ; Kaprona uepanen- 
creoj 


9I 


BHanlEn <] E-e E 3k. AETERNA 
(Da < 2 Was Saaz. (1) 
这 是 由 F. Carson EWES (011). 7 Etg Carlson 不 等 式 


类 似 的 积分 不 等 式 : 如 果 六 20，fx) Z 0. f. xfe 
(0, ooy, MM 


[roal <= oa epey) 2) 
1) 中 


在 下 述 意 义 下 , H r EREN: 存在 序列 {a E1 
(]) 的 右边 任意 接近 左边 , 生存 在 函数 f(x). EROF 
的 等 式 成 立 . 

#-+ x 

[1] Carlson, F., Une inegalité, Ark. Math. Astron. Fys., 
25B (1934), 1, 1-5. 

{2) Hardy, G. H. , Litlewood, J. E. and Pólya, G., In- 
egualities, Cambridge Univ. Press, 1934 (H E$: G. H. 
哈代 ，J.，E.， 李 特 伍德 ，G. EAE, BFL, 科学 出 版 
#F, 1965). M. H. Boñnexomckni Ë 张 鸿 林 HE 


Carlson 法 [ Carison method ; Kapreoga meroa ], S, 3 
(S - method) 

用 来 求解 核反应 堆 中 中 子 葵 运 的 动 理论 方程 的 数 
值 方法 之 一 . HB. Carson + 1953 年 建议 的 求解 球 对 
称 几 何 的 方法 的 量 初 形式 ， 蛙 将 中 子 流 分 眉 线 性 认 达 
为 中 子 速 度 向 量 和 向 量 径 问 夹 角 的 余 荡 的 两 数 . 在 对 
每 一 基本 单元 中 角 变 量 积分 后 , 我 们 得 到 一 个 方程 给， 
其 中 每 个 方程 只 包 舍 中 子 速度 的 两 个 方向 ， 茶 件 是 从 
前 次 近似 中 碰撞 积分 (用 梯形 法 计算 ) 是 己 知 的 . 换 句 
话说 ， 如 在 BrapgMRpos 法 (Vladimirov method) F - - 
样 ， 输 送 方 程 的 解 是 对 磁 挤 积分 用 逐次 逼近 法 得 到 
的 . 在 每 次 通 近 中 ， 引 太一 径 向 附加 方程 ， 并 将 其 从 
球 的 外 边界 积分 至 球 心 ， 则 方程 组 分 解 为 单个 的 方 
程 . 各 方程 的 每 个 下 一 方向 都 与 以 前 的 方向 相 联 
系 ， 而 对 于 这 一 方向 末 知 函数 已 被 确定 了 ， 对 于 次 定 
方向 的 余弦 的 负 值 ， 积 分 从 外 这 界 向 碌 心 进行 ， 对 于 
余弦 的 正 值 ， 积 分 从 球 疡 至 边界 ， 

用 Cartson 法 所 得 的 渐 近 方程 的 解 的 砷 单 油 特 性 
(中 了 于 流 的 振 画 和 和 取信 值 的 可 能 性 ) 导 致 有 必要 进 一 
步 发 展 Carlson 3. Ei Carbon 法 ，D5 ,法 ， 被 广泛 
应 用 ”在 这 一 方法 中 ， 差 分 方程 用 相 空 章 网 格 中 粒子 
平衡 法 从 物理 考 虚 推 导出 来 .对 于 你 阶 近 似 ，D5, 法 
在 多维 情况 下 不 保 证 足够 的 精度 .避免 这 -… 局 面前 一 
个 方法 ， 是 给 DS 法 的 方程 组 添加 -=- 些 附加 项 ， 司 得 
通过 未 知 函 数 的 线性 变换 ， 方 程 组 变化 为 球面 调和 函 
教 法 (4spheracal harmonies , method of ?中 所 出 现 的 方程 
组 . 
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用 Carlson 法 { 及 其 变型 ) 对 核反应 堆 进行 的 大 量 
计算 给 出 的 结果 与 求解 中 子 输 运 方程 的 其 他 数值 方法 
相符 良好 . 
参考 文献 

[1] Mapayk, r. H, Je&aw, B H., Vimcncnabe weTro; pi B 
TEOPHH TIEPEHOCa HCHTDOROÓE, AToM, M., 1981. 

[2] Greenspan, H., Kelber, C. N. and Okreni, D. (eds.), 
Computing methods in reactor physis, Gordon and 
Breach, 1969. 

[3] Bell, G. J. and Glasstone, S.. Nuclear reactor theory, 
y. Nostrand Reinbold, 1971. 
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Camap 法 则 [ Carnap rule ; Kapana opasno], 2 FR J3 
纳 法 则 irule of infinite induction), o 法 则 (wm- nle) 
-个 推导 法 则 (derivation rule): 对 任意 一 个 算术 公 
A plx) 如 果 命 题 pg(0), p(1),… 都 已 被 证 明 , 那么 命题 
wxefz) 可 以 看 作 已 被 证 明 . 这 个 法 则 首先 由 R.Camap 
引入 (LI). Carnap 法 则 用 到 由 前 提 构 上 成 的 无 限 集 , 因此 
不 能 用 于 D. Hilbert 形式 理论 的 结构 中 ， 在 一 个 具有 
Camap 法 则 的 系统 内 ， 推 导 概 念 是 不 可 判定 的 ,在 数 
理 还 辑 中 ， 为 了 研究 形式 算术 ， 使 用 构造 性 Camap 法 
Mil (constructive Carnap rule ): 如 果 存 在 ` -个 算法 ， 使 
得 对 每 ， -个 自然 数 n, 能 用 此 算法 给 出 公式 Pm) 的 一 
个 推导 ， 那 么 命题 V x@ (x} 可 以 认为 被 证 明了 ( 双 称 
限制 法 则 (restricted w-rule), 构造 性 无 妇 娄 商法 则 
(rule of cors tructive infinite induction) }. M Gödel + 定理 ， 
古典 算术 演算 足 不 完全 的 ; 如 果 把 构造 性 Camap B: Wi 


加 到 古典 算术 演算 中 去 ， 那么 就 得 到 一 个 完全 系统 ( 见 
[2], Bp. 
#+ x W: 

[1] Carnap. R., The logical syntax of language, Kegan 


Paul, Trench & Truber, London, 1937 (£B 48 3). 
[21 KEymeuos, A. B., Ç Yonex matem, Hayk >, 1211957). 
4, 218 —219. 
[3] Shoenfield, J. R., On a restricted œ -rule, Buli. Acad . 
Polon, So, CI. HL, 7 (1959), 405-407. 
B. E. Mmao 扎 FRE tAE t 


Camot 定理 [Camot theorem ; Kapo reopema ] 

xx F A38 2 = f 3 MAHA EE A 
的 变 点 分 三 边 所 成 的 单 比 之 积 的 定理 TYP ASS pt = 
J ABC 的 任何 顶点 的 ma 次 代数 曲线 与 每 一 边 (或 其 
延长 线 ) 相 变 于 个 点 : 与 边 AB AE FA C... C; 


与 边 BC 相 次 于 点 4，…， 风 ;与 边 C4 相 交 于 点 B, 
<. B. 这 时 ,38 个 单 比 


AG BA. CB 


CB AC BA 


480 CARSON TRANSFORM 
ZP m F 1. WH n 为 奇数 : 如 果 n AEF T 
+1. 
RAET AE AEAT: 3n 个 比 
CA AB BC ` 
—. —. —.,. I=L.....n 
CB AC BA 
之 积 等 于 +I. 
_ 这 个 定理 的 个 特例 尾 由 L. Carnot HEH ([1]}. 
如 果 上 是 直线 , 则 得 到 Meoelans 定理 (Menelaus 
theorem). Camot 定理 的 推广 是 :假设 nn 次 代数 曲线 ! 
同 处 于 其 所 在 平面 内 的 直线 A.A. (i=1, 2，…，m， 
A... ZA) 的 每 一 条 恰好 相交 十 nn 个 点 B UEL, 
2,， mj 二 1,2,，…, n). 这 时 ,有 
AB, 
o = (— y". 
nd B, A. 
#* nt 
[1] Camo, L. , Géometrie de position, Paris, 1803. 
IL C. Morno 扎 HA iE 


Carson 变换 [Carson transform ; Kapcona nepeo6pa3o. 


Banne | 
HTF- o << 50 ERR, 3 r<0 时 等 于 0 的 函数 
了 全 到 画 数 下 加 的 变换 ; 


F(s) = s Í ADe "dt, 


其 中 ss 是 复 变量 . 逆 变 换 公 式 是 


L Í, +Fü)ev ds. 


Iri, 


函数 f(D 的 Carson 变换 同 它 的 Laplace W H4 (Lap- 
lace transform) 之 间 的 差别 在 于 前 者 存在 因子 s. 
A. B. Heanor ËEE 
[ 补 注 】 关于 Lapac 变换 揭 两 箱 著 名 文献 是 [AI] 
《重点 在 于 理论 ) 和 [A2] (重点 在 于 应 用 ). 
参考 文献 
[Al] Widder, D. V., The laplace transform, Prineeton 
Univ. Press, 1972. . ` 
[A2] Doetsch, G., Introduction to the theory and applika- 
tion of tbe Lapac transformanon, Springer, 1974 
GARE). 张 鸿 林 译 


Cartan 分 解 [Cargm decomposition ; Kapreaa pasowe- 
mme ] 

-- 个 实 的 非 紧 的 半 单 Lie 代数 (Lie algebra， 
semi - siinple)g 被 表示 成 向 量 空间 的 直 和 的 一 种 表示 式 
(*)， 如 困 4 .表示 9 的 复 化 ( 复 包 络 ) ( 见 Lie 代数 的 复 


化 {complexification of a Lie algebra)), 那么 在 9 内 
存在 一 个 与 4 有 相同 维 数 的 实 紧 壮 代数 a4“, 使 得 以 下 
分 解 成 问 量 空间 的 直 和 的 分 解 成 立 

证 = t+. 


这 里 (Je HEA B Iz] i)o 的 不 变 元 所 
构成 的 子 代 数 ,而 Y 是 包 的 反 不 变 元 素 所 构成 的 集合 . 
第 二 个 公式 就 是 8 的 Cartan 4A (Wk,[1]). Cartan 分 
解 把 实 的 非 紧 于 单 Lie 已 数 的 分 类 问题 归结 为 紧 
半 单 Lie 代数 和 它们 中 的 对 合 自 同 构 的 分 类 问题 . 
参考 文献 
[1] Helgason, S., Differential geometry and symmetric 
spaces, Acad. Press, 1962. 
A. C. Terao PE Apia 译 


q = tip, (=) 


Cartan 引 理 [ Caran lemma ; Kapama meva | 若 2p + 
n 元 线性 形式 p.o. i=l oo 呈 之 外 乘积 的 和 为 堆 : 

Sand = 0. 

1 二 | 
而 用 r 是 线性 无 关 的 , 则 g. 为 + 的 线性 组 合 而 且 其 系 
SE tf PRÉS: 

= Dayo, a; = dpe 

这 基 E. Cartan 于 1899 年 证 明 的 . 


参考 文献 
[1] Cartan, E., Les systëmes différentielles extérieurs et lewr 
applications géométriques, Hermann, 1945. 

M. H BoñucxoscxaB #Ë 

LGE] 
参考 文献 
[A1] Cartan, E., Sur ertaines expressions diffërentielles et 
le problème de Pfalf, Ann. Ec. Nom. (3), 16 (1899), 
239-332. FRA 译 


此 结果 原来 见于 [A]. 


Cartan $Ë FE [ Cartan matrix ; Kapraga warpuua j 
1) 特征 为 0 的 代数 闭 域 下 上 的 一 个 有 限 维 半 单 


Lie 代数 9 的 ‘Cartan ERRER 


(a, G) 
(a, a) 
ma, z Eg ATEAN E Cartan FHM (Cartan 
subalgebra) , 的 某 个 单 根系 .( ，) 是 8 上 Killing 型 
(Killing form) Pr E SN B) £ BEERE AR. G 
T+if-- 2 3 B Cartan a PE, MHR ( root system).) 
在 不 计 由 指标 1,…,r 的 置换 导出 的 变换 时 、Cartan 矩 
EE a 的 不 变量 ， 即 它 与 + 的 选择 和 单 根系 的 选择 无 
X. 这 个 不 变量 完全 确定 了 4 : 在 不 计 由 指标 置换 导出 
的 变换 时 ， 两 个 半 单 Lie 代数 同 构 ， 当 且 仅 当 它 们 有 相 
同 的 Cartan 和 矩阵. 一 个 半音 Lie 代数 昆 单 的 ， 当 且 避 


A= ; i=. 


Wr 


“L 


当 它 的 Cartan 矩阵 是 不 可 分 解 竟 (indecom posable}, 
即 在 指标 的 某 些 置换 后 ， 不 可 能 表 光 对 角 块 息 阵 ， 

令 48=9+…+gn 耳 9 分 解 为 单子 化 效 的 直 
和 . A, E: ñ Lie 代数 0 的 Cartan ERE, BJ +£ OE 
阵 


A. `: Ü ! 
0 -.. A, 
E ú 的 Cartan iF, (A Lie 代数 的 Cartan 矩阵 的 
具体 形式 , MEM [je t SR (Lic algebra, semi-simple).) 
Cartan 矩阵 的 分 量 a= 2 (x. x)! a 8 F $] 
FE M: 
a, = 2; a, =< 0, a, € Zat] 
(1) 
a, = 0 = a, = 0. | 
Caran WE SAER TTARRAKA, 密切 相关 .有 邯 
§ 中 存在 线性 无 美的 生成 元 e, f. h G= .r)( 8 N 
典范 和 牛 成 元 lcanonical] generalors) )， 满 足下 而 关系 : 


len j] = ôA; lAn e] = G e 
l. f) = a, f: [An A] = 0. 


任意 两 信 典 范 生 成 元 组 可 由 6 8 LF P 2359. d 
范 生 成 元 还 满足 关系 


(ade) t'e =0, adf) “YA = 0, 1¥ 8) 


搬 定义 这 里 (ad x)y=|[x,y]. 对 于 给 定 的 4. 成 元 组 e, 
让 =1,…,r)， 关系 人 2}) 和 (3) 定 久 了 a ( 见 [2]). 
对 满足 (1) 的 任意 着 阵 4， 设 已 ef 了 (i 二 Lr} 
为 生成 子 以 全 )，(3) 为 定义 美 系 的 上 上 Lie 代数 为 
sü). 则 9 (是 有 限 维 的 , 当 且 仅 寺 4 是 AEM Lie 
代数 的 Cartan 矩阵 [3]， 
参考 文献 
[I] Jacobson, N., Lie algebras, Interscience, 1962 (中 说 
K: N. EAG FRS LERENA IBL, 


(2) 


1964). 
[2] Serre, J.-P., Algëbres de Lie semi - simples complexes, 
Benjamin, 1966 


[3] Kan, B. T..& Mam, AH CCCP Cep marem 9, (6) 32 
(1968), 1323 — 1367. B. JL Ionos PE 
[ 补 注 】 WE RAEO 6935 BE 4 定义 一 个 有 限 维 Lis 代 
数 , 当时 仅 当 它 是 正定 的 ; 在 其 他 情况 ， 如 半 正 定 情 
形 ， 出 现 其 他 有 趣 的 代数 ， 见 Kac- Moody 代数 (Kac- 
Moody algebra). [A2]. 
设 工 是 特征 为 0 MARRET R E M 6 Lie 代数 ， 
则 满足 条 件 (2) 的 生成 元 e ,六 六 的 集合 也 称 为 Cheva- 
ley E 成 元 下 (Chevalley generators) 成 Chevalley 基 
(Chevaliey basis). ， 这 样 的 生成 元 的 存在 性 定理 称 为 
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Chevalley 定理 (Chevalley theorem). X (2), GE 
X Lie 代数 的 结果 常 称 为 Serre 定理 (Serre theorem). 
参考 文献 
[A1] Humphreys, J. E. Introduction to Lie algebras and 
representation theory. Springer, 1972 
[A2] Kac, V. G., Infinite danensional Lie algebras, Cambr. 
Univ. Press, 1985. 

2) 域 K KAS piki 的 Cartan 
j=l s) HUS B SRAR PJ J AEA 
楼 的 完全 集 Npe `, N, KER. 明确 地 说 ，c, 是 满足 
Hom (P, N #0 的 不 可 分 解 投射 左 A ÉE P R S HË si Ë: 
N 出 现 的 次 数 . 对 每 个 NN， 这 样 的 瑟 存 在 且 在 同 构 意 
X F EE -确定 的 . 

在 一 定 情况 下 ，Cartan 2i pE CC 被 证 明 足 对 称 正定 
的 ， 其 至 C=D'D, 2E DERRER, Okky 
PROD" 表示 D WER E BE). 对 特征 p>0 WIR k EAR 
B G MRL A=k[G] É) Cartan 4E PE REE iX PRTA D. 
EERE, Peo PER ERHI EE 分 解 左 4 模 
{principal indem posed kR A- - modules) 的 完 完全 
集 ， 妈 它们 是 左 4 模 4 分 解 为 不 可 分 解 A 模 的 所 有 下 
和 项 ， $Ë Caran 答 阵 等 式 成 立 的 另 一 个 例子 是 ，4 E 
特征 p>0 的 代数 闭 域 上 的 Lie 代数 5 的 限制 泛 包 络 人 
M. REg BAREM Lietta a MEARE p 而 得 
到 的 { 见 2] ) . 
参考 文献 

[0] Curtis, C. W. and Reiner, L, Representation theory of 

finite groups and associative algebras. Interscience. 1962 

PI Humphreys, J. E. Modular representations of classical 
Lie algebras and semi-simple groups, J of Algebra, 
19 (1971), 51- 79. B JL Monos 的 林 亚 南 £ 


Catan 外 形式 法 [ Cartan method of exterior forms ; 
Kaprana MeTON BH€ZUÚIHHX þopm | 

PARAD PE2H HLH. A Atat ME -种 向 
分 - 民 数 方法 ， 它 的 代数 基础 是 Grassmann 代数 . 
没 上 是 代数 域 上 的 2" 维 向 量 空间 ， 它 的 基 向 量 为 
enen e co, el "(I< <k=<n). AmE. 2PIL f 
HRS g Bi TEREE en sih, o, galeo, 
n FEBS. i 3 pi PR P 81, W e" “=0: 
# h. l e FM] H p< ch a, h -个 排 
W. WH u> h (K=1,- g 为 偶 排 列 时 , er use" n. 
当 它 为 奇 排列 时 ，e" s= — ern ENRE HNF hak n 
ERI: en Miet "=e" M 5 此外， 要求 满足 超 复 
数 系 ( 妇 结 合 代数 ) 的 通常 规律 . 如 此 构造 的 域 大 [了 
维 代 数 称 为 Grassmann 代数 {Grassmann algebra). 
JÉ hi 


het r =e" A. Ae 
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的 向 量 称 为 了 次 单项 式 (monomial) . 同 次 p> 1 的 单项 
式 之 和 称 为 p 次 外 形式 (exterior form); 一 次 单项 式 
之 和 称 为 线性 形式 (linear form). 按 定义 , 域 扩 的 元 喜 
是 替 次 形式 . 请 向 量 e' 生 成 Grassmann 代数 ， 因 而 e' 
的 任意 # 个 线性 独立 的 组 合 


ow = ae, detid} Z Ü. ate K 


也 生成 同一 Grassmann AR. LERTE., LEAH 
则 的 上 , 下 指标 ， 就 表示 它们 在 适当 的 范围 内 求 和 ， 
P 次 外 形式 


ü, = a, pe” A: Ae" 


关于 符 导 中 的 -一 阶 代数 导数 (first - order algebraic deri- 
vative) B3J8REF3E2 AD Q R 一 I 次 形式 各 -一 
60, /Pe!: R.O, rh AS e 的 单项 式 用 竺 代替 ， 对 于 其 余 
的 每 个 单项 式 ， 先 把 符号 > FS 2 W tE Hi l| ç Ti Bš B 
左边 , 站 用 1 取 慌 e EROA ERRA 
数 的 集合 称 为 Qs 的 线性 形式 的 相伴 组 (associated sys- 
tem). HEA Q 的 秩 trant) 就 是 它 的 相伴 组 的 秩 . 它 等 
于 借助 外 积 运算 用 来 表示 Q, 的 线性 形式 的 最 少 个 数 

为 了 研究 及" 中 的 微分 方程 组 ， 常 采用 微分 Gràssmann 
代数 ， 其 中 下 取 为 定 文 在 民 某 个 区 城 上 的 n 个 实 变量 
x! 的 解析 函数 环 ， 并 用 dx': 表 示 向 量 e. 它 的 线性 形式 
称 为 1 形式 (1- form) Pfaff 形式 (Pfaffian form), 其 
中 符号 de EE x: 的 微分 . Ke p>1 的 外 形式 称 为 


ential form). mE 形式 
Q, =a pd" A 


" Adx” 
的 外 微分 (exterior differentia) R dñ FA (p + ER: 
DQ, = da Adk" 人 

外 微分 共有 如 下 性 策 : 
DR, ER) = Dü, + DN. 
DAQ) = DAHIL AD. 
D(DQ,) = 0. 
RRQ, O 是 任意 的 了 形式 ,0 是 任 一 4 形式 . 
.个 Pi 他 形式 o= a ds fE 5 58 F E 8: 48 sa 5k f 83 
ewa "Him 6082 3. 设 


E = blat, hdx? tef (xt, dž d" = 
a= hn... a b=1 „m; Ë 31. ar (j) 
p=1. -F 


RLE- H m Than OR x ° Rl y TO HIPS Sk z Ht 
性 无 关 了 名 全 方程 (Pfa fan equations). D0"=0 FAN 
程 组 (1) 的 闭 包 (closure) 组 . 如 果 闭 包 组 在 代数 上 已 把 


原 方 程 组 (中 计算 在 内 , MUM PHE dz RADR 
形式 DO, 则 称 之 为 纯 闭 包 (pure closure) #8 (i! *% DOF 
=0). 方程 组 0"=0, D0"=0, 或 与 其 等 价 的 方程 组 9: 一 0 

DE"=0, 称 为 封闭 方程 组 (ciosed system), 当 是 仅 当 DF 


* x w" < = 


. ` x. b s 


ble). SDE 3: T dx" fl dz? a=] pem ;c=s+l.Jr) 
Mu pa 3. BH Phff bp E 5 By B (1) E 
x, ARRA- asin RH, 称 为 (1) 的 特征 弓 
(characteristic system ). 它 的 独立 的 首次 积分 的 集合 
轴 感 用 以 表达 组 (1) 所 有 方程 的 变量 的 最 小 集合 . 设 mr, 
是 代数 导数 把 本 /Gdz* 中 以 任意 变量 x zi (hsl, `, 
mm 一 1 取代 dx 和 dz: 后 的 结果 .方程 组 (1) 的 伴随 矩 
PEFEA Et 


H| 
M, = 
Min 
数 
s, = rank M ,, 


$; = rank Af, 一 rank Mi, 


Fm 1 F rank Mp- — rank Mn _;, 
sm Z rs- rank Map- 
称 为 (1) 的 特征 数 (characteristic), 而 数 


QO = s +l + "mr 


mm 


PA (D Cartan 数 (Cartan number}. EA dz = 
bidx* 附 加 到 封闭 系 0:=0, D0 pE, tb E 3 
的 未 知 函 数 ， 恒 得 组 (1) 的 第 一 次 延长 . 9 N E fE b: 
中 函数 独立 的 函数 个 数 ， 则 恒 有 NSO. N=0Q. 
则 组 (1 是 对 合 的 ， 它 的 通 解 依赖 于 六 个 变量 的 3 个 
ERRE, m-1 个 变量 的 | AER, ,1 个 变量 
的 5 个 函数 以 及 s 个 任意 常数 . 另 一 方面 , #N<Q, 


则 (1) 需 要 延长 ;经 有 限 次 延长 后 ， 或 者 得 到 对 合 方 程 
组 或 者 得 到 不 相 容 方程 组 . 
例如 ， 设 方程 组 为 


dz; = udrtx dy, dz; = udy+ylax, 


其 中 x, y 是 独立 变量 , #4, z1 ,3 AERAN (s—=2 =m, 
* 一 3).， 它 的 纯 拷 和 包 组 具有 下 列 形式 : 


du X dx +2x dx Ady = 0, du Ady+2y dy Mx = 0. 
对 此 有 


M, = ži 31 一 rank M, = 1, 
Q = !, 


Si = ü, 


N = Ü. 


凉 方程 组 不 是 对 全 的 . 延长 后 的 方程 组 
dz) = udx tx dy, dz; = udy+ v: dx, 
du = 2(y dx + x dy) 
是 完全 可 积 的 ， 它 的 通 解 具有 下 列 形式 : 


u = 2 十 EC，z1 = x{xy tete 


z; = pixy terte 
Etc., 6, 6 为 任意 常数 . 


利用 Cartan 的 外 形式 法 可 大 大 简化 数 掌 与 理论 力 
学 中 许多 定理 的 氢 述 和 证 明 ， 例如，ODerporpanearii 


定 埋 由 公式 
go = [po 


给 出 ， 其 中 MEERA m +1 维 解 析 流 形 ， 工 是 它 的 
+m EHEAR, Qm 形式 ，D 人 RN 是 它 的 外 微分 ,在 
多 重 积分 


J =Í... 
F; 
PHAR xo mro u”) EBRA p: A~ D F GE: 


中 态 , 了 DR")， 变 量变 换 公 式 可 通过 变量 x' 及 其 微分 
dx' 一 (Bq'f Bu') du! 的 直接 代 换 而 得 到 . 因为 


fe, ... x")dx1 AA: Adax" 


l a 
dx! Ao Adx" = 9 lA. Adu" 
TA u") . 
故 得 
J = Ju Jae tan. . Adu" 
A Au! s+’ 


Cartan 的 外 形式 法 广泛 应 用 于 研究 具有 各 种 结构 
的 流 形 . W M R C” 微分 流 形 ，F==C“0M4) 是 MM 上 可 
WARR D' 是 对 上 -一 切 向 量 场 的 集合 , W, E 8 
Dx…xD'G 次 ， s> 1 为 自然 数 ) 上 反对 称 严 多 重 线性 
映射 的 集合 ， 


令 =F, #A M 表示 的 直 和 : 


M = Yw. 
s= 0 
Ë 3 PS u KER M 土 的 外 微分 形式 {exteIior diferen- 


tial forms); X. 的 元 素 称 为 形式 人 - form). 124 


f. g e C%*(MyY, P e W. Se W. X, = D. 
EMRE A 由 下 列 公 式 定 义 ; 
{r8 = Ja SNMX, NT =， X.) 
(Ag FINAX X), 
(PAPAK, ， X...) = 
= 2: s(a Xain ...， Xan) X 
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KNX aren +... ` Xarob 


HFS. EREA 1…，r+s 的 置换 群 elol Ri, 
RATEM ERDRE. H # 23838 Bj 2 shak F E 
FAHA y 称 为 流 形 M E 的 Grassmann 代数 
menn alæbra over the manifold). # M E 

， 则 得 前 面 考 瞄 过 的 微分 Grassmann 代数 ， 所 谓 外 
AY 486 TEEL R TEASE D :有 一 和 :对 
每 个 s20, DUSA; 若 Jeau=C (M), 则 Df 是 
由 公式 D/(X)= X(W X 0 1 ER, AE xe, # 
AEN, QEN, M| D+. D=0, DOAN = DIARAH LYA, 
DO. Hin, W MER SEIERE. 流 形 M 
上 一 个 护 射 联络 是 指 -种 法 则 V , 它 对 于 每 个 XED 
伴随 一 个 从 向 量 空间 D A ARARE V, ME 
下 列 两 个 性 质 ; 


Vrsar S fV T9S VU = f Vy +(XfyY, 


EFP gEC™M), X, YED. ETV 称 为 关于 无 的 
共 变 导数 (opvariant derivative). i o EL M 的 … 个 微 
SEE, VE M Fó tO SDS, Z; K 


V (Y) = (Vr) 


XT ME -个 新 仿 射 联 绕 ， 这 里 X YeD., # v 

=V, MŠ V X: T b RR FÉ. PKR. DA M hJ— 
个 仿 射 变换 .对 一 切 X YED', $ 
[X, Y] = XY — YX, 

T(X. Y) = VY- V (X)— 

ROX. Y) = VyV y YrY Vix. Yl 


3; D Ë F 8 D' 5 WBS. FEER w, X, 
Y)— o ( T (X, Y) 8 A F s K A Eg. (torsion tensor 
field) 记 作 T, Et we D, 是 PAF EK; 多 重 线性 
映射 (@,Z, X, Y) > mR (X,Y).Z) 称 次 曲率 张 量 场 
{curvature tensor field), 记 作 R. Ë p EM, 并 设 Xs e, 
X. 3 8 p 508 U 内 向 量 场 的 基 . 下 列 公 式 定义 了 UU， 


ERRARTE, TE RE: 


[x Y} 


Fy = TEX T(X;, X) = Th Xk. 
R(X,, XX, = Rk; Xk, LJ K=1,... n. 
对 于 由 公式 
wX) = 部， = Tha” 


在 大 上 定义 的 1 形式 al ax， 下 述 Caran 
(Cartan structure equations) HW v: 
De = ok Awkt Ti AE, 


结构 方 如 


Dat = uË A 人 w+ T Rise Au. 
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Pfaff 方程 组 


e = Ara, L k k=l... mia b=m+l,... n 


定义 了 一 个 m 维 子 流 形 M= M. lB T Cartan 结构 
方程 延长 此 方程 组 ， 可 得 子 演 形 的 -系列 一 阶 、 二 阶 ,… 
基本 几何 对 象 : 
Nn: arh {47, Agh .. 
一 般 情 况 下 ， 存 在 有 限 玉 阶 基本 几何 对 象 
(Ar... sÀ, ad 


确定 子 流 形 到 只 相差 - 些 常数 . 在 研究 流 形 M 的 子 流 
形 时 ， 通 常 把 活动 标 架 法 与 Cartan 的 外 形式 法 结合 起 
来 使 用 (例如 , WI4]). 

Ë 1899 年 起 ，E. Cartan - 直 致 力 下 外 形式 的 广 
证 应 用 ， 后 来 方法 就 以 他 的 名 字 命 名 . 

参 老 文献 
[1] Cartan, E., Les systèmes diffórentiells extérieurs et leurs 

application en géométrie, Hermann, 1945, 

[2] Tamrona, C. TI., Meron Baemmmx 中 opM Kaprama B 
mabdbeperumaymunoñ reoMerpau ，M.- JL , 1948 { PEE: 

C IL ETA, BSE, WA, H 

HRE, 1956.) 

[3] Felgason, S., Differential peometry and symmetri spa- 

ces, Acad. Press, 1962. 

[4] Cartan, E., La gëométrie des espaces de Riemann, 

Mém. Sci. Math. , 9, Gauthier - Villars, 1925. 

B. © Mamroxmä EE 
【 补 注 了 更 通常 的 现 点 基 把 一 个 了 次 外 形式 看 必 一 个 
函数 全 : Er 一 K, EE oeiy Im R WK 
Cu WE ER KERRI b) r F,= F, i=j, MJ 
(=0. KE EER K Lj IE) 
定 的 4 维 向 量 空 间 ， 

#r e, e Æ EHTE, Mer u. P< <i, 
是 外 形式 ， 它 在 (e,,…,e,) 取 值 1， 而 在 任何 包含 某 个 
e( É. LD B) p 个 基 向 量 上 取 值 0. 

EMÉ M L Sá x € M 处 的 切 空间 作为 E， 并 令 
K=R, 便 可 与 本 条 上 自 所 述 的 流 形 上 Cartan 运算 联系 
起 来 . 

从 与 向 量 YEE 的 内 积 (inner product), 或 称 缩 
并 {contraction)}， 是 由 (V0 和 1) 
HHP- LRI REAR), RE PH 
Bü sean, ae 就 是 ej 中， 

EM Grassmann 代数 的 定义 中 ， 解 析 画 数 集 K 
不 是 一 个 域 . 然而 如 用 环 代替 ， 不 会 引起 问题 . 事实 
上 ， 条 目 中 讨论 流 形 上 Cartan 微 积分 时 ， 用 的 就 是 C” 
AH. 

PEQ WSHA ER R HGE dO, 而 不 是 
DA, Ai fly yH8 yak dy= {02x dx'. 


在 西方 文献 中 ，Derperpamcta 和 十 定理 带 称 为 Stokes 
定理 (Stokes theorem}; -4 Piaf 形式 在 局 部 是 画 数 
的 全 微分 ,当日 仅 当 它 的 外 导数 为 地, 这 自然 是 Poincaré 
引 理 的 一 部 分 .对 于 这 两 个 和 条目， 也 见 微 分 形式 
(differcntial form). 

XF Pfaif 2 38 88 EASO, 包括 Cartan - Kä- 
hler 定理 (Cartan + Kähler theorem) 和 Cartan - É 西 
定 理 (Cartan - Kuranishi theorem), J [A1] 和 Pfaff 
结 t (Pfalfian structure); Piff A $ë (Pfaffian egua- 
tion) Pfaff a (Pfaffian problem). 

Bi Jill #: Ip! E =: |a] VE Grasmann 代数 是 附加 
# V #ñ— K A QEA Clifford 代数 (Clifford algebra} 
当 名 = 和 0 时 的 特殊 情形 - 
参考 文献 

[AH] Dieudonné, J., Treatise on analysis, Acad. Press, 1974, 
Chapt. 18, Sect. 8— 14 { 译 自 法 交 】. 
[A2] Cartan, E., Leçons sur les invariants intégraux, Her- 
mann, 1971. 
【译注 】 也 可 参考 蔬 1]. 
参考 文献 
[B1] Bryant, R. L.. Cher, S. S.. Gardner, R. B., Goldsch- 
midt, H. L. and Griffiths, P. A., Exterior differentia) 
systems, Springer - Verlag, New York Inc., 1991. 
沈 一 兵 E paH t 
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k LAE Lie 代数 0 的 

s 的 一 个 等 于 它 在 8 内 的 正规 化 于 的 桂 零 子 代数 . 
例如 ,车 s 是 某 一 固定 阶 的 全 体 复方 阵 所 构成 的 Lie TÜ 
Wx, 则 一 切 对 角 方 阵 所 构成 的 子 代数 就 是 上 的 一 个 
Cartan FÈS. Cartan FARREA AENA g 内 一 个 
Wi 1t， 它 等 于 它 的 Fitting $ 4 X (Fitting 
null - component) (ü, Lie 代数 表示 的 权 (weight of a 
representation of a Lie algebra)) 


w = {Xeg: VHet3n z £ eZ((ad H (OO=0)), 


这 里 ad 代表 4 的 伴随 表示 ( 见 Lie 代数 (Lie alg- 
bra)). 

进一步 假设 上 的 特征 是 零 . 这 时 , 对 于 任意 正则 元 
XEg,4 P-R adx HEPER EA nX, 
g) 是 8 的 一 个 Cartan 子 代数 , 并 且 4 的 每 个 Cartan 
子 代数 都 具有 1T (X, 9 ) 的 形状 ,于 是 某 一 个 适当 的 正则 
Jú. 每 个 正则 元 属于 且 只 属于 一 个 Cartan TRK. 
9 的 所 有 Cartan f 代数 的 维 数 相同 , S£ T ú BU Ék 
(rank). Cartan 子 代数 在 Lie 代数 的 满 闻 态 之 下 的 象 
仍 是 Cartan FRR. mE k EREHE. N a 的 一 切 
Cartan FAREJE Ei, EAE a 
的 自 同 构 和 代数 群 玉 中 的 算 子 将 一 个 变 到 另 一 个 ,这 里 卫 


的 Lie 代数 是 adg 的 换 位 子 代 数 ， 如 果 4 足 可 解 的 , 那 
ARRI k ERS., Fe a PR Rar. 

W 6 或 是 特征 为 零 的 代数 闭 域 赤 上 的 个 连通 线 
性 代数 群 ,或 是 一 个 连通 Lie ##, mi g 是 它 的 Lie 代数 . 
那么 4 的 一 个 子 代 数 + 是 一 个 Cartan 子 代数 , 当 且 仅 当 
它 是 G 的 一 个 Caran 子 群 (Cartan subgroup) Lie 4È 
数 . 

令 4 是 上 上 -个 有 限 维 向 最 空间 下 的 全 体 自 同 杰 所 
构成 的 Lie 代数 gl 分) 的 一 个 子 羽 数 ,4 是 a1(V) 中 包含 a 
的 最 小 的 代数 的 Lie 代数 (Lie algebra, algebraic). 如 
果 T?T 是 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， 则 t+ 站 上 是 9 的 一 个 
Cartan 子 代 数 , 并 且 如 果 + 是 4 的 一 个 Cartan 子 代 
数 ,t EM REA t 的 最 小 的 代数 子 代 数 , 则 直 是 可 
的 一 个 Cartan 子 代 数 且 人 = 人 门 4 ， 

令 瑟 < 站 是 一 个 域 扩张 . 的 一 个 子 代数 1 E 
Cartan 子 代数 , HHRH tO KE gK Cartan F 
代数 . 

4g 是 一 个 半 单 Lie 代数 (这 是 下 .Cartan 所 使 用 
的 名 称 ) 时 ，Cartan 子 代 数 起 着 非 带 重要 的 作用 , 在 这 
种 情形 下 , § 的 每 个 Cartan FER t 都 是 交换 的 并 且 
由 半 单 元 京 组 成 ( 见 Jordan 分 解 ( Jordan decomposi- 
tion)), H. Killing 型 (Killing form) 在 t 上 的 限制 是 非 奇 
异 的 . 
参考 文献 

Ll] Catan, E., Sur la structure des groupes de tamiorma- 
tions fini et continus , Paris ,1894 ， 

[2] Jacobson, N., Lie algebras, Interscience., 1962 (Ë PF 
EN. HARR ERE, CERZE R iHIStL.1964y. 

[3] Chevalley, C., Theory of Lie soum , ] ,Prineton Univ. 
Press, 1946. 

[4] Théorie des alpëbres de Le, Topologie des groupes 
de Lie, 5ém. S. Lie, le apnée 1954-1955, Ecole 
Norm. Super., 1955. B. JL Tonor # 

【 补 注 了】 ç A — T ü É h MM £ E BÚ É) (regular), WE g 
的 自 同 态 adh 的 Fitting 零 分 支 的 维 数 最 小 . ELX 
是 正则 的 条 件 定 多 一 个 Zariski 开 子 集 的 意义 下 ,+ 中 
“几乎 所 有 的 "元素 是 正则 的 . 对 于 正则 元 h 3K R, adh 
的 Fitting 零 分 支 是 Cartan 子 代数 这 一 结果 对 于 任意 元 
限 域 上 的 有 恨 维 Lie 代数 都 成 并 (1A4], p.59). 
参考 文献 
[A1] Bourbaki, N., Elements of mathematks, Lie groups 
and Lie algebras, Addison - Wesley. 1975 ( 译 自 法 立 y. 
[A2] Humphreys, J.E., Introduction to Lie algebras and 
representation theory, Springer, 1972 (中 译本 : 
李 伐 数 及 其 表示 理论 导 引 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
1981). 
[A3] Serre, J.- P., Lie algebras and Lie groups, Benjamin, 
1965. 
1A41 Jaeobson, N., Lie algebras, Dover , reprint , 1979 ( 中 译 
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本 : N. AR, 3 ü 3. L. pl e k R tE, 1964). 
RHN 详 


Cartan FÆ | Cartan subgroup ; Kaprama nompyna)], 
# G 6) 

如 的 极 太 的 响 等 于 群 C, 它 的 每 个 具有 有 限 指数 的 
正规 子 群 在 台中 的 正规 化 子 中 也 具有 有 限 指数 . 设 G E 
特征 零 的 域 上 连通 的 线性 代数 群 , 则 莫 的 Cartan 子 群 
也 被 定义 成 为 闭 的 连通 子 群 , 它 的 Lie 代数 是 6G 的 Lie 
代数 的 Cartan 于 代数 (Cartan subalpebra ), Cartan 
子 群 的 一 个 例子 是 全 部 非 异 矩阵 群 GL (k) 中 全 部 对 角 
朱 阵 的 季 群 D. 

在 连通 线性 代数 群 G 中 ,Cartan 子 群 也 能 定义 为 G 
的 极 大 环 面 竟 中 心 楷 子 , 或 定 扩 为 连通 的 所 生 零 子 H, 
它 同 它 在 GG 中 正规 化 于 的 单位 的 连通 分 支 (单位 分 支 ) 重 
合 . 忆 的 全 部 半 单 元 和 禹 么 元 集合 C M C (X Jordan 
分 解 (Jordan deoomposition)) E C B) M f 8, H 
C=C,xC.. 此 下, C. E G Bj tz F C tP yE — E 大 环 
面 ，G 的 Cartan 子 群 的 维 数 称 为 所 的 秩 (rank). G 
É 24k Cartan 子 群 的 并 对 二 Zariski 拓扑 包含 G 的 一 
个 开 了 集 ( 一般 不 是 整个 分 ).G 的 每 个 半音 元 落 在 至 
少 一 个 Cartan 子 群 中 , 且 每 个 正则 元 怡 好 落 在 一 个 
Cartan 子 群 中 , 设 Qo: G — G 是 线性 代数 群 的 满 杰 
B. M) G -的 Caran TRE GA) Cartan FHE o FH 
$. 上 5 的 任何 两 个 Cartan Fit tio. wM A PE (或 
E— A, eR G 的 Cartan F R E: G HAAA 
面 . 

HE GEER k E W| # G h — TEER k 
上 的 Cartan 子 群 ; 实际 上 G He SE k E BU Cartan 
THER. G 的 定义 在 交 上 的 两 个 Cartan f ##+— 
At k L 33 (5 G 蚌 可 解 时 ,它们 是 共 辆 的 }. G 的 
Cartan FHKE k LEAH. 

+ G =R N K Lie R. 具有 Lie 代数 9 M G B 
Cartan TEE G PEAH (但 不 一 定 连 通 ), 且 它 信 的 
Lie 代数 是 8 的 Cartan 子 代 数 . 设 G E GL.(R) 的 解 
HTE i G EGLE 的 包含 G 的 最 小 的 代数 群 , 则 G 
的 Cartan FHE G Fa] G BJ Cartan TRER. W G E: 
紧 的 情形 , Cartan 子 群 是 连通 的 Abel # (ip E iÉ K M. 
MEE, mA 局 的 每 个 泛 素 皆 落 在 某 个 Cartan 
子 群 中 . 
参考 文献 
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Hermann, 1951 — 1955. 
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Caran Æ E [Cartan theorem ; Kaprasa reopessa] 

菇 关于 最 高 权 向 量 的 Cartan 定理 - $g 是 一 个 复 
FA Lie R BP e, fh G= 1 r) 是 它 的 典范 生 
JÈ (canonical generators); 如 满足 以 下 关系 的 一 组 线 


性 无 关 的 生成 元 : 
len ñ] 一 dph LAGA = 一 ay Ê [k £1 = d FE 
[h,, h] = 一 0, 
其 中 a=2, 5 i#j Wa, EIERS (i =l, r). Æ 
=0, 则 au=0, 且 令 1 是 由 h, 线性 张 成 的 9 的 
Cartan 子 代数 ,而 p 是 5 在 一 个 复 有 限 维 室 间 F 内 的 
线性 表示 ， 此 时 ,存在 一 个 非 零 向 量 bE V, 使 得 


Mee = 0, p(h)u = ku, i=1,... F, 


M ik k ERER. XE h E. Cartan 建立 的 
D. mE o 称 为 表示 p BU NE F i DJ JR (heipghest 
weight vector),t 上 由 条 件 入 (h,)= 训 看 =1,…,+) 所 定义 
的 线性 阔 数 和 大 称 为 对 应 于 vb 的 表示 pp 的 最 高 权 {heighest 
weight). FAR, k) 称 为 最 高 权 人 的 数值 标志 天 
Cartan 定理 给 出 了 复 半 单 有 限 维 Lie 代数 的 不 可 约 有 
限 维 表示 的 完全 分 类 . 由 此 可 断言 a 的 每 一 个 有 限 弘 
复 不 可 约 表 示 有 了 唯一 的 最 高 权 向 量 (成 比例 的 向 量 看 必 
同 -- 个 ) ,并且 对 应 的 最 高 权 的 数值 标志 是 非 负 整数 . 
两 个 有 限 维 不 可 约 表 示 是 等 价 的 , 当 且 避 当 对 应 的 最 高 
校 相 同 ， 任 意 一 组 非 负 整数 都 是 某 一 个 有 限 维 复 不 可 
约 表 示 的 最 高 权 的 数值 标志 集 . 
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【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Humphreys, J. Ë., Introduction to Lie algebras and 
representation theory, Springer, 1972【 中 译本 : #4 
数 及 其 表示 嘿 论 叶 引 ,上 海 科学 技术 出 版 社 , 1981). 

分 多 复 变 函数 论 中 的 Cartan 定理 . 首先 由 H. 
Cartan ([I]) WEM š Stein WE Fg S Sa H: EE E rB së 
BAAB. + # — AS W0JE X E 2 Sú P F. 
XE 2 RRIS AAEREN P: (coherent 
analytic sheaf ), 如 果 在 每 一 点 x < 天 的 一 个 邻 域内 ,对 
HHR p4, 存在 其 的 正 合 列 

OP 5, OTa S —, 0. 
2 的 所 有 局 部 有 限 生 成 的 子 层 就 是 这 样 的 例子 . 

THA 2.2 E Stein MÆ (Stein manifold) X.E 
-MERRE WATE K xe X, FES 的 有 
限 个 整体 截 影 5,…, sy, 使 得 纤维 的 任 条 元 豪 s 可 
以 表示 成 


s = hht ty) 


的 形式 ,其 中 所 有 hes, ( 换 句 话说 , 局 部 地 看 ,是 由 
它 的 整体 截 影 在 2 上 有 限 生 成 的 ,) 

EMB 令 y 是 Stein 流 形 和 上 一 个 凝聚 解析 
息 , 那 么 的 一 切 系 数 在 .zr 内 的 阶 pl ALARE 
是 平凡 的 : 


HP(X, P) = 0, p> 


这 两 个 Cartan 定理 有 很 多 应 用 ， 由 定理 入 可 以 
得 出 苦于 在 Stein 流 形 上 整体 解析 对 象 的 存在 定理 . 
EA BERLE J MA ARE: 在 一 个 Stein 流 
形 上 , 带 有 相 容 性 条 忻 红 =0 的 方程 了 /=9 总 是 可 解 
的 . 

定理 也 的 应 用 大 至 如 下 :如 果 


0— F> F> G— 0 
J. X E -—+ ELB 1E Zr21, RAFA 
-> H(X, S) > H(X, F) S H(X, G) > 
— HPt (X. S) 
tE FA. mE XÆ - 4 Stein 流 形 , 则 
H(X, S) = 0, p>, 


因而 p ERIE g, (p21) EIH. 


Tek Ena z" 


THREE R. E H'(X, )=0, 那么 X — 4" 
Stein MJE. 定理 A A B 连同 它们 众多 的 推论 构成 Stein 
WE L Brin RE -Cartan 理论 (Oka - Cartan theory) 
这 些 定理 的 一 个 直接 结果 就 是 多 维 复 分 析 中 所 有 
经 典 问题 ,请 如 Cousin 问题 , Levi 问题 {Levi prob- 
lem). Poincare 问题 以 及 其 他 问题 在 Stein 流 形 上 可 
W. w BE A Gl B 可 以 逐 宁 这 多 地 推广 到 Stein 空间 
(Stein spaœ}. 
参考 文献 
[1] Cartan, H., 
cohomologie, in R. Remmert and J.-P Serre (eds.}: 
Collected works , Springer, 1979, 669- 683. 
[2] Gunning, R. C. and Rossi, H., Analytic functions of 
several complex variables , Prentiœ - Hall, 1965. 
[3] Hormunder, L., An introduction to complex analysis in 
several variables, North - Holland , 1973. 
E. M. Unpaa EE 
【 补 注 】〗 在 [Al] E, B X Cartan €M A fü B 的 理论 是 
ERATORRIEN E N Ë B). m + E: $ [2] 或 [A2} 里 那 
样 在 层 的 基础 上 阐述 的 ,也 不 是 象 站 ] 里 那样 , 在 
Cauchy - Riemann 方程 的 基础 上 立 述 的 . 
在 [A2] 里 是 推广 到 Stein 空间 上 的 . 

亦 见 Cousin 问题 (Cousin problems). 关于 Poin- 
care 问题 {在 亚 纯 函数 上 ), 见 Stein 空间 (Stein spa- 
c) 和 亚 纯 函 数 (meromorphic function). 
pra 

[Al] Henkin, G. M. and Letterer, J., Theory of Punctions 
on complex manifolds , Birkhauser, 1984 (F ARX). 

[A2] Grauert, H. and Remmen, R., Theory of Stein 
spaces, Springer, 1977 ¿ H EWE). 

[A3] Krantz, S. G., Function theory of several complex 
variables, Wiley, 1982. 

[A4] Range, R.M., Holomorphic functions and integral 
representations in several complex variables, Springer, 
1986, Chapt .Vi, Par. 6. RH 译 


Varig anahtigues complexes et 


Cartan - Weyl Æ [ Cartan - Weyl basis ; Kaprama - Bseñnu 
Gam], ARRP LN Lie 代数 9 的 

a F 8 g $j — + Cartan 子 代数 (Cartan subalee- 
bra) + 的 元 素 和 根 向 量 X (wS A) 所 组 成 的 基 ， 这 里 
AR a 关于 上 的 非 零 根系 Cartan - Weyl 基 的 取 法 不 
是 唯一 的 ,作为 tL 上 一 个 线性 型 ,一 个 根 (hy, het, 与 
向 量 h € t 这 样 地 等 辐 起 来 , 使 得 d (hy= (h,. hy, 其 中 
位 ,凡是 6 内 的 Killing 型 (Killing form). 在 这 里 ， 对 于 
每 个 有 et 来 说 ， 


[A, Xa] = (ha, YX 


WR EA, 则 -wxEA, 根 向 量 X 吕 以 如 此 选取 ,使 得 
[XX 15h, WR a+EA, M 
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[Xs, Xal = Nag Xa ps 


这 里 NaO. W 8 a, B. yEA, a+H+y=0, WJ 
N. =N =N... FEAR X. É) -PER E 
N = Nap 这 里 所 得 到 的 Ng 都 是 有 理 数 . 存在 向 
E 区 的 一 种 正规 化 ,在 这 种 正规 化 之 下 Ny 都 是 整数 
(WL Chevalley 群 (Chevalley group)). Cartan - Weyl 
# (H H.Weyl # [1] PFAM) E E X pA 8 Ei PH HE 3 
的 关于 向 量 无 , k HE Na 可 以 逐 字 恶名 地 过 法 到 一 
个 特征 为 零 的 域 上 任意 有 限 维 可 裂 半 单 Lie 代数 和 它 
关于 一 个 可 娄 Cartan 子 代数 的 根 分 解 上 . 
参考 文献 
[1] Wey, H., Theorie der Darstellung kontinuierlicher 
halb - emfacher Gruppen durch lineare Transforma- 
tionen I, Math. Z, 23(1925), 271 — 309. 
[2] Jacobson, N.. Lie algebras, Interscienoe , 1962 【中 £ 
本 :N. 责 柯 勃 还 , 李 代 数 . 上 海 科 学 技术 出 版 社 , 1964). 
[3] Bourbaki, N., Elements de mathématique, Groupes et 
algèbre de Lie, Actualité Sci. Ind., Hermann, 1960, 
1968( 英 译本 : Bourbaki, N., Elements of mathematics, 
Lie groupe and Lie algebras , Addison - Wesley, 1975). 
A- TL Xeno6eaxo 3⁄8 


【 补 注 ] 关于 Chevalley 基 (Chevalley basis) 的 特 
殊 情形 的 描述 ， 亦 见 半 单 Lie 代数 ( Lie algebra, 


semi- simple ). 


参考 文献 

[A1] Serre, J.- P., Algëbres de Lie semi -simples complexes, 
Benjamin, 1966. 

[A2] Humphreys, J. E., Introduction to Lie algebras and 
representation theory, Springer, 1972 {中 译 本 : 
J.E. 汉 碧 莱 斯 李 代 数 及 其 表示 理论 导 引 ， 上 海 科学 技 
术 出 版 社 ，1981). 

[A3] Carter, R., Simple groups of Lie type, Wiley, 1972. 

86883 译 


Carter F [ Carter subgroup ; Kaprepa Domrpyana ] 
群 与 其 正规 化 于 重合 的 短 零 子 群 . 是 由 RR. Carter 
{[1]) FIH. EAA ER GRH Carter 子 群 , 且 
G 的 所 有 Carter TRSH ( Carter 定理 (Carter's 
theorem)). ` 
参考 文献 
[1] Carter, R. W, Nipotent selfnormalizing subgroups of 
soluble groupe, Matk. Z., 75 (1961), 2, 136 一 139， 
[2] Korem, A. H., Konesaq rpyana, Hrors nayxu. 
Anmeðpa. 1964, M. , 1966, 23 — 24. 
H. H. Buna 3⁄ 
GHE] 没有 Carter 子 群 的 非 可 解 群 的 一 个 例子 是 5 
阶 交错 群 4,， 
有 限 可 解 群 的 任何 Carter FFE t KW p P Et. 
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参考 立 献 
[A1] Huppert, B., Endliche Gruppen, 1, Springer, 1979. 


五 生 明 译 FUER 


Descartes 坐标 【Cartesian coordinates ; Mexaproma Koop- 
JaTM] 
用 平面 上 的 点 到 酚 个 关 定 的 相互 后 直 的 直线 {( 轴 ) 

的 两 个 距离 来 确定 点 的 位 置 的 方法 .坐标 法 念 在 黄 干 
多 年 前 的 Archimedes 和 Apollonius 的 著作 中 ,甚至 在 
古代 埃及 人 的 著作 中 就 已 经 出 现 ，R. Descartes # P. 
Fermat 首先 系统 地 发 展 了 这 种 思想 ,但 是 在 他 习 的 表 
述 中 ,是 离 似 取 正 值 或 堆 . 使 一 个 咋 离 或 两 个 距离 到 负 
值 的 想法 是 J_ Newton 提出 的 . G. Leibniz 首先 把 这 些 
距离 称 为 “坐标 " ， 见 Descartes 直角 坐标 系 (Cartesian 
orthogonal coordinate system). 

` OM. H. Boinexosea É 张 洪林 主 


Descartes 因子 分 解 [Cartesian factorization ; JIexaprono 
pas aeune], 14F P 

= |] 2 R SG IF A T y W. F 4k H, 
Descartes 因子 分 解 的 一 个 重要 问题 涉及 立方 1" 和 
Euchd 空间 R". Gii, REA M 是 从 RO <m < n) 
通过 丫 合 m (RAAL RIER" EE A (N HES ` 
(wild imbedding))@ 8 #J M, 则 MXR=R""', H 
Mx M=R” rÍ yGW Kul SS E M" 是 P'in> m) 的 
一 个 因 于 .I"(n <4) 的 任何 因子 是 P (n <n). 


参考 文献 
[1] Itogi Nauk. Algebra. Topol. Geom . 1965 (1967y, 227, 
243 . A. B. Ueman E 


[ 补 注 】 另 一 个 著名 的 例子 是 3 维 Euclid 空间 中 ,Bing 
的 "长 骨 关 "分解 , 它 与 直线 的 薪 积 同 胚 于 4 维 Euclid 
zA. 
参考 文献 
[A1] Bing, R. H., The cartesian preduq of a certain 
non - manifold and a line is E,, Ann. of Math., T 
{1959), 399 —412 . 
[A2] Daverman, R. J., Decompositions of manifolds , Acad. 
Press, 1986 . FERN. PER. RE 译 


Descartes 直角 兴 标 系 [Cartesian orthogonal! coordinate 
system ; Jlexaprona apamoyronias cwcreMa KOOPAARAT |] 
RE Z 65 

Euclid 空间 中 的 直线 坐标 系 . 

在 平面 上 , Descartes 直角 坐标 系 由 两 条 相互 垂直 的 
直线 一 一 ##nifl (coordinate axes) 来 确定 ,在 每 一 个 坐 
标 办 上 都 指定 了 正方 向 和 单位 长 的 线段 . 两 个 坐标 轴 
的 交点 (0} 称 为 誉 标 原点 (coordinate origin). 一 个 
EFM (ONIA R Mh (abscissa axs)， 男 一 个 坐标 条 


(Oy) FRAMH (ordinate axs)， 了 两 坐标 轴 把 末 面 分 成 四 
个 相等 的 区 域 ， 它们 称 为 象限 (quarters ak quatrants) . 

点 M # Descartes 直角 £pi (Cartesian rectangular 
coordinates) 由 有 序 实数 对 (x， PEER, 共 中 第 一 个 数 
(TR s ls {abscissa) 等 于 有 向 线段 OM A: BS SB ERIE A 
影 ,第 一 个 数 ( 纵 坐 标 (ordinate) 是 有 疝 线段 OM +E Š 
办 上 的 正 射影 ， 

三 维 空 间 中 的 Descartes 直 骨 坐标 系 的 建立 和 平面 
情况 是 类 似 的 : 由 横 举 标 轴 . BAA tr Mi A'E Rh applicate 
axis) 以 及 坐标 原点 ORKEN. 通过 两 个 坐标 铀 的 平面 
称 为 坐标 平面 (coordinate plane). 三 个 坐标 平面 把 空 
间 分 成 八 个 相等 的 区 域 一 一 卦 限 (oolants) , 

有 时 也 采用 (一 - 般 ) Descartes 斜 角 坐标 系 (Cartesian 
skewangled {general) coordinate system), E A f Æ tr 
系 的 差别 在 于 坐标 铀 之 闻 的 夹 角 不 一 定 是 直角 .' 

直线 坐标 方法 县 及 . Descartes 3) À BJ ([1]), Ei m 48 
$. 

#=+* x 
[1] Descartes, R. , Geometria, Leiden, 1646. 
A. B. Visanos 所 3km PE 


Descartes 积 [ Cartesian product ; Teunprono mposxmuweneuue ] 
BL Kin (direct product). 


Descartes 正方 形 | Cartesian square ; JTexaprom kean- 
par], EZ E Jr WÉ (co < universal square), Pri 正方 
JÉ (pull - back square)， 在 范畴 中 的 


i] 
Pa 
ATIB —⁄+ A 
Ps} ta 
B —> S. 
B 


此 处 4 了 .8( 有 时 也 用 记号 4 x. B E x @ ABE 
是 维 积 ， 它 与 
A 
ja 
B 一 号 
B 
HKE, 而 p 与 jn 都 是 典范 射影 .图 
P — À 
v a 
B > Š 
B 
是 - -个 Descartes 正方 形 当 且 公 当 它 是 可 交换 的 ， 上 县 对 
EAEg u V A, v: V = B 5 zn = Bv mE 
一 的 态 射 14: 了 上 一己 ,满足 条 件 a=51.v=y2. 


x s.a 


i 


*#* xA 
[1] Bucur, L. and Deleanu. A., Introduction to the theory 
of categories and functors. Wiley, 1968, 


O. A. Haano # Aiii 译 


制 国 投影 [cariogrmphic projection ; kalnorpe 中 aqemeam 
mpPOCKMUHW }, 地 图 投影 (map projection) 

整个 地 球 栅 球 或 其 一 部 分 在 平 面 上 的 映 禾 .通常 ， 
这 一 册 象 是 为 绽 制 地 图 的 目的 而 实现 的 ， 

地 图 投影 用 一 定 的 比例 尺 弘 制 . 通过 将 理想 地 款 
Gs aR V M 人 悦 ， 即 得 到 它 的 几何 模型 一 一 地 球 慌 , 而 以 
真实 尺寸 将 其 映 象 到 平面 上 ， 即 给 出 这 一 椭 球 的 表面 
的 地 图 .比值 1: 好 决定 了 地 图 的 主 比 例 尺 (principal 
scale) ， 和 但 是 ， 在 地 图 上 性 一 点 上 制图 投影 的 基本 特征 
是 实际 比例 尺 (actual Scale)A .这 是 地 球 烩 款 上 的 无 
穷 小 面 元 d$ 与 其 在 平面 映 象 40 之 比 的 倒数 : l/a= 
dSjdo. W UKA iS Da r s E 05 R. HEF 
所 选中 的 看 元 的 方向 ， 比 值 AAA 称 为 相对 比例 尺 
(relative scale) 或 长 度 增加 ， 而 差 值 (4 MY -1 称 为 
长 度 变形 (linear deformation). 主 比例 尺 的 数值 M 
只 是 在 计算 制图 投影 的 点 的 坐标 以 及 在 用 地 图 时 加 
以 估计 ; 在 研究 制图 投影 学 时 一 般 设 M=1. 

在 制图 投影 学 中 经 常 局 限于 讨论 半径 为 丸 的 球 
对 平 而 的 映射 ， 此 球 与 地 球 椭 球 的 差别 或 可 以 忽略 或 
用 某 种 方法 加 世 考 虚 ， 因 此 ， 以 下 将 讨论 以 地 理 坐 标 
MRE ) 及 Xi( 经 度 ) 已 表 的 球面 启 平面 xOy 的 映射 . 

制图 投影 学 方程 有 如 下 形式 


x | 
y = pipa] 


HP f 8 £ EW 1 Me i — MEIHA. (制图 投影 学 
也 可 以 用 某 些 不 诫 的 平面 坐标 而 不 是 直角 坐标 x,y 的 
方程 定 几 .) 在 所 讨论 的 制图 投影 中 经 线 1 = 常数 与 
F ER p = 常数 的 映 象 枸 成 了 制图 网 格 (cartographic 
network)( 或 称 网 格 图 (graticule)). 

在 绘制 包括 地 理 南 北极 的 区 域 时 ， 有 了 时 不 采用 地 
理 坐 标 而 采用 其 他 坐标 ， 这 时 南北 极点 变 为 坐标 系 的 
EEA. Wu, 采用 坐标 线 为 所 谓 竖 直 线 ( 其 上 条 件 经 
E a= 常数 ) 和 横 直 线 (其 上 航 距 2= 常数 ) 的 球 举 标 ， 
与 地 理 经 线 和 纬 线 类 似 ， 但 其 极点 z fp , 为) 与 地 理 
棚 点 瑟 不 符 { 图 和 .由 式 (要 给 出 的 任何 制图 投影 称 为 
法 向 的 (normal) 或 正则 的 (regular) tq。=x/2) ， 如 果 地 
球 的 投影 按照 式 (*)} 计 算 , BERRE o, 4 用 z, a 393 
量 , 则 当 gp=0 时 这 一 投影 称 为 横向 (transverse) 投 影 ， 
如 果 0 < <x/2， 则 称 为 斜 向 (oblique) 投影 ， 在 图 2 
中 给 出 地 球 的 法 向 (A), BE ASH (C) 正视 投 
É. 


(s) 
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ERE 32 sa RH K3 |x D< 38 B E$ 3F IE J E 2 — ga 
规律 . 在 由 非 保 角 投 影 { 见 后 ?绘制 的 地 图 的 任何 点 


向 . 沿 这 两 个 方向 的 比例 尺 其 有 极 值 


Ha a 及 H mÓ" =b 
WAER AERE F 52 #& 5; ROWEREM 
相交 的 ， 那 么 它们 的 方向 亦 即 此 制图 投影 的 主 方向 . 


在 制图 投影 一 点 上 长 度 的 变形 由 哮 变 椭圆 (ellipse of 
distortion) 明 显 地 表示 出 来 ， 此 槛 圆 与 被 映 象 表面 相 
点点 周围 绽 出 的 无 穷 小 圆周 图 形 相 对 应 并 有 相同 的 方 
位 .此 椭 图 的 半径 数值 上 等 于 该 点 在 相应 方向 上 的 相 
对 比例 尺 ， 李 图 的 半 轴 等 于 极 值 比 例 尺 。 面 它们 的 方 
向 为 主 方向 ， 

在 共 形 (conformal) (或 等 前 (equiangular) )) 地 图 投 
影 中 ， 比例 尺 只 依赖 于 点 的 位 置 而 不 依赖 于 方向 . m 
FAAAM. A: Mercator 投影 ， 球 面 投影 ， K A E 
投影 等 ( 见 图 3A, 5A, 4A). 

在 等 面 积 (equal -area) (或 等 价 (equivalent) 地 图 
投影 中 面积 保持 不 变 ; 精确 些 说 ， 如 此 投影 下 地 图 上 
的 面积 或 图 形 与 原本 图 形 的 面积 成 比例 ， 等 于 地 图 的 
主 比例 太平 方 的 倒数 的 等 面积 系数 对 于 由 等 面积 投 
影 而 成 的 地 图 是 一 常数 . 畸变 椭圆 在 所 有 点 上 具有 同 
样 的 面积 ， 而 其 形状 和 方位 不 同 {例如 ， 见 图 3C，4C， 
5C) 有些 地 图 投影 (例如 ， 见 图 7) 既 非 共 形 的 ， 又 非 
等 面积 的 . 它们 称 为 任意 的 其 中 上 所谓 等 距 投 影 
(equidistant projection) 给 出 一 点 或 两 点 与 每 - -其 他 点 
的 ， 或 沿 每 一 子午 线 的 真实 距离 ( 见 3B, 4B, 5B), m 
大 圆 (orthodromic) 投 影 中 球 的 大 加 由 直线 表示 

将 一 球形 投影 到 平面 上 时 ， $A um. FE 
和 大 圆 诸 性 质 是 不 相 容 的 . 

为 了 描述 一 个 被 绘制 区 域 中 不 同位 置 上 的 畸变 ， 
一 般 利 用 畸变 姓 贺 (例如 ， 见 多 3，4); 等 倾 线 
tisoclines)， 即 相等 畸变 线 ( 如 在 图 8C 中 可 见 最 大 角 
时 变 等 倾 线 和 面积 变化 等 慑 线 )， 基 些 球 面 线 通 常 是 大 
BHRR O”, I 8⁄2 T 2 2 E 9) 9 Ski 35 fg Sh eS L 
(例如 ， 见 图 3A, 3B). 

根据 制图 网 格 的 外 观 ， 地 图 投影 分 为 以 下 几 组 : 

柱 面 投影 (cylindrical projections) 子午 线 由 
等 距 平 行家 线 所 表示 ， 而 续 线 为 与 子午 线 牌 直 的 直线 
(WE 3) 

锥 顶 投 影 (conical projections) 纬 线 由 同心 加 
所 表示 ， 而 子午 线 由 与 之 自 直 的 直线 所 表示 ， 其 和 僻 的 
夹 舱 正比 于 相应 的 经 度 差 ( 见 图 4). 

方位 投影 (azimuthal projections) 
心 加 所 表示 ， 而 子午 线 由 它 信 的 半径 表示 ， 


fB tè th faj 
Yt la) ËJ 3 
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2. 地 球 及 其 正视 投影 
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A HERE (Mercator 投影 ) 


Ladi 


( 球 极 平面 投影 
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经 线 图 形 为 桶 圆 ， 纬 度 o= 407 的 纬 线 上 尺度 不 变 
尺度 说 杰 道 及 所 有 经 线 保 持 不 变 


B. B. B Kappaigrmii 等 面积 正弦 投影 


ES Lu: ZZ 
< 


rt 


利用 Good 投影 法 允许 大 举 位 置 有 图 形 断 裂 


经 线 图 形 为 正 号 曲线. 
以 使 陆地 上 蝴 谈 最 小 


纬度 g= 土 物 .5" 的 纬 线 上 尺度 不 侄 


9 多 惟 顶 投影 
B. TC A mnp EARE 


尺 麻 治 所 有 纬 线 及 中 心经 线 保 持 不 变 RBT E 
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角 等 于 相应 的 经 度 差 ( 见 图 5). 

DEMRE (pseudo -conical projections} £t 
#kHi P| l IP. haya tk ih HARET MA 
余子 年 线 由 相对 于 中 央 子 午 钱 映 象 为 对 称 的 曲线 所 表 
未 {例如 见 图 全) . 

th tE Bi $ É ( pseudo -cylindrical projections) 
一 一 纬 线 由 平行 直 钱 表 未 .中 央 子 午 线 由 一 与 它们 垂 
直 的 直线 表示 ”其 余子 午 线 由 曲线 表示 ( 见 图 8) . 

FARE (poly - conical projections} H Es3 
由 圆心 位 于 代表 中 央 子 午 线 的 直线 上 的 圆 所 表示 ， 而 
其 他 子午 线 由 对 此 直线 对 称 的 曲线 所 表示 ( 见 图 9). 
在 构成 具体 的 宪 锥 投影 时 ， 要 附 芭 另外 的 条 件 ， 

还 有 不 属 子 以 上 各 种 类 型 的 投影 ， 柱 面 . 锥 顶 和 方 
位 投影 称 为 最 简单 投影 ， 常常 划 归 为 广 尺 的 圆 投影 ， 
而 从 中 单独 划分 出 获 文 的 加 投影 ， 即 所 有 子午 线 和 纬 
线 均 由 回来 表示 的 投影 . 

有 关 制 图 投影 学 的 利用 . 选择 、 性 质 研 究 和 变换 
网 制 图 学 中 的 数学 问题 (cartography, mathematical 
problems in) 及 所 引文 献 , T. A Meuxpsxoa E 
【 补 注 】 有 关 地 图 投影 学 的 一 些 注释 : 

SB. B 。B，Kappaiiconi 的 等 面积 投影 与 Eckert VI 
投影 几乎 全 同 . 极为 赤道 长 度 的 一 半 ; TFET 
曲线 ， 

8D. BCAM 投影 .ECAM 是 Bonmsnoišñ Coseră 
Atac Mupa (你 苏联 世界 地 图 集 》) 的 编写 , 最 昌 于 1937 
年 出 版 。 在 该 地 图 集中 称 此 地 给 出 的 投影 为 分 状 正 弦 
投影 (interrupted sinusoidal projection). 

9B. REBLA 30k y Ki h h Bl u S h) T FR H, 
BS 3k atik iE Y 5 h 450F. 

嘛 变 椭圆 还 称 为 Tissot 指标 线 (Tissot indicatrix) 
( 亦 见 制图 学 中 的 数学 问题 ) 以 纪念 N. A Tissot, 他 在 
1859 年 首先 发 表 了 在 地 图 投影 中 产生 蛙 变 的 经 典 分 
析 ， 

H tk (loxodrome 或 rumb ino ERE LAES 
MER EFAN LMES p 8 e B. 
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制图 学 中 的 数学 问题 [ cartography ，mathematical prob- 
lems in ; raprorpadmn vearresmruqeckue 3jVyaaun | 

在 建立 地 理学 的 及 特殊 的 地 图 的 数学 基础 时 ， 即 
在 发 展 制图 投影 {cartographic projection) (也 称 地 图 投 
¥ (map projection) Hit, WRAHA. 变换 . 斯 测 方 
法 时 产生 的 问题 . 这 时 或 设 地 球 表 面 为 球形 ,或 设 为 旋 
转 椭 球 . 


数学 制图 学 中 研究 的 基本 对 象 是 制图 投影 学 : 将 
Mb RPR (地球 ) 整 个 表面 或 某 一 部 分 投射 到 平面 上 : 
x = filmt) 
(1) 
y — faut), 
其 中 以 ,tv 是 点 PeAtA 一 一 椭 球 面 的 单 连通 域 ) 的 纬度 
HRE, x,y 在 平面 上 定义 点 口 一 一 点 了 的 映 象 ， 
QED, D—— AKRE. AAA 5 f. W 2 1 F 3: 单 
i, 两 次 连续 可 微 ， 有 不 为 零 的 Jacobi 式 h=à(x ,y)/ 
B(u,0) 关 0( 对 于 在 大 地 测量 学 和 制图 学 中 所 应 用 的 保持 
方位 不 变 的 映射 ，h>0), 数学 制图 学 的 大 部 分 事实 不 
只 与 椭 球 向 平面 的 映射 有 关 , 而 且 和 通用 于 性 意 表 面 的 映 
射 , 因此 以 后 将 制图 投影 (1) 理解 为 AcSi 向 DS, 的 
映射 ， 其 中 
Sds’ = Ml(u.u)j|du' + dj: 2) 
Siid = A(x, yax? + dy2] 
为 任意 的 正则 表面 ; A 与 D 是 单 连通 区 域 ，ds, do 为 
表面 上 相应 的 线 元 . 之 所 以 选择 这 样 的 坐标 系 ， 除 了 
在 其 中 线 元 的 表述 简单 以 及 以 后 计算 中 利用 它们 方便 
上 外， 还 因为 ， 从 表面 上 任意 基线 坐标 转变 到 它们 ， 直 
接 给 出 表面 向 平面 的 共 形 映射 ( 见 [6}, [3]. 这 种 坐标 
有 时 甚至 在 任意 表 而 上 称 为 地 图 坐标 ( 见 [9]); 在 大 地 
测量 学 和 制图 学 中 ， 它 们 称 为 等 度量 坐标 . 
知道 由 向 S, 映射 的 方程 {1) 使 我 们 可 以 研究 映 
射 的 度量 性 质 { 见 [7], [2]), 即 求 得 它 的 特性 ， Pk 3 H, 
H| p=deids, =p, a) 其 中 包括 沿 坐 标 线 的 比例 
Rm 一 下 |。 +e H = B|, - x=: 


3 


À 
?二 = e +y), 


m 


， H 
n° — qr sty); 
1 


RRE u 方向 上 的 转角 出 及 其 在 线 " 上 的 转角 y: 


tan = = 

tan z = > ; 
t. — sÉ nb AEA 0: 

0 =x; 
AAF: 

g T. 

E= 0 >; 

面积 比例 尺 : 
áj 
p = rh 
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A AABE om FAH: 


S” _ a—b 
sn a+b 


其 中 a 和 bb 是 相对 比例 尺 


gus 


而 M R 65k a SO 0 T. 相对 比例 尺 相应 于 在 5， 
和 §, 上 均 为 正 交 的 主 方向 ， 并 与 m,n Ma 由 Apd- 
lonius 定理 相关 联 : 


al+b2 = m? +n. 


= 


ab = mn sin = p. 
取 而 为 任意 点 处 的 方向 ， 的 为 这 一 方向 的 映 象 ， 我 人 
有 
tan žag = É 


{其中 e=xi tyi, 5X, x Ty y, g= Xi +y), FI 
tangy = Ë ana. 


与 此 相关 的 是 映射 的 Tissot Ami., MEREM, b, 
A th REAG 处 与 35, 相 殷 平面 上 的 椭圆 ， 此 椭 阅 
SFEREN ( 映 象 的 主 部 ) 相 似 并 有 相 闻 的 方位 : 
它 精确 到 op) 为 点 了 处 与 5 相 切 的 平面 上 的 半径 为 无 
穷 小 的 户 的 贺 的 映 象 . 以 上 由 相 瓦 映射 表面 (2 05 3; JL 
个 二 次 型 及 映射 函数 (1} 的 一 阶 偏 导 数 表达 的 特征 量 
中 ,独立 的 只 有 四 个 ， 狼 立 特征 县 组 的 选择 不 是 唯一 
的 ， 有 时 取 {m,n, 汪 ,上 } 忙 震 {a,b, Apt- 
按照 畸变 的 性 质 将 制图 投影 区 分 为 以 下 的 投影 : 
a) 共 形 的 (conformal) s& % Jf BJ (equiangular) (m =n, 
0 ==); 
area) (p=1); <) 等 ER (equidistant) 或 等 局 m 的 
(equal-spaced) (a=1 或 6=1) ; d) 测 地 的 (geodesic)， 
在 制图 学 中 称 为 大 加 的 (orthodromic) ( 大 图 为 球面 
上 的 最 短线 或 测 地 线 )， 其 中 5 上 的 最 短线 转变 为 S, 
土 的 最 短线 ; 等 等 . 进行 同时 具有 以 上 性 质 中 的 至 少 
两 个 的 投影 ， 只 有 在 将 一 表面 映射 到 与 之 等 度量 的 表 
面 上 时 ， 以 及 在 其 他 一 些 简单 情况 下 才 是 可 能 的 . 由 
于 共 形 性 质 和 等 面积 性 条 件 对 十 制图 学 只 的 是 互 不 相 
容 的 ， 所 以 对 制图 学 来 说 等 距 投 影 上 内 有 特殊 的 意义 ， 
此 投影 按照 圈 变 特性 占据 投影 如 与 bj 间 的 中 间 地 位 . 
选择 地 图 投影 的 个 别 总 合 通常 是 通过 指出 这 些 投影 的 
国有 性 质 ， 警 如 像 a) c), Hii EEA, 
而 后 者 幕 助 二 畸变 理论 容易 转换 为 - 阶 偏 微分 方程 . 
由 两 个 这 样 方 程 组 成 的 具体 方程 组 的 解 的 集合 描述 一 


b) 等 价 的 (oquivalent ) 或 等 面积 的 (equal - 


个 特定 的 投影 类 (class of projections). 根据 这 些 方 
程 的 类 型 给 投影 区 — 一 定 的 类 型 (AM. KAE, $ 
等 ) . 

以 上 给 出 的 畸变 理论 的 公式 使 我 们 可 以 合适 地 选择 
为 一 定 目 的 所 需要 的 投影 : 通过 一 定 方法 建立 方程 (1) 
{例如 ， 通 过 在 平 甸 上 锐 出 椭 球 的 坐标 线 的 映 象 ， 并 且 
可 能 还 利用 像 共 形 或 等 价 性 等 附加 条 件 } 后 ， 我 们 就 可 
以 研究 菇 于 这 些 公 式 的 映 象 ， 并 且 通 过 改变 它 的 夫 数 
选择 最 适合 的 投影 来 绘制 给 定 区 域 ACS 的 地 图 ， 除 
去 这 种 正 问题 的 解法 外 ， 还 采用 其 他 方法 { 几 何方 法， 
图 形 -解析 方法 ， 等 等 ) . 

制图 学 的 反问 题 是 在 事先 给 定投 影 的 畸变 的 基础 
七 来 找到 投影 ( 见 [11]}， 这 里 所 要 求 的 投影 存在 与 否 
的 问题 是 最 重要 的 . 这 一 问题 的 回答 由 表面 驳 象 理 沦 中 
的 基本 方程 组 遍 给 出 [ 见 [4]): 


m. -n cosh + gn’ singt b,a sing = 0, 


| @) 
Bm — n sinf -yn cos —B,n ` cos = D, 
其 中 
À (uu) 
na) 
A (u,u) 
ayy 
HF hA — FI. aal, MAF 
一 平面 区 映射 到 另 一 平面 区 ， 还 有 X(tw,v) 二 1， 方 各 
组 (3) 是 不 确定 的 : 映 象 的 四 个 独立 特征 量 由 它 的 两 个 
方程 关联 起 来 ; 使 方程 组 确定 和 解 玫 方 程 组 的 各 种 方 
法 使 得 有 各 种 利用 此 方程 组 的 可 能 性 . 方程 组 (3) 相 对 
于 任何 一 对 特征 量 都 是 准 线性 的 . 世 下 两 定理 或 立 : 

定理 1。 由 在 A 中 具有 常 符号 Jacobi 式 ， 单 值 ， 
二 次 连续 可 微 函 数 (1) 的 集合 绒 出 的 区 域 ASS, 向 区 
ADS 的 瑟 象 的 特征 量 m， n. k. p EKR A it Pr 
有 点 上 满足 (3) ， 

定理 2. 令 A 为 在 一 给 定 正则 曲线 上 的 一 个 单 连 
通 区 域 , 并 令 p. =p, (u n AANE A PE 六 并 连续 的 
REK, HR FA POR E V H 2, us A 
HER T MB F PU 3 FAA TB K BU 38 PE W 5R 开 中 取 值 


n = 


(ÜO<@e<k; cgp ak; k= EK, =l. 2; 
Zra p Sr; 0<@<n). 
RRE RR S AC S) 向 平面 的 某 一 映射 的 特征 量 
m=, n=9,, $=,, 0=0,, 


且 它 们 在 整个 A 满 足 (3)， 那 么 根据 它们 建立 起 来 的 
ASS 向 平面 xOy 的 某 一 区 域 DD 的 映射 是 间 师 扑 的 ， 
两 次 连续 可 徽 的 ， 在 4 中 具有 大 计 替 的 Jacobi sü h >0, 


CARTOGRAPHY. MATHEMATICAL PROBLEMS IN 495 


并 将 任意 点 (nu ,vo EA 转变 为 平面 xOy 上 的 给 定点 
(x. Jal. 

定理 AHT Wd Bk05- - 定 分 布下 表面 $ 的 单 连通 
X À fB] EE S, 的 区 域 DD 映射 存在 的 条 件 , 此 时 一 个 内 点 
(us 凡 ) 要 对 应 于 平面 上 自己 的 映 象 (x,, x); KED 
的 边界 是 未 知 的 ， 映 象 区 域 是 未 知 的 对 于 制图 学 数字 
问题 是 有 代表 性 的 :上映 象 区 域 在 建立 映射 两 数 (1) 以 
后 被 确定 ， 或 者 应 该 在 附加 条 件 一 一 例如 投影 中 咕 变 
最 小 的 条 件 一 - 的 基础 上 而 得 到 . 

在 球面 向 平面 映射 时 ， 方 程 组 (3) 转变 为 所 谓 的 
Euler - Ypmaen 方程 组 (Euler -Urmaev system )( 见 [3]， 
[11D, 而 在 映射 平面 区 域 时 , 此 时 有 以 特征 值 表达 的 映 
射 方 程 组 使 方程 组 (3) 被 完全 确定 ， 它 因此 给 出 拟 共 形 
映射 的 导出 方程 组 ! 见 [123) .将 表面 的 映射 归结 为 平 
面 区 域 的 氢 共 形 映 射 ( 只 有 有 限 的 晴 变 ) 是 十 分 自然 
K. AK, MARRE ASS 向 给 定 区 域 D < S, B B: 
射 (1), TUREJ TERE: 区 域 A 5, 共 形 地 映 
射 到 平面 uO0s 的 区 域 A, 区域 D —S, 3: bh Bb B 2) E 
OAE D, 平面 uOv 的 区 域 太 把 共 形 地 转变 为 平 
MOREE D. HRE ASS Ë DS S, EIR À ÉI D 
É 9 RI BUR JE h 3 B # t F 8) 9 EB. Vm 
a=, 本 =msing， 角 有 的 意义 与 前 同 . 所 讨论 的 映射 
间 的 联系 使 得 有 可 能 ( 见 [4]) 在 制图 数学 问题 中 利用 下 
面 区 域 拟 共 形 映射 理论 . 这 时 制图 投影 任何 类 别 的 方 
程 组 ， 或 者 更 一 般 地 ， 任 何 形 如 


F (M, 0, Nas Xo V, y.)=0, i=1,2 (4) 


的 非 线 性 机 分 方程 组 ， 在 将 其 写 为 特征 值 表 达 的 形式 


J(u, b, m, m. k, 0)=0, i=], 2 (5 
后 ， 均 可 简化 为 拟 线性 方程 组 ， 它 们 由 方程 组 GEM 
Jü h B R (5 以 使 其 确定 后 导出 ， 并 视 为 原始 方程 组 
(4} 的 导出 方程 组 不过， 这 两 个 方程 组 一 原始 方程 
组 与 导出 方程 组 一 的 类 型 间 的 关系 的 问题 尚未 解决 . 

平面 区 域 ( 具 有 两 对 特征 值 的 ) 氢 共 形 映射 这 一 工 
具 可 以 出 来 做 为 制图 投影 的 仪 甘 ( 夭 吉 机 械 的 、 光 学 
的 、 电 学 的 以 及 其 他 设备 ) 转 煞 的 理论 基础 ， 更 准确 些 
说 ， 用 来 进行 两 个 给 定 的 单 连通 平 面 区 域 的 互相 转 
换 ， 其 中 和 此 一 个 均 为 地 椭 球 在 同一 区 域 的 地 图 投影 的 
结果 ， 只 不 过 投影 法 不 局 而 蕊 . 

制图 学 (在 然 制 小 比例 尺 及 部 分 中 比例 尺 地 图 的 领 
域 ) 的 基本 任务 之 -一 是 最 佳 的 制图 投影 问题 ， 即 找到 表 
向 SS 的 给 定 区 域 态 向 平面 的 这 样 的 映射 ， 其 中 的 嘛 
变 { 在 某 种 而 先 约定 的 意义 上 ) 为 量 小 ( 见 [2])， 制 图 投 
影 是 否 优 良 移 最 常用 的 判别 准则 是 以 下 几 种 : 

Airy 准则 (Airy criterion) : 


% = feda, ú = gla- ry 
Jordan 准则 (Jordan critenon) : 
an ' 
t, = fida, "= ar fe da; 
Airy - Kappaitckmi 准则 (Airy - Kayraiskii criterion): 


bi < = f -xda, PENE Jm a+ b); 
É 
Jordan - Kappañckui ME] ( Jordan - Kavraiskii crit- 
erion): 
] lr 
P- = Je- < aa, E; k = Ir [M Pda 


【以 上 的 为 变 分 类 型 )， 以 及 
Jetemuea H I (Chebyshev criterion) (这 是 极 值 类 


型 的 判 据 》， 和 根据 此 判 据 一 个 投影 的 质量 或 由 量 
_ supa ja 
 infb|a 
的 大 小 ， 或 由 其 对 数 或 由 映射 她 表 范 围 的 比例 尺 对 数 


的 最 大 模 值 估 价 . 相应 于 在 建立 投影 时 利用 嚼 一 种 判 
据 ， 区 分 变 分 与 概 小 类 凶 的 最 佳 批 影 ， 这样， 建立 最 
性 投影 问题 就 在 于 ， 对 于 表面 5 的 给 定单 连通 域 A, 
要 求 寻找 到 (在 上 列 函 数 重 或 量 5 之 一 为 最 小 的 条 件 
下 ) 态 向 平面 的 投影 ， 如 果 是 从 整个 集合 避 ) 中 寻找 ， 
则 这 种 投影 称 为 理想 的 (ideal)， 如 果 是 从 其 某 个 子 集 
中 (akin, 所 相 应 于 某 类 型 的 方程 组 {4) 的 解 所 描述 的 
这 类 投影 中 ) 寻 找 ， 则 这 种 投影 称 为 该 子 靠 ( 类 型 ) 的 最 
TE (best) 投影 ， 对 于 每 -个 这 样 的 问题 ， 都 应 研究 FJ 
题 提 法 的 正确 性 . 

对 干 截 球面 (由 小 圆 回 出 为 界 的 球面 区 域 } 相 据 
detpmrea 判 据 理想 投影 ( 见 世 ],[i3i 是 Postel 等 间距 投 
影 ， 最 佳 保 角 投 影 是 球 极 平 面 投影 ( 见 [ 人 ]); 最 仁 等 价 
投影 是 Lamber 等 面积 投影 ( 见 [2]) ， 在 变 分 判 据 的 基 
型 上 ，G.B.Airy{ 见 中 4 计算 出 了 截 球形 的 最 侍 方 位 


界 的 球面 区 一 一 及 (在 某 种 意义 上 ) 接 近 球 面 梯 形 的 
区 域 ， 在 地 图 绘制 时 采用 锥 顶 投影 Conical projec- 
tion). 

# BJ 3 2 | Ph a 6 JE 69 k ERE h, E UD 08 25 
型 的 最 佳 投影 (Mapxos 投影 ， 见 [10])， 以 及 { 同 样 类 型 
的 ] 最 佳 共 形 及 等 虱 投影 ( 见 [2]) ， 制 定 了 建立 按照 Airy 
判 据 为 量 佳 的 锥 语 ( 共 形 的 .等 价 的 、 等 间距 的 ) 投影 
的 一 般 方 法 ， 用 于 绘制 任意 轮廓 线 的 单 连通 区 域 (只 
[15] [2) .但是 对 于 以 共 形 投影 将 球面 梯形 映射 到 平 
画 的 情况 , 以 用 根据 HeGpnren - Fpape 定理 (Chebyshev- 
Grave theorerm)( 见 [8] ， [9D 计 算出 的 (XL [9], TEDE: 
影 给 出 的 比例 尺 对 数 的 振荡 最 小 .根据 下 定理 ， 为 使 
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具有 同一 符号 的 总 曲率 的 表面 S É) B: £ m A E 81 
的 共 形 投影 (m =n ,s =0)É% H R S 2138 ts EE 538 
小 , 必要 和 充分 条 件 是 在 被 映射 地 域 的 轮廓 线 上 比例 扩 
HE. 满足 这 定理 的 条 件 的 共 形 投影 称 为 eS 
投影 (Chebyshev projections) . 它们 具有 许多 有 利 的 性 
质 ( 对 于 它们 有 (supau|,)/(infal)=min. 中 = min, 
表面 5 测 地 线 映 象 的 平均 曲率 为 最 小 ，max|lnp|= 
min}， 因 而 在 实 由 中 它们 是 很 有 价值 的 . IL JL He- 
ben AT wF AS s 寻找 到 最 小 面积 畸变 的 共 形 投 
影 的 问题 ， 即 寻求 最 接近 等 价 投 影 的 共 形 投影 的 问题 . 

有 反 间 题 也 是 重要 的 : 在 所 有 将 区 域 AC S 向 平面 映 
射 的 等 价 投 影 中 找 出 形状 失真 最 小 的 投影 ”解决 这 一 
问题 的 一 个 方法 是 这 样 的 . 由 于 这 两 种 投影 集合 具有 
不 同 的 基教 { 保 角 投 影集 由 两 个 偏 微 分 方程 m=n， 
8 二 人 所 描述 ， 而 对 于 等 剧 投 影集 只 有 一 个 偏 微 分 方程 
mncosg=1), 首先 从 等 价 投影 的 总 和 中 区 分 出 某 类 与 
共 形 投影 相 接近 的 投影 ， 然 后 再 在 其 中 了 寻求 形状 和 失真 
最 小 的 投影 . 在 经典 距 产 中 已 有 一 类 这 样 的 投影 ， 即 
Euler 投影 : p=1, £= 0 (W; 如 今 建 议 了 接近 于 共 
形 投 影 的 等 价 投影 的 其 他 类 别 ， 例 如 如 下 类 别 : p=1, 
(m —n)+kz£=0, k=k(u ,p) ER UES (WL[4]) . 

对 于 上 述 及 其 他 新 类 别 制 图 投影 的 研究 ， 以 及 对 
于 极 值 类 型 最 佳 投影 的 寻求 ， 导 致 了 条 件 极 值 问 题 的 
提出 { 见 [16])} .这 种 问题 的 实质 在 于 ， 对 于 应 在 给 定 
区 域 A 求 得 解答 的 已 知 偏 微分 方程 组 ， 变 求 确定 出 附 
加 条 件 { 边 值 的 、 补 慎 的 等 等 ) 有 时 还 要 确定 出 这 些 条 
件 应 与 之 关联 的 曲线 的 形状 ， 使 得 在 带 着 这 些 条 忻 积 
分 方程 组 时 ， 它 在 区 域 六 中 的 解 管 之 一 与 零 的 偏离 最 
小 . 对 于 这 类 问题 的 研究 只 知道 有 基于 微分 方程 解 
的 腾 断 估 愉 法 的 个 别 的 情况 ， 对 于 椭圆 型 方程 组 所 得 
到 的 结果 是 将 eGpnues -Tpape 定理 推广 到 两 个 新 的 投 
影 类 别 : 出 特征 值 方 程 组 n=km, e=0, k=const >0 
所 描述 的 羔 别 { 见 [17])， 和 m=n', 50, c=const> 人 0 
a { 见 [1 外 )， 对 于 描述 Euler 投影 的 双 曲 方程 组 . 用 
特征 线 方法 建立 了 经 线 上 ( 竟 [16]) 及 纬 线 上 ( 吕 [18]) 的 
这 样 的 初始 条 忻 ， 使 得 方程 组 的 解 中 的 -个 (比例尺 对 
数 ) 在 初 值 影响 区 与 零 的 坊 亢 为 最 小 .Je6amues 定理 这 
一 娄 比 的 制图 学 含义 是 : Cauchy 数据 的 “携带 者 "应 该 
是 共 形 线 ， 基 其 上 的 比例 尺 为 1. 当 在 经 线 上 给 定 官 始 
条 忻 时 , 这 一 结果 对 于 更 广泛 类 别 的 投影 m=, 
g=0, c=const 也 上 成立 ( 见 [19]) 、 还 研究 了 对 于 给 定 妹 
EAE Euer 投影 的 情况 ， 在 利用 了 能 量 积分 而 考 
瞄 混 合 问题 时 ， 建 立 了 韧 始 条 件 (对 于 梯形 的 南面 ) 和 
边界 条 件 (在 其 边界 经 线 的 弧 上 }， 使 得 在 这 区 城中 得 
以 找到 变 分 类 型 的 最 侍 Euer 投影 : 在 区 域 的 上 述 三 
个 边 上 比例 尺 应 等 于 1( 见 [201) 对 于 任意 区 域 AC S 
寻求 最 性 变 分 类 型 投影 的 一 般 方 法 归结 为 求解 带 自 由 


边界 的 变 分 问题 [ 见 [4]) 
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投影 (map projection) 一 词 . HER wR S — xOy Ë 
面 上 点 间 的 对 应 ( 见 (1))， RE u, v% H o, a 0i 
tE (atitude) WA (longitude). 坐标 x,? 称 为 地 图 
坐标 {map coordinates). ` 
` ` WARR A IB #& (orthodrome) 是 给 出 表面 上 两 
点 间 的 最 短 上 距离 的 线 ( 见 测 地 线 (geodesic line)), Fš 
方 文献 中 很 少 用 " 测 地 线 投 影 " 一 词 . 在 本 条 文中 没有 


提 到 的 一 个 著名 的 投影 是 心身 切面 投影 (gnomonic 
projection) ， 这 是 从 球 心 将 地 球 投向 在 表面 某 点 的 切 
平面 的 透视 投影 ， 
参考 文献 见 制图 投影 (cartographic projection). 
参考 文献 
[A1] Robinson, A. H., Elements of cartography, Wiley, 
1960. t W 


瀑布 [cascade ; eaaa |, 动力 系统 理论 中 的 ,离散 时 间 
动力 系统 (discrete - time dynamical system) 

由 整数 加 法 车 ZORA REER N ) 在 基 个 相 空 
间 W 上 -的 作用 所 定义 的 动力 系统 {dynamical system). 
按照 群 {或 半 群 } 的 作用 的 一 般 定义 ,这 表示 对 每 -- 整 
数 (R ARMO HA E S W — W, 使 得 

S, (w) = Srn (O) 
对 所 有 wm E W HR. 所 以 每 一 变换 SS, 艾 可 由 单个 变 
# sS 经 迭代 或 ( 当 n<0 时 ) 反 演 来 得 出 : 

= (SY ,对 n>0 S, = ($S!) " 3E n<0. 

这 样 ,研究 一 沼 布 归结 为 研究 生成 它 的 变换 5, 的 性 
质 ,在 此 意义 下 , 课 布 是 最 简单 的 动力 系统 . H Hk DE 
因 , 尽管 在 应 用 中 最 常 交 到 的 是 连续 时 间 动 亡 系 统 ( 竟 
流 GEEH ED j E) (low (continuous -time dyna- 
mica) system))), ARCEA TRARNE. 通 
常 ,瀑布 和 流 的 主要 特点 相同 ,但 在 方法 上 瀑布 较 易 处 
理 ;同时 ， 它 们 所 得 的 结果 可 以 移植 到 流 上 而 无 特殊 
的 困难 ,有 时 只 需 将 流 的 性 质 形 式 地 归结 为 瀑布 的 性 
É GER RAER EREE i. 

至 于 一 般 的 动力 系统 , 相 空 间 琴 通常 要 赋 以 某 种 
AA MER S 会 保存 这 种 结构 .例如 , w 可 以 是 一 光 
滑 流 形 ，- 拓 扑 空间 或 一 测度 空间 ; 相应 的 瀑布 也 就 称 
为 光滑 的 (smooth), 连续 的 (continuous) m a N ñij 
(measurable) (在 最 后 -~ -种 情况 ， 对 定义 常 要 修改 即 
要 求 每 个 变换 9, 内 是 几乎 处 处 有 定义 ,而 对 性 一 组 包 ， 
太 , 方 程 (区 了 世 具 对 北平 所 有 w 成 立 ) ,在 这 些 情况 下 , E 
Bwar S ERARE) 就 分 别 是 微分 同 及 
(diffeomorphism) , J £ (homeomorphism) 或 测度 
空间 的 自 同 构 , 或 ( 当 变换 构成 半 群 时 ) 是 一 光滑 映射 
连续 映射 或 测度 空间 的 自 向 志 ， 

R B. Aroco E FRA 评 


级 联 法 [ cascade method ; kaeka meron], 亦 称 瀑 
布 法 ， Laplace 法 (Laplace method) 
偏 微分 方程 理论 中 的 一 种 方法 ,在 某 些 情形 能 求 得 
线性 双 曲 型 偏 微分 方程 
Lu 三 u,, talx, yji +h(x, yu, teix yu = (W) 


= f(x, y) 
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的 通 解 ,通过 构造 一 串 方 程 
Lu Z wy ta(x, pH +h (x, y)u, +c(x,y)u = (2) 
= fix, y) 
ist}, + ， 使 得 (1) 的 解 可 由 (2) 的 解 表示 出 
x. 
方程 (1) 可 以 写成 下 面 形式 中 的 一 种 : 
v, +bo—hu = f. w+taw—ku =f, 


”其 中 


h =a,+ab—-e, k = b +tab--e. 
V= u, kak w = u, +bu. 
函数 h d k 称 为 方程 (1) 的 不 变量 . 
5 h=0 时 ,求解 (1) 的 问题 化 为 常 微分 方程 的 积 
分 , 解 具 有 形式 


xa as ee 外 


HPX Yaa xA y 的 任意 函数 .类似 地 ,车 虑 = 但 ， 
则 {1) 的 解 可 写成 


和 yet” ad 


h 0 的 情形 , (ORJI u 可 以 从 {21) 的 解 wi 通过 公式 
t, Fbu | — f 

h 
得 到 ,而 (2) 的 系数 a, b, c BARM f. RAER 


a, +b,—5(In hy. 


u = e fay 


u =p Pt 


£ = 


ay = amink}, b, = b, a = c— 


万 = Jre- nay) +h. 
对 于 方程 (21) 不 变量 h fü k 由 下 列 公 式 表册 ， 
h,=2h —k—(Inh).,, k=h. 
# h =0, M (2) 的 解 由 前 面 说 过 的 方法 得 到 ; 若 h 0, 
则 这 个 过 程 将 通过 构造 方程 Q.) 继续 下 去 (i=2 
3,…); (1) 的 解 可 通过 这 串 方 程 的 解 的 求 积 表示 出 来 , 
tik 0 的 情形 , Har (2) (i= 一 1, 一 2,… ) 可 类 
似 地 构造 出 来 .如 果 在 某 一 步 h. (sk k.) 等 于 零 , 则 通过 
求 积分 就 得 到 (1) 的 通 解 . 
银联 法 可 用 来 把 一 个 给 定 的 问题 转化 成 另 一 个 癌 
题 ,而 对 后 一 个 问题 可 容易 地 应 用 已 知 的 解析 的 或 数值 
的 解法 ;了 世 可 用 来 得 到 一 族 方 程 , 其 解 是 已 知 的 . ER 
数 很 好 地 通 近 于 在 重要 的 应 用 问题 中 磁 到 的 方程 的 系 
数 ; 最 后 是 用 来 得 到 算 子 摄 动 理论 中 的 基本 算 子 . 
级 联 法 是 由 P. Laplace ([1]) F 1773 年 发 现 并 由 
G. Darboux (RD) 发 展 了 的 , 
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Casimir 7% W [Casimir element ; Kasmwanpa amewMear]， 
Casimir 算 子 (Casimir operator) 

半 单 Lie 代数 的 泛 包 络 代 数 中 一 个 具有 特殊 形式 
的 中 心 元 吉 ， 对 于 一 种 特殊 情况 ， 这 种 算 子 首先 由 
H. Casimir 引进 (f1]) ， 

设 8 是 特征 为 零 的 域 上 半 单 有 限 维 Lie 代数 ，B 
是 8 上 一 个 不 变 对 称 双 线性 型 ( 即 Bix, y], 2) = B(x, 
[y,z]), x, 六 zeg), 它 在 Cartan 了 于 民 数 4c 9 上 非 退 
化 , 那么 Liet a 关于 型 BB 的 一 个 Casimir 元 素 
(Casimir elemen) EF EHE U6 ) 的 一 个 元 素 、 
ETEA 


k 


b= > e,f. 
i=l 

这 里 {fe}，# 朋 是 9 关于 呈 的 对 偶 基 ， 即 Be, S), 
G,jJ=1,--,. K), dy Æ Kronecker 符号 ,天 =dim a,. WR b 
不 依赖 十 9 FOB 30k 3, EE U96) 的 中 心 元 . 
如 果 g 是 单 代 数 ， 则 由 Killing 88 (Killing form) 所 定义 
的 5 的 Carimir 元 来 在 不 计 纯 量 因 子 时 是 U9) 中 唯一 
确定 的 中 心 元 ， 它 可 表 为 8 中 元 素 的 齐 次 二 次 多 项 式 ， 

FARR a 在 有 限 维 空 间 了 中 的 每 一 个 线性 表示 四 
定义 了 一 个 4 上 不 变 对 称 双 线性 型 


B (x, y)=Tr(e(x)e (y)), 


它 在 与 Ker wp 互补 的 子 代 数 gg 上 是 非 退 化 的 ， 所 
以 也 定 久 一 个 Casimir AE b EU (g). WÈ p ERIE 
HR, WoR U (a 05 35 b, Wk. A. (k/dim Vje, 
$t 
[1] Casimir, H. and Waerden, B. L., van der, Alpebraischer 
Beweis der Vollständign Redwuzibilität der Darstellun- 
gen hal beinfacher Liescher Gruppen, Math. Ann., 111 
{1935), 1-2. 
[2] Bourbaki, N., Elements of mathematics. Lie groups 
and Lie algebras, Addison - Wesley, 1975 ( 译 自 法 文 ). 
[3] Serre, J.- P. Lie algebras and Lie gou, Benjamin, 
1965 (PAHE). 


H] Jacotson, N., Lie algebras, Interscience, 1962 【中 评 
本 : N. 页 柯 擂 于 ， 李 羽 数 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
1964). 

[5] Hamam , M A, Teopag rmencrannesnñ rym: Mi., 
1976【《 英 译本 :Nafmark，M. A., Theory of group repre- 
sentations, Springer, 19825. 

[6] Dixmier, J., Enveloping algebras, North- Holland, 1977. 

I TL 冰 enofetmo # 
[LIEI Eh o BO EB) Casimir 元 素 户 称 为 线性 表示 o 
的 Casimir 元 素 (Casimir element). 
附加 一 篇 好 的 参考 文献 [A1]. 
参考 文献 

[AH Humpeys, J. E., Introduction to Lie algebras and re- 

presentation theory, Springer, 1972. AER 译 


Cassini BBJ¿SE [Cassini oval 或 Cassinian oval; Kac- 
CHEA OBAJ] 

四 次 平面 代数 曲线 , EA Destartes 3 #ñ rh hA E 
具有 下 到 形式; 


(x ty e (xy = a et. 


cedetve 


y 
F: E. 
oE x 


tag 


Cassini PAJE REPE # u R A (A E), 由 其 中 每 
一 点 到 两 给 定点 F,= (—c, 0) 和 F,= (c, 0) (焦点 
(foci)) 的 中 离 之 积 为 常数 . 当 6zey2 时, Cassini FB 
形 钱 是 凸 曲线 ; 当 e<e<ey2 时 ， ERE (mA 
分 } 曲线 ; 当 p=e Et, E Benli 3 98 && ( Bernoull 
lemniscate), 当 a<ce 时 , 则 由 相 陋 的 两 部 分 组 成 .Cassi- 
ni BEJÉ 28 NA (lemniscates) w E] f 2: .G. Cassini 


(17 世纪 ) 在 试图 确定 地 球 轨道 的 形状 时 曾 研究 过 这 
种 卵 形 钱 , 因 而 得 名 . 


参 海 文献 
[I] Casenog, A. A , ILrocxue kebe, M. , 1960. 
R. JL Coxoros W 
【 社 注 】 
参考 文献 


[Al] Lawrenœæ, J. D., å ¿atalpg of specia) plane curves, 
Dover, reprint, 1972. 


[A2] Brace，J W. and Giblin, P. J., Curves and singular- 
ibes:a geometrical introduction to simgulanty theory, 
Cambridəe Univ. Press, 1984. 


张 鸿 林 详 


Catalan l M | Catalan surface ; Karanana nonpepxHocTm | 
直 母 钱 平 行 于 同 一 平 谓 的 直 纹 曲面 (ruled sur- 

face). 它 的 帮 曲 线 是 平面 曲线 .Catalan 曲面 的 位 置 向 量 

R r=p(u)+bl(uy, 其 中 了 他 ) 关 0 (U, F. 1y=0. 如果 

Catalan 曲面 的 所 有 母线 都 交 于 同一 直线 ， 那 么 这 个 

曲 钵 就 是 对 锥 曲面 (conoid). 

ptre 

[i] Catalan, E., Mémoire sur les surfaces gauches à plan 

directeur, Paris, 1843. H. X. Caðmron I 

[ 补 注 】 


参 海 文献 
[A1] Klingenberg, W., A course in differential geometry, 
Springer, 1978 (EAW). 
[A2] Milliman, R. S., Parker, G. D., Elements of differ- 
ential geometry, Prentiee - Hall, 1977. 


Bk 8 译 


ARAR [ categoric system of axioms ; KaTeropa- 
quag CHETEME AKCHOM | 

fE— 2: BR 3 Sk I, E B) EBR 38 W k w sb zy BE 
的 模型 彼此 局 构 . 由 Mal'sev -Taski 初等 扩充 定理 ， 
ER- PARRA 的 模型 其 基数 有 了 眼 . 这 个 定理 的 
道 定理 也 成 立 ， 对 任 一 有 限 模 型 4, 存 在 一 个 范 央 一 阶 
公理 系统 政 , 使 得 工 的 模型 都 同 构 村 A. Ë E, 是 下 列 


公式 的 全 称 闭 包 构成 的 集合 : 
1) 0 x+1: 
2) x+l=y+1 = x=y; 
3) x+0=x; 
4) x+(y+l1)=(x+y)+l]; 
5) x- 0=0; 


6) x (ytl)=x + y+x; 
7) (@(0)& V x(g(x) — g(x+ DN- V xe (x), 


其 中 p (x) 是 表征 为 <+，* ,0, 1》 的 任 -- 公 式 . 


这 个 公理 系统 三 , 称 为 Peano 算术 (Peano arithme- 


让 .自然 数 的 模型 N=<N, +, - ，0, 122 ,的 一 
个 模型 . 热 而 还 存在 不 同 构 于 NE E. 的 模型 . Ú y, E 
EE, 中 的 初等 归 钠 图 式 7) 换 为 下 面 的 用 — MAAA 
款 的 完全 归纳 公理 所 得 的 系统 


VP (POE (Pixi + 1) — Vx P(x).. 


MARRE 是 范畴 的 ,并 且 奔 |, 的 所 有 模型 同 构 于 六 .六 
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BAAI lm A R aJ EOR L... 中 的 ) 
下 列 无 限 公 理 : 


Vx(x=0V -o Vx=nV. `), 


其 中 nn E n+ 18)80 1+-+1 的 缩写 ， 
参考 文献 
H] Shboenfield, F.R., 
ley, 1967. 
E. A. Mamm FE FRH 译 王志强 校 


Mathematical logic. Addison - Wes- 


K 范畴 性 [ categoricity in cardinality < ; KaTeropimuocTrb 
smoueocru x], 亦 称 对 于 革 数 的 苑 时 人 

代数 系统 (模型 ) 类 的 性 质 ， 此 代数 系统 (模型 ] 类 
的 所 有 基数 为 x 的 系统 彼此 同 构 . 如 果 一 阶 理论 了 的 
所 有 基数 为 < 的 模型 彼此 同 构 ， 则 称 了 是 对 于 基数 
范畴 的 (categorical in cardinality x ) (简称 理论 了 是 x 范 
畴 的 })， 对 于 一 个 可 数 完全 理论 开工 是 可 数 范 畴 的 
(Ñ ERK) SHES AH- HRE n, 存在 工 的 语言 
的 公式 的 -个 有 限 集合 F. 使 得 下 的 每 - -个 公式 的 自 
由 变数 在 x,…, x 中, 并 且 了 了 的 语言 的 等 个 自由 变数 
Px n 的 公式 在 理论 丁 中 都 等 价 于 F. 中 的 一 个 公 
A. 设 人 由 下 列 公 理 构 成 ; 


l) x<y-= + (y< x), 

2) (x<y & ycz) xez 

3) x<ylU)x=yNV y< x, 

4) Ju mopdqt(x<y—u<x<p<y<t), 


T, 38] 85 Sk tE PF SB b. CER 范畴 的 ， 但 是 T, 对 于 
BU Ani f ERRE FE G M68069. 特征 为 0 的 代数 拷 域 
的 理论 嫉 对 于 所 有 不 可 数 基数 是 范畴 的 ， 但 T 不 是 
K 范畴 的 . 下 面 的 一 般 定理 戌 立 : 如 果 一 个 一 阶 可 数 
理论 对 于 某 一 个 不 可 数 基数 是 范畴 的 ， 那 么 工 对 上 所 
有 不 可 数 基数 都 是 范畴 的 . 这 个 定理 可 以 推广 到 外 可 
数理 论 ， 但 要 把 不 可 数 基数 这 个 条 件 换 为 比 了 的 基数 
大 的 基数 ， 形 如 


(Qod o AQ) 一 下 


的 公式 的 全 称 闭 包 称 为 一 个 拟 等 式 (quasi -identty)， 其 
中 必 , 和 P 是 原子 公式 . 对 于 由 拟 等 式 构成 的 一 阶 可 数 
理论 T, 其 可 能 范畴 的 基数 的 分 布 情况 更 罕 : 如 果 理 
论 了 “是 可 数 范 畴 的 ， 那 么 了 ' 对 于 所 有 无 腿 基数 都 是 
范畴 的 ， 如果 对 古 增 加 关于 常数 的 下 列 公理 ; 
5)6<cwli 通 及 一 切 自然 数 )， 把 得 到 的 理论 叫 
Ë 工 , 则 (从 同 构 的 观点 来 看 ) EET, 恰好 有 三 个 可 数 
模型 ， 这 是 因为 仅 有 下面 三 种 可 能 的 情况 ;集合 {q， 
a ES ER; [a.c PPB EM, BEDE ER; 
{9, es U] 有 最 小 上 界 . 如 果 理 论 刀 的 两 个 可 数 型 模 
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型 M, 5 M, 为 上 述 三 种 情况 中 的 局 一 种 情况 ， 那 么 M, 
与 M, 同 构 . 在 对 于 不 可 数 基数 范 团 的 理论 中 不 可 能 有 
与 上 面 类 似 的 便于 . 于 是 ， 如 果 -个 -Mit TAF 
不 本数 基数 范畴 ， 那 么 它 的 可 数 模 型 的 个 数 ( 愉 同 构 的 
观点 来 看 ) 或 是 一 个 ， 或 是 无 限 多 个 . 
参考 文献 
FU Sacks, G.E.. Saturated model theory, Benjamin, 1972. 
[2] Mamomm, E. A., < Arneópa H momka >, 14 (1975), 2, 
145 一 185 { 医 译 本 : Palyutin, E. A., Description of 
categorical quasivarieties, Algebra and logic, 14 (1976), 
86 —111). 
[3] Shelah, 5., Categovicity of uncountable theories, m 
Proc. Tarki Symp. , Proc. Symp. Pure Math., Vol. 
25, 1974, 187—203. E. A. lamm # 
【 补 注 】 氢 等 式 的 定义 也 可 在 代数 系统 拟态 (algebraic 
systems, quasi - variety of ) 中 找到 ， 
文中 所 到 的 “`- 般 定理 "是 J. Lo 所 猪 测 的 (AH). 
“范畴 性 "一 词 也 是 由 他 坦 出 的 . 这 一 猜测 后 来 被 M. 
Money 证 明 ([A2])， 
#* xü 
[A1] Los, J.. On the categoricity in power of elementary 
deductive systems and some related I problems, 
Colloq. Math. , 3 (1954), 58 — 62. 
[42] Morely, M.. Cateporicity in power, Trans, Amer. 
Math. Soc. , 114 (1965), 514— 538. | 
[A3] Chang, C. C. and Keller, H. J., 
North - Holland. 1973. 
[A4] Shelah, $.. Classification theory and the number of 
non - isomorphic models, North - Holland, 1978. 
FRR E 王 世 强 校 


Model theory, 


范畴 [ category ; Karveropuw] 

一 个 概念 ， 它 将 同样 类 型 的 数学 对 象 (集合 . Mth 
空间 . 群 等 等 } 之 间 的 态 射 所 组 成 的 集体 的 若干 代数 性 
质 形式 化 ， 这 里 要 求 这 些 集 体 都 包含 恒 等 映射 并且 
映射 的 逐次 合成 (或 积 ) 是 封闭 的 . 一 个 范畴 下 是 
由 一 个 类 Ob 6 与 一 个 类 Mor 各 所 组 成 的 , Ob 区 中 的 
元 家 称 为 范畴 的 对 象 Lobjects of the category). 而 Mor € 
中 的 元 京 称 为 范畴 的 态 射 (morphisms of the category) , 
这 些 类 都 必须 满足 下 列 的 条 件 : 

1) 对 每 一 对 对 象 A, 中 所 组 成 的 有 序 对 ， 有 一 个 由 
Mor 的 成 员 所 组 成 的 集合 日 , lA, B) (也 表 以 § lA, B), 
Hom(A, B), R H(A, BY) 与 之 对 应 . 如 果 me H(A, 
B) WARIS HE, WENI, BEH a WE, 
REM, s z W) ER. t 8 H(A, B), RITE 
写成 z: A— B sü À B; 

DARE 中 的 每 一 个 态 射 只 能 属于 一 个 集合 
H,(A, B); 

3)#2 Mor & 中 ， 纵 定 了 下 列 的 部 分 合成 ( 积 》 


的 规则 : 两 个 射 %: 4 — BS B: C 一 卫 的 积 有 定 愉 当 
HV 4 B=C, 此 时 它 属于 H(A, D); = 与 上 2 R 8 
rB, RA, ATHERE, 有 了 时 也 写成 fx ; 

4) HEF a: A — B, p: B— C, 5 y: C *D, 有 
+ 列 的 结合 和 

(aby = alfy). 

5 每 一 个 集合 H,(A, 4) 都 包含 一 个 ( 特 掉 ) 的 态 射 
le B af] a: X> A 5 B: A EA 
ae 1=x，1 + f =B; RESA 1, 称 为 单位 (units), 
或 单位 元 (identities ) 或 L (ones). 

在 范 畴 的 定义 中 使 用 类 的 概念 时 ， 事 先 已 假定 了 
集合 论 中 的 公理 系 ， 它 将 和 集合 与 燃 区 分 开 来 . 最 常用 
到 的 是 Gödel - Bernays - von Neumann 的 公理 系 . 

在 一 个 范畴 的 定义 中 ， 有 了 时 并 不 要 求 类 HH(4, B) 
是 集合 . 此 时 念 定 存在 一 个 泛 集 ,用 它 代 替 类 的 概 
念 ， 并 要 求 类 Ob $ 与 Mor 6 都 属于 一 个 固定 的 入 
#. 

因为 在 一 个 范畴 ç 的 单位 元 与 类 Ob & 之 间 有 一 
个 一 一 的 对 应 关系 ， 一 个 范畴 名 本 以 定义 为 共有 部 分 
笋 积 的 一 类 态 射 , 这 些 乘积 圳 要 满足 另外 的 一 些 条 件 
(例如 , 见 [6}, [9] ) ， 

范畴 的 概念 是 1945 年 提出 来 的 ([8)， 范畴 理论 的 
起 源 以 及 发 展 的 最 初 的 促进 来 自 民 数 拓扑 学 . 其 后 的 
研究 显示 出 范畴 的 概念 以 及 与 其 相关 的 函 子 (functor) 
的 摄 念 在 数学 的 许多 分 支 中 都 起 着 同样 的 作用 , 

Ob Ens 是 由 所 有 的 集合 组 成 的 ; 类 Mor Ens 是 由 集合 
之 间 的 孟 数 所 组 成 的 ， 态 射 的 合成 是 落 数 的 合成 , 见 集 
范畴 (sets, category of). 

2) thE ER (category of tiopological spaces ) Top 
(È T). Æ Ob Top Et H A A W Ti iF [a] Pr H p 09, 
类 Mor Top E Fr fi Py 8522083, MAAKERA 
成 . 

3) B$ yE g (category of groups) Gr (K 0). 2 
Ob Gr 是 由 所 有 的 群 所 组 成 的 , 类 Mor Gr 是 所 有 的 群 
HE 合成 仍 是 同 态 的 合成 ， 兄 群 范畴 (category of 
groups). 我们 用 同样 方式 定义 某 域 上 的 向 最 空间 的 范 
KE, MEE H. 
tons) Rel Ens (È R(S). 这 个 范畴 的 对 象 类 是 
Ob Em, 但 是 从 AA BHS, RIBARE R, 
Bl. Descartes 积 A x 8 的 所 有 地 集 ; 合成 是 二 元 美 系 
的 全 成， 网 二 元 关系 (binary relation). 

5) ~ 个 有 单位 元 的 半 群 是 一 个 只 有 一 个 对 象 的 范 
Më: 反 过 来 ， 只 由 一 个 对 象 所 组 成 的 范畴 是 一 个 有 单 
位 元 的 半 群 . 

6) 一 个 前 序 集合 N 可 被 看 成 为 一 个 范畴 负 ， 其 中 


Ob A = N. Mor R = ((a.b); a.b e N.a < bh M 
AE R3EARƏOa b)(b, c)=(a, cE WB). 

上 面 所 列举 的 范畴 容许 一 个 到 集合 的 范畴 的 “ 同 构 
BA. 共有 这 种 性 质 的 范畴 称 为 一 个 具体 范畴 
(concrete category). 并 不 是 每 一 个 范畴 都 是 具体 的 ; 
例如 ， 以 所 有 拓扑 空间 为 对 象 , 其 态 射 定义 为 连续 瑞 射 
的 同 伦 类 (fl0] ) 的 范畴 就 不 是 . 

范畴 的 例子 的 数量 还 可 以 由 各 种 不 同 的 构造 来 大 
大 地 增加 ， 最 名 的 是 由 范畴 的 孙子 所 得 的 范 财 ， 或 图 
的 范畴 ， 

Meie 与 总 之 间 的 一 个 映射 :5 一 多 ' 称 
为 - -PIERR T (covariant functor) GREF (functor) )， 
如 时 对 每 一 个 对 象 4 E Obg, Fije Ob G, 而 
对 每 -- 个 态 射 ge H, (A, B), AR Fla) E H, (FA), 


F(B)). FU) Slaa 3MH, Fiap = FOF By. R 


EEN xa8 是 有 定义 的 ， 如 果 世 的 对 象 组 成 一 个 集合 ， 
那么 ， 我 们 就 可 以 构造 图 范畴 category of diagrams ) 
Fundit , CORFE. 0), 它 的 对 象 是 所 有 从 
G 到 E “的 共 变 函 子 ， 而 以 这 些 函 于 的 所 有 自然 变换 
AREH. 

HETE, RIAIT UPR H i (dual 
category) C’, R G7, Bü G °, 对 此 范畴 ,DOb G = 
Obg, 且 对 任何 4, BE Ob $, H,.( A. B)= H, (B, A). 
从 人 到 人 的 一 个 共 变 孙子 称 为 从 G #J 6 的 一 个 反 
ERF. 在 讨论 一 个 变量 的 函 子 的 同时 ， 我 信也 可 考 
虚 过 位 函 子 或 多 变量 亢 子 (financetor ) , 

在 范 轩 理论 中 ， 对 每 一 名 陈述 语 ， 总 有 -名 对 偶 
RER., CEER ERMA kE. 就 此 
而 论 ， 所 请 对 偶 原 理 成 立 : 在 范畴 论 中 ， 一 -个 陈述 语 p 
是 真实 的 当 且 仅 当 其 对 悍 陈 述 语 p" 是 真实 的 - 

数学 中 的 许多 概念 与 铺 果 从 范 睹 理论 的 观点 来 看 
结果 是 条 互 对 个 的 ; 内 射 与 投射 ， 丢 零 性 与 在 
TlocTepuux - Menpean 意义 下 拓扑 空间 的 范 团 的 概 
念 ,代数 中 的 艇 与 根 ， 等 等 . 

用 范畴 的 理论 来 分 析 同 调理 论 的 基础 ， 使 在 sb E 
代 中 期 ， 引 进 所 请 Abed 范畴 (Abetian category). € A 
在 这 个 体制 下 来 理解 同调 代数 的 基本 构造 ([2]). 在 20 
ERER, EAEE, 一 般 代 数学 拓扑 学 与 代数 几 
何 党 的 一 些 问题 的 一 个 结果 , 对 于 非 Abel 范畴 的 兴趣 
增长 了 .证 代数 的 深入 发 展 , 与 同 伦理 论 的 公理 化 结构 
标志 着 几 个 方面 的 研究 的 开始 : 泛 伐 数 的 能 的 范畴 理 
论 的 研究 ， 直 分 解 的 辣 构 理论 ， 伴 随 孙 于 的 理论 ， 以 
及 函 于 的 对 偶 理 论 . 稍 后 的 发 展 斤 示 了 这 些 方 面 的 研 
守之 间 的 关系 的 存在 性 . 作为 广泛 应 用 了 伴随 函 子 与 
闭 范 畴 的 技巧 的 关系 范畴 的 近代 理论 的 一 个 结果 ， 在 
同 伦 论 与 活 代 数 之 间 已 建立 了 对 偶 性 , 这 是 基于 在 一 个 
适当 的 函 子 范畴 内 对 带 么 半 群 与 上 带 各 半 群 的 范 蛙 定 
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疼 的 理解 (例如 、 见 I71). ERAEN f EE Vo 3 WE 
时， 也 引进 了 这 样 的 范畴 的 特殊 类 型 : 2 范畴 或 形式 范 
E 具有 对 合 的 范畴 或 1 范畴， 特别 地 ， 岂 舍 一 元 关 
系 的 范畴 ; 等 等 , 2 范畴 的 -个 特殊 情况 是 小 范畴 ， 它 
可 以 被 安置 在 数学 的 会 至 化 铺 构 的 基础 上 ，， 

上 面 所 列举 的 范畴 类 有 一 个 特性 , 它们 的 态 射 集 
H(A 8B8) 都 具有 芝 外 的 结构 .对 一 个 范畴 引进 其 他 结 
构 的 另 一 种 方法 是 对 这 个 范畴 提供 一 个 Grothendieck 
Wh 并 且 在 拓扑 化 了 的 范畴 上 构造 层 的 范畴 {所 谓 拓 
HAR (topos ) ). 
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M. W. arno P 
【 补 注 】 范畴 的 概念 是 在 1942 年 由 S. Eilerbeg 与 S. 
MacLanc 引进 的 {[Al] )， 自 那 时 起 已 找到 这 个 概念 在 
代数 . 拓扑 学 与 数学 基础 等 方面 的 许多 应 用 ,直观 思想 
是 ,范畴 是 数学 某 方面 的 所 有 对 象 以 及 它 从 之 间 的 
所 有 映射 所 组 成 的 . 让 -- 个 对 象 等 同 其 恒 等 态 射 ， 那 么 
就 可 以 只 用 态 射 来 定义 一 个 范畴 ,直观 上 比较 清楚 .更 
符合 习惯 的 还 是 既 用 对 象 又 用 态 射 , 在 上 面 的 条 目 中 ， 
这 两 种 途径 在 某 种 程度 上 是 混在 一 征 的 .用 对 象 与 态 射 
所 下 的 定义 如 下 ， 一 个 范畴 是 由 以 下 的 项 是 组 成 的 . 
Al) 一 个 类 Ob €, HERRA C KAR obeas), 
与 一 个 类 Mor Ç, ERARA G 的 态 射 (morphisms) 
RK (arrow ); 
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A2) 一 种 规则 , 对 下 的 每 一 个 坊 射 x 指 定 一 对 对 黎 
(data) df 六 称 为 & 的 定义 域 (domain) 1; LE X a 
(codomain), 或 源 (souo) 与 T ( target}. 我 们 写成 
ai A— B 3 AT B. 意思 是 是 一 个 态 射 ,其 定义 域 为 4， 
LEXE B: 这 重 述 了 上 上面 的 1) . 

A3) -种 规则 ,对 的 等 一 个 对 象 4 指定 一 个 态 射 
L: 4 A, BRA A E BJ ii S EA Gdentity mmorphism )， 
RELHA 583 EG 8 X. 

Ad) 对 态 射 规定 了 - -PARGI ( ü RREA, 积 
SACER A w tš B WAR (Composition) A E X, 5 HB 
3 di(o)= a (B). EERE q (aB) =d (a) 5 d (aB) = 
4 (By 只 要 它 是 有 定 尽 的 ， 这 重 述 了 3). 

这 些 项 目 都 应 最 从 以 下 的 公理 ， 

A5) 合成 是 结合 的 ， 即 ， (wB)y=w= (By). RE 
WN E rE V 00. 这 重 述 了 4). 

AG) 恒 等 态 射 对 合成 来 说 是 单位 元 ， 即 xl =a, 
LB8=B， 只 要 合成 是 有 定义 的 ， 这 与 A3 ) 重 述 了 5). 

类 Db 6 5 Mot 并 不 要 求 是 集 台 ， 在 许多 重要 
的 例子 中 (例如 见 上 述 条 上 日， 以 及 王 面 的 [AD — (A4), 
(4A7))， 它 们 不 是 集合 ， W E, # Kh E-f HA 
FARE: 对 每 一 对 对 象 [4, B). d, DSA, 
d (a)= BREI z 的 集体 形成 -个 集合 (通常 下 以 E04,8) 
或 Homt4, B) ); 这 样 的 范畴 有 时 称 为 局 部 小 的 {locally 
small)， 虽然 其 他 的 作者 把 这 条 件 包含 在 范畴 的 定 

广内 .一 个 范畴 在 称 为 小 的 (small) 如 果 Ob € 与 
Mor & 都 是 集合 ( 见 小 范 隧 (small category )); 实际 上 很 
多 的 基本 数学 结构 都 可 看 成 是 小 范畴 ( 便 如 下 面 的 (A6} 
HATI). 

HEX AERA RRA- U - 
个 恒 等 态 射 ; 因此 就 有 可 能 将 村 象 与 它们 的 恒 等 态 射 等 
同 起 来 ,这 样 就 使 得 在 范畴 的 公理 中 ，" 态 射 ” 与 * 坊 射 
的 合成 "是 公有 的 原始 概念 ( 见 19] ). 

范畴 的 例子 ，( 太 1) 见 条 日 本 身 ， 
EERU Se 

(1A3) 在 范畴 Gr 之 下 ， 我 们 可 考虑 Abel REN RR 
Ab, 固定 的 环 玉 上 的 ( 右 ) 模 Mod, 等 等 . 

(A4) 集合 之 间 的 二 元 关系 之 范 膊 常 被 表示 为 Ra. 

(AS) 有 单位 元 的 半 群 加 也 称 为 一 个 避 半 群 
tmonokl) ， 它 定 党 了 -个 只 有 一 个 对 象 * 的 范畴 ,My 
的 元 素 就 是 态 射 * 一 * 

(AG) AFF JA (partially onderd set) ( 4 = ) E w — 
个 范 财 ,其 对 象 就 是 4 的 元 素 , 其 态 射 是 序 关系 的 状况 ， 
蔡 4 反 站 ,只 有 -个 态 射 g& 一 中 否则 没有 态 射 . 

(A7) 类 似 地 , 有 向 图 {graph) (38 E 8 JE (diagram 
scheme) ON EER A— TER HIREA Ma 
A n, 89 hh Rk SE REA, 包括 平凡 的 对 所 有 顶点 的 
月 ?到 "的 恒 等 道路 ， 反 过 来 ， -个 范畴 可 以 看 成 为 一 


集合 的 范畴 Ens 


BAHR, ATEB 由 的 对 象 c 


(很 大 的 ARIDE R SAUNAA, AEPA -个 
等 价 关 系 和 将 某 些 道路 等 问 起 来 ， 见 fi, 第 11.7 节 . 

(AB) 司 伦 范畴 (homotopy category) Htpy 或 Htp 与 
Top 有 相同 的 对 象 ,但 其 术 射 是 连续 映射 的 同 伦 类 , 可 
以 证 明 这 个 范畴 是 非 其 体 的 ， 

在 范畴 的 研究 中 , 画 子 ( 范 睛 的 态 射 ) 起 着 本 质 的 作 
用 . 一 个 函 子 (unctor) F: € 一 D 由 两 个 函数 组 成 ， 一 
TRARNE 的 每 一 个 对 象 4 指定 p 的 一 个 对 象 Fd， 
改 一 个 盏 数 是 对 区 的 每 一 个 态 射 K 指 定 角 的 -个 态 射 Fa， 
使 保持 范畴 的 结构 : d (Fa) =Ftd (a) ) (i=0,1), FO.) 
=le H F(aB)= (Fa)(FB) RE zB 是 有 定义 的 . 
RAR = Shi: WWE F GREATE ~p. 一 
TÅRER (natural transformation) (RATHER 
(functorial morphism) )y: F — G R — tA, Ee 
HR TR ARED PR An: FA— GA 使 
对 外 ij Tas B. 图 


FA Ë FB 
Ha 1 } Hs 
GA > GB 


GU 


HRR (Gadin) = (Fa) B8 T En LI Y HR 
的 (每 一 个 范 贱 都 有 一 个 恒 等 图 子 ); 因此 ， 有 -- 个 {小} 
范畴 的 范畴 Cat, HERRERNE EAA F. 自然 变 
按 是 可 以 合成 的 ， 所 以 , ERDE E D, 有 -一 个 
范畴 [和 ,多 ] (或 信号 它 是 由 林子 划一 由 与 孔子 间 的 
自然 变 接 所 构成 的 . 这 是 一 种 从 现 有 的 范畴 构造 出 新 
的 范畴 的 很 重要 的 方法 .所 得 的 范畴 称 为 黄 子 范畴 
(category of functors ) A} tÍ ñ EF (category of diagrams) . 
46 是 对 应 T … 个 图 概 形 ( 有 向 图 ) 的 范畴 时 ， 后 面 这 
个 名 称 是 特别 容易 理解 的 ,的确 如 此 ， 这 时 一 个 函 了 地 
“E DPK -个 图 ， 其 他 得 到 新 范畴 的 重要 
BEDRE: Mf (hL ES S BE (quotient category)). JR 
局 部 化 ( 见 范 酶 的 局 部 化 (localization in categories) }. 
F Bal is m 2 h 84. 导出 范畴 (derived category) 2 + 
OE S 3 pp 3 L3hix TEB ie. E G 是 一 个 范 团 
m 0 6 8J-— Tr. RA, Á m F 3 $ DD E x] 2 56 
(relative category) Ç / BA € 上 所 有 到 BHES x: A 
: 4° — B. J. a mil x 
的 态 射 是 一 个 态 射 p: A— A, Wa epsa 对 侦 地 ， 
也 有 在 -- 休 给 定 的 对 和 象 下 区 中 的 对 象 的 相对 范 浅 的 概 
©. AR, & / 8 的 TARA- BEG 中 由 上 8 
或 由 一 个 纤维 对 象 {fibre objedt) 所 参数 化 了 的 一 族 对 象 . 
对 这 些 相对 对 象 ， 即 娃 维 对 象 (与 它们 的 对 惕 } 作 系统 
的 妍 究 ， 连 同 换 基 (base change) 与 形变 (deformation } 的 
思想 己 经 亲 数 学 的 许多 部 分 中 塞 成 -种 最 重要 的 技巧 ， 
特别 是 在 代数 学 {显著 地 是 同调 代数 ). 代数 几何 学 与 
微分 所 何 学 . 拓扑 学 , 微分 拓扑 与 代数 所 不 中. 特别 重要 


的 是 要 找到 对 定义 . 定理 与 概念 的 正确 纤维 化 的 担 法 ， 
{第 一 种 附加 的 但 不 是 无 关连 的 主要 趋向 牵涉 到 找 出 其 
正确 等 价 的 提 法 ,其 中 存在 一 组 对 称 性 ,) 

逗号 范 畦 的 思想 推广 了 在 一 个 给 定 的 对 象 之 上 或 
之 下 的 对 和 象 之 范畴 的 思想 . 候 定 有 三 个 范畴 区 ,多 
外， 与 两 个 靖子 $,T, 安排 如 下 

a G 2 9, 
那么 ， 逗号 范畴 (cormmma category) (T, 5 ) 或 (T + 3) 就 
DLC 0 = (a. f. b) pO. WA = ou E B 
一 个 对 象 @E 昌 ， 一 个 对 象 请 E 册 ,与 区 中 的 一 个 态 射 广 
TA ~SB 所 组 成 的 . M (a, f. b)#) (a', fo, b') É 
THa, pRa- HAH a: AA, 5 B: B — B' 所 
组 成 的 ， 这 里 要 求 f'o Ta = TBof. 

画 子 的 例子 (A9)%52p A f (Forgetful functor) Top 
~ Set 将 每 个 拓扑 空间 送 到 它 的 基本 集 ， 把 每 个 连 
H AROGAS E A D (CEAR E tE). 同样 地 ， 
有 忘却 水 子 Gr 一 Set, Mod, 一 Ab ,等 等 . 

(Al0) WREE 是 一 全 局 部 小 范畴 ， 那 么 ， 对 每 一 
SAEObE ， 有 一 个 果子 总 (A, 一); 6 一 Set, È 
H BERRES T (A. B), 3EB $ B Z B' 送 到 这 样 一 
TER, CH BER of. wie Ff RAELE, 
Set] 中 与 它们 同 构 的 函 子 ) 都 称 为 可 表示 的 
(representable ) IAI WT E F (representable functor). 

(A11) 8 — 88 f F: Set -~ Gr, 它 将 一 个 集合 A 
FEA 4 所 生成 的 自由 群 ， 并 且 将 -~ 个 钞 数 4 总 B 
成 唯一 的 同 术 FA — FB, 这 个 同 态 将 F4 的 每 一 个 生 
成 元 a RAA a (a) £ FB. 

(A12) 室 间 的 (连续 ) 同 调 群 ( 见 同调 群 (homology 
group) VE X aš + Htpy 一 AB{ 对 每 一 个 维 数 > 0 有 
一 个 孙子 ). 

(A) HR ZERERA WA, PERZ 
间 的 函 子 怡 是 带 名 半 群 的 同志. 

(A14) 将 半 序 集 看 成 范畴 ， 那 
函 子 恰 是 保 序 映射 ， 

(AIS 如 朵 如 是 一 个 群 ， 看 成 一 个 范畴 ， 一 个 省 
+f. G — SetQREZH G — Mod,) 是 各 的 一 个 置换 (相应 
地 ,一 个 此 线性 表示 )， TROBET (representation of a 
group). 

LETE: S 一 见 BN SR (R R Sç 8 + 


么 ， 半 序 集 之 间 的 


“(thfal fmetor)》， 如 果 它 在 Hom 集 合 上 是 单 射 的 ， 


MEg 中 给 定 两 个 态 射 A< B ARB, CNAA 
定义 域 与 相同 的 上 域 , 则 Fu =F) # A 3⁄ z =P. F $h 
满 的 (dl), 如 果 在 类 似 的 意义 下 它 在 Hom kA LEM 
射 的 . 忘却 函 子 总 是 忠实 的 ( 见 上 面 的 (A9)), 一 个 范 
ES 是 具体 的 这 个 性 质 现在 可 以 重 述 成， 有 一 个 忠实 
MATE — Set. 
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给 定 一 个 范畴 G€, 可 以 作出 其 道 范畴 ( opposite 
category) 或 对 个 范畴 (dual category) 6”, 办 法 是 保留 和 
的 所 有 对 象 , 但 将 其 态 射 反 转 方向 .范畴 Rel 与 其 逆 范 
睹 同 构 , 虽然 大 多 数 热 悉 的 范畴 不 是 这 样 ， 一 个 靖子 
6” DARRAR AD HEER + (contrava - 
riant functor); 2 f *%i8 eri, BTE — b 于 是 就 
称 为 共 变 的 (covariant). 〈 例 如 ， 如 果 G 是 局 部 小 的 
WARA SEEKAT EAF G (A, 
-JR MAIE EAM 6 到 Set KET 
&(—, AJ 5, 88 16; BJ d 48 A 38 (duality principle) # Mi 
上 是 断言 ,一 个 命 砷 若 在 所 有 范畴 上 都 是 真实 的 ， 那 
么 它 的 对 帆 也 在 所 有 范 财 上 真实 . 

S, MacLane ([A4] ) 引 进 了 一 个 思想 ，Descartes 积 
可 以 用 范畴 的 术语 ， 由 一 个 活性 质 来 刻画 ; 这 给 出 一 
般 范畴 的 极限 (limit) 概念 (以 及 其 对 倡 上 极限 (oolimit) 
的 概念 )， 它 包 售 积 作为 一 种 特殊 情况 (i, 39 WE ts £ lo) 
EB (limit and universal probléns )) . 

其 后 出 现 了 关键 性 概念 伴随 (adjoint ) ([A5]): 
给 定 函 子 了 上 :区 一 习 和 如: 名 一 个 ， 我 们 说 下 对 是 
左 伴随 的 (let adjoint) (S Ë F — G ) 如 果 在 态 射 FA 一 
B 55591 4 一 GB 之 间 有 一 个 一 一 映射 , 它 对 4 5 BW 
是 自然 的 ,这 等 价 于 存在 自然 变换 nil, GF 与 8: FG 
一 1, 使 满足 某 些 恒等式 ![11])， 见 伴随 函 子 (adjoint 
onctor )， 例如， 自由 群 晴 子 (上面 的 例 于 (All) 7) 对 于 
忘却 函 子 Gr — Set EEMB; Galos 联络 (m, Galois 
对 应 (Galois correspondence ) ) 是 在 半 序 集 之 间 的 ( 反 变 】} 
伴随 的 例子 . 一 个 有 左 伴随 的 函 子 能 保持 所 有 的 极限 ， 
在 某 些 适当 “小 条 忻 " 下 ， 其 道 也 真 ，[ 伴 随 函 子 定理 
(adjoint fonctor theorem), 见 [9]), Ç 

给 定 一 个 伴随 {Ff — G) 如 上 ， 合 成 函 于 T=GF: 
C —& 附带 上 两 个 自 热 变换 7: l, — TH n =G,: TT 
“了 满足 某 些 人 恒等式， 这 些 论据 定义 了 范畴 中 三 元 组 
(tiple ) 的 概念 ， 它 在 后 年 代 以 及 以 后 的 多 年 中 ， 在 许 
多 范畴 的 研究 中 起 了 中 心 的 作用 , 三 元 组 也 称 单 子 
(monad ) . `` 

在 一 个 范畴 G&G 上 的 一 个 三 元 组 (T, a, pR 
足 的 恒等式 如 下 ; fao TUOT H.S rat Hac T( n.) 
=a Hao fra C tr 对 于 三 元 组 工 的 一 maa. 
BD Tü (T -algebra), E € 的 一 个 对 象牙 连同 一 个 
NOTE 一 和 BTN BES SE Z: Eeh oL Co 
T(Ë) =š °=. HAEE k HJ 28 f AKSR RE ti 
的 想法 .它们 对 于 结合 律 与 对 单位 的 要 求 都 是 便于 记忆 的 . 

对 个 地 ， 邯 将 所 有 的 艇 头 都 反 转 方 谭 ， 有 上 三 无 
组 {cotripie) 的 概念 ,与 这 种 上 三 元 组 上 的 上 代数 
的 相应 概念 . 有 单位 元 的 交换 环 范畴 Ring 内 的 一 个 上 
三 元 组 的 重要 例子 是 大 Witt HEER W(R) E 0 — + 
特殊 À 3F35848 B 8 T. W: Ring — Ring. 对 这 个 上 三 元 
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组 的 上 找 数 恰恰 就 是 这 些 特殊 的 1 代数 ， 见 Witt 向 量 
(Witt vector ) 与 人 环 以 -Ting)， 

三 元 组 的 重要 的 便于 来 自 它 涉 到 忘却 朋 子 的 伴 稻 . 
例如 . 让 V Ring -> Set 为 从 有 单位 元 的 交换 环 的 范畴 
到 集合 的 范畴 的 忘却 函 子 . 这 个 函 子 有 一 个 伴随 F: Set 
一 Ring, 它 对 一 个 集合 上 € Set 指定 以 下 为 生成 元 的 
自由 交换 环 ， 即 ， 就 是 变量 x (e EE) 在 Z 上 的 交换 
ZMA Zic: e E El. 这 个 环 的 自由 性 就 是 ， 对 每 一 
个 环 A, 以 及 4 的 每 一 个 元 素 组 (a e AAE 
P: Z [X e€ E] — AWHA e€ ERWA pix, =a. 
这 个 自由 性 的 性 质 准确 表 达 了 与 FERRAT X-T 
EE: Se(E, V(A) Z Ring(FE, A). 相应 的 自 热 变换 
id 一 各 是 由 ee 大 来 给 出 的 .( 亦 见 伴 随 画 子 (adioimt 
finctor ).) 

每 一 个 单子 ( 即 三 元 组 ) 与 上 单子 都 可 从 一 个 伴随 让 
出 来 ;事实 上 ,对 该 单子 有 一 个 “最 好 可 能 的 “这样 的 伴随 ， 
Jt P D 取 成 相应 的 (Eilenberg- Moore ) 代 数 的 范 团 (ca- 
tegory of (Eilenberg- Moare ) algebras ) ([A7] ) .一 个 一 般 
的 伴随 (F 一 GG) 称 为 单子 的 (monadic ) (R4 D 是 区 上 单 
子 的 }， 如 果 出 是 (典范 地 ) 等 价 于 多 上 导出 的 单子 之 代 
教 的 范畴 .上面 所 所 到 的 条 (与 人 之 间 的 伴随 是 单子 


的 ， 更 一 般 地 ， 在 Set 上 单子 的 范 畦 可 以 刻画 为 从 证 代 ， 


数 的 鳅 得 来 的 范畴 (只 要 人 允许 无 穷 性 ， 以 及 有 限 代 数 运 
算 ; 有 限 性 的 情况 也 可 以 异动 代数 理论 中 的 概念 用 范 
畴 的 术语 来 刻画 ) . 亦 见 渤 民 数 艇 tvariety of universal 
algebras ) . 

另外 一 种 用 来 表示 一 个 三 元 组 (T, z, n) 的 语句 是 
EC 上 的 代数 理论 talgebraic theory (用 单子 的 形式 ). 
它 可 以 说 是 了 代数 的 范畴 的 理论 .至 少 还 有 两 个 等 价 的 
方法 来 得 到 这 个 概念 . HME [AG 中 的 方法 . 一 个 克 
BEN (T, #4,*) 的 代数 理论 (algebraic theory in done 
form ), 对 区 中 对 象 的 每 个 三 元 有 序 组 (4, B 
C)， 此 型 是 由 以 下 三 个 项 目 所 组 成 的 : 对 所 有 对 象 4 的 
一 个 “对 象 指 定 阔 数 " 4 F* TACTA, ERA 4 内 )， 
对 所 有 AHT ERRAR n A — TA, 与 一 个 


“克隆 -合成 函数 *& (B, TC}x & (4, TB)—= 6 (A, 
TC). 对 区 中 的 每 一 个 f: A — B, W RAA — pt 
TB 的 音 成 ,那么 ， 数 据 (7 了, n. 。) 都 被 恨 定 满足 下 述 


的 公理 . 对 所 有 的 a: 4 — TB, BË: B — TC v: C — 
TD, 5 f: A— B, 


(7° p) = a= (f°), 
ha a=, 
aof =af. 


这 定义 了 一 个 新 的 范 团 ET, (T. n, ° ) 的 Kleshi 区 
m£ ( Kieshi category). Cr 的 对 象 就 是 G 的 对 象 


Gr(4, B)= G (A, TB3)， 合 成 是 由 "给 出 的 ,而 恒 等 态 射 
则 是 Er(4, 4)=@(d,T4) 中 的 ga: 

克隆 型 的 一 个 代数 理论 的 简单 例子 如 下 ,让 RA 
m O REME. 对 于 一 个 集合 A, 让 TA 为 向 量 空 
间 ReO={fr ein ERR 且 只 青 有 限 个 上 不 为 站 以 
号 为 列 的 指标 ， A 4 为 行 的 指标 的 一 个 矩阵 是 一 个 映 
j oa: B— TA, 即 , Set 中 的 一 个 访 射 ; a (b) 是 和 矩阵 的 第 上 
列 . 给 定 一 个 44x BEE: B~ TA 与 一 个 BxC 
矩阵 B: C — TB, 定义 它们 的 合成 4a? B: C -- TA 为 
38 WA 3BBE3RIK, BP (e° poA 


(aB) (c= (b), B(c), 


为 分 量 的 4 向 是 ,指定 变量 的 能 人 六 4 一 TAZA 
qla), = å an HP 5 表示 Kronecker 5 ( 见 Kronecker 
符号 (Kronecker symbol) ). 容易 检验 上 述 公 理 都 是 湛 
ERJ. 

W(T, n, ") 是 一 个 克隆 型 的 代数 理论 ， AFE 
rhü) f: A — B, X Tf TA 一 了 TB 为 侣 成 了 机 这 7 于 
是 易 知 了 是 一 个 函 子 ， 而 7 了: 刘 一 了 是 一 个 自然 变换 . 
XEN u,: TTA 一 TA 为 合成 lr ° kr 于 是 点 也 是 
一 个 自 热 变换 ， 而 (7 s, 9) 是 一 个 三 元 组 ， 再 者 ， 这 
种 对 每 一 个 克隆 型 的 代数 理论 提出 一 个 三 元 组 的 构造 
形成 一 个 一 一 映射 .对 于 来 自 汉 代数 的 基数 理论 { 克 许 与 
单子 型 ) 的 讨论 , 和 观察 详 代 数 的 第 三 种 范畴 方法 , WS 
代数 (universal algebra). 

量 初 ， 范 团 与 函 子 的 语言 是 为 满足 代数 拓扑 与 千 
调和 代数 的 需要 而 引进 的 {[AI] ,[A4J) ， 在 色 0 年 代 与 印 
年 代 早 期 ， 许 多 注意 力 都 集合 在 Abel $W (Abelian cate- 
gory) 上 ， 它 可 以 定义 为 满足 Ab 的 所 有 基本 性 质 的 范 
B, ER 中 曾 指 出 ， 它 对 同 诗 代 数 的 发 展 提供 一 个 充 
足 的 基础 ， 而 且 在 [AN] 中 证 明了 ， 每 一 个 小 Abel 范 
ERTZERA TR Mode tH 3 HB t-r W 
概 限 与 上 极限 . 

在 一 个 Abl B G H, “Hom 集 ”& (A. B) 有 一 
个 自然 的 Abel 群 (Abelian group) 结 构 ， 这 个 事实 促进 
了 充实 前 (enriched ) { 或 相对 的 (relative ) ) 范畴 的 理论 的 
发 展 ([A12] )， 这 是 一 种 范畴 。 它 的 “Hom 集 " 是 某 些 
“基础 范畴 ”加 的 对 象 .那些 失 它 们 自己 充实 的 范畴 (如 
Ab 与 Cat)} 称 为 闭 范本 (dosed categories ) ([A131). 很 重 
要 的 一 关闭 范畴 (包括 Cat 但 不 包括 Ab} 是 由 这 样 的 范 
对 组 成 的 ， 它 们 的 闭 结 构 必 内 部 Hom” ) 是 由 一 个 伴随 
来 与 范畴 积 结构 相关 联 的 -一 这 样 的 范 辩 称 为 
Descartes 闭 的 (Cartesian dosed). Descartes 闭 范 贱 的 概 
SEF. W. Lawer 的 关于 小 范畴 的 范 畸 的 公理 化 作为 
数学 的 基础 ![Ai41)， 并 在 其 后 M. Tierney 的 楚 等 拓扑 
斯 (lopos ) 的 概念 的 发 展 上 都 起 着 很 重要 的 作用 ， 而 在 
TERS 芭 年 代 ， 折 扑 斯 曾 主导 着 很 多 的 范畴 的 研究 ` 
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( 见 [A15]) ， Descartes MAREE g tata FP oB su. 

困 为 它们 提供 了 (型 的 )4 ERRE (SL [A16]). 

在 Cat 上 充实 了 的 范畴 (通常 称 2 范畴 ) 近 年 来 
也 受到 了 大 量 的 注意 . 它们 与 被 充实 的 范畴 的 -- 般 研 
究 殊 异 ， 因 为 可 考虑 其 中 的 图 ， 它 作 可 交换 { 在 同 构 的 
S F ) 但 并 不 正 合 : M MR&(bicatepory ) ([A171) RS 
较 弱 的 概念 是 这 种 想法 的 更 进一步 的 表达 . 3 范畴 与 更 
高 维 的 范畴 也 已 被 研究 ， 并 已 被 证 明 在 同 伦 型 (A18]) 
的 代数 研究 方面 有 其 重要 性 ,在 范畴 理论 的 这 些 领域 ， 
HER EM (coherence theorems ) 起 着 重要 的 作用 ; 这 些 
定理 允许 我 们 检 某 些 特 吻 的 图 来 推出 大 量 的 图 的 可 交 
换 性 (例如 ， 见 [Al19] ). 

在 范畴 理论 中 ， 近 年 来 做 了 很 多 工作 的 方面 包括 : 
纤维 范畴 (fbred category ) 的 理论 (A2) ( 它 与 丰富 的 
范畴 的 理论 一 起 表达 了 这 样 的 思想 ， 即 ”Set 可 以 被 换 
成 更 一 般 的 基本 范畴 来 作为 数学 的 许 儿 方面 的 基础 )， 
与 拓扑 范 央 (topological categories ) 的 理论 ([A3 |) (这 个 
理论 研究 具体 范畴 ， 它 们 到 Se 的 忘却 画 子 有 很 好 的 无 
限 性 性 质 ， 类 似 于 那些 忘却 函 子 Top 一 Set 也 见 所 
扑 比 范畴 (topologized category) ). 

除了 [1 S [11] 以 外 ，[12] 与 [13] 也 可 推荐 作为 
范畴 理论 的 一 般 介 绍 ， 
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ft Eb ( Jirocrepas: - lampemman 意义 下 的 ) [ category (in 
the sense of Lyustemik - Shnirel'man } ; gareropsmg (s 
CMEIC/IE JEorrepaaka - Tnmpemmana ) ] 

Jocrepamk - Menpean 范 B ( Lyusternik - 
Shnirel'man Category ) 是 拓扑 空间 E 的 一 个 特征 
— Hä E 的 闭 集 4X4SE 的 最 小 数 cat E, xE 
TA Š B| D) 8 t E PE pÉ 3 p k SR R — ná. 
Jihocrepuux - Mimpemman 范畴 是 一 个 同 伦 不 变量 ( 即 
它 对 所 有 具有 相同 伦 昏 homotopy type) 的 拓扑 空间 
都 是 … 样 的 ]， 它 在 大 范围 变 分 学 (variational calculus 
in the large) 中 特别 重要 , 因为 它 给 出 闭 流 形 上 光滑 
三 数 平稳 (临界 } 点 数 的 下 界 . 在 没有 临界 点 的 非 闭 流 
形 上 , 蕉 至 有 最 简单 的 例子 ,就 像 在 整个 实数 轴 上 函数 
f(x) =x 那样 ,表明 在 闭 流 形 类 之 外 , 这 种 估计 已 不 再 可 
能 对 所 有 光 靖 函数 有 效 了 ， 虽 然 ,在 许多 情况 下 , 变 分 
学 中 所 讨论 的 各 种 函数 ,作为 无 穷 维 痪 数 空 间 上 的 
函数 ,其 临界 点 数 可 能 有 -- 个 类 似 的 界 . 对 于 JIm- 
cCrepuux - HaspeneMan 范 畦 的 计算 没有 一般 的 方法 
(尽管 对 一 些 具 栖 的 空间 , 它 的 值 是 知道 的 ); 一 般 地 仅 
有 如 下 估计 : 

cat E > long E +1, 


Hh CEEE) K Æ (cohomological) length ) long E 定 
SARETE iF $r E. PJ 8205 K 3. 因此 ,这 个 断 
言 有 时 可 以 直接 用 上 岗 调 积 (或 对 偶 地 ,用 著 链 的 交 ) 来 
MERRER P ATEN. 

范畴 是 在 [1] 中 引进 的 , EA JI. T. llupe aaa Ë 
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先 在 非 平 凡 情 形 干 对 实 射影 空间 计算 ,其 后 , 它 被 直接 
用 来 解决 一 些 问 题 ,诸如 在 与 .- 维 球 面 同 且 的 曲面 土 关 
TTAR Poincaré 问题 . 
参考 文献 
[1] Lusternik, L., Sur quelques méthodes topologique dans 
la géométrie différentielle, in Atti del Congresso 
Internazionale dei Matematic 1928 (Bologna). Vol. 4, 
Zanicheli, 1931, 291 一 296 ， 
[2] Jhocrepmw, J. A., Mapema, JI. T., & Vonexn 
MareM Hayk >, 2 (1947), L, 166—217. 
H. B. Auocos #ë 
【 补 往 1 关于 闭 测 地 线 的 Jirocrepuux - IEmperpMaH 定 
理 【 Lyusternik -Shnirerman theorem on closed 
geodesics ) 是 说 ,在 具有 任意 Riemann 度量 的 二 维 球面 
上 存在 善 不 自 交 的 三 条 闭 测 地 线 ([A2] , p.214). 
参考 文献 
[AL] Lusternik, L. {L.A.Lyusternik] and Schnirel man, L. 
[L. G. Shnirel'man], Méthodes topologiques dans les 
problémes variationels, Hermana, 1934. 
[A2] Klingenberg , W., Lectures on closed geodesics, 
Springer, 1978. 
[A3] Scüert, H. and Threifall, W., Variationsrechnung im 
Grossen, Chelsea, reprint, 1948, 91-92. 
PRR, mA., RER W 


集合 的 范畴 [category of a set; EaTeropm Moxaecran ] 

一 个 集合 “总 体 " 的 拓扑 特征 ， 括 扑 空间 TE 
E 称 为 在 下 中 其 第 一 范畴 的 (of the first category). 如 
果 它 能 够 表 成 X EARRA + Ë ak A. 否则 
称 E 是 第 一 范畴 的 (of the second category). 有 时 也 
称 第 一 范畴 集 在 X 中 的 余 集 为 第 二 范畴 集 , 在 近代 文 
献 中 ( 见 和 2] ), 这 种 集合 (在 Bine 空 间 (Baire space) rh) 
称 为 剩余 的 (residual) 或 同 贫 的 (comeager), 实数 的 一 
个 非 空 半 集 ,特别 是 一 个 区 间 , 在 实数 空间 中 不 是 第 一 
范畴 的 MD. 这 个 结论 可 以 推广 到 任意 完全 度量 空间 上 
E. 这 种 推广 在 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 第 -- 范 随 集 
在 分 析 中 的 作用 类 似 许 测 度 论 中 的 零 集 . 但 是 ,第 一 范 
畴 集 可 以 是 满 测度 集 , 而 零 集 之 中 也 有 第 二 范 酶 集 . 
参考 文献 

[t] Bare, R., Leçons sur les fonctions discontinues, pro- 
fessées au collège de France, Gauthier- Vilas, 1905. 
[2] Oxtoby. J. C., Measure and category, Springer, 1971, 
B. A. Cesopnop 所 

【 补 注 A ARER 2 A K (meager set) , 众 所 周 
知 的 Baire 范畴 定理 (Baire Category theorem} ( w, 
[A1]) 指出 , 一 个 完全 度量 空间 不 是 自身 的 第 一 范畴 集 . 

非 替 的 贫 集 以 及 非 货 的 零 集 的 例子 可 以 在 [A2] 中 
定理 5.5 找到 . 
pru 
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群 范畴 [category of groups ; rpym ttrenopus | 

范畴 Gr. 其 对 象 是 所 有 的 群 ,其 态 射 是 所 有 的 群 间 
£. 常常 假定 所 研究 的 群 都 属于 一 个 泛 搞 (universal 
set). 群 范畴 是 一 个 局 部 小 的 不 完全 的 范畴 并 有 零 态 射 . 
它 有 一 个 唯一 的 双 范 因 (bicaiegory) 的 结 攀 ， 其 中 可 容 
许 的 满 态 射 是 正规 的 ( 见 正 规 满 态 射 (normal epirnorph- 
ism)), 而 所 有 的 单 态 射 (monomorphsm ) 都 是 容许 的 , 正 
规 满 态 射 事实 上 是 满 同 态 , 面 单 态 射 实 是 单 同 态 . 群 范 酶 
中 的 射影 对 象 确切 地 说 是 自由 群 ( 史 范 畦 的 投射 对 和 象 (pro- 
jective object of a category) ); 其 唯一 的 内 射 对 象 就 是 
单位 群 , 它 科 也 局 笠 是 零 对 象 ( 见 范畴 的 内 射 对 象 : s 
X (injectie object ; null object of a category)). P. 
Leroux 曾 对 群 范畴 给 过 一 个 公理 的 描述 5[3]). 


义 的 -- 个 特殊 的 情况 . 范畴 Gr K F IH K rh EF fi 3 8 
IIR (group object) 与 它们 之 间 的 同 态 所 组 成 的 ; 这 个 范 


” 畴 有 下 的 某 些 性 古 ， 特 别 地 ， 如 果 K 是 完全 的 ， 那么 


它 也 是 完全 的 . 
参考 文献 
[I] Kypom, A. T., Jinsomu, A. X., yrsreiihep, E. T., 
Yenc varm, Hayk $, t5 (1960}, 6, 3-52. * 


[2A] Eckmann, B. and Hiton. P. J., Group-like struc- 
tures in general categories I. Multiplications and 
comultiplications, Mah, Ann.. 145 (1963), 3, 
227 — 255. 

[2B] Eckmann. B. and Hilton, P. J.. Group - like struc- 
tures in general categories l . Equalizers. limits, 
lengths. Math. Ann., 151 (1963), 2, 150 — 186. 

[2C] Eckmann, B. and Hilton, P. J., Group -tike struc- 
tures in general categories [Ù . Primitive categories. 
Math. Ann.. 150 (1963), 2, 165 一 187. 

[3] Leroux, P., Une characterisation de la catégorie des 

` proupes, Canad. Math. Bull., 15 (1972), 3, 375 — 
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具有 对 合 的 范畴 [ category with involution ; kareropes c 
Runójnomecë | 

具有 一 些 二 元 关系 的 范畴 的 特性 的 范畴 ，-- 个 具 
有 对 合 的 范畴 是 一 个 范畴 ， 其 中 每 一 个 集合 H(A, B) 
都 由 关系 < 成 为 半 序 集 ; 义 规 定 了 一 个 映射 ， 即 所 谓 
“对 合 ” , 它 对 每 一 个 态 射 指定 一 个 态 射 x#, 满足 下 列 
BAH: 

a)# a EH(A, B), Wate H(B, A); 


bjo =a; 

c) # w€ H(A, B), Be H (B, C), M (p 
pat; 

d) acp, w, B£ H(A, BB yë H (B. Ch 
May = By. 


在 -个 其 有 对 合 的 范 炭 中 ， 与 正确 的 陈述 语 相 对 
侦 的 陈述 语 也 是 正确 的 { 强 对 个 原理 (strong duality 
priciple ) ) ， 有 具有 对 合 的 范畴 之 对 偶 也 是 一 个 具有 对 合 
的 范畴， 每 一 个 群 者 可 被 看 成 是 一 个 具有 对 合 的 范 睹 ， 
此 范畴 只 有 单独 一 个 对 煞 ， 而 其 序 闫 系 是 便 等 关系 ( 平 
凡 的 半 序 1)， 而 对 全 则 是 将 每 一 个 群 元 素 蛮 成 其 道 的 映 
射 . 

一 个 具有 对 合 的 范畴 的 重要 例子 是 在 集合 的 范畴 
多 上 的 二 元 关系 范畴 NG)(category of binary relations 
入 (人 )， 构 造 法 如 下 ，Ob RS) =Ob 6, RS) 
的 态 射 是 具有 通 溃 的 积 的 二 元 关系 ， 而 其 半 序 出 是 
Descartes 积 的 子 集 的 包含 关系 . 这 个 范畴 中 的 对 侣 定 
义 为 交换 Descartes 积 中 的 因子 ， 四 同样 的 方式 ， 二 元 
KAA WR CUERE, SF. 拓扑 群 等 等 的 范畴 上 来 构造 . 
可 是 ， 对 于 括 扑 空间 的 范畴 ， 上 述 的 构造 依赖 于 选择 
一 个 双 范 畴 结构， 并 能 有 非 结 人 的 积 . 

甘于 各 类 具有 对 合 的 范畴 前 构造 的 描述 ， 它 们 与 
各 类 正 合 ，Abel 的 与 正则 的 范畴 的 联系 ， 以 及 它们 在 
同调 代数 中 的 应 用 ， 可 在 [1] — [4] 中 找到 . 
参考 文献 

[1] Brinkmann, H. B. and Puppe, D., 
exakte Kategorien, Springer, 1969. 

[2] Kawahara, J.. Relations ih categories with pullbacks, 
Mem. Fac. Sei. Kyushu Union, Ser, A. Matha 22 
(1973), 1, 149 — 173. 

[3] Kawahara, J., 


Abelsche und 


an axiomatic characterization of relations in a regular” 


category, Mem. Fac. Sci. Kyushu Univ. Ser, A, Math.. 
271973). 2, 249 — 273. 

[3] Haen, M.I., <o. AH OCCP », 211 (1973). 2, 
297 — 299. M. 三 ，Uaneao B PIB B 译 


Wi? [catenary ; uengag muwu) 
长 度 不 变 , 两 端 固定 的 均 质 柔韧 强 在 重力 作用 下 
所 呈现 的 平面 超越 曲线 { 见 图 ). 


在 Destartes 坐标 中 , 其 方程 是 
y = ettet) = a cosh Z. 


Matrix calculus in I-categories and- 
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J. x=0 W e 6 ü 1 E: 
i= JE ee) = a sinh P. 


曲率 半径 是 


x 
r = a os —. 
-a 


HEERE, E HPN SQ A A SB e ARR x 轴 所 转 成 的 


面积 是 
= aVyi—a:—a Vya: = 
= a? sinh ŽŽ —a? sinh Z 
a a 


WR iE — Pr sk ask pk SL x WH R YCO. MU JE S E TE 
(catemoid). 
£ 
[1] Capenos, A A, [oam paene, M., 1960. 
A. H. Coxonos 3 
GHE] 
#*x 
[A1] Lawrence 
Dover, reprint, 1972. 


, 1. D., À catalog of specsal plane curves, 
KI i£ 


W [ catenoid ; Teno] 

HRH iR y=aocoshx/b 绕 x $ E $ W 3 pR 69 Hü 
面 ; 它 是 一 个 极 小 曲面 (minimal suraœ). EASA 
图 相对 放置 ,使 其 中 心 连 线 垂直 于 图 面 ,这 时 张 在 两 金 
WE E B HE ë 88 5! 8005 Bi Bi sk B SK St mm (T Ed). 


LNE] 

参考 文献 
[AI] Hsiung, C. C., A first course in differential geometry, 
Wiley (interscienoe), 1981. wH 译 


直角 边 【cathetus ;K8rer ] 
在 直角 三 角形 中 同 直 角 相 邻 的 边 . 


Cauchy 特征 问题 | Cauchy characteristic problem ; Koum 
XAPAKTEPHCTHYECKAN JAANA ] 

值 给 出 在 特征 流 形 上 的 求 偏 微分 方程 RAED 
程 组 ) 的 解 的 问题 . 
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对 于 广泛 的 一 类 冯 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 ,在 自 
FE xx 的 空间 EE, 中 ,以 确定 方式 定向 的 
非 闭 nt 维 曲面 全 可 以 作为 它 的 纵 值 面 ， 侧 如 , 如果 5 是 
类 空 曲 面 ,那么 Cauchy 问题 (Cauchy problem) (h tit 
E SEHRE DEAN. Æ Cauchy 特征 问题 中 给 
值 面 总 是 特征 流 形 (或 者 它 的 某 个 确定 部 分 )， 在 此 情 
形 Cauchy 问题 可 以 没有 解 ; 如 果 有 解 ,也 可 以 是 不 唯 
一 的 . 

例如 , 对 方程 m=], x,=x) 

U = 0 

在 特征 :=0 上 给 什 

u(x, Ú) = (x), mix, O = oix) ' 
的 Cauchy 特征 问题 是 不 适 定 的 . 如 果 Cauchy % EF f8l 
题 交 解 存 在 ,那么 从 方程 和 第 二 个 初始 条 件 导 出 的 向 题 
可 解 的 必要 条 件 是 vy(x)=0, Mi v(x) = 常数 =& 时 
Cauchy 特征 问题 的 解 可 以 存在 ， 在 此 情形 ,如 果 rtx) 
EC’, 20, 解 事实 上 存在 ,并 由 下 列 公 式 给 出 : 


u(x, t} = xta tet), 


#rh'p (t) ËR CRHERR N. >0, WEAH p0p 0) 
=0, 

为 使 线性 双 曲 型 方程 组 的 Cauchy 特征 问题 的 解 存 
在 ,要 求 方程 组 的 增 广 答 阵 的 阶 等 于 沿 特 征 曲面 8 的 退 
化 和 矩阵 的 阶 . 

存在 广泛 的 一 类 双 曲 型 方 积 和 方程 组 , f br h a 
以 作为 它们 的 给 值 面 . 例如 , 对 于 方程 


Suss SU = 0, (1) 
它 的 特征 曲面 $ E E Ei 
Six -P-o = 0. D 
=L 


Cauchy 特征 问题 为 : 求 方程 (1) 在 锥 面 (2) 欠 正则 的 
解 , 它 在 锥 面 (2)} 上 取 预 先 给 定 的 值 . 
在 一 个 空间 变量 (n=1, x,=x) 的 情形 , 锥 面 介 ) 成 
为 一 对 通过 点 (xo, 加 的 直线 (x 一 x0) SURF. A 
条 直线 将 变量 x ,1 的 平面 EE 划分 为 四 个 角 . Q R Q 
这 些 角 中 的 一 个 .在 此 情形 特征 河 题 被 称 为 Goursat 
问题 :确定 方程 
iiy Hy = 0 

E QERDA uix EREE 

u =P Ex x =t—to 

u = p A x —xo = to — t, 

p(xo, 10) = Axo, to). 

如 果 特 征 曲 面 5 同 时 是 退化 型 或 退化 阶 的 幅面 ,那么 


Cauchy 特征 问题 可 以 是 适 定 的 ， 
方程 


phy u, Tau, tbu, teu = f (3) 


当 y>0 时 是 双 曲 型 的 ,退化 线 y=0 是 特征 钱 .， 35 
0 <m <1 时 方程 (3) 的 Cauchy AA 


uix, 0) = (x). wtx, 0) = n(x) (4) 


是 适 定 的 ， 南 当 各 光 1 时 它 就 成 为 不 适 定 的 . 在 此 情形 
研究 这 一 问题 自然 的 是 提 变 态 的 楚 始 数据 


lima(x, y)u(x, y) = nX), 
lim B(x, ys (x, y) = o (x). 
limax, y) = 0, lim Blx, y) = 0, 


sk 5034 th 3. BIS (4) 中 条 件 去 掉 一 个 . 
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I R A Emes E 
(FJ 对 这 问题 更 通用 的 英文 用 语 是 “characteristic 
Cauchy problem” (特征 Cauchy H 38). [A1] 中 12.8 
节 给 出 一 般 讨论 . 
参考 文献 
[A1] Hömander, L. The analys of linear partial 
differential operator, 2, Springer, 1983. 
[A2] Bitsadze, A. V. Equations of mixed type, Pergamon, 
1964( W 3 R). 
[A3] Courant, R. and Hilbet, D., Methods of mathematical 
physics, Partial differential equations, 2, Interscience, 
1965 HAWX) (中 译本 : 民 . AND. ARAR K 
学 物理 方法 ,了 ,科学 出 版 社 ,1977 ). 
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Cauchy 准则 [Cauchy criteria; Komm wpurepsë j 


的 ) 数 列 {x,} n=l, 2，…) 收 敏 于 一 个 极限 ,其 充分 
必要 条 件 是 ; 当 给 定 任何 se> 必 时 ,存在 序数 六, 使 得 对 
F—tWj n 2 N #l m 2 N , HA 

[x — x, | <ë . 
关于 数列 收敛 性 的 判别 准则 可 以 推广 为 关于 完全 度量 
空间 中 的 点 列 收 敏 性 的 判别 准则 , 

完全 度量 空间 中 的 点 列 {x,} 是 收 雍 的 ,其 充分 必要 
条 件 是 : 当 给 定 任 何 z>0 时 , 存在 N, 使 得 对 于 一 切 
n2N# m 之 入 ,不 等 式 p(x ,x cE 上 成立. 

2) 半 于 ntn 实 1) 个 变量 的 欧 数 存在 极限 的 Cauchy 
EM REXEN ESER PRBS XEM 
实 值 或 复 慎 的 孙 数 ,a REAY -AR & (或 者 
符号 oo， 在 这 种 情况 下 , 集合 无 是 无 界 的 ). 有 限 的 极限 
lim; -a ;ex O 存在 的 充分 必要 条 件 是 : 当 给 定性 何 
ESOR), # fE a Bi $E UEU, EBATEN a E 
UNAX A x”euU(Y HA 

Zw Ee. 


这 个 判别 准则 可 以 推广 到 更 一 般 的 肪 射 : xE 
个 拓扑 空间 ,a 是 节 的 使 得 第 一 可 数 公理 成 立 的 极限 点 ， 
了 是 一 个 完全 上 度量 空间 ， EXSY KRH. a 
限 lim :fl 邓 存 在 的 充分 必要 条 件 是 : 当 给 定性 何 5>0 
时 ， 存 在 4 的 邻 域 品 =U(a), 使 得 对 于 一 切 x'e U 和 
xe U, A 

PEE) Aee. 

3) X T ARR B REIN Cauchy 准则 . 

是 一 个 集 全 ,了 是 一 个 拓扑 空间 ,为 E 了 是 ARARO 
可 数 公 理 成 立 的 极限 点 ,只 是 一 个 完全 度量 空间 , fy) 
RRE Xx Y P| RERE (xe X, y eY). 这 时 ,对 于 
MER yEy, ERG XRS R ÉS Bñ SK fix. y) 33 y 
— ya h£ X F — Sk k 9k. 如 果 当 给 定 e>0 时 ,存在 办 
的 邻 域 U= TO 使 得 对 于 一 切 yeU,y"EU 和 一 切 
x € X, KA 
Per， y))y< z. 


特别 是 ,如 果 了 是 自然 数 集合 ,而 f.(xy= f(x, n), RI 
当 — 00 BF. FPL (f. (x) E X F — S S. RE SE 2 D 
TRE: HAE >o 时 , 存在 序数 N. 使 得 对 于 一 切 
x€ X Bl n2N, m Z N, 38 


A AA 
4) 关于 级 数 收敛 性 的 Cauchy 准则 ， 实 数 项 级 数 


Ds EKAI REISER E: 当 给 定 任何 


5>0 时 ,存在 序数 六 使 得 对 于 一 切 nz>N 和 一 切 整 数 ， 


p20, 均 有 
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关于 多 重组 数 的 类 似 判别 准 删 称 为 Cauchy - Stolz W 


则 (Cauchy -Stolz criteria}， 例 如 ,二 重 级 数 
> un 
n m= 
在 短 形 部 分 和 
Sam = D Diu 
k= 


BAEREN TERA, HEADE A EE 
HEM s>0, 都 存在 序数 六 ,使 得 对 于 一 切 n 2N,m2>N 
和 一 切 整数 p 宇 0, 9 之 0， 均 有 


| Sarp tu T Fam | <$. 


这 些 判 别 准则 可 以 推广 到 Banach 空间 中 的 级 数 的 情 
襄 ( 用 适当 的 范 数 来 代替 绝对 值 ) ， 

w(x) (n=, 2, ` BAS 16 A AG 5 X CDR 
数 . 级 数 


S u(x) 
m=i 


ERS XE-A kk. 其 充分 必要 条 件 是 : Ei 
5E>0 寻 ,存在 序数 六 ,使 得 对 于 一 切 nn 之 NN, 一切 整 数 
p20 和 和 一切 x £ Y, SAE 


£ FA) 


k- 1 
这 些 判 别 准则 可 以 推广 到 多 重 级 数 的 情况 ,而 年, 不仅 
通用 于 数 项 级 数 ,还 适用 于 其 各 项 属于 Banach 空间 的 
级 数 , 即 其 项 ú. (G) 为 X #| Banach 空间 的 映射 的 绷 
s. 


<. 


. ` w v + a č è a F y 


数值 函数 . 假设 对 于 任何 ce E (a b), RRS tlac] 上 
Æ (Riemann 或 Lebesque]) 可 积 的 ， 这 时 , 广 文 积分 


b 

[fx)ax 
是 收 敏 的 , 其 充分 必要 条 件 是 : 3 35 E E Bj >0 时 ,看 
在 He(a, 呈 ， 使 得 对 于 一 切 满足 条 件 可 < <b, n< 
<b Iy Ag, A 


ZE, 


对 于 其 他 类 型 的 广义 积分 ,这 个 判别 准则 可 以 用 类 司 的 
方式 来 表述 , 它 还 可 以 推广 到 函数 了 人情 塌 于 多 个 变量 且 
在 Banach 空间 中 到 值 的 情况 . 

力 关 于 反常 积分 一 致 收 襄 性 的 Caauchy 准则 . 设 了 


* š w m w sn F # FF 54 K à 
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BETAS, HHRH: 对 于 每 个 固定 的 yeY, f(x. y) 
是 定义 在 半 闭 区间 [a, b) (— So < a <b=< + So) 上 的 数值 
HS. 还 假设 对 于 任何 cela , b, M, yla, c] 
上 美 于 x 是 可 积 的 . 这 时 ,积分 


b 
Jf, yyax, yeY 


在 了 上 一 致 收 敏 ,其 充分 必要 条 忻 是 : S 50 EEA a>0 
时 ， 存在 ne 人 如 ,如 ,使 得 对 于 一 切 满 足 条 件 n< n< b. 
nen cb fj win E 1 yeY ， 均 有 


< ë. 


ki 

[f yyax 
LI 

对 于 其 他 类 型 的 广义 积分 ， 也 存在 类 似 的 判别 准则 ; 
这 个 判别 准则 也 可 推广 到 依 束 于 多 个 变量 且 在 Banach 
空间 中 取 值 的 函数 的 情况 . 
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Jl. 1. Kynpxames $ 
[ 补 注 】 1) 中 前 判别 准则 可 以 用 另 一 种 方式 表述 如 
下 ;一 个 数列 是 收 做 的 , 当 且 私 当 它 是 Cauchy 序列 (Cau- 
chy sequence) { 亦 见 [A1])， 度量 空间 元 察 序列 的 这 
个 性 质 , 通常 取 必 上 度量 空间 的 完全 性 的 定义 ;一 个 度量 
空间 称 为 完全 的 , 如 果 其 中 每 个 Cauchy AARAA. 
参考 文献 

[A1] Rudin, W., Principes of mathematical analyss, Mc- 

Graw - Hill, 1953 ( 中 译本 : W. ATJ, 数学 分 析 原 理 ， 
高 等 教育 出 版 社 ，1979 ). Irk 详 


Cauchy 判别 法 [Cauchy criterion; Koum npirsaak ] 

1) A 3k SktE BJ Cauchy 判别 法 : 给 定 非 负 实数 项 
EEKE n, BEAU 所 q 成 立 , 这 个 不 等 式 等 和 价 于 
条 忻 lim, o supu)” <1, 则 给 定 的 级 数 收 笋 . 反 


之 , 如果 对 于 一 切 是 够 大 的 n. PERUS” 21 成 立 , 甚 
或 较 昱 的 条 件 “存在 子 序 列 (k=1, 2, 3，…] ， 其 各 
项 满足 不 等 式 G.J" 21” 成 立 , 则 给 定 的 级 数 发 散 ， 

特别 是 ， 如 果 lim (ur 存在 且 <1, WA% 
> u, k a; tma 8 K R >1， 则 级 数 Y 2 u, 
发 散 . 这 是 由 A L. Cauchy 证 明 的 ([1]) 当 级 数 
Ws 的 各 项 4 具有 任意 符号 时 ,如果 条 件 
lim,- vinfjun |” > 1 成立, 则 这 个 级 数 发 艇 ; 如果 
lim, -aupa |!" <1, MA 38 38 8 S. 


* ¿£ w 4 =“ 


w #* a "w < 


如 果 存 在 关于 x2>1 有 定义 的 非 增 ,. 非 负 函 数 f(x), 5 18 
f@)=u,@ =1, 2, 3, 0), 则 当 且 仅 当 积分 人 f(x) dx 
收 策 册 ,给 定 的 级 数 收 和 化. 这 个 判别 法 首先 是 C. Mac- 
lurin 以 几何 形式 给 出 的 ([2]), 后 来 A. L. Cauchy X 
重新 发 现 ([3]). 

#A x 

[1] Cauchy, A. L., Analyse algëbrique, Gauthier - Villars, 
1821, 132—135, 德 译本 :Springer,1885. 

[2] Madaurin, C., Treatise of fuxions, 1, Edinburgh, 
1742, 289—290. 

[3] Cauchy, A. L., Sut la converpence des séries, in Oeu- 
vres complètes Sér. 2, Vol. 7, Gauthier - Villars, 1889, 
267-279. 

[dI Buzomzeguñ, C. M., Kype MaTeMATHICCEOrO anammaa, 2 
ay, T. 1, M., 1975( 黄 译 本 :Nikolskil S. M., A oow 
re of mathematical analysis, 1, Mir, 1977). 

CHEJ I Cauchy 准则 (Cauchy criteria). TF ë 
命题 也 称 为 Cauchy 并 项 检验 法 (Cauchy condensa- 
tion test) 或 Cauchy ük iK JE E (准则 ) (Cauwhy con- 
vergence theorem (criterion )): 如 果 级 数 Y” a, 的 
各 项 a, 构成 单调 通 碱 序列 , 则 级 数 a, 和 


È tax (= a t2a, t4a t) 
上 = : 


是 同 得 收 将 级 数 (equiconvergent series), 即 都 收敛 ， 
或 都 发 散 ( 见 [AI1], [A2]) . 
参考 文献 
[A1] Knopp, K. , Theorie und Anwendung der unendlichen 
Reihen, Springer, 1964. 英 译 本 : Blackie, 1951. 
[A2] Hardy, G. H.. A coume of pure mathematks, 
Cambridge Univ. Press, 1975. 
张 鸿 林 译 ” 葛 正 新 F 


Cauchy 分 布 [Cauchy distribution ; Koum pacnmpenemete | 
具有 密度 
À 


J “+ — — s = x < 90 
T httx—py 


PIX A = 


AAA PA E 


Fixi. B) 1 2 


= 二 二 一 arctan 
2 m 


的 连续 概率 分 布 ,其 中 - O< u <o 和 24>0 是 参数 . 
Cauchy 分 布 是 单 峰 的 , 且 美 于 点 x= 上 对 称 ,该 点 既是 
它 的 峰值 ,也 是 它 的 中 位 数 ， 正 整 数 阶 的 矩 (包括 数学 
期 望 ) 都 不 存在 , 特征 师 数 形 如 cxp(igt 一 A217). Cauchy 
分 布 的 光 在 线性 变换 干 是 封 卫 的 : 如 此 一 个 随机 变量 X 
RAS% ) # u B) Cauchy 4 ai. BE 2 88 WL W E 
Y=aX+b 也 其 有 Cauchy 分 布 , EES 1'5 all #l 
p'=anu+b. Cauchy $r fs WA 38 11is W. F PH: 


pla An hn) — 
AAB O t k). 


phiil)» (x) 


= PT 十 
换 介 话说 ,上 共有 Cauchy 分 布 的 独立 随机 变量 之 和 还 是 
-个 其 有 Cauchy 分 布 的 随机 变量 , 这 样 , AR E 
- 样 , Cauchy 分 布 属于 稳定 分 布 的 类 , 淮 确 地 说 , 它 是 
具有 指标 1 的 对 称 稳 定 分 布 (stable drution) 
Cauchy 分 布 的 下 述 性 质 是 (的 一 个 推论 ;如 此 X. - 
是 上 共有 相间 Cauchy 分 布 的 独 六 随机 变 基 ,那么 ne 
FRETKA etA n RAH 4 X, 相同 的 分 
布 , Cauchy 分 布 还 有 :个 性 质 : 在 Cauchy 分 布 族 里 ， 
即使 是 相关 的 随机 变 景 , 其 和 的 分 布 也 可 能 由 (th. 
例如 ,着 羡 和 了 独立 且 其 有 相间 的 Cauchy 分 布 ,那么 
随机 变量 X+ X fü X+ V HARER Cauchy 分 布 , 具有 
参数 4=1 和 p=0 的 Cauchy 分布 是 具有 一 个 自由 度 的 
Student r 分布， 具有 每 数 (, 由 的 Cauchy 分 布 同 随 
机 变量 十 (XIY) 的 分 布 相同 ,其 中 症 和 了 尾 独 立 的 , 且 
具有 参数 分 别 为 (0, 上) 和 (0,1) 的 正 态 分 布 . 一 
有 具有 这 一 分 布 的 随机 人 变 基 是 取 数 +itan:, 其 中 z 是 
K [—=/2, z/2] 上 均 久 分 布 的 随机 变量 . 对 维 数 大 于 
1 的 空间 ,也 可 以 定义 Cauchy 分 布 、 这 概念 首 先 由 
A. L. Cauchy 研究 . 
参考 立 献 ' 
H] Feller, W. On introduction to probability theory and 
its applications. 2. Wiley, 1966. 
A. B. TTpoxopos £ [35 38 WÉ 


Cauchy 32 F [Cauchy filter; Kou dDndzsrp | 
致 室 间 XERRT F, AX aE 8 ir 

域 V. FEAF F J VE. 换言之 ,Cauchy IË T Ë —- 
至 空 间 基 中 含有 性 意 小 集 的 滤 子 . PZ E EE HE S [B] 
P Cauchy 序列 概念 的 推广 . 

任何 收 敏 滤 子 都 是 Cauchy 让 F. 细 p Cauchy 滤 
子 的 任何 滤 子 也 是 Cauchy 滤 子 .在 一 致 连续 映射 下 
Cauchy 滤 子 基 的 象 也 是 Cauchy E rÆ. 任意 Cauchy 
湛 子 都 收 襄 的 一 攻 空 间 是 完全 空间 . 


CAUCHY - HADAMARD THEOREM #511 


参考 文献 
LI] Bourbaki. N. , Elements of mathematics, General topo- 
logy. Addison - Wesley, 1966, Chat, N : Uniform 
structures (PF GEX ). 5. A. Epumos 所 
【 补 注 了】 了 人 在 度量 空间 (metric space) (X, d) mh, 
Cauchy FÆ (Cauchy filterbase) (或 Cauchy d Ë 
子 基 (Cauchy d - ilterbase A ={A 2E wx } 是 对 任 - 
g>0, 存在 某 aew ,使 diam 4. < B) T 3k (hL |A1]). 
= |] X fy ba T 3 (filterbase) É X ñj FERIA: 
w€), AAI FER: 1) 对 所 有 a, A, # Ó; 2) 对 任意 
&, 存在 YE v, WACA YA (RIEF (ñlter)). 
#- X RK 
[A1] Dugundp, J . Topology, Alyn & Bacon, 1978. 
Ab k 译 


Cauchy - Hadamard 定理 [Canuchy - Hadamard theorem ; 
Koum- Atawapa reopexal 


ENTAR 
LD alza” (D 


# Hi 
A=lim sup|e, |“. 2) 


如 果 A=, 则 级 数 (1) 仅 在 点 z=a Ea aR 
D0<A<m, 则 级 数 (1) 在 圆 盘 |z 一 a| <R ARa, 


里 1 


R= ° 


MER AAR -al> RE RRI UR A=0. 
WÜ k (L) xr -eze CHet. 因此，Cauchy- Ha- 
damard 定理 的 内 容 可 以 用 Cauchy - Hadamard 公 > Ñ 
(Cauchy - Hadamard formubla) 来 表达 , 这 里 应 当 从 广 
义 的 角度 来 理解 这 个 公式 , 即 包 括 1/=0 和 
1/0=%0. $ Aii, Cauchy- Hadamard 定理 如 下 所 
述 : 使 得 级 数 (1) (B zH) A 5 0) E A J pq BE E: E 
302) |z-a|< R. 在 实 攻 级 数 {1) 的 情况 下 , 2: 
m (2) E 3 T HAKEE a- R<x<a+R. X 
Bh Cauchy - Hadamard 定理 是 A. L. Cauchy T 1821 
年 在 他 的 讲义 [!] 中 提出 的 ;而 给 予 完全 清晰 的 表述 和 
证 明 的 则 是 J. Hadamard ([2]). 


对 于 nn 个 复 变量 z=(z1,… ,2z) (21) 33 


JG) = > Ck, alia) aa (z —a 
kian k. 二 日 (3) 
存在 Cauchy - Hadamard 公式 的 下 述 推 广 ， 
lim | a PER 1, (4) 


Ik |— 
|#| = kitr +k. 
FTR KAIME r. …，m， 这 个 公式 成 
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立 { 见 收 伍 圆 胡 (disc of converpence). # (4) 写成 
Pire t’ m = 人 的 形式 . 便 得 到 确定 某 个 以 a 为 中 心 
的 对 数 性 同 Reinhardt 域 ( 有 Reinhardt domain}) 的 边界 
的 方程 , 这 个 区 域 是 使 得 级 数 (3) (n >1) 绝对 收敛 的 那 
些 点 的 集合 的 内 部 ， 


参考 文献 
[1] Cauchy, A. L., Analyse algpéhrique, Leipzig, 1894. 
[2] Hadamard, J., Essai sur letude des functions données 


par bw développement de Taylor, J Math. Pures 
Apr.. 8 (1892), 4. 101—186. 

[3] Mapxymeusu, À. H. , Teopua aamTHoRCKHX yam , 
2 man. ,T. 1, M. ,1967《 英 译本 : Markwshevich, A. L, 
Theory of functions of a complex variable, 1, Chelsea, 
1977). 

[4 Mar, E. B., 
na., M., 1976. 
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E. JI. Conomesres #E 
ił] Cauchy -Hadamard 定理 [A] Abel 引 理 (Abel 
ljemma) 是 有 联系 的 :在 (3) 中 , 设 4 二 … =a, =0,3: HB 
假设 村 于 某 个 常数 4， 某 个 wsC", 以 及 对 本 一 要 上， 

, k.20, # 


k L, 
lx. Q W UW. |< A. 


Reh (3) 00 3E3KAES LR polydic) {z e C": |2|< 
lw, j= 1, nirpis ea OLA], 24). 这 一 事实 
TE E Sk rR, 3 W 32 3 E 8 8 tr pa Sk BJ W b SE Ja 
analytic continuation) AA $£ T R. (JF L Hartogs 定理 
(Hartogs theorem)). 
参考 文献 
[AI] Hörmander, L., An inhtrodusxion to complex analy- 
sis in several variables, North - Holand, 1973. 
KPH W 


Cauchy 不 等 式 [Cauchy inequality ; Komm neparenctEo ] 
1) 关于 实数 的 有 限 和 的 Cauchy 不 等 式 是 指 不 等 
式 


m 2 H" 
[$an < > a $ b. 


EEH A. L. Cauchy 证 明 的 (1821); 关于 积分 的 类 
BERRE Buma 不 等 式 ( Bunykovski ine- 
quality}. 

2) Cauchy 不 等 式 这 个 名 称 也 用 来 称呼 关于 正则 解 
桥 函数 fz) 在 复 平面 己 的 固定 点 a 上 的 导数 的 模 | 广 (g]| 
的 一 个 不 等 式 ,或 者 关于 .1z) 的 竹 级 数 展 开 式 


je) = Sa -oy 
的 系数 的 模 | c, | 的 不 等 式 ， 这 两 个 不 等 式 是 


oO < MD. al < D O 
其 中 rr 是 使 得 a 23 E ID BS (£ j B 8 U= í: e C: 
1z 一 al< 中 的 半径 , MD 是 Ta)1 在 图 周 jz 一 al=r 上 
HRK. 不 等 式 (w bi T A.L. Cauchy 的 著作 
中 (例如 错 [1])， 由 这 两 个 不 等 式 可 以 直接 推出 Cauchy- ` 
Hardamard 不 等 式 {Cauchy- Hadamard inequality) 
wR 


Lk 
| Fifa] l 1 
¿m sup | | < Na, 9D)' 


Et dia, ÒD) Ë J, a E/G) R E (domain of holo- 
morphy WJ J D 的 距离 . 特别 是 ， 如 果 f(z) 是 整 
函数 , 则 在 任何 点 aeC 上 ,有 
iky Ik 
üm sup = -0 


k! 


对 于 多 复 变 鲁 z={zj，…，z] (n>1) 的 全 纯 函 数 
JE), Cauchy 不 等 式 是 . 
ət t `T Ra) =< k 1 K Moe) 
3z o azk H 人 
或 
M + >H 
Ek, aana ka == a - na 
Ge ,RD 
其 中 n,o ,是 ft2) 的 下 列 短 角 数 展开 式 的 系数 : 


Jü) = 六 Ca. a (z, =a)", 


ka k. =O 

其 中 roon BERSOA EAEE UEC": 
laal En j5 e mn} BETER Mire oor) 
是 | 了 lz)| 在 U* 的 特异 边界 上 的 最 大 值 . 

ATELA. 见 Cauchy- Hardamard 定理 (Cau- 
chy- Hadamard theorem). 

E. JL. Coronea 1 

[ 补 注 】 在 西方 的 文献 中 很 上 上 使 用 ByHgopcmaui 不 等 
式 这 个 名 称 ,不 论 是 关于 实数 的 有 限 和 的 不 等 式 ,还 是 
它 在 复数 情况 的 推广 (多 Byaakomcrnmi 不 算式 (Bunyako- 
vskií inequality)) ,以 及 关于 积分 的 类 榴 不 等 式 ,通常 
都 称 为 Schwarz 不 等 式 (Schwarz inequality} 或 Cau- 
chy- Schwarz 不 等 式 (Cauchy- Schwarz inequality) . 

上 述 多 圆柱 UU" 的 特异 边界 是 集合 T"={zEC" 
|, [Er v=1, ea n} 张 鸿 林 译 


Cauchy 积分 [ Cauchy integral ; Koum MEmerpau] 
1) Cauchy 积分 是 一 元 实 连 续 函 数 的 定 积分 、 设 


¿lI 


iei t-t. TFE Se 


r SSE. LN —+E 


Gt - 


Fo 是 区 间 |a b] 上 的 连续 图 数 ,又 设 a=vn < < x, 
-~ n. 极限 


Ah, AX=x,—X., dEl, 


lm SA an 


ma 
称 为 了 (x) 在 [a,bl L Cauchy 意义 下 的 定 积 分 ， 记 为 
ffix)dx 


Cauchy #1 2 E: Riemann 积分 ( Riemann integral) 的 
FREE. EET A. L. Cauchy([1]). 


pLi 
[1] Cauchy, A. L., Résumé des leçons données à 1'Ecole 
Royale Polytechnique sur le calcul mfiniésimal. 1, Pars, 
1823. 


2) Cauchy 积分 是 带 有 Cauchy 核 (Cauchy kernel) 


|| 
27T( 人 一 2} 


的 积分 , 它 用 在 岗 曲 线 世 内 止 则 解析 的 函数 f (z) k L. 
上 的 值 来 表达 了 在 工 内 的 值 . ERAS. Re 在 区 
域 D 内 为 复 变 量 z 的 正则 解析 函数 ,又 设 工 为 位 于 DD 
内 的 逐 慎 光滑 的 闭 Jordan 曲线 , 它 的 内 部 也 含 于 D 
内 ;此 外 还 仍 疝 工 上 的 方向 是 道 时 针 方向 . 于 是 ,在 单 
复 变 解析 函数 理论 中 起 着 最 基本 作用 的 公式 ,也 就 是 所 
iH Cauchy 积分 公式 (Cauchy integral formula}) 成 立 ; 
m= 二 [至 全 a) 

(1) 式 右上 方 的 积分 称 为 Cauchy 积分 (Cauchy inte- 
gral). 

Cauchy 积分 以 某 些 特殊 的 拱 式 首先 出 现在 A. 
L. Cauchy A LEDE. 

于 是 Cauchy Hát Fip Eh s£ PF Br l: 1) E 
TERE 3 BIB) 36 R E 3 E E Er yG F Bi 2⁄ LOE 
计算 的 ; 2) 它 信 的 被 积 旺 数 具有 形式 


A 

Imit- z) ` 
JErhieL, m fi yB # LEEA E R W H 9 ə8 
数 . eC GHAR) Bl. y F L Z 3.2 H 
HAt 1) 与 2) 成 立 , 就 有 


AdE -0 ,ect 02) 


¢—z 

特别 业 , 当 也是 以 z 为 中 心 p 为 半 征 的 圆周 ,上 妥 
L = (t=:+pe'?: 0=8<2r), 

则 (1) 意 味 着 


ee tt rm 
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ir 
1 ; 
flz) = x [e 十 pe 中 jd 


这 就 是 说 , f(z) 和 在 任意 点 z € D 的 值 等 于 它 在 以 z 为 中 心 
的 充分 小 的 加 周 Lc D 上 的 算术 平均 值 .公式 (1}) 可 以 
用 来 证 明 解 析 卫 数 的 许 包 基本 性 质 . 

另 一 方面 ,车 f(z) 是 无 限 区 域 CG ( 闭 曲线 工 的 外 
WLR LEWER WEEER 


fæ) = lim ftz), 


8 F t t #k 35 X B É 8 1 0) Cauchy 积分 公式 成 
af- 


ad， 一 2 Alw), z £ G. 


rAd _ fia zeCE 


MERT AAR FKE EEH) A E E R 
线 ，z 关 o， 而 4 人 为 下 上 的 连续 复 函 数 ,z 是 不 在 
上 的 一 点 、Cauchy 积分 的 如 下 一 种 推广 称 为 Cauchy 
型 积分 (integral of Cauehy type): 
_ p de pldt 


2mi > w 


mq $k p(t) 称 为 Cauchy 型 积分 的 密度 (density of the 
integral of Cauchy type). Cauchy 型 积分 的 基本 性 质 
有 : 


l) 在 任意 不 含 工 的 点 的 区 域 上 ，F{z) 为 正则 解析 


F(z)= ,= #T. G) 


函数 ， 
2) 导数 FU (z) 由 公式 
Fa j FLE, 了 村: n=0, 1, -- 
给 出 ， 


3) F(z) 在 无 窃 远 处 正则 , H F(oo)=0, F(z)= 
O(l/z), z — e. 

从 解析 函数 一 般 理 论 以 及 它 对 力学 物理 学 的 应 用 
这 一 观点 出 发 ,研究 Cauchy 型 积分 当 自 变量 趋 于 于 时 
的 边 伪 存 在 性 及 其 解析 表达 式 有 着 十 分 重要 的 意义 . 
Cauchy 积分 (1) 在 LAEST), 而 在 外 部 人 恒 为 
0， 因 此 ,车 Cauchy HRA GRA Cauchy 积分 , 即 条 
件 1) 与 2) 均 满足 时 , 则 从 左边 ( 即 从 内 部 ) 赵 于 工 时 ， 
A Fi) RAE FES C) 从 而 它 在 每 点 u e L 
是 左 连 纺 的 ,如 果 它 在 工 上 赋予 这 些 值 和 的 话 ; 当 从 右边 
超 于 工 ( 即 愉 外 部 ) 时 , AA F(z) 53348 0,BD F (5) 
=0, 因此 它 在 世上 是 右 连 续 的 ,假如 它 奉节 上 赋予 0 
值 ， 这样 ,对 于 Cauchy 积分 ， 

F't(0)- F (= (o). 

对 于 一 般 形 式 的 Cauchy 型 积分 , 情况 将 复杂 得 

多 .很 设 曲 线 下 的 方程 是 =ets)， 其 中 s 表示 从 某 点 
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Reka. K ESO Kun T FE :固定 点 ， 
而 工 ARAA r ERER e o 55 (s rE) 为 端点 
hy Er MLI RA RI. 假如 极限 


1$ pdt _ qe Ooz 


,ET (á 
s O 7 r è >e au 


o 3 


存在 且 有 限 , 则 称 为 奇异 积分 (singular integral). 可 
”及 证明, 例如 当 曲 线 了 在 点 名 的 一 个 六 域内 光滑 ， 
T ¿, 不 是 工 的 端点 ， 此 外 密度 pt) 满足 Hider 条 件 


LRR < C IV | nz>0, 
WAEREA) 存在 ， 

在 上 述 共 件 下 ,还 存在 着 过 和 俏 ,它们 可 以 用 Coxo- 
gif 公式 (Sokhotskii formulas ) 来 表达 : 


k. — š 


F*(¿ = +— LO ¿ S Fr, (S) 


HEAR F '(z) 55 F (z) 在 5e 工 的 一 个 邻 域内 分 
草 在 了 上 为 去 连 续 与 右 连续 .在 Cauchy 积分 的 情形 , 奇 


笃 积 分 等 于 


/lo) 
9 
F'Q0)— F (8) = Aoh. EHEHE (h) = fo) 
与 (人 ) 等 价 的 公式 是 
FHEJ-F C), © 
EE i EOE sr， 0) 


COxormai 公式 (5) — (7) E WP 85 ie BJ ih ti Ia) 88 
(boundary value problems of analytic Function the- 
ory) 求解 ,与 Cauchy 型 积分 相 联系 的 奇异 积分 方程 
(singalar integral equation RA, 以 及 在 流体 力学 , 弹 
性 力学 的 各 种 问题 的 求解 中 都 是 十 分 重要 的 . 


今 设 工 为 任意 的 长 为 ! 的 可 求 长 曲线 ,为 简单 计 , 假 


设 工 是 闭 的 .又 设 炎 =Wls) ARTER UET 
RA x MENA AKKA, ETERRAK s 的 
函数 , 此 外 青 设 中 (9 是 定义 在 [0,1] E 604 3 8 
数 . 表达 式 . 


_ _l rem db) ,_ ` 
F(z) = > Í Ep tis), er (8 


称 为 Cauchy - Stieltjes 型 积分 (integra] of Cauchy - 
Stieltjes type), {8 A 2, 一 个 Cauchy - Stieltjes 型 积 
分 是 关于 支 入 在 工 上 的 复 值 Borel 测度 的 Cauchy 型 积 
s. 假如 中 (3) 绝对 连续 ,那么 Cauchy - Stieltjes WFS 
就 成 为 Cauchy -Lebesgue 型 积分 (integral of Cau- 


chy ~ Lebesgue type), 通 常 简称 为 Cauchy 型 积分 lin- 
tegral of Cauchy type): 


-> (9) 


其 中 ei Spt ois). 

设 癌 汶 开 上 的 点 ,并 且 在 这 点 存在 切线 ,后 背 与 
AN 32 8 3 山 ; 在 可 类 长 曲线 上 ,这样 的 点 儿 乎 处 处 存 
在 . X DE z ke bh H 5545889 36 A w, 的 直线 上 的 — 
点 , 它 与 与 的 距离 为 | z 一 |=8, 即 z= Eee et, 
Cauchy - Stieltjes 型 积分 (8) ST, 上 的 积分 之 差 


x aeo. /5 | 


对 于 具有 切线 的 一 切 点 如 E 工 都 是 有 定义 的 ,从 而 在 
I ENFAN. Cauchy -Stieltjes 型 积分 理论 中 


的 一 个 重要 命题 TIpwaarroB 基本 引 B (Privalov fun- 
damenta! lemma): 极限 


到 (ii a) = 


dm Ws; E, w)=+ + @'(¿) 


可 能 除了 工 上 的 一 个 零 重度 集 以 外 , 对 所 有 点 t 8 U #U 
存在 且 椒 依赖 于 % ;并 且 对 于 |m| <zn/2—a, á >0, W 48 
关于 m 是 均匀 的 . 假如 奇异 积分 在 上 几乎 处 处 存 
在 ,那么 Cauchy -Stieltjes 型 积分 在 工 上 几乎 处 处 具 有 
角形 边 值 F*(&), 并 且 它 们 满足 Comt 公式 (So + 
khotskii formulas }; 


BORES E E tuer. (0) 


E AER: 假如 一 个 Cauchy -Stieltjes 型 积分 在 
上 于 乎 处 处 具有 从 工 肉 部 和 外 部 赵 于 边界 的 角形 边 
值 , 那 委 奇异 积分 存在 , MAAE (10)? 在 上 几乎 处 处 
成 立 . ETERA AE HAEHAE Ait Cau- 
chy -Stieltjes 型 积分 或 即使 Cauchy - Lebesgue 型 积分 
具有 这 值 的 门 题 , 直 到 1987 年 还 没有 完全 解决 . 

和 上 面 所 讨论 的 在 光滑 基线 D 上 Cauchy 型 积分 
相反 , -- 个 Cauchy - Stieltjes 型 积分 , 即使 有 角形 边 
值 , 也 未 必 在 名 E 工 的 一 个 部 域内 有 是 工 上 的 去 连续 或 右 
EKK. 例如 ,已 经 知道 ,一 个 Cauchy - Lebesgue 型 
积分 (9}， 在 边界 为 可 求 长 的 闭 区 域 万 上 是 连续 的 ,只 
要 再 假定 它 的 密度 o (Z) 在 曲线 二 上 满足 Lipchitz 条 
件 : 


lE EHEC E C, 


称 一 个 Cauchy - Lebesgue 型 积分 19) 成 为 Lebesgue 
E x FÉ Cauchy 积分 


cC er. 


1 “yd £ 
2mi + ees i (11) 
BEWE r 内 部 趋 于 本 时 的 角形 边 值 ,在 T 上 几 
乎 处 处 等 于 piko) BE FEILE AeA F (Š, )= 0 
与 此 相关 , T'omy6en-TIpusaros 定理 (Golubey - Privalov 
thcorem) 成 立 : T 上 的 可 积 函数 POER T Cauchy 积 
DAT 内 部 趋向 边界 的 角形 边 值 的 充 要 条 件 是 , 它 的 一 
ik: p Osin 


F(z)= 


[rrpeyat=0, n=0, 1, 2, 1. (12) 
假如 类 似 的 条 忻 
{fe deto = 0 a50... (13) 


成立 ,那么 Cauchy - Stieltjes 型 积分 (8} 成 为 Cauchy - 
Stieltjes 积分 (Cauchy - Stieltjes integral ) : 

ey = ) 
a a4) 


(z) = 


dai 


ELA T 848385 AEE F) 在 下 上 儿 平 处 处 等 于 
DERRER Z. MA FIRRA AEA FET 
ELERT O. 条 件 (134) 立 刻 导致 函数 全 (3} 在 0， 
1] 上 的 绝对 连续 性 ,从 而 在 此 情形 下 , Cauchy - Stieltjes 
积分 (14) 3288 F EP p (G= p= s) B) Cau- 
chy - Lebesgue 积分 (Cauchy - Lebesgue integral). 所 
以 用 Cauchy -Stieltjes Ri 8 S W pR 9k 3 R A F Cau- 

- Lebesgue Ho RENKA. 

一 个 重要 的 问题 是 ,如 何 对 下 列 函 数 类 进行 内 在 的 
刻画 : 由 闭 的 可 求 长 曲线 本 Pr C PER D 上 正则 且 通 过 
Cauchy 积分 {11) 表 示 , 通 过 Cauchy -Lebesgue 型 积分 
(9) 表示 或 通过 Cauchy - Stieltjes 型 积分 (8) 表示 的 函 
数 类 ; 函数 类 AD), B(D)= H, (D), H,(D) L & N (D). 
参见 解析 函数 的 边界 性 质 (boundary properties of 
analytic functions). 

在 最 简单 的 情形 , 当 恕 ={1z:|zj <1) 为 单位 男 盘 呵 
[={z:|1zj=1) 为 单位 圆周 时 ,一 个 Cauchy -Stieltjes 
型 积分 ,此 时 有 如 下 形式 : 


An 
_ 1 tab _ 8 
Fa) = j [Per [2 |<, ț=e", (15) 


它 表示 了 函数 类 豆 (0<P<T 中 的 一 个 函数 ， 反 之 不 
K: SK L, H, (0 <p<1) 中 的 函数 集 远 比 用 OSES 
的 小 数 类 来 得 广 ， 另 一 方面 ，D 上 可 用 Cauchy - Stiel- 
tjes 或 Cauchy 积分 表达 的 函数 类 等 回 于 瑟 , 类 . 

对 于 边界 为 可 求 长 曲线 的 任意 单 达 遂 区 域 D, Æ D 
土 可 用 Cauchy -~ Stieltjes 成 Cauchy 积分 表达 的 BR 38 38 
与 CMpHOB 类 五 | 相 重合 (见解 析 函 数 的 边界 性 质 (boun - 
dary properties of analytic functions). 可 用 Cauchy - 
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Stieltjes 型 积分 或 Cauchy - Lebesgue 型 积分 表达 的 函 
数 类 的 特征 性 质 将 更 为 复杂 
ORARAA D E fr 8 (ES ry C ' 238 
KA, RE, DAAA AEB EW Jordan 有 曲线 L. 
公式 {1) 的 如 下 推广 有 时 也 称 为 Cauchy 积分 公式 
{Cauchy integral formula): 


1 A98 dd = = 16) 
s Í 《一 T+ C6 
_ flz), zD, 
Jo ze cp. 
其 中 
Oa ve 
a£ AEA" , Sitin. 


上 述 公式 似乎 在 D. Pompeiu 的 工作 (1912) 中 第 一 次 
出 现 . 它 也 称 为 Pompeiu 公式 (Pompeiu formula )， 
Borel - Pompeiu 公式 (Borei - Pompeiu formula ), 或 
Cauchy - Green 公式 (Cauchy - Green formula), È 
E NR IARE, S RA E A S A #h v HI fE] En rE 
都 有 广泛 应用. 

设 信 z) 是 闭 多 图 性,D={2eC":|z,-a,i<r} 上 
ATETEA z=(z,,… ,2z, ) 的 正则 解析 函数 . 于 
是 ,在 五 的 每 一 点 , Jz) HAEE Cauchy 积 分 (multip- 
le Cauchy integral) `. 


_ 1 
JG) = Oriy 


表示 ,其 中 T={tE Cia lr ni ES 
EERIE EA, siian’ Ç 1, "a dú U deys 
p z= (6T (2. — z). 公式 (17} 给 出 了 与 单位 回 
R L=4z €C:|z—a |=r MÉ] Cauchy AR, En >l 
时 , 积分 {17) 并 非 展 布 在 多 圆柱 的 整个 边界 上 ,而 仅仅 
展 布 在 它 的 特征 边界 上 ,一般 地 , 设 DD=D,x … x D. A 
"中 的 多 圆 区 域 一 RAAR dD = Iz =z,(t,): 
0 二 1} 的 单 连 通 平 面 区 域 D RAR; X k T=2D, 
x -… x ÀD, A D RHEA A. CE n 维 的 光滑 流 形 . 公 
式 {17) 也 可 推广 到 这 种 情形 ， 
Cauchy 积分 公式 的 更 为 深刻 的 推广 , 在 多 复 变 解 析 

画 数 党 中 显得 特别 重要 ;例如 Leray 公式 (Leray for- 
mula) (J. Leray $A MEX Cauchy - Fantappié Z: 
A (Cauchy - Fantappié formula) ) 以 及 Bochner - Mar- 
tinelli % 7 (Bochner - Martinelli representation for- 
mula ) 就 是 这 种 推广 . 在 这 方面 ， 当 n >1 时 , 人 们 更 关 
心 的 是 积分 表述 式 的 边 值 性质, 市 不 是 公式 (17)， 
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E ERRAR t, Plemelj 公式 (Plemelj for- 
mula ) 就 是 这 里 所 称 的 Coxongmii 公式 . 

与 Cauchy 型 积分 相关 联 的 奇异 积分 算 子 (singular 
integral operator ) 的 有 喘 射 性 质 ,构成 了 一 全 重要 的 
研究 课题 . 设 工 为 Lipschitz M% p(x) 的 图 形 . 由 A. 
P. Calderón 发 展 而 被 G. David 完满 推广 的 主要 结果 
KR. f h r LAW H r 上 有 紧 支 集 的 责 数 ,那么 
最 初 作为 主 值 意 文 下 的 积分 


s- [| 9 fO go 


的 奇异 积分 算 子 ,可 以 推广 为 上 ,(T) 上 的 有 界 算 于 ,从 而 
t LDE <p <9) UR La (T)F] BMO (有 界 
平均 振动 函数 (functions of bounded mean oscilla- 
tion )) 的 在 界 算 子 ， 

形式 上 ， 可 把 积分 写成 


| FO j= 


r Zo 


-| Etig() tpp (a) de 


x—é+i(p(x)—p{e) 


ef f(ierig OD) (I +i) ~ 
=} x—¿ 


<| i) (PPE aš. 
x= 


R 


x—£Ë XX 一 点 
的 积分 算 子 C, (gq) 称 为 Calderón 换 位 于 (commutators 
of Calderón). 它们 在 偏 微 分 方程 论 (RR A E 
{differentia] equation, partial )) 中 有 独立 的 意义 . R.R. 
Coifman , A. Melntosh 和 YY. Mever EA THE C, (@) 
和 Cauchy 积分 算 子 具有 相同 的 映射 性 质 ， 如 今 
(1987) 知道 的 最 佳 的 范 数 估 计 是 ， 对 每 个 5>0， 帮 
cs >0 {E 


IC, (p) || < 


这 是 M. Christ #i J. L. Journé 所 得 到 的 悄 让 . 
Cauchy 积分 算 子 以 及 Calderón 搞 位 子 都 是 所 谓 
Calderón - Zygmund 算 子 (Calderdn - Zygmund ope- 
rators ) AAF. X J kata RL K S - 步 的 文献 可 册 
[10]. [A2]. [A3] 及 [A4]. 
关于 HH,(0<p<1) 中 可 以 表示 为 Cauchy 积分 的 
函数 的 一 些 结果 ， 见 [AUD. 
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Cauchy 积分 定理 | Cauchy integral theorem ; Kon Hu- 
Terpadbmag TEOPEMA | 

WRC 是 单 复 量 = 在 复 平面 C=C 的 单 连通 域 
五 网 的 正则 解析 函数 , 则 f (z) 沿 D tt — hI d E HJ i 
#R y 的 积分 等 于 零 : 


JAD d = 0. 
À 
Cauchy 积分 定理 的 一 个 等 价 航 述 是 : 积分 
b 
fied, a, be D 


不 依赖 于 域 呈 内 定点 ea, b B| 09814 B8 4 6) W FE. 
这 在 本 质 上 是 A. L. Cauchy 提出 这 条 定理 (1825) 时 
HEREC ÆC. F. Gaus 的 一 封 信 (1811) 


中 ,也 能 发 现 类 伏 的 表述 Cauchy 的 证 明 中 用 了 导数 

六 (2) 为 连续 的 附加 假设 ;E.Goursat {[2]) 给 出 了 第 一 个 完 
整 的 证 明 . Cauchy 积分 定理 所 表达 的 解析 男 数 的 特性 
完全 刻画 了 这 类 函数 (BL Morera 定理 (Morera theo- 
rem)), 国 而 解析 果 数 的 所 在 基 本 性 质 都 可 由 怠 auchy F: 
分 定理 推出 . 

对 于 平面 C 中 或 Riemann 曲面 上 任意 的 区 域 D， 
Cauchy 积分 定理 可 表述 如 下 :如 音 f (z) E DC D 内 的 正 
WA TAE, M Yt E D A [B| fe T O HE — a R E PI Bl 
E yC D, f(z) 的 积分 等 于 零 . 

Cauchy 积分 定理 在 多 复 变 量 解析 函数 情形 的 推广 
是 Cauchy - Poincaré 定理 (Cauchy - Poincaré theo- 
rem): 如 果 f(z) (z=(z,--, 2 站 是 复 空间 Cn 21) 的 
区 域 DD 内 的 正则 解析 函数 , 则 对 任 一 具有 光滑 边界 y= 
2G H n+l EARGED, 有 


[fde = 0, 
其 中 了 (zjdz 是 同 油 微分 形式 的 简写 ， 
J(z)dz=/f(2(,--., zdz N AN dz,. 


Hasli, EA G 与 域 D 上 其 有 相同 的 维 数 :n+1 = 2n 
(此 即 经 典 Cauchy 定理 的 博 形 ); 当 n >1 PF. G 的 维 数 
IE D HERE: n +1< 2n. 亦 见 解析 函数 的 残 数 (resi- 
due of an analytic function); Cauchy 积分 (Cauchy 
integral). 
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[ 补 注 ]】 在 [2] 中 , Goursat ABETS (z) 的 连续 性 ， 
很 快 他 就 看 出 如 何 去 掉 这 个 假定 , 见 [All. 
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Cauchy 核 [Cauchy kemmel ; Koum anpo] 
形 邵 1/G0— x) AR, CE Cauchy 积分 (Cauchy in- 
iegral) 的 核 . 在 单位 圈 的 情况 下 ,Cauchy É 1; Hilbert 


ee. 
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核 LHilpert kernel) 之 个 存 在 下 列 美 系 ; 


dt l 


= + kam dx. 


1— t 2 
其 中 


有 时 把 形 如 
dmit- x) 
的 函数 称 为 Cauchy 核 . 
A. B. Haagoe # 
[ 补 注 】 亦 见 核 函数 (kernel function); 积分 算 于 的 核 
(kernel of an integral operator). 
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Canchy-Kosparespck ag 定理 [Cauchy - Kovalevskaya theo- 
rem; Koun- Koparensckoñ Teopema | 
TREE: URAA h F sk zy y BE £H BH Sh H Ë) A 
FAATA M E E R E bi 8 ETAS IE Fp iF 25 B 8 aE Rk 386: 
析 的 ,那么 Cauchy 问题 的 解析 解 局 部 存在 (唯一 ) . 
AFRA k TRAAY ux u AI k e 
偏 微分 方程 的 组 


t myt í tml, 
请 | xxx 
ax dxg’ Qxy 
其 中 
i=l...’ K. x=(X/..... X.) BEIR o’ u; ) 


Da, = m, Mmm mz=1. 


Cauchy - Konaneacras xE BB h[ L IX DUGE: 考虑 具有 初 


始 数 据 pg, 的 Cauchy 问题 

Fu 

一 一 = Yy | 二 ... K; =0,...， _ 1, 
Pn l @(x), Sh k; j m (2) 


其 中 og={x,X0) x=0, x € 1 ER p. 的 初始 曲面 ， 
如 果 巨 和 gp; 关于 自己 所 有 的 变 元 都 是 解析 的 , 那么 在 
变量 (x,,x}) 空 间 中 的 包 仿 QoXixo} B) E j R OQ rB ZX F) 
是 总 有 唯 -的 解析 和 解 u (x, xo). 
考虑 线性 微分 方程 组 
Pix, Du = Ü A,.(x)D"*u = B(x) (2 


pejam 
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其 中 一 (6%,%m,，…,0) 是 具有 非 负 整数 坐标 的 向 量 ; 
lal = Za, 
¿=Ù 
是 微分 算 于 


D: = pë 


En — 9 
0 
"i 


KET A D= fc)) 是 已 给 的 N Y BE; u O) = 
laol (j= 1,…, NN) 是 未 知 函 数列 向 量 ; B(x) 是 具有 
NN 个 分 晤 的 已 知 向 量 . 

一 般 说 来 , Cauchy - Kopamepckaa 定理 并 不 排除 
Cauchy 问题 除 解析 解 外 存在 非 解 析 解 的 可 能 性 ， 然 
而 ,对 具有 解析 系数 4.(x) 和 在 解析 非特 征 曲面 "上 具 
有 Cauchy 条 件 的 线性 微分 方程 组 (3), 存 曲面 go 的 某 
T EBR Do 中 Cauchy 问题 有 不 多 于 一 个 的 解 . 这 里 不 
需 假 定 初 始 数据 和 解 xfx) 的 解析 性 . 

由 Cauchy - Kosarepcxas 定理 怕 证 存在 的 Cauchy 
BECI), (2) 的 解 可 以 是 不 焰 定 的 (因为 初始 数据 w(x) 
的 小 的 变动 可 以 引起 解 的 大 的 变动 ), 例如 , 在 方程 组 
(1) 属于 椭 加 型 的 情形 .在 非 解析 初始 数据 的 情形 下 ， 
如 果 不 限制 方程 组 (1) 是 双 曲 型 的 ， 那么 Cauchy 问题 
(D. 02) 可 以 失去 意义 . 

对 厂 证 的 一 类 方程 ,Cauchy - Koens 定理 可 
以 推广 到 初始 流 形 在 每 一 点 上 都 是 特征 的 情形 ( 见 [1]， 
[2]) 在 此 情形 , 切 始 范 数 不 可 以 任意 给 定 ,它们 应 该 满 
是 某 些 确定 的 条 件 , 这 些 条 件 由 微分 方程 所 支配 . 

特征 Cauchy 问题 ( 见 Cauchy 特征 问题 Cauchy 
characteristic problem) 可 以 有 非 唯一 的 和解 ， 特 划 
地 ,有 下 面 的 结论 . 设 PIX D Ri ENP (x DAA 
有 定义 在 Eudid 空间 R" 中 一 点 x" 的 邻 城 吕 中 的 实 解 
HERH m 阶 微分 算 子 ,9 是 日 中 的 实 解析 函 教 : 


gad g (x) #0 和 P (x, grad o)=0, 


IE 4 x= x° NARA] P, grado) 0. PERES 
x° BJ 2 PF 0 383588 和 属于 C, 当 plx) 关 p(x 中 时 
BARRER u(x), tE Pi D)u=0 和 


SUPP = {x; XEQ,, p(x) S pfx). 


如 果 初 始 流 形 沿 某 一 曲线 是 特征 的 , 那么, 一 般 说 
来 ,特征 Cauchy 问题 的 解 在 初始 曲面 的 某 个 邻 域 中 不 
是 唯一 的 , 厢 分 睹 的 程度 由 对 应 的 特征 曲 曾 的 几何 性 质 
HE. NEMEC. B. Kosameeckaa üE H ñ) ( 1875). 
参考 文献 
[1] Bers, L., John, F. and Schechter, M., Partial differential 
equations, Interscenœ, 1964. 
[2] Euuaroe, A B., Vpamgacuusn MarewarHrocEnd bamn, M., 
1976( 英 译 本 :Bitsadze, A. V, Equations of mathematical 
physics, Mir Publishers, 1980). 


[3] Baamnapoa, B. C., YpaABBCHHA MiTEMATITICCKON 中 asngT， 
2 Han. M., 1971. 

[4] Courant, R. and Hilbert, D., Methods of mathematical 
physis, Partial differential eguations, 2, Interscience, 
196S 译 自 德 文 1 (中 译本 :R. AA, D. # R 15568. 数学 
物理 方法 , 本， 科学 出 版 社 , 1977 }. 

[5] Himander, L., Linear parial differential operator, 
Springer, 1963( P HEE: L. MEER 线 性情 微分 算 
子 ,科学 出 版 社 , 1980). A M. Hayes 所 

LIEI 非 解 居 数据 情形 的 唯一 性 结果 是 Holm pren 
定理 (Holmgren theorem) { 见 [5] 第 [部 分 第 5 章 , 或 
见 [A2] 定理 8.6.5)， 线 性 情形 的 Cauchy - Koganepckas 
定理 的 一 个 现代 证 明 可 以 在 [A2]9.4 节 中 找到 . 一 个 相 
当 短 的 证 明 可 以 在 [Al] 中 找到 . 

AE BE tH # pK 2 Cauchy - Kovalevski 或 Cauchy - 
Kowakwsky 定理 { Cauchy - Kowalewsky theorem ) . 
参考 文献 `) 

[A1] Chamamin, J. and Pirou, A, Imtroduzgtion to the 

theory of linear partia} differential equations, 
North - Holland, 1982( WAE). 
[A2] Hórmander, L., The analysis of linear partial 
differential operators, 1, Springer, 1983. 
孙 和 生 W ” 陆 柱 家 校 


Cauchy $8 RE 【Cauchy matrix ; Koum marpana)] ,线性 
常 微分 方程 址 的 

确定 该 方程 组 关于 空间 REC h 5 0 fl z X. 
的 某 组 基 的 Cauehy MF (Cauchy operator) X( 0, r) 5 
矩阵 ， B. M. Munmonumros 扎 AAA 


Cauchy M-F [Cauchy operator ; Komm oneparop ] 
常 微分 方程 组 
x = ft x), xeR (l) 
的 Cauchy EF RE 4888 T P l ER 0 和 + 的 算 子 Xt8， 
t): R'— R", YEA (1098 x (c) # pt r= + 5 458 
给 定 的 情况 下 ， 它 苔 出 此 解 在 点 r= 8 的 值 
XO, TxLT) = x(@. 
如 果 (1) 为 一 线性 系统 ， 即 
k = A(t)x, (2) 
其 中 AC )Ë (a, B)— Hom ( R", R") (或 求 (a, 一 
Hom{C",C")) 的 一 个 映射 , 在 每 个 区 间 内 可 和 , 那么 对 
EF] 0.r8€ (z, B), Cauchy 算 子 是 一 个 取 一 到 (或 上 
+ C")BS4E6f P SR PEBR AI, 并且 对 任何 0, r, n € (z, 
8B) ， 它 满足 
X(8,0) = L. X(0. 7) = X, A, 3 
XO MX, r) = X(8, r) | ° 


和 不 等 式 


| XA TH = exp . 


8 
flaAGy| di 


CFF (33888 E. Cauchy H EK 89 eI #£ EAE — FE 3: ph 00 
非 线 性 柔 统 (1 也 是 成 立 的 ， 只 要 对 其 中 搞 述 的 算 子 的 
EEIE EUERE. JAA 

Xx = 4 人 这 十 站 
RAR EARRADH Cauchy 算 子 X(0, z) ESP 3 


(variation of constants ) 公式 
xü) = Xu, r)x(r)+ j X(z, Dh ap 


表示 的 ,其 中 站 ) 是 一 个 在 每 个 区 间 上 可 求 和 的 映 
射 
(a, 8) — R" (3 (a, B) — C") 
FAR Cauchy 算 于 满足 Liouvule - Ucrporpancxuüñ 
公式 {Liouville -Ostrogradski formula ): 
8 
der X(8, 7) = exp tr A(D d$, 


HP tr ADBERT ABI. 
系统 (0) 的 Cach AT X(0, + ) 在 点 xeER" 的 导 
数 等 于 系统 (1) 沿 着 解 x (中 的 变 分 方程 系统 的 Cauchy 
AT. EP xE =r AREA x {基于 这 样 的 假定 ， 
即 对 以 日 和 为 端点 的 区 间 内 所 有 的 t. x(t) 的 图 形 洲 
ERR GER 内 , 使 得 为 在 局 内 具有 连续 导数 的 连 
续 映射 G 一 R"; 这 是 判断 和 解 对 初 值 的 可 微 性 (diren- 
tiability of the solution with respect to the initial value ) 
定理 的 一 种 表示 }. 
对 常 系数 (4 人 = 4) 的 线性 系统 人 2)，Cauchy W 
二 由 
X(8, +) = expli- TH} (4) 
定义 (给 定 了 线性 算 子 B. exp BENXI, B'ik 1; 采用 
P -种 方法 ， 置 8=r+1, BJ f br K (4) E Š exp A). 
H (48 W S H, Cawhy W fV tü F 2pfkiu E p-r: 
X(+; r+t) = Xib, T). 


这 一 方程 是 系统 自治 性 的 结果 一 一 一 个 适合 十 每 个 自 
HRE (aulonomous system } 
k = f(x). xeR" (5) 


的 特性 . H f° t 表示 系统 (5) 的 Cauchy # + X(68. z). 
可 从 (3)? 获 得 以 下 会 式 ; 
PERD?! =F SLF" 
( J WU. Bh Jy S: SE (dynamical system); 群 在 流 瑚 上 的 作用 
(action of a group on a manibld ) }. 
w PARA PIRAK. Makt T>0 BC te 
R 
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AG + 7) -= A(t) 
的 线性 系统 (21， 恒 等 式 
X@+T.+r+T) = X8. 7) 


ARA GERR; 在 此 情况 下 算 子 XOT) 
称 为 单 值 算 子 (monodromy operator), RE da z e€ R 是 
任意 的 . 定义 算 于 X(z +T, OORA XT 0)) 与 
HAEA > Rj Ms Et fF 2 Ë (B ME Rk (monodromy matrix) - 
— F R ARIA #k BU El su SE Et 35 gk PJ Fr + 35 Ë W -f- E. 
相似 的 : 


X(8+T.@) = YX(B.rz)X(T+ T. DX A. 7). 


因此 ， 单 值 算 子 X +T, +) 的 谱 不 依赖 于 -此 单 值 算 
子 的 本 征 值 称 为 系统 的 乘 子 ， 可 用 这 些 屠 于 来 表示 系 
统 的 稳定 性 和 条 人 忻 稳定 性 的 杀 件 ( 见 Jimmyaoa 特征 指数 
(Lyapunov characteristic exponent); Jianyaos $$ 定性 
(Lyapunov stabiity); 稳定 性 理论 (stability theory) ). 
如 果 系 统 人 ?共有 复 周 期 系数 , 对 某 个 了 >0 和 所 有 
tER, 
ACER — Hony, C), AU +T) = A{t), 
那么 就 有 JUmrmyaos TE (Lyapunov theorem ) 
XB D = S.(@)exp((0—T)B.y, 


其 中 B =(1fT)ln XU +T, t). S (0) 对 性 何 8,t ER 
为 非 奇 异 线 性 算 子 C 一 CI R 六 的 周期 函数 : 


S,(0+T) = 540). 


Cauchy 算 子 有 时 也 使 用 别 的 各 称 (RJ hn RER SEA 
“Wa BE f" 或 “ 沿 轨道 的 转换 算 子 ” ). 
了 B.M，Meurrmotiltxop #E 
【 补 注 】 在 西方 文献 中 算 子 X (6. +t) 和 通常 不 附加 
Cauchy 的 和 名字， 事实 上 通常 并 不 赋予 它 性 何 特殊 的 名 
F. 在 文献 [A2] 的 2.1 节 中 ， 对 Cauchy 的 作用 在 (1) 
的 分 析 中 作 了 简 述 ，Liouville - Ocrporpancweañ 公式 以 
Liouville 公式 (Liouville formula ) 的 名 字 而 更 为 人 们 所 
Am. [Al] 包含 了 这 个 公式 的 一 个 证 明 . 
参考 文献 
[Al] Hariman, P., Ordinary difèrential equations, 
Birkhiuser, 1982. 
[A2] Hile, E. , Ordinary differential equations in the com- 
.Plex domam, Wiley (Interscience), 1976. 
[43] Hich, M. W. and Smale, S. , Differential equa- 
tions, dynamical systems and linear algebra, Acad. 
Press, 1974. 周 芝 英 译 


Cauchy 问题 【Cauchy proolem ; Koum sasana ] 
(W RI ) 微 分 方程 理论 的 基本 问题 之 一 : 求 微 分 
方程 的 满足 所 谢 的 初始 尊 件 (初始 数据 ) 的 解 (积分 }. 
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Cauchy 问题 通常 出 现在 由 一 微分 定律 和 一 切 始 状态 所 
定义 的 过 程 的 分 析 中 , 它 的 数学 表达 基 微 分 方程 和 初始 
条 忻 (因此 术语 和 符号 的 选择 是 : 初始 数据 对 t=0 给 
出 ,而 对 20 yK 88). Cauchy 问题 与 边 值 问题 的 区 别 
在 于 所 求解 的 定义 域 预先 是 不 指定 的 ， 昌 然 如 此 ， 
Cauchy 问题 , 和 边 值 问题 一 样 ,是 由 对 解 在 定义 域 的 边 
界 { 部 分 边界 ) 上 可 上 极限 条 件 来 定义 的 ， 

与 Cauchy 问题 有 关 的 主要 问题 是 : 

1) 解 是 否 存在 (即使 只 是 局 部 地 )? 

2) 如 果 解 存在 ， 那 么 它 局 于 哪个 空间 ? 特别 ， 它 
的 存在 域 是 什么 ? 

3) 解 是 否 唯 --? 

4) 如 果 解 是 唯一 的 ， 那 各 问题 是 否 适 定 ， 即 解 是 
理 在 某 种 意义 下 是 初始 数据 的 连续 函数 ? 

最 简单 的 Cauchy 问题 其 求 一 函数 (x), 它 定义 在 
FEH x 之 x 上 ,满足 一 阶 常 微分 方程 


党 = fix, u) (1) 


(TECHE), H£ x=x ER £S TEB u: 
uxo} = uo. (2) 

REJILLA EFEN: Sie r L DE Oo PALARI 
曲线 族 , 求 出 通过 点 (xs 的 一 条 曲线 . 

关于 这 种 男 数 的 存在 性 的 第 一 个 命题 (在 广 对 所 有 x 
连续 且 关 于 u 连续 可 微 的 假定 下 ) 是 由 A. L. Cauchy 
uE A 09 (1820-1830), 3 & E. Picard 所 推广 
(1891 一 1896) (fh W X: F u É) B| #& FE # bF É 35 
Lipschitz 条 件 ). 结果 是 : 在 这 些 条 件 下 ，Cauchy 问题 
有 唯一 解 ,和 布 且 连续 地 依赖 于 初始 数据 .Cauchy 问题 
的 近代 概念 本 质 上 是 这 个 和 问题 的 深远 推广 . 

问题 DA 和) 深刻 地 涉及 到 事物 的 本 质 , 即 为 了 令 
人 满意 地 回 管 它们 就 要 求 加 上 某 些 确定 的 条 忻 , 这 个 事 
实在 常 微分 方程 理论 中 已 辣 骨 ， 这 样 , 对 于 方程 {1) 具 
有 条 件 (2) 的 Cauchy faj EE, 当 了 被 给 出 在 一 开 集 GG 上 
且 习 基 连续 的 时 , 它 的 上 解 在 某 个 依赖 于 G 和 [x,t) 的 
区 间 上 存在 ( 见 Peano 定理 {Peann theorem))， 但 它 可 
能 不 是 唯一 的 和解 也 可 能 不 一 定 在 了 的 定 多 域 中 所 有 
的 点 上 存在 . 

对 常 微分 方程 组 的 Cauchy 问题 , 即 对 具有 初始 条 
忻 (2) 的 型 为 (1} 的 常 微分 方程 组 ,其 中 二 =wu(x) 是 在 有 
限 维 向 晤 空间 EE 中 了 束 值 的 函数 ,4(x0) 一 uoEE, 而 了 (x,u) 
FoE 2 fE R*x E Eh Bs %, 它 的 提 法 几乎 亚 字 地 重复 
上 面 的 痪 述 ， 这 里 ,Picard 条 件 对 于 解 的 存在 性 和 唯一 
性 以 及 问题 的 适 定 性 也 是 充分 的 . 

对 高 阶 常 微分 方程 


i = f(x, uu... ut N) 
的 Cauchy 问题 ,其 初始 数据 , 除 函 数 本 身 外 , 还 包含 有 


导数 : 
u(xo) = ug, # (X0) = 0... 
可 利用 标准 手段 化 为 形 如 (1), (2)7 的 对 应 问题 . 

在 一 阶 常 微分 方程 不 能 用 未 知 范 数 的 导数 直接 表 
达 { 如 方程 (1) 中 那样 } 的 情形 ,Cauchy 问题 的 提 法 , 除 
了 很 大 程度 上 依赖 于 几何 阐明 之 外 , 也 是 类似 的 ; 但 
是 ,由 于 不 可 能 将 方程 (甚至 局 部 地 ] 化 为 标准 形 (1) , 方 
程 的 实际 研究 可 以 是 复 林 的 . 

如 果 说 对 常 微分 方程 Cauchy 问题 的 提 法 和 研究 
都 不 存在 本 质 的 困难 ,那么 在 偏 微分 方程 的 情形 状况 就 
要 复杂 得 多 {特别 在 问题 1} 到 4) 的 回答 上 )， 上 其 译 如 果 
所 考虑 的 函数 充分 正则 (光滑 ) 也 是 如 此 ,困难 主要 在 
于 在 (代数 ) 可 解 性 的 问题 中 导出 的 自 变量 的 空间 是 高 
维 的 ， 例 如 , 考 虚 全 微分 形式 方程 组 


dei 
ot = SA)dx’ = 0, 


pu o) = wp", 


i=l,... n, ae=1,... KSN 
的 Cauchy 问题 ,这样 的 方程 在 某 种 意义 下 介 平 “ 常 " 和 
“ 偏 *" 微 分 方程 之 间 . 这 里 的 向 题 是 要 确定 通过 一 给 定 
点 的 fr 一 向 维 积分 曲面 . 于 是 ,可 解 性 条 件 是 
da al A... AG = 0 
{ 在 给 定点 的 邻 域 中 ; 这 里 d ,六 分 别 是 外 微分 和 外 积 的 
#=) ( W, Frobenius Æ {Frobenius theorem) ). 
对 线性 偏 微分 方程 
_ du 
Lu = 0 a a 
Cauchy 问题 的 提 法 如 下 ; 在 变量 x= 人 xx) 的 某 个 
域 G 中 要 求 出 一 解 满足 初始 条 忻 , 即 解 和 直到 m 一 ] Er 
的 导数 在 如 中 某 个 (n 一 1) 维 超 曲 面 $ 上 取 给 定 值 ， 这 个 
Hhh 面 被 称 为 初始 条 件 承 载 集 (carrier of the initial 
conditions) (或 初始 曲面 (initial surfaoe)}) ， 初 始 条 件 
可 所 给 成 关于 $ 的 单位 法 线 方 名 ?的 导数 形式 : 
Fu 
0 u s 
其 中 a, (x(x € S AE E S A 8k ( Cauchy 数据 t Cauchy 
data )). 

对 非 线性 方程 , Cauchy 丫 题 的 提 法 是 类 似 的 . 

与 Cauchy 问题 有 关 的 一 个 概念 是 韭 特征 曲面 . 
WR JERR x 一 x' WE x, 3858 F BHI S 
“ 拉 直 ”, 即 将 它 转变 为 超 平面 x "—0 的 一 部 分 ,那么 在 
变换 后 的 方程 好 ) 中 [916x4)" 的 系数 正比 于 


= fx), (3) 


= 0, 0=k=m-1, (4) 


Qix, 中 -让 a, (x)s", v=p" . be 


如 果 
Qix v) Æ 0, (5) 


那么 易 面 $5 被 称 作 在 点 x。 是 非特 征 的 (non characteri 
stic). 在 此 情形 方程 (3 可 以 在 xo 的 邻 域 中 写成 所 谓 的 
正规 形式 : 


Ou ra. z 
x 


Cauchy 问题 通常 在 初始 数据 的 承载 集 是 但 特征 曲 
面 , 即 当 条 件 45)? 对 所 有 x £S 成 立时 被 研究 . 
Cauchy- Kogamegcxaw 定理 (Cauchy - Kovalevs- 
kaya theorem) Æ Cauchy 问题 的 理论 中 占有 人 重要 位 
WE. uj Sab m F : WE $ 在 它 的 一 点 央 的 邻 域 中 是 解 
析 曲 面 ， 如 果 诸 函数 &, 矿 和 四 各 所 类 过 下 一 1 都 在 同 
一 邻 域 中 是 解析 的 , 且 如 果 条 件 {5) 满 足 , 那么 Cauchy 
问题 (3), (4}) 在 这 点 的 邻 域 中 有 一 解析 和 解 w(x), 且 这 个 
解 在 解析 函数 类 中 是 唯一 的 . 在 解析 性 的 假定 下 ,这 个 
定理 对 一 般 非 线性 方程 也 成 立 ,只 要 方程 可 以 化 为 正规 
形式 (6), 耐 且 对 这 样 的 方程 的 组 也 是 成 立 的 ， 这 个 定 
理 实 际 上 具有 普遍 性 质 , 因为 它 可 应 用 于 解析 方程 ,而 
不 管 它们 是 并 必 型 的 (GERRA, 双 曲 型 的 等 等 ). 且 给 
出 解 的 局 部 存在 性 . 榴 在 非 解 析 函 数 类 中 是 唯一 的 . 
对 竣 于 一 阶 的 偏 答 分 方程 的 Cauchy 问题， 如果 在 
Cauchy - KoaaneBcgaqg 定理 中 对 方程 或 对 Cauchy 数据 
去 掉 解 析 性 的 假定 , 那么 它 可 以 是 不 适 定 的 , Hadamand 
例 (Hadamard example) 可 足以 说 明 : 对 Laplaoe NE 


mGA 
u(x, y, 0) = @o (x, y), SE, y, 0} = 0 


解 ， 

双 曲 型 方程 是 一 大 类 方程 , 对 于 它们 Cauchy 问题 
是 适 定 的 ， 在 此 情形 Cauchy 问题 实际 上 是 整体 的 , 但 
是 是 非特 征 的 这 个 条 件 不 再 是 充 分 的 .5 必须 是 空 
向 (或 类 空 ) 曲 面 . k os ss 


- z -$i = 0, (7) 


它 在 县 有 变量 (=G Di (m+ 1) 3 BR rh A 
E., 这 个 方程 在 超 平 面 =-0 上 具有 初始 数据 


u(x, 0) = @ (x), 型 0) = px) 


的 Cauchy 问题 , HER H 3 3 XW PS 3k pa p, 是 唯一 
TR, B 3⁄2 8 Sk ERA C! PF R rh) tk $ñ JT X £ BB 
数 . 对 n=1,2 和 n=3 的 情形 分 别 由 中 Alembert 公式 
(d'Alernbert formula). Poisson RA 【Poissou formu- 
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la) 和 Kirchhof Z: A {Kirchhoff formula) 25 ih # ti SP 
EER: 


| 


u(x, t) = Hox + 站 十 Po(x 一 科 十 二 z Se (r) dr; 
p 
u(x, 一 十 f 0) ay + 
28 ,, per t-jy-x |? 
L3 Po (y) dy 
2 di ,an t= | y x |° 


HP x=(x,,x;), y=(y,,1,); 


u(x, t) = gz Í ee 十 此) 十 


t | Poix +b dol, 
g: | d i 


其 中 x= (x..x;,x;), €= (2. 6.6), dg 是 在 单位 球面 
|Ë|=1 上 的 面 元 . 

ft= 和 平面 上 的 某 个 点 举 上 的 Cauchy 数据 完全 决 
定 了 波动 方程 中 ) 的 解 wx, 让) 在 一 点 (x,f} 的 值 ,这 种 点 
集 称 为 这 一 点 的 依 燥 域 (domain of dependenew)， 点 
(DARRE nET, 2 和 n=3 的 情形 {在 相应 的 空 
E R HAREA |y- = Brie x 0) Bi X EI, MN #t # 
k. 如 果 Cauchy 数据 的 承载 集 是 超 平面 ?=0 上 的 某 个 
域 5, 那 么 在 此 域 上 的 Cauchy 数据 在 使 得 交集 8 门 
{1y 一 x 上 | 所 站} 是 非 空 的 所 有 点 (x, tf) 处 影响 解 ;这些 点 
的 集合 称 为 影响 域 (domain of influence), 

点 (x,DER"™ 的 集合 ,在 这 些 点 上 解 4 完 全 由 5 
上 的 Cauchy 数据 所 决定 , 称 为 具有 上 初始 数据 的 
uix, ty 80 sË 2 Bà (domain of definition) 或 决定 域 
(domain of determinacy) . 在 n=1, 2 和 3 的 情形 
定义 域 由 所 有 这 样 的 点 {x,t) 所 组 成 , 对 这 些 点 由 
yx si 所 分 别 定 义 的 团 区 间 ， 轨 盘 或 球 落 存 5 dh. 

这 些 结果 可 推广 到 更 一 般 的 情形 ,在 那里 Cauchy 
数据 的 承载 集 是 空间 型 的 曲面 5, 即 是 使 (5} 中 的 量 避 
Æ S EEA E i hm. 

BR Cauchy 问题 外 ， 还 有 别 的 门 题 对 双 曲 型 方程 也 
是 适 定 的 ;例如 Cauchy 特征 问题 (Cauchy characteristic 
Problem) 和 混合 初 边 值 问题 . 在 后 一 类 型 问题 中 解 存 
在 于 一 tm 十 1) 维 柱 体 中 ,此 柱 体 的 母线 平行 于 1 Bh. = 
的 基底 S EOF EN x=(x,,…,x,) 的 空间 中 具有 边界 
的 某 个 域 . 初始 条 件 的 承载 集 是 ,而 函数 值 , 它 的 法 
导数 (在 二 阶 方程 情形 ) ,或 更 一 般 的 边 值 条 件 是 给 出 在 
HIM T x (t>01 上 

EBT 8483, Cauchy 问题 的 提 法 也 要 有 所 恋 
更 ,例如 ,如 果 方 程 是 双 昌 型 的 , 且 Cauchy 数据 的 承 
载 售 是 这 样 的 曲面 ,方程 在 其 上 为 抛物 进化 的 ,那么 恢 
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来 于 退化 的 性 质 ， 初 值 条 件 可 能 用 到 某 个 可 通 数 . 
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Canchy 问题 ， 常 微分 方程 的 数值 方法 [ Cauchy problem , 
numerical methods for ordinary differential equations ; 
Koman sagana, wúMCHeHHDM METONE PeieHH9 ATA 
0O6bHOBRHBOTG Xudibepeuwua noro ypasdennq | 

Cauchy 问题 是 求 满足 一 个 微分 方程 (或 微分 方程 
组 ) 的 -个 函 束 【或 几 个 函数 )， 并 在 某 固定 点 上 取 给 
定 值 的 问题 . 设 


y = {p(X), .aX))}, 
fop) = (iy) -hix yY) 


为 分别 在 闭 区 间 I= {x: |x 一 a | = A) ERAR = 
(x.yy:|x-—a|< A, ly—bil = Bj 内 有 定 光 并 连续 的 问 
RAR, EFI- ERREZE RKAS. 合用 
ATES, RITH — PEA E 6) Cauchy 问题 写 
R: 


y (x) = flx, yh y = yo xa8l poell. (1) 


BARRARA RATHEE MATRE dt Ë 
阶 的 ) 的 Cauchy 问题 简化 成 这 种 形式 ， 

如 果 函 雪 (x,y) 在 本 中 连续 ， 问 题 (1) 有 解 ， 对 角 
的 唯一 性 的 充分 条 件 是 Osgood 条件 {Osgood condition ): 


fx pO) fr, yo) sy p ||), (2) 
EP o (ty 函数 满足 


7 
— — s, #—0, ¿>0, 
Fan 


或 者 是 更 强 的 Lipschitz 条 件 (Lipschitz condition }: 


|| x, yi) fix, y) || < L || i —y; d (3) 
成 立 ， 数 工 称 为 Lipschitz 常数 (Lipschitz constant }， 如 
果 .Flx,y) 对 了 连续 可 徽 ， 那 么 Lipschitz 常数 的 一 个 可 

L = su 


能 值 为 af 
. (4) 
za 15 | 


在 Lipschitz 常数 (4) 太 大 的 各 种 情况 下 ， 用 数值 方法 成 
功 地 解 Cauchy 问题 要 求 专 ) ] 的 数值 技术 ， 尽 管 从 理论 
上 谤 这 个 问题 是 唯一 可 解 的 , 特别 是 抱 阵 (87/ Bx) 的 本 
征 值 很 分 散 " 时 ， 即 最 大 的 本 征 值 是 最 小 的 玫 百 笠 其 
至 几 千 倍 ， 就 出 现 这 种 情况 , 这样 的 微分 方程 组 称 为 
刚性 系统 [stif systems ), 对 应 的 问题 称 为 刚性 Cauchy 
问题 (stif Cauchy problems )， 刚 性 系统 的 一 个 * 源 " 是 
偏 微分 方程 { 鲍 如 通过 直线 方法 } 到 带 微 分 方程 组 的 转 
换 . 

常 微分 方程 的 数值 方法 通常 包括 一 个 或 数 个 公 陈 ， 
它们 确定 在 离散 点 列 总 必 =0,1,…)} 上 要 找 的 函数 
F(X) 的 关系 ， 这 些 点 的 集合 称 为 网 格 。 -- 般 的 数值 
方法 以 及 特别 用 于 微分 方程 的 数值 方法 ， 其 基础 是 
H L. Euer 建立 的 . A Cauchy 问题 的 最 简单 的 方法 之 
一 就 是 以 他 的 名 字 命 名 的 .这 个 方法 如 下 . 将 问题 7 
的 解 展 成 关于 点 x 的 Taylor 级 数 ， 


2 
yix} = yO)+y (X Xx -HG 区 -全 十 


如 果 x 一 % BAED, WA, GE) R was 
阶 项 ， 便 得 到 一 个 近似 公式 
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p == piad ty aKa ah y O) = fOe yi) 
现在 就 可 在 点 x+ 用 公式 
Vaa = yi Hk T AA, ya) 


合计 出 近似 解 ， 这 就 是 Euler 法 {Euler method }. 

数值 方法 在 很 大 程度 上 和 陆续 被 改进 .这 种 发 展 
TATEA, #4 Runge- Kutta 法 (Rung - 
Kotia method ) 的 方法 以 及 线性 多 步 法 (linear multistep 
mcthods ), 其 中 最 重要 的 是 Adams $ {Adans method). 

Runge -Kutia 法 的 -个 优点 基 他 们 所 提出 的 算法 是 
均 习 的 ， 即 在 一 个 网 格 到 另 个 网 格 的 跳 径 上 保持 不 
AE. 另外 ， 积 分 的 基本 步 长 在 Runge -Kutta 法 中 ， 可 以 
梢 据 计 算 精度 的 要 求 来 政 动 而 不 司 算 法 本 身 复 条 ( 见 
Kutta - Merson 法 (Kutta - Menon method): Ringe 3% 
(Runge rule)). 在 这 些 方法 的 基础 上 , 已 建立 了 相当 
可 靠 的 次 边 方 法 . -个 主要 缺点 是 ,为 了 在 网 格 的 
-个 点 佑 计 出 近似 解 ， 就 必须 算出 微分 方程 (1) 右 
过 的 fix. DA - 些 值 . 这 就 意味 闭 一 -~ 特别 当 等 
式 的 右边 各 项 是 复杂 的 时 收 一 一 计算 时 间 特 会 大 量 增 
加 . 

在 线性 省 步 法 中 ， 包 括 Adams 法 中 ， 只 需 在 网 格 
的 一 点 计算 右边 的 项 . 这 基 这 类 方法 的 主要 优点 , 但 
是 用 线 性 多 步 公式 并 始 计算 前 ， 首 先 必须 计算 另外 的 
“起 始 值 ”. 角 此 这 个 算法 不 是 白 行 起 动 的 : 最 初 的 儿 
个 值 必须 用 其 他 公式 来 计算 . 线性 多 步 法 更 为 严重 的 
缺点 是 积分 的 步 长 不 能 简单 地 改变 : 必须 用 定 步 长 网 
格 . 

线性 针 步 法 对 被 称 为 预 估 - 校正 法 (predictor- 
corrector methods ) 的 发 展 担 殿 了 基 贴 ， 预 估 -校正 法 
由 一 对 线性 多 步 公式 组 成 ， 其 中 一 个 ( 颈 报 式 ) 通 常 是 
显 式 ， 而 另 一 个 (校正 式 ) 则 是 隐 式 ， 例 如 预报 式 可 以 
是 

_ h 
Yari 5 TS Ü, h-i) 

而 校正 式 则 可 以 是 


h 
JPa+1 = Pat F Uns tf) 
其 中 
f = fn Ya). 

id - 校正 法 被 成 功 地 用 子 常 微分 方程 刚性 系统 的 解 ， 

发 管 高 阶 柚 分 方程 形式 上 可 以 北 为 一 虱 方 程 , 但 
适合 于 实际 微分 方程 形式 的 方法 有 时 更 为 有 效 . 在 这 
方面 ， 利 用 高 阶 时 数 的 线性 多 步 法 已 著 得 很 大 发 展 ， 
如 Stürmer 法 (Stirmer method ) - 


** x 
[1] Benesna, H. C., Wano, H. Ti., Meton Bpruucuenuü, 2 


a39.. 1. 2, M., 1962 ($ EE K: Berezin, 1. S. and 
Zhidkov, N. P., Computing methods, Pergamon, 
1973}. 

[2] Pazeamos, H. C., UACHE METOT, 2 #31., M., 
1975 (% if 2: Bakhvalov, N. S,, Numerical me- 
thods: analysis, algebra, ordinary difierenpal egnationa, 
Mir, 1977}. 

DI] Hall, G.and Wau, J.M., Modern numerica] methods 
for ordinary difèrential equations, Clorendon Press, 
1976. B. B. Tlocnesos 把 

【 补 注 】 & kB R 2k rh. WERE 2# 
Adams - Bashforth 法 (2- step Adams - Bashforth method )， 
BETE sË B BE3B3E JI] ( trapezoidal rule), 

在 英文 数学 京 献 中 ， 有 关 常 微分 方程 和 依赖 时 间 的 
偏 微分 方程 的 Cauchy 向 题 通常 称 为 初 值 问题 . 

看 来 ， 在 [A 中 ,刚性 常 微 分 方程 是 首先 被 认识 到 
要 求 特 殊 积 分 方法 的 方程 ， 也 就 是 说 ， 要 求 的 方法 或 
名 或 少 是 无 茶 忻 稳定 的 . 在 [如 ] PH E s pi 3 8 gn 
分 公式 基础 上 建立 的 线性 多 步 法 , 仍然 是 刚性 问题 最 有 
效 的 积分 方法 之 一 ， 特别 是 C. W. Gear 的 工作 是 这 样 
试 为 的 ( 见 [A6]). 但 是 , 对 非 刚性 问题 ,情况 就 不 是 如 
此 : 对 这 类 问题 以 及 在 线性 争 步 法 这 类 方法 中 ，Adams 
法 仍然 嘴 最 有 用 的 方法 (M [A8]). 

WW [A7] 中 所 描述 ， 直 钱 法 可 以 辐 沅 到 J. L. 
Lagrange ([A9] ). J. Fourier (LA17]) #l E. Rothe ([A181) 
HEWITHE. MERR H 5 MNH] X ñ q 8 2 h R 
值 问题 的 有 效 方 法 . 

[AS] 是 关于 Euer 方法 的 原始 参考 文献 . 尽管 作为 
数值 积分 方法 有 它 的 简单 性 及 证 明 性 ， 但 它 便于 与 较 
复杂 的 方法 比较 ,并 能 用 于 描述 许多 重要 的 现象 { 见 
148]) 

除了 Runge -长 utta 落 和 线性 多 步 法 外 ，Taylor 级 数 
法 可 以 看 作 是 发 展 的 第 三 个 主要 方向 . 这 三 类 常 乓 分 方 
程 数值 家 法 具有 的 特性 分 别 是 利用 较 多 的 右边 估计 . 较 
多 的 返回 值 和 较 过 的 导数 .可 以 用 这 三 全 主要 类 型 的 方 
法 组 合成 各 种 新 的 方法 . 这 些 新 方法 中 的 重要 一 类 是 多 
级 多 步 法 ;它们 具有 不 同 的 名 称 , 例如 称 为 混合 法 (hybrid 
methods ){ 见 |A1)) ， 或 者 简单 地 称 为 多 步 Runge - Kutta 
法 (multistep Rung - Kutta methot ) . 包 步 -多 导数 法 构 
成 了 第 二 类 新 方法 . BD Er T8 05 Obreshkov 法 (Obreshkov 
methods ) [A15]. 

Kutta - Merson 法 (ALR T A RRRA Rung - 
Kutta 法 (imbedded Runge -Kutta methods ) 的 一 类 . 这 些 
方法 在 每 一 步 都 担 供 局 部 误差 的 估计. 但是 由 于 真 { 整 体 ) 
误差 和 局 部 误差 的 关系 一 般 是 未 知 的 ,并且 由 于 局 部 误 
差 估 计 可 能 是 保守 的 ， 嵌 人 法 不 对 解 的 误差 提供 可 车 
的 信息 ， 因 此 ， 如 何 将 它们 用 于 构成 可 莫 的 双边 方法 
的 起 始点 是 不 清楚 的 . 尽管 如 此 ， 这 些 方法 特别 有 用 ， 


-一 -一 一 
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因为 它们 提供 了 一 种 方法 来 监督 在 积分 过 程 中 计算 
的 准确 度 . 应 该 提出 的 是 工 R. Pormand 和 了 .JTJ Pri- 
me ([A4]) 最近 改 进 的 能 入 法 比 Merson 法 好 得 和 多 ( 见 
[A7]). 

多 步 法 的 缺点 是 它 的 系数 依 态 于 步 长 ， 这 并 不 意 
味 着 必须 使 用 定 步 长 网 格 . 对 以 任意 网 格 点 位 置 表示 
的 系数 ,很 可 能 导出 -- 般 表示 式 . 但 是 所 谓 的 
Nordsieck 法 (Nordsieck method y ([A14 有 提供 了 另 一 售 
更 巧妙 的 方法 . 这 一 方法 ， 在 每 一 网 格 点 ， 卉 与 所 用 
特定 步 长 元 关 的 形式 ， 存 由 了 计算 数值 解 所 需 的 信 
息 ， 由 于 每 个 Nordsieck 法 与 一 个 线性 多 步 法 等 价 (IJ 
如 见 [A7])， 它 可 作为 补 亮 线 性 多 步 法 中 的 一 个 方法 
{ 见 1A6]). 

预报 -校正 法 是 解 隐 线性 多 步 方程 的 定点 侈 代 方 
法 ,这 些 方法 在 [Al2] 和 [Al3] 中 作 了 介绍 ， 因 为 收敛 
的 原因 ,它们 不 适 于 积分 刚性 系统 .在 刚性 系统 情况 下 ， 
应 将 Newton 型 迭代 与 充分 稳定 的 隐 常 微分 方程 方法 ， 
例如 了 脆 后 向 微分 法 ， 一 起 使 用 . 

[A7]CYol. 开 ,刚性 问题 ,将 出 版 } 和 较 早期 的 [A10] 
是 优秀 教科 书 , 它们 提供 了 刚性 和 非 刚 性 微分 方程 解法 
的 全 部 情况 .专著 [A3] 对 刚性 方程 的 Runge -Kutta 法 和 
这 些 方法 的 非 线性 稳定 性 分 析 给 出 了 最 新 说 明 . 有 关 
常 微分 方程 的 较 商 级 的 教科 书 [A8], [A16] 和 J. C. But- 
cher 近 期 的 书 [Al], 有 2000 286 2: X 8. ERT 
关于 常 微分 方程 数值 分 析 铺 域 直至 1984 年 的 几乎 全 部 
书目 ， 
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Cauchy - Riemann 条 件 [Cauchy - Riemann conditions ; 
Kum - Pamana yorosas |, d'Alembert - Euler 条 件 
(d'Alembert- Euler conditions) 

为 了 使 复 函 数 w= 了 (2=u 二 iv(z=x 十 iy) 作为 单 复 
变 阔 数 是 单 演 的 和 和 解析 的 ,其实 部 ww 一 u(x, y AERE v= 
vix, p 必须 满 足 的 条 件 . 

在 复壮 平 面 的 某 个 区 域 D 内 定义 的 函数 w= f(2, 
作为 复 变量 2 的 函数 , 在 点 Z= xe + iw F Jë 8 B BJ (mo- 
nogenic), 即 在 点 z, 上 上 县 有 导数 , 33 H (X 4 R 3 58 0 E 
部 和 ?7 作为 实 变量 x 和 ?的 函数 在 点 {xo, y.) FE E HÍ 
微 的 ,而 且 在 这 一 点 上 猜 足 Cauchy - Riemann 方程 
{Cauchy -Riemann equations) 

u a u aw o 
ar à 9 hx 

如 果 Cauchy - Riemann 方程 成 立 , BJ f (z) 能 够 表 
孙 为 下 列 伍 何 一 种 形式 : 


i 
JOS s t! i 


EERDER CED 内 是 解析 
的 , 当 且 人 奴 当 其 实 部 和 虐 部 是 在 整个 瑟 内 处 处 满足 
Cauchy -Riemann 方 程 的 可 微 疯 数 . 满足 Cauchy- Rie- 
mann 方程 (的 C2(D) 类 的 洗 数 4 和 bb 中 的 每 一 个 都 
E x 和 y 的 调和 函数 ;条 件 () 是 这 两 个 调和 蚂 数 的 共 
HAt (conjugacy conditions): 知道 其 中 一 个 函数 便 可 
通过 程 分 求 出 男 - -个 函数 

对 玉 和 任何 两 个 正 变 方 向 9 和 1， 只 要 它们 相对 的 方 
位 与 x 轴 和 yy 轴 的 情况 相同 ,条 件 (1) 都 成 立 , 形式 为 


ðu 9 ĝu CE 
ds n’ On ðs 


M, M ER (r, pF, = r = 0 时 ， 


au 1a La a 
Br rap rd or 
如 果 定 义 复 微 分 算 子 (complex differential opera- 
tor) 
a afa al a afana), 
dz 2|gx bl az 216 ð 


则 可 以 把 Cauchy - Riemann 方程 (1} 写 成 


UAE 
92 
TE, EE.: 和 z 的 可 微 函 数 f(2 z ) 是 z 的 解析 函数 ， 
PEETELI AE 
zT 80 H BU 3 E EAN z=(21， By U 


s Za) (Z = X, 


+iy, k=1, 2, =, n), Cauchy- Riemann 方程 成 
HAFAN 

u = Re/(z) 二 HT ni py), 

= [mf(z) = v, en Aa Pie Vnd 


的 -一 个 偏 微分 方程 组 ( 当 n >1 时 为 超 定 的 ) : 


u rn du _ 95 《一 
Ox vy ` dyk 7 Úx, : k =l, aa (Q 
或 者 利用 复 微分 算 子 , 写成 

JE 0, ln 

z, 


两 个 满足 条 件 (2) 的 C` AHAS u 和 vv 中 的 每 一 
个 都 是 变量 x, 和 六 的 和 多重 调 和 函 阔 (pluriharmonic fu- 
nction) (n>1). 5 nm>1 时 , 多 重 调和 函数 构成 调 和 隔 数 
类 的 真子 类 . 条 件 忆 ) 是 两 个 多 重 调和 函数 u fü o B) JE 
轰 性 条 件 (conjugacy conditions): 知道 其 中 一 个 , 便 可 
通过 积分 求 出 另 一 个 . 

条 件 (1) 首 次 明显 地 出 现在 工 d'Alembert 的 著作 
中 (fi 而 在 L. Eue 31777 #F 2& 32 48 9 63% še B 
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的 论文 中 ,第 一 次 把 条 件 (1) 作为 判断 函 教 解析 性 的 准 
MBM([2]). A. L. Cauchy 利用 条 件 ( 呈 建立 函数 的 理论 ， 
始 于 1814 年 提交 巴黎 科学 院 的 学 术 报 告 ( 见 [3])，B. 
Riemann 的 关于 随 数 论 基 础 的 芋 名 学 位 论文 完成 于 
1851 #E ( WL [4]. 
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[4] Weber, H. (ed.), Grundlagt für eme algmeine 
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Theory of Functions of a complex variable , 1, Chelsea, 
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Cauchy 序列 [ Capchy sequence ; Koum mocnenmogare;1p- 
Hacrb ] 
HEEE (fundamental sequenæ). 


Cauchy 定理 [Cauchy theorem: Koum Teopema ] 


* >» e » a. 


真正 的 面 .楼 和 顶点 保持 一 一 对 应 ， 并 且 对 应 面 是 全 等 
的 . 这 是 关于 上 是 曲面 肉 :- 确 定性 的 第 一 个 定理 ,因为 其 
中 所 说 的 两 个 多 面体 在 内 蕴 讼 量 的 意义 下 是 等 巴 的 . 
Cauchy 定理 是 下 述 宝 理 的 特殊 情况 : 每 个 闭 凸 曲面 由 
所 的 度量 唯一 确定 { 见 [4]). 
这 个 定理 是 A. L. Cauchy 首先 证 明 的 { 见 [1]}). 

#+*x Q 

[l] Cauchy, A. L., J. Ecole Polytechmgue, % (1813), 


87—98. 
[2] Arranon, A M. , Bemat MHOrorpaHuriuku, M.- 
H., 19%, + 


[3] Hadamard, J. S., Leçons de géométrie élémentaire 
D. Armand Colin, second edition, 1906. 


[4] TToropemog, A. B., Onmpomasthas ompenenenHocrh FHI- 
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ayn nopepxuocrek , M. -T.,1949 (Tp. Matem, mH- 

ta AH OCP, +. 29). E. B Umm J 

2) 关 于 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 Cauchy 介 值 定理 
(Cauchy mtermediate -value theorem): 设 y E[a, b] 
上 的 连续 实 值 函数 、C 是 fa 和 Ht) 之 间 的 一 个 数 . 这 
时 ,存在 一 点 ela, 昌 ,使得 了 人 j=c， 特 别 是 , 如果 fta) 
AJO RGAE, WFE Ae, 使 得 f 愉 )=0. 这 种 形式 
的 Cauchy 定理 可 以 用 来 确定 存在 卫 数 零点 的 那些 区 
B). h Cauchy 定理 可 知 : 实 轴 上 的-- 个 区 间 , 在 从 实 
轴 到 实 轴 的 连续 映射 之 下 的 象 也 是 一 个 区 间 ， 这 个 定 
理 可 以 推广 到 拓扑 空间 :定义 在 连通 的 拓扑 空间 X_E 69 
任何 连续 函数 广大 * R' ,如 果 取 某 两 个 不 同 的 值 , 则 也 
取 这 两 个 值 之 间 的 任何 值 ; 因此 ,区 的 象 也 是 实数 轴 上 
的 一 个 区 向， 

Cauchy 定理 是 由 了 Bolzano (1817) 和 A. L. Cau- 
chy(1821)# B 7h Hi WÈ 6). 

3) Cauchy 介 秆 定理 (Cauchy intermediate - value 
theorem) È Lagrange 中 值 定理 的 一 个 推广 . 如 果 了 和 
9g 是 在 [a, 吕 上 连续 .在 (a,b) TRHA a AE 
(a,b) E g' 关 0{ 因 此 ,g(0) 冯 4 由》), 则 存在 一 点 6 (a, b), 
使 得 

[/(6)-f(ay)a'(z)=[g(b)—-g()] f (2). 


令 g(0=t(a<t<b), 则 得 到 通常 的 Laprange 中 值 定 
Æ. Cauchy 中 间 值 定理 的 几何 意义 是 : 对 于 xy 平面 上 
的 任何 连续 曲线 x=f(0, y=g(0(a<t=<b), 如 果 人 在 其 每 
一 点 LD, gD) 处 都 具有 切线 , 则 必 存 在 一 点 [716), 9 区》 
过 这 一 点 的 切线 平行 于 连接 曲线 丙 个 端点 (fta), ga) 
ME). gb) HIE. 
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Jl. A. Kypr Í 
GHE] G) 中 的 陈述 可 以 推广 对 于 在 区 , b] F £ 
续 . 在 (a, b) ETHER A g. 存在 一 点 xEte, b). 
使 得 


Ef (og (x) =b- (x) 


【用 [和 上 . 
参考 文献 


IAI] Rudin, W., Prinapes of mathematical analysis, 
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MoGraw - Hih, 1976, pp. 107—103 (HA W, 
占 丁 ， 数 学 分 析 上 原理 , r. 下 册 , 人 民 教 育 出 版 社 1979). 
48636: Peg Cauchy 定理 (Cauchy thorem in group 
thory): 如 昌 有 限 群 G 的 阶 数 可 被 素数 了 整除 ， 则 ,G 
会 有 卫 阶 的 元 素 . 
A. L. Cauchy # Æ zH B 3 RE uE EH TETEA 
{ 见 [1]) . 
$= x 
[1] Cauchy, A L. , Exercise d'analyse et de physique ma- 
thématique, 3, Paris, 1844. 151—252. 
[2] Kypom, A. P. , Teoma pym, 3 ma., M. . 1967 
( 黄 译 本 : Korosh, A G., The theory of group. 
1—2, Chelsea, 1955-1956). 
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焦 散 线 [caustic ; waycTuwa] 
被 -给 定 曲线 反射 或 折射 后 的 射线 的 包 络 .反射 
线 的 焦 散 线 称 为 反射 焦 散 线 (catacaustic), 折射 线 的 焦 


w # < * >” 


"= p "= y > 


AA, FARETE hy A e R P. E 
$ (epicydoid) BJ — BEA (BL BI 1); 从 稠密 媒质 中 -点 4 
AH J RARE- ARHAR A’ 
为 尖 点 的 星 形 钱 (astroid) 的 一 部 分 ， 点 4 与 直线 的 距 
离 等 于 点 4 与 直线 的 距离 的 17nf 其 中 站 为 折射 指数 ) 
{ 见 图 2) . 


图 | 图 2 


参考 文献 
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A B JMaaaoa # 
[ 补 注 】 依据 纯 几何 光学 ， 这 些 是 无 限 光 竞 的 曲线 ， 
由 万 限 多 条 反射 光线 或 折射 光线 所 通过 的 点 所 组 成 . 
实际 上 ， 它 们 常常 能 够 作为 一 段 十 分 明亮 的 曲线 而 被 
观察 到 . 例如 ， 在 阳光 明媚 的 海滨 - 片 水 波 的 底部 ， 
或 在 光线 照射 下 一 杯 荣 的 标底 ， 焦 散 线 也 可 解释 为 有 
三 个 控制 变量 的 初等 突变 的 分 旱 (bifurcation) k. 为 
了 不 妈 讨 论 集散 线 的 形状 , 而 且 也 讨论 它们 的 亮度 , 需 


“ 要 波动 光学 ， 并 导致 研究 波动 方程 的 浙 近 解 和 振荡 积 


= 


分 {[A2], [A3], [A4]). 

对 于 从 一 点 如 发 出 的 射线 被 一 曲线 ?反射 后 的 焦 
散 线 ， 一 种 描述 它 的 方法 是 : 在 ?上 到 -点 并 过 工 
作 ? 的 切线 1 从 旦 引 切 线 1 的 重 线 ， 设 只 为 重 线 上 
XTE Q 对 称 的 点 . 那么 ， 当 点 工 沿 7 称 动 时 ， 点 民 
的 轨迹 曲线 的 渐 履 线 (evolute)} 就 是 关于 的 反射 焦 
H. 此 结果 属于 A. Quetelet， 易 见 ， 圆 的 反射 焦 散 线 
(caustic by reflection ) 是 Pascal 蜗 线 (Pascal limaçon). 
对 于 透射 焦 散 线 (caustic by refraction) 也 有 有 类似 的 结 
果 ， 
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Cavalieri 原理 [ Cavalieri principle ;Kanamepa upummun] 
如 果 两 个 立体 (或 平 而 图 形 ) E F dy T E Ey E E 
面 ( 或 直线 ) 的 任何 平面 (或 直线 ) 所 截 , 其 对 应 截 口 { 或 
截 线 段 ;的 面积 (或 长 度 ) 都 相等 , 则 它们 的 体积 { 或 面 
积 ) 相 等 ， 这 一 命题 古 希 腊 人 就 已 经 知道 ,但 一 般 称 为 
Cavaleri 原理 , 虽然 B. Cavalieri (1635) 并 未 把 它 当 作 
一 个 原理 ,而 是 证 明了 它 ， 
【译注 了 中 国 南北 朝 时 代 南 朝 的 数学 家 祖冲之 的 儿子 
扯 只 , 首 猎 究 立体 的 体积 时 提出 “ 害 势 既 同 则 积 不 容 
f". 也 就 是 说 : “两 个 立体 , 如 果 等 高 处 的 截面 积 相等 ， 
则 两 个 立体 的 体积 相等 "这 个 原理 与 Cavalieri 原理 相 
Iy. R 1100 44, PPK H Ha 原理 (Tsu Keng 
principle). ETE 


Caytey 代数 【Cayiey algebra ; Kum mmeipa ] 
Cayky $ ( Cayky numbers) 的 代数 . 


Cayley - Darboux 方程 【Cayley - Darboux equation ; Ka- 
nan- Jap6y ypanweuse] 

为 使 曲面 族 u(x, x,, x.) = 常数 能 够 补充 到 一 个 
三 重 正 交 曲面 系 , RK (x, x, ,x,) 必须 满足 的 三 也 从 
微分 方程 、Cayley -Darboux 方程 可 以 写成 
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Cn Cn Ca y 2n Zey 
U Hy Hy 2y Wns da 
1 1 i 0 0 Ü 
ul Ü Ü u 
Ü “= Ü u uw oO 


其 中 


3 
ca = Slluru,a ua ua), 
Ki 


Hg = Higa `. M, k x." 


say 一 


A. Cayley š A PÍ HH R 5 JE w B #J g 4 Jy m 
([1]}， 而 上 述 形 式 则 是 由 二. Darboux 推出 的 
([P2]). 
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[3] Karan, B. D., Oruopm Teopim mopepxHocre e Teg- 

3ODHOM HMONEHAH, u. 7, M.- JL, 1948. 
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Cayley - Dickson 代数 [Cayley - Dickson algebrs ; Kym- 
Jecona anreðpa | 

交错 8 AG hn X it SE DE Cayley- 
Dickson it Œ (Cayley-Dickson process) 导出 ， 见 四 
元 数 (quaternion) #1 22 $š SK 25 22 $Ë $É 8 (alternative 
rings and algebras)， 后 者 是 从 一 个 给 定 的 代数 4 出 
发 去 构造 一 个 新 的 代数 所 ( 维 数 是 4 的 维 数 的 2 E), 
并 上 是 如 情 过 程 的 一 个 推广 ， 见 超 复 数 (hyper complex 
number). HI i A RIR FELEN IHA. 5 是 
五 的 某 个 非 霍 元 ; 并 且 设 x — x" E A ËJ FR 
并 且 是 一 个 对 合 ， 使 得 ` 


x+x` = mx) € F, xx" = n(x) e F. 
公式 
《GasXbi b2) = (a,bi—6b;a), a1by t bias) 


ELTRHETZEHHM AADA LKRN, A 关于 
这 个 运算 是 一 个 代数 ， 找 数 A TRAB A, 中 而 作为 
FRA: x 一任 ,的 ， 并 且 对 侣 = 可 扩充 为 测 的 对 全: 
(a, a} 一 人 一 的 HQH, 
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tai a2) = tuí(a,), n(a,,a;,) = n(a,)+ën(a,). 


A A. RISET PI OE SET I SE IH RJ SE AS d, 
CA: 在 每 一 步 扩张 过 程 中 6 不 必 相 同 。 如 果 Cay- 
ley - Dickson 过 程 是 从 瞬 有 关 {1, u), RERU =u tg, 
gEF, 4+1 #0, PARA Ll =i, u'=l-u, 的 代数 4 
开始 ， 那 么 这 个 过 程 的 第 一 次 应 用 产生 一 个 广义 区 元 
数 代 数 4 和 4 维 结合 代数 )， 而 第 二 次 应 用 产生 一 个 8 维 
代数 ， 这 就 称 为 Cayley - Dickson 代数 . 

任何 一 个 Cayley - Dickson 代数 是 交错 但 非 结 合 
的 .下 上 的 中 心 单 代数 ; 反之 ， 一 个 单 交错 环 或 者 是 结 
合 的 ， 或 者 是 其 中 心 上 的 Cayley - Dickson 代数 . E 
义 在 一 个 Cayley -Dickson 代数 上 的 8 个 变量 的 二 次 
型 n (x) Gk 8 + E R B T E u SK A 3 bk E JE: 


 n(xy)=n (x)n (y). 这 就 建立 了 Cayley -Dickson 代数 


和 二 次 型 合成 的 存在 问题 之 间 的 一 个 联系 .一 个 
Cayley - Dickson 代数 是 可 除 代 数 , 当量 仅 当 二 次 型 n(x)》 
(x 的 范 数 {norm) ) 在 下 中 不 表示 鹤 ， 如 果 E SEA 
为 2 的 域 , 那么 一 个 Cayley - Dickson RAR Æ {1 ul, 
-up RA FIRE: 


Hy -| Ha H5 Hy F HJ 
1 —us ON ` us arg 
— Ha E+ Bua — us | 
_ aB 一 6 —auy Bus aua 
| zy, | om | ZY | 一 Ya 
-| 
TH -uy Yu ayha ! 
— fus Yu; 十 Yu, ` Pv L -pyu | 
ağu, | yas | -ayh f pr | ~afy 


这 里 &, B. yeF,， ayto, 3: B zt hg # 1'=1, 
u= uial, DREN., l TVSR ON Al, BY). 
代数 Ala p yA A Bo yO, 58 B 2 3210 — 
次 型 n(x) 等 价 ， mEn 表示 霍 ， 那 么 相应 的 Cay- 
ley - Dickson 代数 同 构 于 A( 一 1,1,1), 这 被 称 为 Cayley 
2384038 (Cayley splitting algebra), $ K $E 阵 代 
É (vedor - matrix algebra). 它 的 元 素 可 以 被 表示 为 
矩阵 


w d 


b B 


这 里 x. Be F, a, ber, 其 中 Fr 是 具有 通常 标量 积 <a, b? 
和 向 量 积 axb 的 下 上 的 3 纵向 量 空间 . RE 


a ally c ay— <a, d> ac+ëa +bXd 
b Blllia sl ” Uyb+84+axXe B8- <b, c> 
所 定义 . 


mR F-E., WA At1, 1, 1) 是 Cayley 
$ (Cayley numbers} 代数 (— 0 BR 403). R Ett 
一 个 Cayley - Dickson 代数 或 者 同 构 子 4{1.1,1)， 或 


者 同 构 于 4{ 一 1,1,1). 
性 意 域 上 Cayley - Dickson 代数 的 构造 归功 于 
L. E. Dickson， 他 也 研究 了 这 些 代数 的 基本 性 质 ( 见 [1]， 
Pp. 
设 4 是 一 个 交错 环 ， 它 的 结合 可 交换 的 中 心 异 于 
零 并 且 不 包含 等 因子 ， 设 F Ë C 的 分 式 域 ， 那 么 有 
— HIRKA A — AQF. 如 果 4 四 cF 是 下 上 的 
Cayley - Dickson 代数 ,那么 就 称 4 为 Cayley- Dickson 
环 (Cayley - Dickson ring}. 
参考 文献 
[1] Dickson, L. E., Linear algebras, Cambridge Univ. Press, 
1950. 
[2] Schafer, R. D., An introduction to nonassociative, al- 
gebras, Acad. Press, 1966. 
[3 Wenmroe, K A, Cmc: A M., ecraroa HL IL, 
Himpame ,A H. Komua: QMEN K 20C0IEHTHBHEIY 
M., 1978. E H Kym 的 YER 译 


Cayley X [Cayley form ; Kym 中 opwal] 

一 个 (+1 (N+1) 个 变量 的 型 ,其 中 n=dim X, X 
是 NENES P” 里 的 闭 代数 子 复 ,这 个 型 被 天 确定 
到 只 差 一 个 常数 因 于 , 反 过 来 它 叉 唯一 确定 X. 其 精确 
定义 如 下 : 设 P* 是 PY 内 所 有 超 平 面 的 NENE =s 
H. TES n+l TIN P) 


P” x .了 x X 


的 子 集 , 它 由 所 有 (mn 二 2) 元 组 (x,…, ,yi, OAR K 
中 工 < 天 是 超 平 面 fr ， z. 的 一 个 交点 ,再 设 


P:P x- xP XX RX... XP 
{两 边 都 是 # 十 1 TH É") 是 自然 射影 , 则 o (r) R £ 


tm 十 1 个 因子 ) 里 的 一 个 余 维 数 为 1 的 不 是 约 于 篇, 所 以 
e(r)& X: 3 五 :在 


Px- xP” 


(n+1 TAT B) R. 

总 可 假定 WAS EIN +, TFESH Xr, F, 可 被 
确定 到 公差 一 个 常数 因子 .反之 ， 政 唯一 确定 了 PP 内 
在 下 的 点 土 相交 的 所 有 可 能 的 na+i 组 超 平 面 的 集 
合 , 从 而 Fx 唯一 确定 下. 型 Fx SK29 X 的 Cayley 型 
(Cayley form). 

Cayley T EAER 29 E X ÉS JN (tE B.) 型 Chow 
form of the variety ) RHET (associated form) .利用 
下 ”内 与 元 相交 的 N 一 n —1 维 线性 子 室 间 的 复 形 来 定 
六 至 的 想法 可 追 狂 到 A. Cayley([5]), 他 把 这 一 想法 应 
用 到 n=1, N=3 的 情形 、Cayley 型 的 系数 就 是 航天 


的 周 (RE B.) Æ $R (Chow coordinates of the variety). 
Cayley 型 F, 关于 空间 


pyx xP 


(ntl 个 因子 ) 的 n+1 个 坐标 系 的 每 一 个 都 是 齐 次 的 
{第 i 个 坐标 系 是 这 个 空间 的 第 i 个 因子 的 坐标 系 )., 型 
Fy 关于 每 一 个 坐标 系 都 有 相同 的 齐 次 次 数 ， 这 个 公 
共 次 数 4 记 为 deg XHAFER 半 的 次 数 (degree of 
the subvariety X). 对 它 有 一 个 几何 解 大 : d E X S P" 
内 使 X 门 工 为 有 限 集 的 所 有 {N 一 n) 维 钱 性 空间 上 的 交 
点 的 最 大 数 { 即 4d 是 与 一般 "(N 一 n) 维 线性 子 空间 
的 交点 数 ). 

Ent H N +1 个 变量 组 成 的 变量 组 中 每 组 变 
量 的 次 数 都 是 4 的 所 有 的 型 (可 以 相 若 一 个 非 零 常数 因 
了 于) 的 集合 ,构成 一 个 yw ，， 维 的 射影 空间 下 … "“，Cay- 
ley 型 可 与 Pue BRASA. P 中 能 作为 下 中 
É n EHATE Cayley 型 的 点 的 集合 C。，。 是 一 个 拟 
HEE 它 参 数 化 了 所 有 这 种 子 和 矿 的 族 ， 按 此 方法 这 个 
族 关 于 此 参数 化 是 代数 的 . BA, Cyn ,在 P... 
中 不 一 定 是 闭 的 . 

Cayley 型 的 构造 可 以 自然 地 移 到 P~ h Ag A n E 
MEE, EI PHH n ETE X... XX 的 形式 线性 组 合 
而 2 十 十 所 ,六 ,其 中 的 整 系数 mh;>09. 事 实 上 , 令 


degX = Em degX,, | 
i>i 


F,=F7 o FẸ , W| PF diK n 维 闭 链 的 所 有 Cayley 
型 的 集合 Ch ,4 EP PHAR. 

对 Cayley BARE Cyna 和 Cy , , 性 质 的 研究 
HRT P 中 于 艇 和 闭 链 分 类 问题 的 一 个 重要 方面 .这 
种 分 类 的 第 一 步 是 研究 Ch ,到 不 可 约 分 支 的 分 解 . 
Hm, Æ N=3, n=1, #4=2 (三维 空间 中 二 次 曲线 ), 则 
EC, ;分解 为 两 个 不 可 约 8 维 分 支 ， 第 一 个 对 应 于 
平面 二 次 曲线 ,第 二 个 对 应 于 一 对 直线 , E C, . ,的 
双 有 理 分 类 是 一 个 重要 的 问题 (在 所 有 已 知 的 例子 中 ， 
这 些 表 者 是 有 理 的 }. 

#*>x : . 
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in space, in Collected mathematical papers, Vol. 4, Carm- 

bridge Univ. Press, 1891, 446—455, Quart. J. Pure 

Appi. Math. ,3 (1860), 225—236. B. JI. Monos 的 
[ 补 注 】 # Cy (E Hilbert 概 形 (Hilbert scheme) 
的 特殊 情形 ， 陈 志 杰 详 


Cayley - Klein 参数 [Cayley - Klein parameters ; Kam- 
Kneiipa napameTph] 

三 维 空间 的 旋转 群 SO (3) 的 特殊 坐标 ， 它 的 构造 
归根 到 席 基 于 分 析 SO(3) 和 行列 式 为 1 的 2x2 丁 矩阵 
的 群 SUGC) 阳 的 关系 : 存在 一 个 映射 gp:SUCJ- SOG) 
此 上 映射 从 代数 性 质 来 看 是 一 个 漠 访 射 (epimorphism) , 
从 拓扑 性 质 来 看 是 双重 畴 一 (covering) (限制 在 单位 矩 
阵 的 某 个 邻 域 ， 则 9 是 一 个 同 梅 ; 换 句 话 说 ，SO (3) 
和 SUQ) 是 局 部 同和 构 ) 、 每 个 矩阵 Ve SUC) 可 写成 


af 
一 下 all 


Eta, PAAR., B |wel*+18P=1. z, PRES A= 
Pp) 的 Caylay - Klein # 3. (Cayley- Klein 参数 有 
REREH.) 可 以 用 许多 方法 去 具体 构 
造 具 有 上 面 性 质 的 映射， 不 同 的 作者 采取 了 稍 许 不 同 
的 途径 来 定义 Cayley - Klein #3⁄ (5 ([2], [3]). 

HT oe REN BIS, m H EW SRB S, Pr 
以 不 可 能 将 Cayley - Klein 参数 作为 SO(3) 的 整体 { 连 
EIR: 而 奴 能 作为 局 部 坐标 .不 过 在 以 是 单 实 参数 上 
的 连续 函数 时 (不 必用 任何 方式 来 银 制 A 可 能 取 的 什 
W), Cayley - Klein 参数 仍 可 用 来 研 充 旋转 的 过 程 ， 
事实 上 ， 如 果 在 t= HR EE 值 V(k)=o (AG. 则 
用 对 所 有 上 的 连续 性 ， 了 全 的 对 应 值 使 唯一 决定 ,{ 完 全 
W p 是 双 值 的 这 一 齐 实 只 引导 了 不 仅 当 上 全 = 人 
时 ， 而 且 当 V0)= 一 VG) 时 有 4 由 =4(3).) 因此 
Cayley - Klein 参数 用 来 刻画 绕 固 定点 的 出 体 运 动 
(其 构 形 空间 为 SOGJ. 这 种 做 法 在 [I] pak R R. H 
是 并 未 达到 普及 . 

群 SU(2) 同 构 于 模 为 1 BF RQ ËR (guatemion) 构 
成 之 群 ; HVERRAR piita, iE 
用 适合 条 件 +E +e +y= 1 的 所 谓 Euler - Rodriguez 
参数 的 四 个 实数 p1. ur RRE Caylay - Klein 参数 . 
Euler - Rodriguez 参数 与 Cayiay -Kem 套数 具有 简单 的 
KEREL [2] ) 和 同样 的 " 双 值 性 "性 质 ( 此 问题 的 历 、 
史 见 [1])， 在 [1] 中 实质 上 第 一 次 引 向 旋转 群 的 双 值 表 
T (W.S BR (spinor)) . 
参考 文献 

[1] Klein, F. and Sommerfeld, A, Ueber die Theorie des 

Krees, 1— 2, Teubner, 1965. 

[2] Gokbtein, H., Classical mechanics , Addison - Wesley, 
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1953. 
[3] Syng, J. L., Classical dynamis, 378, Springer, 1960. 
1 — 225. J. B. Anoo E 
LANEI 
参考 文献 
[A1] Val, P. Du, Homographies, quaternions and rotations, 
Clarendon Press, 1964. 许 以 超 译 石生 明 校 


Cayley $ [ Cayley numbers ; Komm weno] 
一 种 趟 复数 (hypercomplex number), EH K $E 
+ 8 维 代数 (Cayley 代数 (Cayley algebra)) 的 元 束 . 
这 是 由 A Cayley 首先 研究 的 ，Cayley 代数 可 以 通过 
Cayley - Dickson 过 程 由 四 元 数 代 数 导出 ( 见 Cayley- 
Dickson 代数 【Cayley - Dickson algebra); 四 元 数 
(quaternion)). 它 是 唯一 的 无 党 因 子 8 维 实 交 错 代 数 
{ 见 Frobenius Æ EË (Frobenius theorem)). Cayley 代数 
有 了 唯一 的 除法 与 单位 元 ; 它 是 交错 的 . 非 结 人 台 的 与 非 交 
Hh. 
参考 立 献 
[1] Kypom, A T., Jleng ro of arme, 2 Hn, M., 
1973 {中 译本 : A T ÆA EREIN, Ei 
科学 技术 出 虞 杜 ，1964) 
H H brm 88 王 志 每 译 


Cayley 曲面 [Cayley surface ; Kani monepxuocrb|] 
一 个 代数 直 纹 面 , 它 是 具有 一 个 后 "平移 网 的 平移 
曲面 . 它 在 Discartes 坐标 下 的 方程 是 


x)—6xy+6z = 0. 


#H Im A. Cayley 命名 ([1]), 他 把 这 种 曲面 作为 他 对 
二 元 二 次 发 东 理 论 的 研究 的 几何 例证 . 
参考 文献 
[1] Cayley, A., A fourth memoir on quantiœ, in Colleded 
mathematical papers, Yol. 2, Cambridge Univ, Press, 
1889, 513—526, Philos. Trans. Royal Soc. London, 148 
(1858), 415—427. 
[2] llymaoncku8ñ, B. H., Kacomecran wdbdbcpcurmarnmnas 
TIOOMETPHA B TGM3ODHOM MH 3JTCOECHHRE, M. , 1963. 
M. H. Boiinexogczmii 8 BiN EE 


Cayley 表 [Cayley table ; Kan raG_suma] 

EBAR H (groupoid) HRES A. 表 的 顶 行 
是 表示 这 个 广 群 的 全 部 元 素 的 符号 名 轴 (FB +£ PI WI 
JF); 这 些 符号 (以 同样 的 顺序 ) 也 列 于 第 一 列 的 前 端 . 
如 该 广 群 有 单位 元 , 它 通常 被 放 在 第 一 个 位 置 上 ， 设 端 
列 的 第 ;个 位 置 上 的 符号 是 a, 而 顶 行 的 第 j 个 位 置 上 
的 符号 是 外 ,网 了 行 和 / 列 相交 处 的 符号 表示 乘积 aa . 
A, Cayley 在 1854 年 首先 对 群 (group) 使 用 了 Cayley 
表 . 


Cayley 表 定 义 一 个 拟 群 (quasi - group), 5 H tg š 
每 个 符号 在 每 行 ( 列 ) 中 恰好 出 现 一 次 . 群 的 Cayley 表 
必须 满足 下 列 附加 的 条 件 :对 应 于 乘积 (a a) a, fl a 
{ 纪 er 的 位 置 上 的 符号 相同 . 关于 主 对 角 线 对 称 的 
Cayley 表 代表 了 交换 的 二 元 运算 ; 特别 地 ，Abel HE 
( Abelian group } 的 Cayley 表 正 是 这 种 情况 ， 
参考 文献 

[1] Crossman, L and Mogns, W., Crous and their 

graphs, Random Howe, 1964 . 

[2] Clifford, A H. and Preston, G. B., The algebraic of 
semigroups, 1, Amer. Math. Soc., 1941. 
H. H. Buras # 石生 明 泽 许 以 想 校 


Cayley 变换 [ Cayley transform ; Koa npeoðpazosanne | 

在 Hilbert 空间 五 中 具有 稠密 定义 域 Dom A 的 线 
性 ( 耗 散 ) 算 子 4 的 Cayley 变 换 蚌 指 算 子 C. =(A—iD 
(Ati CENTEZMI Dom C =CA+iI) DomA 上 . 
这 个 变换 的 矩阵 描述 由 A. Cayley 所 考 虚 . Cayley 变换 


,建立 了 谱 olA)* 接 近 " 于 实 轴 的 算 子 4 与 具有 几乎 西 谱 


(接近 于 加 周 {te C:|E|=1})) 的 算 子 的 性 质 之 间 的 一 种 
对 应 .下 面 的 命题 成 立 : 1) 如 果 a B — +b tE SER S+ 
(dissipative operator), BJ C4 是 一 个 压缩 ( 即 | C. xl 
<| x |, x€ Dom A), 并 且 Ker (1 一 CG) =(01; 2) WR T 
是 一 个 入 编 ,Ker(1 一 了 T= 人 0} 及 (I-TyDomT 在 二 中 
是 稠密 的 , 则 对 某 个 线性 耗 散 算 子 4, 有 T=C, ; 事实 
L,A=i(I+y(I—- TY'1;3) 4 是 对 称 的 { 自 伴 的 ) 当 且 仅 
当 C 是 等 距 的 (BH) 4) c (A)=o(c(C, p, I ¿ (Z) 
=i +) 7), Ea A E #f 9 55 4 H (2 
lÉo(C.,); 5) WE y E H pART, Ah 
A-BEy EMCC Ey AWR A,B ERRAT. IA 
KARER: H C — Cs ey 可知 4 一 Bey. Cayley $ 
也 在 算 子 4 与 C ,的 其 他 一 些 特征 之 间 建 立 了 对 应 : 谱 
的 各 部 分 的 务 类 , 谱 的 重 数 , 不 变 子 空间 的 结构 , 函数 演 
算 , BAR, 等 等 ， 因 此 , 如 果 4 是 一 个 具有 单位 分 解 
(E,) (t€ R) ÉS É PRE (self - adjoint operator) ,那么 
{F,} 是 忆 , 的 单位 分 解 , 这 里 F — E, TI s= 一 2arctant， 
H 


z 


A = {oman + ar, 


参考 文献 

[!] Axmesep, H. H.., Tnaauan, Vi. M., TeOPER JIMBCBHEIX 
OEPATOPOB B Falpbepropom mpovrpancree, 2 mya., M., 
1966( 382: Akhiezer, N. I. and Glazman, I. M., 
Theory of linear operators in Hilbert space, 1 —2, 

Pitman , 19803. 
[2] Szókefalvi - Nagy, B. and Foias, C. , Harmonic analysis 
of operators on Hilbert space, North- Hollard, 1970. 
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Čech 上 同调 [Cech cohomology ; exa koroMovoryu ]， 
Anekcarinpos - Cech EFH (Aleksandrov -Cech cohomo- 
logy). 谱 上 同调 {spectral cohomology} 

EBR Amh X AAN a B5 Fd BJ Abel 群 
G 的 上 同调 群 的 正 向 极限 


H"(X: G) = lim H’ ia G). 


AN x PRAS À 有 非 空 交 的 集合 的 子 系 流 Ca, 可 
类 似 地 定义 闭 子 全 4 的 上 同调 群 . 群 H"(x,，&'， 
OKR REXT EEEX, 4) 的 上 同调 群 H"(X, A; 
G). 空间 个 对 (X , 4) 的 上 同调 序列 
i HX AG) > H"(X; G) > HAG) > 
一 HX AG) -- ` 


REAM. CEMR (x. a WE EEA E 25 
B, 

Anercannpos -Cech 二 同调 作为 在 一 般 拓扑 空间 范 
晴 中 对 奇异 上 同调 的 一 种 替代 , 当 后 者 的 适用 性 确定 无 
疑 时 ,它们 是 相同 的 ( 即 在 同调 局 部 连通 空间 ， 特 别 是 
局 部 可 缩 空 间 情 形 ), 它 满足 所 有 的 Steenrod - Filenberg 
RE (Steenrod - Filenberg axjoms)}, 且 在 仿 紧 空间 范 畦 
中 , 它 由 这 些 公 理 及 以 下 条 件 唯 一 确定 : ay ped, 
H'=0; b) ARH U X, 的 上 同调 群 自然 同 构 于 X. 的 
上 同调 群 的 直 积 ;c) 对 任意 点 xE 站 的 所 有 邻 域 系 U, 
lim .He(U,: GY=H?(x: G). Aeranpos -Cech ER 
调 同 构 于 Aleksander - Spanier 十 同调 (Aleksander -Spa- 
nier cohomology). 后 者 能 对 取 自 层 的 系数 来 定 尽 ,对 
于 仿 肾 空间 , 它 同 构 于 层 论 中 定义 的 上 同调 . 

空间 可 以 用 出 闭 覆 盖 的 疝 组 成 的 多 面体 来 逼近 ， 
这 是 IE C. AnekeaHapoa #8 v 00 (DL[1]—[3] ). 对 于 一 
种 特殊 情形 , 他 给 出 了 拓扑 空间 遂 向 极限 的 定 祥 ,并 且 
存 通 近 的 差 础 上 ,给 出 了 可 度 景 紧 统 的 Betti 数 的 定 


义 . 紧 统 的 同调 群 是 用 Vietoris 闭 链 定义 的 .JI. C. [Ton - 


Taraa ([4]) 引进 了 群 的 正 向 谱 和 逆向 谱 , 并 用 来 研究 紧 
统 的 同调 群 . E. Čech 第 一 个 考虑 韭 紧 空间 有 限 开 覆 盖 
的 网 , 并 在 此 基础 上 开创 了 任意 拓扑 空间 的 同调 论 . 后 
ERR, 仅仅 考 虐 有 限 开 覆 阑 是 不 合适 的 (因为 这 导致 了 
相当 复杂 的 Stone -Cech RER W). C. H. Dowker 
([5]) 证 明 在 非 紧 空 间 的 同调 论 和 上 同调 论 中 使 用 任 齐 
开 覆 盖 更 为 有 效 . 
参考 文献 
[1] Aleksandrov, P. S., Math. Ann. , 96 (1927), 489 — S11. 
[2] Aleksandrov, P.S., C. R. Acad. Sq Paris, 184 
{1927}, 317—320. 
[3] Aleksandroff, P. $., [P. S. Aleksandrov], Untersuch- 
ungen über Gesta und Lage abgeschlossener Mengen 
beliebiger Dimension, Ann. of Math. , Q), 30 (1929, 
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101—187. 

[4] Pontrgagin, L. S., 
165—205. 

[5] Dowker, C. H. , Mapping theorems for non-compac 
spaces, Amer. J. Math. , 69 (1947), 200 —242. 

[6] Steenrod, N. E. and Eilenberg, S.. Foundations of al- 
gebraic topology, Princeton, Univ. Press, 1966. 

[7] Cxnspenxo, E. F., & Yemem MaTeM HayE», 34 (1979), 
6, 90 一 118， 

[8] Massey, W. 5., Notes on homology and œohomology 
theory, Yale Univ. Press, 1964, Chapt. 1—3; 8; Ap- 
pendix to Chapt. 6. 

[9] Čech, E. , Théorie pênérale de 1 homologie dans um es- 
pœ quecloonque, Fund. Math. , 19 (1932), 149 — 183. 

E. P. Curspeuwo # 

[ 补 注 】 亦 见 Arewrannpos - Cech 同调 与 上 向 调 (Alek- 
sandrov -Čech homology and cohomology}. 

ELP 译 BRE 校 


Math. Ann., 108 (2931), 2, 


BREZ [cell ; aueiixa] 

有 时 用 来 表示 RHS @ (double- periodie func- 
tion) 了 的 这 样 的 周期 平行 四 边 形 的 术语 , 它 的 边 不 
包含 极 , 且 它 是 由 一 基本 局 戎 平行 四 边 形 通 过 平移 某 个 
XR zoE 而 得 到 的 . 
参考 文献 

[1] Whittaker, E. T. and Watson, G. N. , A course of 

modern analysis, Cambridge Univ. Press, 1927. 

E. JI. Corman HE 
[AF1 另外 , 胞 腔 这 个 词 在 几何 学 和 拓扑 学 中 有 岂 
个 专门 福 的 意义 .在 仿 射 几何 学 中 一 个 有 限 点 集 的 同 包 
有 时 称 作 凸 胞 腔 (convex cell) -使 得 有 相对 同 蚂 (relative 
homeomorphism} g: (B', 37) — (Ë. FE) 的 一 个 拓 
th Hausdorf = H i FÆ E E-A (iih n 维 胞 用 
(n -dimensional cell) ,这 里 B" 是 单位 球 , 它 的 边界 
6B"=S "是 (n 一 1) 维 球面 , 且 -…- 相 对 同 有 是 当然 是 一 连 
ER a: B" 一 E, fE ias nc 并 旦 话 导 一 个 
HHE B'N Ss! — EN 8E; 亦 见 胞 腔 复 形 (œl com- 
plex) 和 胞 腔 空 间 (cellular space) ， 单位 胞 腔 (unit cll) 
这 个 用 请 偶然 出 现 作为 对 n 3k Eudid 空间 中 中 心 在 
原点 ,半径 为 1 的 球 { 圆 ?的 一 个 向 义 语 , 且 任 一 与 它 同 
ER E A A E RAHE n A f Fh Æ (m -dimensional 
topological cell). RA, MEA E 28 F] 33256 — SE EE 5Ç 
3 MÉI SE 8J (R, 如 方 (magic square) 2t Young 图 
(Young diagram)) 中 进 人 的 可 能 位 置 , 或 作为 对 - -个 
块 夭 阵 中 一 块 的 同 尺 语 ， 条 和 年 译 


WESH [cell complex ; kierot komniekc ] 
不 相交 胞 腔 的 并 所 构成 的 可 分 空间 .这 里 , -- 个 p 
维 胞 腔 (了 - dimensional cell) E JË [i] 8 3: p 维 单位 立方 
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体内 部 的 一 个 拓扑 空间 . 半 称 为 -~ 个 胞 腔 算 形 (cell com- 
plex), WER 攻 的 每 一 个 p 维 胞 腔 t?, 都 给 定 ~ 个 从 p 
维 立 方 体 J 到 六 的 连续 映射 了 使得: 1) 了 在 ?的 内 
部 Jnt 严 上 的 限制 E- EAR UNEC EXP 
MAEPS E mae LARE); 2) 集合 
FL617) 包 会 在 光 的 胞 腔 177 1! 的 并 集 X 里 .此 处 01 
是 了 的 边界 ;并 集 ?"' 称 为 胞 腔 复 形 半 的 p 一 1 维 骨 
架 (skeleton). 单纯 多 面体 是 胞 腔 复 形 的 一 个 鲁 子 . 

胞 腔 复 形 X 的 一 个 寺 集 L 称 为 子 复 形 (suboom - 
pler). WREE 区 的 一 些 胸 腔 的 并 集 ， 朋 包 会 了 这 
EARR AE. IN H. XA n st XY" kt X J T HE. 
七 的 子 复 形 的 性 意 并 和 任意 交 都 是 拓 5 TEM. 

任何 知 扑 空间 都 可 以 看 作 是 胸腔 复 形 一 一 作为 其 
所 有 点 的 并 集 , 这些 点 都 是 零 维 胞 腔 , 这 个 例子 表明 胞 
膝 揽 形 的 概念 过 子 宽泛 ; ATERA p, 较 窗 些 的 胞 腔 
复 形 类 是 重 笃 的 ,例如 胞 朋 分 解 类 ,或 CW 复 形 (CW- 
complex)25S. JI. O. Baws E KO RO PF AM 校 


胸腔 了 映射 [ cellular mapping ; siserossoe orospækeine ] 

一 个 相对 CW SW (CW - complex) (X, 4) 到 另 一 
THAR CW EY, B 'REJBh 9 f: (X, A) — (Y, B), 
使 得 f((X,Ay) = (Y. BY, Ht (X, A)' s (Y, B)” Pr Bl 
为 区 相对 于 4 及 了 相对 于 召 的 p 维 骨架 , 44, B= hf, 
得 到 从 CW EE X #| CW RE Y rh Ë) 8 z Bb S f. 

B] F: (X, AJ IX (Y. By (E li I= -0, ll) 8 38 
KRR (lular), šB 329 + Br r ffi p, F (X, xmDPc (Y, 
BY, TERRAE EA ts ñ ph il E E ( q. së PE ah Sd 
(simplical mapping) # iX: ië f: (X. A)— (Y, B) EM 
一 个 相对 CW 38 5 (X, AJ | 5 — T 3B XT CW S JÉ (Y , 
D HHR, Et TOE (L .N)C (X, A) E BJ 8 til 
是 胞 腔 式 的 ， WMT F — TER Wk WJ g: (N.A) — (Y, 
B), sq T L 15 f AÈ. 

亦 见 CW SIE (CW - complex ) . 

A. O. Bana E 
【 补 注 
参考 文献 
[Al] Spanier, E. H., Algebraic topology, MoGraw - Hil, 
1966. 
` [A2] Brows, R., Elements of modem topoldgy, McGraw- 
Hill, 1968 
[A3] Maunder, C. R. F., Algebraic topology, van Nost- 
tand, 1970, section 7. 5. 
F, FER. RER W 


胞 腔 空 间 (cellular space ; knerosmoe mpocTpascrao] 
一 个 具有 CW S E (CW - complex) 结构 的 

Hausdorff 空间 . 人情 如 ,每 一 个 单纯 空间 (simplicial 

space) EERI. 上 反之 ,对 任意 胞 腔 空 间 , 都 存在 一 


个 与 之 同 伦 等 价 的 间 维 数 的 单纯 空间 . 
参考 文献 
[1] Poxra , B. A., Dyre, M. E., Hawaman rype Tomonorna, 
Teomerpece rapP， M., 1977 ( RÆ: Rokhlin, V. 
A. and Fuks, D. B., Beginner's course in topology, 
Geometrie chapters , Springer, 1984) . 
C. H. Mammu 所 
【 补 注 了 
参考 文献 
[A1] Jinich, K., Topology, Springer, 1984, Chapt. VU. 
SMM. RR. REN 译 


dobiti T central algebra ; neurpanesgas ajgre6pa] 

一 个 域 上 的 有 单位 元 的 代数 ， 且 它 的 中 心 ( 兄 环 昔 
中 心 [centre of a ring) ) 与 基 域 一 致 Him, Mtk 
环 是 实数 域 上 的 一 个 中 心 代数 ， 但 是 复数 域 不 是 ， 一 
个 域 上 的 全 阵 代 数 是 中 心 代数 ， 一 个 单 代数 与 一 个 中 
心 单 代数 的 张 量 积 是 中 心 单 代数 ， 一 个 有 限 维 中 心音 
已 数 的 每 个 自 同 构 都 是 内 自 阿 构 ， 并 且 它 的 维 数 是 一 
个 整数 的 平方 . 
参考 文献 

fH] Apos, K). A., Kupasuro, H. B., Komeunomepree anre- 
Opu, K, 1980 (中 译本 : IO. A. WAW. B B. £ 
里 钦 柯 ， 有 限 维和 代数 ， 北 京师 范 大 学 出 版 社 ，4984) ， 
[2] Cxopasxos, JL A, Diemer ouet anrenpu , M., 1983. 
JC A Ckopmaor #8 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AI] Feire, R. S, Associative algebras, Springer, 1980. 
[A2] Albert, A A., Structure of algebras, Amer. Math. 
Soc, 1939 (中 译本 : A. A. 阿尔 怕 特 , 代数 结构 , 科 
学 出 版 持 ，1963) . 
[A3] Deuring M., Algebren, Springer, 1935. 
[A4] Herstein, L, Noncommutative rings, Math. Asoc. Amer., 
1968. 
[A5] Jacobson, N., Structure of ring, Amer. Math. Soc., 
1956. IRA PE 


hiji É [ central exponents ; ieurpsumasae MOKAJATENH ] ， 
线性 常 抠 分 方程 组 的 
由 公式 
— k 
MD) = lm im Dn Xt DT nD) 
:0 


T— +m k— + 


定义 的 量 ( 上 中 心 指数 (upper central exponent) ) 和 公式 


* K #“ * “*—* 


T— + K — + s 


_ h: -一 la ， ' 
e(A)= lim lim zr m|| XUT, G+ DT) | 


定义 的 其 (下 中 心 指 数 {lower central exponent ) ); 有 时 


下 中 心 指数 定义 为 


好 


!1 


Lb 


AM ,~ 


Tatah at 
这 里 X(8, r) F: £ 5k 
k = Altix, xeR a) 
的 Cauchy MF (Cauchy operator}, Hh A( ` ) RA BË 
个 区 间 上 可 求 和 的 映射 
R' 一 Hom(R”, R"), 
中 心 指数 Q 04) 和 o (A) 可 以 是 +o; 不 等 式 


， : —- 11 Por 
lim lim pr an | XT, + DT) |). 


— 1 
m — LEG I dr = MA) > wA) > 


. 1 
> jm y fA] dr 
R. 3 R EAK MIME # A E 2 f$ 
— 1; 
im {lA < 十 oo， 


那么 它 的 中 心 指数 是 有 限 数 ,不 等 式 
RA) > HA) > AA) > oo I AA) > A) 
= Hd) 

表达 了 中 心 指 数 与 Jiamyaos 特征 指数 (Lyapunov charact - 
eristic exponent)) 4 (A),`--, 4, CORR R singular 
exponents ) Q°(.A), o° (A) 之 间 的 关系 , 在 系统 (1) ËJ 
系数 是 常数 的 情况 下 (AGt)= A), 中 心 指 数 oA 
(A) 分 别 等 于 4 的 本 征 信 实数 部 分 的 最 大 值 与 最 小 
值 . 在 系统 (1) 的 系数 为 周期 的 情况 下 (4A(t+0)=A(r) 
对 所 有 t ce 及 和 某 一 >0, 6 为 最 小 周期 )， 中 心 指数 
QOLDM o (4) a TRF (multipliers ) 模 的 对 数 的 最 
大 值 和 最 小 值 除 以 周期 8. 

如 果 AO) 是 一 个 列 局 期 的 映射 ( 见 殖 周 期 系数 的 
线性 微分 方程 组 (lincar sistem of differential equations 
with alrnost - periodic coeficients ) ), WA DH rh biit 
与 奇异 指数 一 致 : 

HA) = P(A), AA) = P(A) 
{Bprnon 定理 (Bylov theorem) ) . 

对 于 每 个 固定 的 系统 (1)， 条 忻 ftd)<0 对 于 存 
在 这 样 一 个 5>0 是 充分 的 , 即 对 于 满足 Cauchy 问题 
解 的 存在 唯一 性 条 件 和 不 等 式 

[gm 0] < ó| x| 


的 每 个 系统 
x 一 A(t)r+gü0x, r), 


其 解 x=0 是 源 近 稳定 的 (Bimiorpad 定 JE ( Vinograd theo- 
tem)). Buuorpan 定理 中 的 条 件 DPI4)y<0 不 役 是 充分 
的 ， 而 且 是 必要 的 ,【 当 用 Jimmyaoa 稳定 性 代替 渐 近 稳 


CENTRAL FXPONENTS 533 


定性 时 ， 必 要 性 仍然 有 效 .) 

在 有 界 连续 系数 的 系统 {1) 的 空间 M, 上 (因此 
Al. 是 连续 的 ， 并且 sup,.,. | 4 (日 外 < 十 加 )， 
具有 度量 


d(A, B) = sup || AG)— BG) | 


的 函数 O (A) (HHL, wm(4)) 是 上 (相应 地 ,下 ) 半 连续 
的 ， 但 是 其 中 任 一 个 函数 都 不 是 处 处 连续 的 . 对 于 每 
一 个 系统 (1) TEM 中 找到 另 一 个 系统 


x = B(x, i=1,2 (2) 
任意 接近 它 ( 在 M. 中 )， 使 得 
AM (B) = WA). 4,(B;) = eA). 


这 里 4.(B) 和 4.(B)(i=1, 2) 为 系统 2) 的 最 大 (最 高 》 
和 最 小 {最低 )Jimmyaoa 特征 指数 . 

如 果 AO): R — Hom(R", R') 是 一 教 连 续 映 射 ， 
并 且 和 如果 sup, ex | ADI +o， 那 么 对 于 几乎 每 
个 映射 4 集中 在 4 点 轨道 闭 包 上 的 移 位 动力 系统 {shif 
dynamical system)$ =Hom( R", R"), 在 规范 化 不 变 尺 
EDELLE, RATA ARRIER a RAZ A 
点 )， 系 统 交 =ACt)x 的 上 (下 ) 中 心 指数 等 于 该 系统 的 
最 大 {最 小 ) myo 特征 指数 : 


, HÄ) = AM), XA) = hA) 


般 定 在 光 潭 封闭 流 形 V" 上 的 动力 系统 是 由 一 个 光 
请 的 向 量 场 给 定 , 那么 对 几乎 每 一 点 x ey "(在 规范 
化 不 变 斥 度 的 意义 上 )， 沿 着 x 轨道 的 变 分 , 方程 系统 
的 上 { 下 ) 中 心 指数 与 它 的 最 大 (最 小 ) Janu 特征 指 
KOP]. 对 中 心 指 数 的 一 般 性 质 ( 从 Baire 分 类 的 观 
点 ) 的 研究 见 [31. 
参考 文献 
TIJ Bsmog, B. D., Banompan, P. 3., TpoGman, I. M., 
Hemmm, B. B., Tceopgag noxasarenji JISUyBOBA a te 
HPHIO3S02IH8N K BONPOCAM ycTOHB-Ymocru, M. , 1966. 
[2] Hxo6og, H. A., Hrom Hayku x teno. Maram- 
SecxuËü ananns, y. 12, M., 1974, 71 — 146. 
[BA] Maenmonumros, B. M. , 4 Jiacdbbepeoau . ypanscuua> , 19 
(1983), 9, 1503—1510. 
[3B] Munmrmaomnuuxos, B. M., Imbhepean . ypasseuuq2, 20 
(1984), 6. , 
BC] Mamoms, B. M. , 4 lepep. ypasnenua >, 20 


(1984), 8, 1366- 1376. 
E. M. Murmommmos #Ë 
(+*F2z1 


#**x t 
[AI] Nemytski, V. V. and Stepanov, V. V. , Qualitative 
theory of differential equations, Princeton Univ. 


Press, 1960 (WARI) 【中 译本 : B. BAARS, 
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B.B. WEHA. 微分 方程 定性 理论 ， 科 学 出 版 社 ， 
1956). 周 世英 译 


中 心 极限 定理 [central limit theorem ; uemrpanbuas 
mpeneJsaag Teopesa ] 
概率 论 中 一 类 极限 定理 的 统称 , 阐明 在 什么 条 伴 
下 ,大量 独立 或 弱 相 关 的 随机 变量 之 和 或 其 他 函数 具有 
一 个 接近 正 恋 分 布 (normal distribution) 的 概率 分 
布 . 
中 心 极限 定理 的 经 典 形式 涉及 具有 有 限 (数学 ) 期 
望 EX 一 a 和 有 限 方差 DX, =b, 的 独立 随机 变量 序列 
Xiron Xm (i) 
及 其 部 分 和 
S, = X 十 
Bit A= ES =a + +a, B= DS =b + +b. 将 其 
有 期 望 0 和 方差 1 的 “正规 化 "部 分 和 
F,(y = P(Z,<x) 


的 分 布 函 数 
Sp A, 


` 3 
Va, 8) 
同 对 应 于 具有 期 望 和 和 方差 1 的 正太 分 布 的 标准 正 坊 
aR 


Z, = 


ix) = -站 f 2 qz 
比较 . 在 这 种 情况 下 , 中 心 极限 定理 断言 , 在 适当 条 件 
下 , 当 一 o 时 ,对 任何 xeR, 

F.(x) — ix. 


或 者 ,同样 的 ,对 任何 区 间 t{&, 让: 


Pp{a<2,<B) =-P{A, ta VB, <S, <A, +BVB,) 
~ PB)— (a) 

( 见 Laplace 定理 (Laplace theorem); Jiamyaoas 定理 

(Lyapunov theorem )) . 

正 态 分 布 是 独立 随机 变量 和 的 分 布 的 柜 限 ,为 了 更 
清晰 地 理解 产生 正 杰 分 布 的 条 忻 , 只 要 从 随机 变量 序列 
构造 随机 变量 的 三 角 阵 列 (triangular array) 就 可 以 
(HAD. 在 这 种 情况 下 , 对 每 一 个 上 =1, 2,…， 通 过 令 


X, — üx 


Xak = lakn 


考虑 变量 序列 
X. i... Aans 
这 时 每 一 个 仓 列 ( 行 ) 内 部 的 随机 变 基 是 独立 的 ,而 且 
Z, = Xat Nn 


中 心 极限 定理 可 应 用 的 通常 条 件 { 如 Jburynos 条 件 或 


Lindeberg - Feller 定理 (Lindeberg - Feller theorem) 的 
RATA 区 ,是 渐 近 可 忽略 的 . 例如 ， 从 具有 三 阶 
经 的 JIamygoe 条 件 ， 即 从 当 n 一 5 时 


_ l Š . 
L, = 再 二 之 E| X a, É 一 ü, (3) 


这 一 条 忻 出 发 , 可 得 出 :对 任何 8>0, 不 等 式 


max P{| X,, |>) 
Ik Sm 
= max P| X-a |>z V B, ) < 
L. n 


— zang L 
< ma pr el a, t < = L, — 0 


4n — o HRE f 39 A SER 2 AT 0 这 一 
事实 ,表明 构成 阵列 的 随机 变量 的 渐 近 可 忽略 性 . 
现在 假设 
和 (9) 


是 在 每 一 个 序列 内 部 独立 的 任 一 渐 近 可 忽略 随机 变量 
ZARAR. WEA Z= + +X., 的 极限 分 布 存 在 
且 非 巡 化 ,那么 它 是 正 态 的 当 且 仅 当 ,对 任 给 # >0, 


P " 
| max | Xx | > 一 小 (6) 


ERER, Z, TEREA Tü E] % +" #t H 32 28 Rq 548 aj 2 
K. (RAAI) RERS Z, BIR WT XƏT 2 
分 布 finfinitely -divisible distribution) 的 类 . ) 在 三 多 
阵列 triangular array) 一 条 中 , 可 以 找到 两 个 附 吉 的 条 
性 ,连同 (人 在 一 起 便 构成 了 使 和 包 的 分 布 收敛 到 一 个 
极限 的 充分 必要 条 件 ， 

当 上 面 所 考虑 的 三 角 阵 列 中 ,随机 变量 的 渐 近 可 搬 
略 条 件 不 成 立时 , 情况 就 变 得 复杂 了 . H. Cramér 的 
著名 定理 ( 即 若干 独立 随机 变量 的 和 是 正 态 分 布 的 当 且 
位 当 每 一 个 求 和 项 是 正 态 分 布 的) 使 得 人 们 可 以 设想 (如 
P. Lévy 所 做 的 那样 , 见 [15], 第 5 章 定理 38): 独立 随机 
变量 的 和 具有 接近 于 正 态 的 分 布 ,如 果 * 大 "的 求 和 项 几 
乎 是 正 态 的 ,而 “小 "的 求 和 项 总 起 来 满足 渐 近 可 忽略 项 
的 和 的 分 布 的 " 正 态 性 "条 件 ， 这 一 类 论证 的 精确 形式 
首先 就 EE=0, Li, DA=. 的 三 角 阵列 (5) 的 情形 
得 到 ( 见 [7]),， 这 时 , 为 要 分 布 函数 F.G)= P (Z <xy 收 
化 到 正 术 分 布 函数 (Xx) 必须 而 且 只 需 下 面 两 个 条 件 疗 
时 成 立 : 

D 当 n — co ff, 

a, = max 了 (天 由) — 0, 


TEk Eka 
HP LED o 是 随机 变量 无 | By dp PS $ F. (x 和正 
Tari AA Q. ,(x) (Ë 15 F, G) 具有 相同 的 期 望 和 方 
差 ) 之 间 的 lévy EA (Lévy metric) ; 
2) HHEH g>0, n — oR 


x, 
B= X f x dF) > 0. 


kelja 
E RRRA EEE DX. <s BROERS k) 

TEARRE £ E 88 FE T Lévy 原来 提出 的 形 
式 ， 还 可 能 有 另外 的 表述 方式 (例如 , 见 [8]), 在 某 种 意 
X EENS Lindeberg - Feller 定理 更 相似 ` 

现在 ,中 心 极 眼 定理 的 这 种 形式 可 以 作为 没有 渐 近 
可 忽略 条 件 的 三 角 阵 列 上 更 - 盘 的 求 和 定理 的 特例 得 
到 ， 

在 实际 应 用 方面 , 搞 清 和 的 分 布 向 正 态 分 布 收 敏 的 
速度 是 重要 的 . 沟 了 这 个 月 的 ， 有 不 等 式 和 渐 近 展开 
GA ARZE (probability of larg deviations ) 
的 理论 ， 亦 见 Cramëer 定理 (Cramér theorem); 极限 
定理 (limit theorems )) .下 面 为 了 简化 陈述 , 考虑 -个 
ZARA. (中 所 出 现 的 变量 假定 为 同 分 布 的 . 设 Ptx) 
=PIX,<x). ATARA (3) 的 分 布 函 数 F.C) FJ G) 
的 偏差 的 不 等 式 的 一 个 典型 例 F E: Berry - Esseen 
不 等 式 (Berry - Esseen inequality): 对 一 切 x 

3 
[IB ol < HAAL, o 
g; H 

Eh C 是 一 个 绝对 常数 (C 的 最 佳 可 能 值 在 当时 
(1984) 并 不 知道 ,不 过 它 不 超过 02655). 如 果 各 项 X, 
自身 是 "几乎 " 正 态 的 ,那么 象 (7) 这 样 的 不 等 式 显得 没 
有 多 少 信息 . 例如 ,倘若 它们 实际 上 就 是 止 态 的 ,那么 
(71 的 左边 是 零 ， 而 右边 是 C t 
年 伐 初 开 始 , 大 们 建议 在 类 似 于 (7} 的 不等式 中 ,右边 
FARITE X, 的 秆 而 用 类 似 于 佑 但 被 差 F(x)— 
pix- ajo) 所 决定 的 其 他 特征 代替 , 它 信 随 着 这 个 差 的 
变 小 而 恋 小 . 在 (7) 式 及 其 推广 的 在 边 , 可 以 加 一 项 当 
lxi 0 时 无 限制 地 下 降 的 x 的 函数 {所 谓 非 齐 次 估 
计量 (inhomogeneous estimators])， 也 可 以 考虑 (W. 
[EAA F O) 间 B(x) 的 “ 通 近 程度 "的 其 他 方法 ,例如 
在 空间 上 , 的 意义 下 {所 亩 中 心 极限 定理 的 整体 形式 ) 
或 基于 出 较 分 布 的 局 部 特征 的 方法 ( 见 局 部 极限 定理 
(local limit theorems)). 

对 go=1, # F.(x) 一 种 (xz) 的 渐 近 展开 有 下 述 形式 
( 见 [4], [3]): 


.所 以 ,从 60 


Fx $x} = 


ew 2 |Q (x) es Qa 
Vir "sal n tat Bi 


其 中 Q, 是 x 的 3- 工 次 多 项 式 ,系数 只 依赖 于 项 的 前 
k—2 阶 秆 .对 二 项 分 布 , 渐 近 展开 的 第 一 项 由 下. 
Laplace 于 1812 年 获得 , 展开 式 则 由 T. JL Hebrus 
于 1887 年 完整 地 描述 , 但 没有 严格 的 论证 . 余 项 的 最 


CENTRAL LIMIT THEOREM 5358 


H ffit h Cramér T 1928 26 H, fh Ë PL s Pt 3E 
BEIRT TGAS AREA 

iim |Een] < 1. 
这 个 假设 被 称 为 Cramer Ait. 在 稍 强 的 形式 下 ,这 一 
结 虹 断言 


Feix) bix) = = É: +... + 十 


对 x 一致 地 成 立 . 这 一 渐 近 展开 式 成 为 构造 一 大 类 随 
WERTH (random variables, transformations of) 的 基 
础 ， 

中 心 极限 定 旺 可 以 推广 到 如 下 的 情形 , 即 序 列 (T) 
(或 者 比 和 它 更 广 的 二 朋 阵 列 } E h m Æ Euclid 空间 R" 
的 出 量 所 构成 ， 例 如 根 设 随机 向 量 (i 是 独立 , 阿 分 布 
县 以 概率 【上 不 位 于 某 -起 平面 之 中 , 还 有 EX,=0. 
EIX I? <% ,其 中 + 为 R" 中 通常 的 Eudid 范 数 .在 
这 些 条 件 下 , n — 0 时 ,规格 化 利 
Xite +X, 

yn 
的 概率 分 布 弹 收 敏 ( 见 分 布 的 收 伍 (convereencc of 
detributions)) F) R" LABS FEAR, Hh Jy 35 38 A 
等 于 X 的 协 方差 矩阵 的 正 态 分 布 耻 此 外 ,这 种 收 伍 
性 在 R" 的 广泛 的 于 集 类 上 是 一 致 的 ( 见 [10])， 贫 如 . 
ÈE R" 的 所 有 同 Borel 子 集 的 类 多 上 , 当 n — £h, 


sup | PatA)— L(A) ] — 0. (8) 


del 


在 附加 的 很 设 下 wk kE (8) 的 速度 可 以 得 到 估计 . 

中 心 极限 定理 还 可 以 推广 到 在 无 穷 维 空间 中 到 值 
的 独立 随机 徐 量 序列 { 和 阵列 ) .“ 通 常 "形式 下 的 中 心 极 
限定 理 不 一 定 成 立 ( 这 时 空间 的 “几何 "的 影响 显示 出 
ÆRME (random element))， 特 别 有 趣 的 情形 
是 当 (1) 的 项 在 一 个 可 分 Hillert 空间 五 中 取 慎 时 ,上 
述 规 格 化 和 Z 的 分 布 在 R" 中 弱 收 化 到 正 态 盆 布 的 论 
断 在 占 中 照样 成 立 ， 收 侣 一 至 性 的 结论 则 只 在 比较 交 
AJZ Eo aka (例如 .在 以 原点 为 中 心 的 所 在 球 的 类 
上 ， 或 中 心 位 于 某 一 固定 球 的 所 有 球 的 类 上 ; 在 所 有 
妹 的 类 上 收 敏 就 不 一 定 是 一 至 的 了 ) , W S E HPA 
点 为 它 ,r 为 半径 的 球 . 这 里 类 杖 于 (7 的 是 下 述 类 型 的 
-个 不 等 式 . R 

EX, = 0, E|) x, |? < =. 

H 革 的 分 布 并 不 集中 在 五 的 任 一 有 限 维 子 空间 上 ; 那 
么 在 特殊 的 情形 { 类 似 于 下 面 的 例子 所 分 析 的 情形 } 
下 ， 


z; = 
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| -oll 
À, = sup | P(Z,eS,) -a(S | = O "I. 


# EIX, |< o 这 一 条 件 下 , 其 中 必 是 一 个 固定 前 瑟 
不 太 小 的 数 ,可 以 断言 ,对 任 给 的 E>0， 


i 
A, = 0 


(例如 , 当 x= 1 时 , 它 就 成 立 ) . 

相当 其 体 的 , 例如 数理 统计 的 问题 ,可 以 导致 在 无 
穷 维 空 间 , 特 别 是 在 丑 中 的 中 心 极限 定理 . 

例 ode 是 在 {0,1] 上 均匀 分 布 的 独立 随机 
变量 的 序列 . 设 X(t) (k=1, 2，…) 是 如 下 给 出 的 空间 
L.,10.1] (关于 [0,1] E Lebesgue 测度 平方 可 积 函 数 的 
空间 ) 中 的 随机 元 : 


一 ! 
Xu) = 
lr Hagl 


对 D1 =... 


这 时 EX (0=0 (0 <<), B. 
X(+ -: ' +X,() 
TI 


其 中 6G 四 是 由 在 [0, í] 上 均匀 分 布 的 .大 小 为 n 的 样本 
和 ,如 构 造 的 经 验 分 布 函 数 . 这 里 范 数 的 平方 


Zt) = = Vn(G,(t)—t), 


i I 
ZA? = f;ja)a = n f (HO) dt, 
6 0 


P] Cramér- von Mises - Capgoe 434 (N, Cramér - von 
Mises 检验 (Cramér - von Mises test)) 的 统计 量 w? 
一 致 .根据 中 心 极限 定理 , 当 # — ° 时 ,存在 关于 wi 
的 一 个 极限 分 布 , 它 同日 中 一 个 适当 正 杰 分 布 向 基 的 
范 数 的 平方 的 分 布 一 致 ， 称 为 3 分 布 (omepa -squared 
distribution)， 这 样 , 中心 极限 定理 说 明 对 充分 大 的 mn 
Ho REHN o 是 合理 的 , 这 就 是 应 用 上 面 所 提 到 的 
统计 检验 的 根据 . 

中 心 极限 定理 推广 到 相依 变 昨 的 和 已 经 有 多 种 形 
式 { 在 时 齐 有 限 Mapo 链 的 情形 ,具有 两 个 状态 的 最 
简单 非 时 齐 链 的 情形 , 以 及 某 些 其 他 的 模型 , 这些 由 
Mapxop Æ A F 1907-191] 年 完成 ; 随后 的 推广 首先 
是 同 C. H. Eepunrreñin 的 名 字 联 系 在 一 起 ([12 力 ). 所 有 
这 类 中 心 极限 定理 的 推广 的 基本 特点 在 于 这 样 一 个 事 
实 ; 由 兰 ,…, 基 所 决定 的 事件 同 由 X... X... . L Br 
定 的 事 侍 的 相 傅 性 当 了 无 限 增 大 时 变 得 可 忽略 . 

至 于 中 心 极限 定理 证 明 的 方法 ， 在 独立 项 情形 下 ， 
一 般 来 说 最 有 效 的 是 特征 函数 方法 ; 它 补充 并 有 时 代替 
了 所 谓 “结构 法 " ( 见 [11]) 以 及 所 谓 “ 度 量 距 离 法 ")， 在 
相依 变量 的 情形 下 ,整体 上 最 有 效 的 方法 是 半 不 变量 方 


法 (例如 , 见 [14]), 这 一 方法 对 于 比 求 和 或 线性 函数 更 
一 般 的 随机 变量 旺 数 (例如 对 于 二 次 的 和 其 他 形式 的 本 
数 ) 也 是 合适 的 . 

有 美 数论 中 的 中 心 极 限定 理 见 数论 中 的 概 衬 方 法 
(number theory, probabilistic methods in). 中 心 极限 
定理 也 可 应 用 于 函数 论 和 动力 系统 理论 中 的 某 些 间 
Bs. 
trt 
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#*x 
[A1] Loéve, M. , Probability theory, Y. Nostrand, 1963. 
陈 培 德 译 


群 的 中 心 积 [central product of a group; yemipasb- 
Hoe npoaBeaeHue rpymnbi] 
群 的 一 种 结构 ， SE G 称 为 它 的 两 个 子 群 4 和 BB 的 
中 心 积 ， 如 时 它 由 它们 生成 ， 对 任何 两 个 元 素 g EA 和 
be8 有 ab=ba, MAZE AQB EENH- Z (G) th. 
特别 地 , TT AC B= 18 G Rb MAE HT AXB. WR 
A, BA C R ARK0 4 CSZ, E 0: C =+ 
Z (B) 是 单 同 态 , 则 不 用 预先 假设 4, BERTE GKF 
群 也 可 点 定 4 和 下 的 中 心 积 . 
参考 文献 
[1] Gorenstem, D. , Finite groups, Harper & Row, 1968. 
H. H. Bamas R AEE 许 以 起 校 


群 的 中 心 列 [central series of a group ; uemrpan iibi pun 
pym ] 

一 个 正规 列 (normal series)， 它 的 所 有 因子 皆 为 
中 心 的 {central) , 即 子 群 列 


£ = Go Ç GJ C - C G, = G. 


对 所 有 i, GaG 在 GIG, 的 中 心中 , 见 子 群 列 (subgroup 
series). 如 对 所 有 i f G. G R GG 的 整个 中 
心 , 则 此 序列 称 为 如 的 上 中 心 列 (upper central 
series), MEG, 与 如 作出 的 换 位 子 群 和 G, 一 致 , MJ 
称 这 序列 为 下 中 心 列 (lower central series) . 
有 中 心 列 的 群 称 为 震 零 群 (nilpotent group). 
等 堆 群 的 下 中 心 列 和 上 中 心 列 有 相同 的 长 度 , 它 是 群 
的 中 心 列 的 最 短 长 度 ， 这 个 长 度 称 为 群 的 塞 零 类 数 
(nilpotency class) (HEPKE { degree of nilpo - 
tency)). 
O A. Fanou EE 
GHE] 
参考 文献 
[51] Hall, M., The theory of groups, MacMillan, 1959, 
Chapt. 10 (中 译本 ; M. KA. Pe, EERE tE, 1981, 
3108). 
BER 许 以 超 校 
中 心 单 代 数 [central simple algebra ; xeaTpasbhaag opoc- 
Ta aefpa ] 
有 单 冬 元 的 单 结合 代数 ， 并 且 是 中 心慌 数 (centrai 
记忆 bra) ， 域 天 上 的 每 一 有 限 维 中 心 单 代数 4 皆 同 构 于 
天 上 有 限 维 中 心 可 除 代 数 C 的 矩阵 代数 M. (C). 特别 
地 ， 当 外 是 代数 闭 域 时 ， 天 上 的 有 限 维 中 心音 代数 并 
同 构 于 MK); 当天 =R 时 ，4 同 构 于 实数 或 四 元 数 上 
的 拒 锋 代数， 中 心 单 代数 4 与 任意 单 代 数 召 的 张 量 积 
旦 单 代 数 ， 特 别 地 ， 当 吾 是 中 心 单 代数 时 ， 张 量 积 也 
是 中 心 单 伐 教 ， 玉 上 两 个 有 限 维 中 心 单 代 数 冯 和 尾 称 
为 等 价 的 ， 如 果 对 某 个 mm 和 nn， 有 
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ADMK) = BRM, K). 


这 等 于 说 ， WR AR BIJA Fj 一 中 心 可 除 代 数 上 的 两 
个 矩阵 代数 ， 天 上 中 心 单 代数 的 等 价 类 关于 张 量 积 
运算 构成 KLA) Brauer Et (Brauer eroup). 
参考 文献 
[1] Warden, B. E. van der. Alpebra.1—2, Springer, 1981 
{中 译本 :BL ih OK Se, dR, PEH EH. 
I 19643, H 1976). 
[2] Apos, KO A, Kupwucuro, B B., KOnestHOMEPHPE anedper 
K., 1980 ( PH+: 加 À IRR. B B 基 里 软 
柯 ， 有 限 维 代数 ， 北 京师 范 大 学 出 版 社 ，1984). 
A JL Omu # 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AI] Peiræ, R. $., Associative algebras, Springer, L980. 
[A2] Albert, A. A., Structure of algebras, Amer. Math. Soc., 
1939 (HRE A. A. MORIE. RAIH. FE E ER 
E, 1963). 
[A3] Deuring, M., Algebren, Springer, 1935. 


|A4] Herstem, 1, (isonvsananrutatve nngs, Math. Assoc. 


Amer., 1968. 
[A5] Jacobson, N., Structure of rings, Amer. Math. Soc., 
1956. 林 亚 南 P 


中 心 北 子 [centralizer ; Detrpanrmcamrop | 
环 , 群 或 半 群 R 的 子 集 , 由 和 某 集合 S R h PHAT 
元 素 都 交换 的 元 素 组 成 ;5 在 R 中 的 中 心 化 于 ， 记 为 
ORAZIN + B FA 在 怒 帮 的 所 有 和 
同 态 的 环 中 的 中 心 化 子 是 除 环 (【 Schur 3| 2 t Schur 
lemmap). 
参考 文献 
[1] Jacobson, N. , Structure of ring, Amer. Math. Soe., 
1956. 
JL A. Bom # 


石生 明 译 许 以 超 E 


”中心 [ centre ; nearpl 


二 阶 常 微分 方程 自治 系统 1*) 的 轨道 在 奇 点 x, B 
邻 域内 的 种 图 形 ， 这 里 


X = f(x), xian” FGCROR (+) 


fectGy mi GE .个 瞧 -- 性 的 区 域 .这 种 图 形 的 特征 
如 下 : 4 — 8 x ABR U. 使 得 所 有 在 UNU) 内 
开始 的 系统 的 轨道 是 围绕 为 的 闭 划 线 ,点 忆 本 身 也 称 为 

中 心 . 图 中 点 O 就 是 中 心 . 随 着 上 的 增加 滑 轨 道 的 运 
动 可 按 顺 时 针 或 反 时 针 方向 进行 (如 图 中 能 头 所 大 ) . 
中 心 是 Jiyao 稳定 的 (但 不 是 渐 近 稳定 的 ). 它 的 
Poincaré 指数 为 1. 
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Bm, 5A) A(x—x) BF, xy E Z ñ (*) WJ ch 
心 , 其 中 4 是 具有 一 对 纯 品 数 本 征 值 的 常数 窃 阵 ， 与 
线性 二 阶 系 统 情 况 下 出 现 的 其 他 类 型 的 简单 静 下 点 ( 蕉 
点 {saddle)， 结 点 (node ) 或 焦点 (focus ) ) 相 反 , 中 心 型 
的 点 Xo, 一 般 来 说 ,在 线性 系统 右边 扰动 情况 下 不 保持 
为 中 心 ,不管 相 对 于 上 x 一 x 的 扰动 阶 如 何 小 和 它们 的 
平 请 性 如 何 ， 它 可 转变 为 焦点 (稳定 的 或 不 稳定 的 ) 
或 中 心 焦点 ( 见 中 心 和 焦点 问题 (centre and focus prob- 
lem)). 对 于 Ci 类 (fe C'(G 4 23 E S (s), 一 个 
PIER x EERE A= f ONO 有 两 个 零 本 征 值 情况 下 也 
可 以 是 中 心 ， 
参考 文献 
[T] Avem, B. B., JIyrameemr, H. A., Canopcgkañ, A. [1.， 
Henmmefires FOR D cucrevax BTOPOTO TODzIKA, 
Mime, 1982. 
TLR A A 8: R RA (singular point ) 的 参考 文献 . 
A. ©., Anpas EE 
【 补 注 】 关于 准确 的 拓扑 的 定义 见 [A1], p. 71. 
参考 文献 

[Al] Nemytskii, V. V. and Stepanov, V. V. , Qualitative 
theory of diferential equations, Princeton Univ. 
Press, 1960 (EBR X) 中 译本 ; B-B. 涅 梅 芯 基 , B. 
B. REER, 微分 方程 定性 论 ， 科 学 出 版 社 ， 
1956). 

[A2] Andronov, A.A.. Leontovich, E.A. . Gordon, L.I. 
and Mair, A.G., Theory of bifurcations of dyna- 
mic systems on a plane, Israel Progr. Sci. Transi., 
1971 (FARA). 

[A3] Arnol'd, V, I., Geometrical methods in the theory 
of ordinary differential equations, Springer, 1983 (PE 
BAX) (中 译本 ; B.I. 阿 诺尔 德 ， 常 微分 方程 续 
论 一 一 党 微分 方程 的 几 向 方法 ， 科 学 出 版 杜 ，1989) 
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dynamical system) ) RETE (cascade ) 的 ) 
最 大 的 闭 不 变 六 (invariant set) X, EWURA 
点 都 是 在 原 系统 到 AKRE F ñi 31038 K (non- wande- 


ring point). (RIAH J S £ (topological dynamical 
system)). WERZH X EB (W RA, WE 6 B 
fi 20) uB). 32 FC 624 . G.D. Birk- 
hoff i B T — F i Br E. 用 另 一 种 , 然而 是 等 价 的 
EG P-O A EK a A-A . 2 — ph EE h5 zF 3 88 
种 不 同 的 “深度 "， 因 为 这 一 这 程 允 许 一 定 的 调整 】， 
对 于 维 数 < 2 的 紧 统 形 上 的 流 ( 见 辐 , [加 )， 或 者 对 于 由 
圆周 的 同 凸 迁 民 或 一 个 区 间 的 {其 译 是 不 可 诞 的} 连续 
瑞 射 { 见 四 ) 的 选 代 而 得 到 的 级 联 , 其 中 心 的 深度 不 大 ， 
但 是 对 于 R 中 以 及 某 些 开 曲面 上 的 流 { 见 [8] — [10])， 
其 中 心 的 深度 可 能 为 任意 大 的 可 数 超 限 数 . 在 完全 度 
量 空间 中 ， 中 心 与 具有 Pono 稳定 性 (Poisson stabili- 
ty) 的 点 集 的 闭 包 一 至 . 

WR XE, M U 是 中 心 的 一 个 邻 域 , 则 每 一 点 x EX 
BUR B sh K ñB yi U rb": E TIPE S x< U t 
那些 ! 的 比 当 了 一 co BEES T L H E, B. iX — FE IK 5 
最 小 闭 不 变 集 ( 极 小 引力 Fob (minimal centre of attrac- 
tion), Æ [3] 和 [9] ), 一 般 说 来 ,只 是 中 心 的 一 部 分 ;在 
可 度量 化 的 情况 下 , CANAM E ergodic set) 之 并 
的 闭 包 一 致 
参考 文献 

[L] Birkboff, G. D., Ueber pewisse Zentralbewegungen 
dynamischer systeme, Nachr. Gesells. Wiss. Göttingen 
Math. Phys. KL, 1926, t, 81-92. Collected Math. 
Papers, Vol. D, 283—294 . 

[2) Birkhoff, G. D., Dynamical systems , Amer. Math .Soc., 
1927. 

B] Hesp, B. B., Crenamos, B. B., Kawcmemnaa 
IEOP IDtdwpeaHrauTHbhrx ypapHscuuñ, 2 maa., M. - 
JI., 1949 ( 英 译 本 ; Nemytskii, V- V. and Stepanov, V. 
V., Qualitative theory of differential equations , Princeton 
Univ, Press, 1960}. 

[4] Ch6upewua,K.C., Haencuue B Tononmordeckyo MHHAMMEY , 
Kamu, 1970 (X BE Æ: Sibirskii, K.S., Introduction to 
lopolomcal dynamics , Noordhoff 1975). 

[5] Schwartz, A. F.and Thomas, E. $., The depth of the 
œnire of 2-manifolds, im Globa! stability, Proc. 
Symp. Pure Math., Yol. 14. Amer. Math. Soc., 
1970, 253—264 . 

[6] Neumann, D. A., Central sequences in flows on 
2 - manifolds of finite genw , Proc. Amer. Math.Soc., 61 
11976). 1, 39-43., 

[7] HispxoscsgRü, O. M., & Aonosiai AH YPCP $, 1964.7, 
865 — 868. 

[8] MaBep, A. I., Mamm. o5. Y, 26 (1950), 2, 265—290. 

[9] Shil'nikov, L. P., On the work of À. G. Maler on œn- 
tral motons, Math, Notes, S{1969), 3,204 一 206 (Mat, 
Zametki, 5{1969), 3, 335-339). 

[10] Neumann, D. A., Central Sequences in dynamical sys- 


tems, Amer. J. Math., 100 (1978), 1, 1 ~ 18 . 
I B. Anxo E EA. Fak. yka 评 


中 心 和 焦点 问题 [centre and focus problem :genrpa a 
中 omyca mpofinewta ] 

确定 这 样 的 条 件 的 问题 ,在 这 些 条 件 下 常 微分 方 
程 自 治 系统 (autonomous system} 

x= X(x,y) y = Fx, y) œ) 

AAPA AEM (equilibrium Position ) 品 的 某 一 邻 域 
A., RORI, WEHA, BERR X TI Y + 
口 的 某 一 邻 域内 为 解析 的 ,问题 是 H. Poincare 在 []] 
中 提出 的 . A. M. Jamon # [2] 中 获得 了 基本 结果 . 

作为 一 个 污 则 ， 假 定 在 O 点 线性 化 系统 的 特征 方 
程 ， 也 就 是 系统 


š = XAOKETE (OM, 
W = YO+ YAOm 


有 具有 印 虚 根 . WAATEA GHA O E — 4 th ts 
(centre) 【被 封闭 轨 线 所 国 绕 ), RAE 4" ff Pa (focus ) 
(被 螺 线 包 图). 在 此 情况 下 ， 存 在 一 个 中 心 的 必要 和 
充分 条 人 忻 是 系统 (*) 在 0 的 邻 域内 有 一 个 与 1 无 关 的 实 
EEH Fix. y)=CUK[2]). 某 于 此 晴 果 ,已 经 研究 
出 一 些 获 得 中 心 存在 的 条 件 的 方法 ， 这 些 条 件 和 包括 多 
项 式 无 限 序列 在 (*)} 右 边 级 数 展开 的 系数 中 不 出 现 . 在 
右边 为 多 项 式 的 情况 下 ， 从 关于 多 项 式 理想 基 的 有 限 
性 的 Hilbert 定理 得 出 ， 在 此 序列 中 ， 只 有 有 限 个 是 本 
质 的， 市 其 余 的 则 是 它们 的 推论 ， 确定 一 个 中 心 的 基 
本 条 件 教 的 问题 是 很 复杂 的 ， 而 且 只 有 当 尖 和 了 是 二 
次 多 项 式 ( 三 个 条 件 ) 时 才 完 全 解决 ,在 较 高 次 过 项 式 情 
况 下 ,已 研究 出 对 某 些 结构 一 一 等 时 . 稳定 或 对 称 一 
建立 中 心 存 在 的 条 件 的 方法 { 见 [31. [4] )， 
参考 文献 
[A] Poincaré, H.. Mémoire sur les courbes définiés par 
une éguaton difèrentielle, J. de Math.. 7 (1881), 
375 — 422. 
[IB] Poincaré. H., Mémoire sur les courbes definits par 
une équation difèrentielle, J, de Math.. 8 (1882). 
251 — 296. 
[IC] Poincaré, H, , Mémoire sur les courbes définiés par 
une áquation diferentielle, J. de Math., 1 (1885), 
167 — 244. 
[LD] Poincaré, H.. Mémoire sur les courbes dèfiniés par 
une équation diferentielle, J. de Math., 2 (1886), 
15i- 217. 
[2] Terrynoe, A. M., OÕuaa gaya o5 ycroñsunocru 
TEBEKEHHG, M.-J., 1950., 


13] Amel'kin. V. Y.. On the question of the isochrontsm 


of the centre of two-dimensional analytic differential 
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systems, Diferential Eg., 13 (19792), 667- 874. 
[4] Cu6upckuñ, K. C., AJICODRHUCCKHC HHBApHAHTH TH 中 - 
中 gePeernitaompabIK ypaattchnm n MATPHI, Ka. , 1976 
K. C. Caup 所 
{ 补 注 ]】 ARARE AE LA] 的 119 一 125 页 中 查 到 . 
参考 文献 
LAL] Memytskii V. V. and Stepanov, V. V., Qualitative the- 
ory of differential equations, Princeton Univ. Press, 
1960 (FARE) PEA. B. B. W 98 A, B.B. 斯 
捷 巴 诺 去 ， 微 分 方程 定性 论 ， 科 学 出 版 社 ，19561 . 
BAw TE 


群 的 中 心 [cente of a group ; HeaTP rpyanm] 

群 的 全 体 中 心 元 (central elements) (5 B ti, 88 
不 恋 元 (invariant elements))， 即 与 群 的 全 体 元 素 
都 交换 的 元 束 的 集合 Z ， 群 6 的 中 心 是 G 的 正规 子 群 
甚至 特征 子 群 , 而 且 中 心 的 督 个 子 群 在 G 中 是 正规 的 . 
只 有 Abel 群 与 它 的 中 心 一 致 , 中 心 仅 由 单位 元 组 成 的 
群 称 为 无 中 心 的 群 (groups without centre) 或 有 F 


* +a»: 


参考 文献 
{1] Kypour, A., Teopnn rpym, 3 aan. , M. ,1967( 中 译本 :和 
EAr REELL, 下) ， 高 等 教育 出 版 社 , 1982-1987). 
O. A Hamoa Ë AEH HAR 


8 Pe Mht [centre of a partially ordered set; nenrp 
4ACTHYHO YDODSJIOHCHHOrO MHOWECTEA ] 

带 有 0 与 ] 0087 3E (特别 是 格 )P 中 的 元 素 集 , 在 
P 的 某 个 直 积 分 解 下 , 访 集 合 的 每 个 元 素 有 一 个 分 量 为 
1， 其 他 为 0. 任何 带 有 0 5 1 的 偏 序 集 的 中 心 者 是 一 
个 Boole 代数 . 格 工 中 的 元 素 a 属于 中 心 , 当 且 仅 当 它 
是 中 性 的 (neutral) ( 即 每 个 三 元 组 {a,x， } 都 生成 上 
的 一 个 分 配子 烙 )， 而 且 有 一 个 补 元 ,在 有 补 模 格 中 ， 
中 心 同 于 由 所 有 具有 了 唯一 补 苑 的 元 罕 所 组 成 的 集合 

T. C. boano Ë hur £ 


环 的 中 心 [centre of ring; Yearp Kontbua ] 
环 中 与 每 个 元 素 都 可 交换 的 元 束 的 全 体 之 ， 即 
Z = [z: az =2za, 对 一 切 a}. 
环 的 中 心 是 一 个 子 环 ， 中 心里 每 个 是 道 元 的 道 也 属于 
中 心 ， 若 一 个 环 是 一 个 绒 上 有 单位 元 的 代数 ， 则 其 中 


baga. Mpt central alpebra) ， 
Jl A Commo # EEE 译 


LIIK [ centred family of sets; ueurpuposauuoe 


CEMENCTEO MHOWECTE | 
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任意 有 限 个 元 击 集 之 变 非 空 的 族 . 例如 ， 自然数 系 
Z, 的 子 集 A=lneZ l: nm>il 所 构成 的 可 数 族 {4: 
IE 也 } 是 有 心 的 ;所 有 无 喜之 交 非 空 的 任意 族 是 有 心 
K. BAARDE LERRET R BER a ht E. 

无 眼 的 有 心 集 族 在 一 般 拓 扑 学 中 首先 被 用 于 刻画 
紧 空 间 ， 存 拓扑 空间 中 ,有 心 闭 集 族 被 用 于 它 的 肾 化 及 
它 的 绝对 形 的 构造 中 . 

有 有心 集 系 的 概念 可 作 加 下 推广 ， 设 m 是 一 个 无 穷 
基数 , 则 一 个 mm 有 心 集 族 (m - centred family of 
sets) 被 定义 为 基数 小 王 m WEWERE ERES H 
谈 ， 在 抽象 测度 论 中 , RRRA RA m 紧 空间 . 
Erk 

[H Kelley, J. L., General topology, Sptinger, 1975 ( 'Ri& 
本 :J, L. 凯 药 ， 一 般 拓 牙 学 ， 科 学 出 版 杜 ，1982 1 
[2] Gilman, L. and Jerson, M., Rings of continuous 

functions, V. Nostrand - Reinbold, 1960 . 

E A Ebuwon E 

DIET 有心 集 族 也 称 为 滤 过 集 族 (filtered family of 
sets) RE M RRA IET (filter) ， 

HRR., RER. Pat PE 


中 心 仿 射 几 和 何 学 [centro - affine geometry ; uenrpoadapua- 
mag reomeTphs | 
仿 射 几何 学 (affine geometry) 的 分 支 ， 侠 究 中 心 仿 
射 变换 (eentro- alfine transformation): X =A; 六 的 不 
变量 . 中 ， 忆 售 射 变换 保持 一 点 (中心 } 不 动 . 在 中 心 仿 
射 几 和 何 学 里 ,存在 完全 的 对 侦 性 : 关于 点 的 每 个 命题 对 
应 闭关 于 超 平面 的 间 样 命题 . 
JE A Cunpo Æ 这 一 兵 译 


中 心 仿 射 空间 [centro - affine space ; uenrpoadbdoan- 
Hoe npocTpancTbo] 

以 下 述 手 质 为 基本 不 变 基 的 以 射 空间 (affine 
spa): 一 个 平面 过 或 不 过 某 - -点 . 这 个 点 称 为 空间 的 
Pi. 几 A Caanopos # ?£— E jE 


biR Í oentro -focus ; úeurpo-doxyc ] 
— Bi W fk s AR B ñ 3 St OSE f k S A x. 
HARR AR — hb. = = 


X = f(x) x=eR2, /: GR. (*) 


f e(G).W G E -个 唯 - -性 的 区 域 - 这 种 类 型 的 特征 如 
TF: 在 可 的 每 一 个 邻 域 下 内 ， 存 在 围绕 区 的 系统 的 闭 
轨道 ， 也 存在 不 封 辣 的 完全 轨道 ， 后 者 充满 收缩 到 x, 
且 以 这 些 闭 较 道 为 界 的 坏 状 区 域 ; 任 … 圆 环 内 的 畔 道 
为 网 线形 ， 它 的 一 端 渐 近 地 赵 向 外 部 边界 ， 男 一 端 潮 
近 地 赵 向 图 环 的 内 部 边界 .点 x. 本 身 也 称 为 中 心 焦点 ， 


图 中 ，(0 ,0) 是 一 个 中 心 焦点 ， 箭头 表明 十 随 着 1 增加 
沿 系统 轨道 运动 的 方向 (和 荫 头 也 可 以 是 反方 向 的 ) - 
中 心 焦 点 是 JIamacos{ 但 不 是 渐 近 ) 稳定 的 . E 
Poirxaré 指数 为 1 
参考 立 献 
[1] Hema, B. B.. Crenanos, B. B.,, Karecreceigas 
Teopus .dthepermaaneahr ypapienuü, 2am., M- Jl., 
1949 【中 译本 : B, B. EHAA. B. B, HECERA. 
微分 方程 定性 理论 ， 科 学 出 版 社 ，!956)， 
[2] Dulac, H., Sur les cycles limites, Bull. Soc. Math. 
France, 51 (1923), 45 —188. 
[3] Emnapos, IL. M., Mmao, O.C, , 
12% (1983). 1, 111—126. 
A 中 .Annpeea W MEX 译 
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必然 事件 [certain event ; mocropepaoes co6srrmue] 

预先 知道 必然 要 发 生 的 事件 ， 更 准确 地 , 如果 人 = 
tol 是 基本 结果 的 空间 ,一 个 事件 4 称 为 必然 的 是 指 它 
与 任何 一 个 基本 结果 四 -- 起 发 生 . 显 热 它 必须 与 整个 
空间 各 一 致 . 因此 对 一 个 必然 事件 ,指定 它 具 有 概率 | 
是 自然 的 : 


P(A} = measure{w: og A) = P(%@) = 


不 可 能 事件 (impossible event) Ë is A 互补 的 事件 
A B. [poxopos $ BIRM VE 


必然 性 . PIRE [certainty ; rocromepuocrb] 
项 先 确 信 某 事件 毫 无 疑问 会 实现 .必然 性 是 某 事 
性 可 实现 性 的 特征 . 且 标 上 了 最 高 水 平 的 概率 . 在 概率 
论 中 ,必然 性 的 概念 是 与 必然 事件 (ocrtain event) 4L 
率 1 出 现 的 事件 相 联 系 的 . 在 实践 中 ,只 要 某 事件 的 概 
率 充 分 接近 于 1, 人 们 就 称 之 为 必然 性 事件 ， 
A. B. IIpoxopom $% 陈 培 德 W 


Cesaro 曲线 [Cesaro curve ; Uesapo w=pusaw ] 
一 条 平面 曲线 ， 它 在 任 一 点 好 的 曲率 半径 R 与 
M 关于 某 一 圆 的 极 线 在 该 点 法 线 上 所 截 割 的 线段 成 


Hi. Ceshro 曲线 的 自 扔 方程 (natural eyuation ) 是 


s= j8. 
(R /by"—1 

其 中 上 是 常数 ，m 为 一 实数 . E. Cesaro 曾 研 究 过 
([1]). 
参考 文献 

H] Cesaro. E., Vorlesungen über natürliche Geometrie : 

Teubner, 1901. 
[2] Capcnog , A A., ILOCKHC pume , M., 1960 
A A Coxonog # 

[译注 〗 空间 的 (csaro Mi (IB1]) £ — # + h cC, 
使 得 若 - -直线 固定 于 CC 的 Frenet Wair, 则 当 此 
直线 随 活 动 标 架 洛 C #e al hi, 生成 一 可 展 曲 面 . 


参考 文献 
[BI] 苏 步 育 原 著 ， 姜 国 英 改 写 ， 撒 分 几何 学 ， 新 版 ， 高 等 
教育 出 版 社 ， 1988. 沈 一 兵 译 


Cesaro 求 和 法 [ Cesàro summation methods ; Yezapo 
METON CyMMIEDOB 3 HR qd | 
数 项 级 数 和 函数 项 级 数 求 和 法 的 总 称 ; E E. Cesàro 
引入 的 ([1}); 用 符号 (CC, 六) 来 表示 
设 级 数 
Ph (°) 


的 部 分 和 为 5; 级 数 (*) 接 天 次 Cesaro 求 和 法 是 可 和 的 
{summable by the Cesiro method 二 "order kya: (C, 
各 可 和 的 ,其 和 为 8， 如 果 


k 
k — n 
Ja 一 

K 

A; 


其 中 信和 业 定 义 为 下 列 展开 式 的 系数 : 


一 S, n—s, 


xX 1 s 1 w 

SE a 一 S, "= a n 
D S G AS E Ty, ae 
ot fl At ARFATASRTAEA: 


Bais, = T YA a, 
n =Ü 


At I 


Ak 一 i = Gtit, k#--1,— 


Cesàaro RAFE (C,k) BAET ER |a, || 的 短 阵 求 
和 法 (matrix summation method): 
Any 
Ak 


rE, 


Ü, y> n. 


CEVA THEOREM $4] 


4 k=0 H, Cesaro RAA MA A OSEE -A 5 
k=l 时 , 它 是 算术 平均 求 和 法 。Cesaro 求 和 法 (C, k), 
3 k2:0 8436 Je EMÉS, 当下 < 时 不 是 正则 的 . 当天 增加 时 ， 
Cesaro 求 和 法 的 效力 增加 ;如果 一 个 级 数 按 Cesaro 求 和 法 
(C. k) E aM, MEIE Cesaro RIK (C.K (K> ks —1) 
也 是 可 和 的 , 其 和 相同 ， 当 上 < 一 1 时 , 术 存 在 这 种 性 质 . 
H R Ak (+) ie Cesaro 求 和 法 的 可 和 性 ,可 得 ar = Oin"). 
Cesaro KHH (C, ky la] Holder 求 和 法 (Holder summation 
methods) (H, k) LÆ Riez 求 和 法 (Riesz summation me- 
thod) (R.n, D) (k> 们 是 等 价 的 和 相 容 的 ， 对 十 任 简 
上 > 一 .，Cesaro $KE (C, k) BF Abel 求 和 法 (Abel 
summation method). 

起 初 ,下 .Cesaro HENTER k AEEA 
了 他 的 方法 (CC,k) ,并 应 用 于 级 数 的 习 法 。 后 来 ,Cesaro 
求 和 法 被 推广 到 任意 值 (包括 复数 值 ), 并 且 得 到 了 广 
泛 的 应 用 ,向 如 应 用 于 级 数 的 乘法 ,Fourier 级 数理 论 其 


及 其 他 方面 ， 

参考 文责 
[L] Cesaro, E. , Bull. Sci. Math., 44 (1890), 1, 114—120. 
[2] Hardy, G. H. , Diverpent series, Clarendon, 1949. 


[3] Zygmund, A , Trigonometrie series, 1, Cambridge 
Univ. Press, 1979. 


[4] Eapor， C. A. . Bere 日 Teopino CyMMHDyeMOCTH 
pazos, 2 vn. , Tanam, 1979. 
H. H. Bomoa E Ip PE 


Ceva 定理 [Ceva theorem ; Yes Teopema ] 

关于 同一 个 二 角形 相交 的 某 些 直线 段 长 度 之 间 的 
关系 的 一 个 定理 . 设 和 二 ,如 ,CC 是 分 别 好 于 三 角形 ABC 
的 边 BC,C4 和 AB 上 的 三 个 点 ,为 使 直线 44,，BB， 
和 CC 相交 于 一 点 ,或 者 都 平行 ,其 必要 和 充分 条 忻 是 


AC, BA, CB, 
CB AC B14 


通过 一 个 三 角形 三 个 顶点 且 相 交 于 一 点 的 直线 44 , BB. 
和 《CC 称 为 Ceva $ (Ceva lines 或 Cevian lines). 
Ceva 定理 与 Menelus 定理 (Menelaus theorem) E F£ 
AM. Ceva 定理 因 G. Cesa 而 得 名 ([]]) . 

Ceva 定理 可 以 推广 到 多 边 形 前 情况 ， 设 点 口 是 在 
具有 奇数 个 顶点 局 Aro An 的 多 边 形 所 在 的 平面 
内 给 定 的 一 点 ,并 且 设 直线 OA. ,04,,…, OA, OA... 

，O4。 1 与 多 过 形 中 A,A, A,, Apo 的 
对 边 分 别 相 交 于 点 ,1 Gpp G a... 这 


时 ,有 
Aia, Asaqa dn sam Amam- _ I 
ald, dds Ga 2, r Gom-14i I 
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#+ w 
[1] Ceva, G., De limes rectis se invioeny secantibus statica 
ounstructio, Milan, 1678. IL C. Monue ER 


LAME] 

prr 
[A1] Bergr, M., Geometry. 1, Springer, 1987 { 译 自 法 
£). 张 鸿 林 = 


$ [ chain; uent ] 

1) Í F£ P 38 (totally ordered set). 

2) 由 单 形 { 三 角 章 分 的 , 单 形 集 的 ,特别 是 折 扑 空间 
的 奇异 单 形 的 ) 或 者 胞 腔 所 组 成 的 形式 钱 性 组 合 . 在 
最 一 般 的 意义 下 , 它 是 任 一 链 复 形 { 自 然 是 自由 的 } 所 成 
的 链 群 中 的 元 素 ， 系 数 取 自 群 如 的 链 是 群 G 对 链 复 形 
所 作 的 张 量 积 中 的 元 素 . 


参考 文献 
[1] Steenrod, N. E. and Eüenberg, S., Foundations of 
algebraic topology, Prinoeton Univ. Press, 1966. 
[2] Hilton, P. J. and Wyl, $., Homology theory, an 
introduction to alæbraic topology, Cambridge Univ. 
Press, 1960. A. ©. Xapumane E Wit 译 


链条 件 [chain condition ; o6pbisa neneñ ynommge] 
HERH TAREN A FE +E 5) 35 PF. 偏 序 
集 P 的 降 链条 性 (descerding chain condition } 是 指 : 对 


TÍ EES aza Foo 2a 2 - 必 有 某 个 正 整 数 
nn, 使 得 a =a. =. 这 个 条 性 等 价 于 中 的 下 列 性 质 
中 的 每 一 个 : 

DEDESP MEP, 在 虹 中 至 少 有 一 个 极 小 元 
( 极 小 条 件 (minimum eondition)); 

2) 若 中 的 所 有 极 小 元 都 具有 给 定 的 性 质 =,， 并且 ， 
如 果 从 所 有 的 x<a,xe 了 都 有 有 性质 8 可 推出 a EP 也 有 
性 质 E， 则 的 所 有 元 窒 都 有 这 一 性 质 (归纳 条 性 (in + 
ductivity oondition)). 

归纳 条 件 使 得 人 们 可 以 对 有 降 链 条 人 忻 的 集合 用 归 
纳 法 进行 证 明和 构造 . 当 疡 是 全 序 的 (从 而 是 良 序 的 ) 
时 ,得 到 超 限 归纳 法 (transfinite induction} , 44 P [A 
构 于 自然 数 集 时 , 得 到 通常 的 数学 归纳 法 { 见 归 钠 公理 
(induction axiom)). 

升 链 条 件 (ascending condition) 《以 及 与 它 等 价 
的 命题 ) 由 对 妇 的 方式 给 出 (融和 偏 序 集 的 对 偶 原 则 (dua- 
lity principle }); 故 可 陈述 如 下 : # a, € - <a, 
<o E ig P 中 一 个 升 链 , 则 对 于 充分 大 的 ， 
Haca, = 在 有 升 链条 件 的 格 中 ,每 个 理想 都 是 
ERG. 每 个 有 限 集 显然 满足 这 两 个 链条 件 ,但 逆 命 题 
(同时 满足 二 条 件 的 集合 为 有 限 集 ) 不 成 立 . 满足 降 链 
政 升 链条 件 的 络 是 完全 格 ， 

在 代数 中 ,链条 忻 主 要 应 用 于 由 各 种 代数 系统 的 


， 子 系统 ,以 包含 关系 为 序 , 所 组 成 的 那些 集合 (例如 , 见 


Artin 模 ( Artinian module); Artia 群 (Artiniangroup); 
Artin 环 (Artinian rinp) :合成 序列 (composition sequ- 
enoe ); Noether 模 (Noetherian module); Noether 群 
{Noetherian group); Noether 环 ( Noetherian ring). 
参考 文献 

[1] Birkhoff, G., ，Lattice theory, Collog. Publ. 25, Amer. 
Math. Sec. , 1973. 

[2] Kypour, A.D., Jlemm o0 oO6mei anre6pe, 2 ma. M., 
1973 (PEE: 一 般 代 数学 ， 科 学 出 版 社 ，1964) . 

[3] Cxopaxgon, Jl A , Domar TeopuWw crpygryp . M. 
1970【 英 译本 : Skornyakov, L. A., Elements of lattioe 
theory, A Higher & Hindushtan Publ. Comp. , Bristol 
& Delhi, 1977). T. C. 中 oqaxoea $ 

【 补 注 】 “链条 件 " 这 个 词 ,在 Boole Aih S R ñ ie h 
有 不 同 的 意义 { 一 个 Boole 代数 ( Boolean aigebra ), 作为 
WFM (partially ordered set) 而 论 , 当 且 仅 当 它 是 有 限 
的 时 , 才 满 足 覆 链条 件 , 故 此 条 件 对 于 Booe 代数 无 重 
要 意义 )， 一 个 Boole 代数 已 如 果 它 的 每 个 链 (BI) = F 
子 集 ) 的 基数 都 小 于 k 是 个 无 限 基数 , WS C W EL. < 
E$ th (x - chain condition) , 特别 是 , 愉 链 条 件 通常 称 
作 可 数 链条 件 (çountable chain condition)( 简 写作 
ec) 它 在 集合 纶 的 力 近 法 (forcing method) (Hiin, 见 
[A1], 第 三 节 ) 中 是 个 重要 的 条 件 . 对 于 完全 Booe 代 
Ë. < 6 4 k 3 jr T < 反 链 条 件 tx -antichain condi- 
ion), 即 竺 个 离 若 序 子 案 的 基数 都 小 于 k . 在 力 迫 理论 
中 ,上 集合 论 工 作者 并 不 既 常 用 到 满足 力 追 条 件 的 完全 
Boole 代数 ,而 是 用 生成 它们 (作为 正则 开 集 的 代数 ) 的 仿 
序 据 ; 这 种 集合 满足 x 反 链 条 人 忻 , 当 且 仅 当 由 它 生 成 的 
Boole 牧 数 满 吓 同一 条 件 ， 遗 体 的 是 , 集 舍 论 学 者 倾向 
于 用 "x 链 条 件 " 这 个 术语 实际 是 指 “ 反 链条 件 `， 
参考 文献 
[A1) Burges, J. P., Forcing in Barwise, J. (ed.). Hand - 
book of mathematical logic, North - Holland ， 1977, 
403 — 452. koh 评 


$A [ chain module ; Lenno Monmymb] 

一 个 模 ， 其 所 有 子 模 的 全 体 构 成一 个 链 ， 即 一 个 
$FE (totally ordered se); 只 要 一 个 模 所 有 的 循环 
子 模 的 全 体 构成 一 个 链 ， 则 此 模 就 是 链 模 

J. 上 Cropaikoa $% EHIH E 


HETKI [ chain recurrence ; yerman pekyppEHTHOCTE | 

在 拓扑 动力 学 (topological dynamis) 中 表示 “ 运 
动 的 往复 * 的 最 一 般 的 性 质 , 在 具有 度量 c 的 紧 度 量 空 
间 全 上 的 拓扑 流 {S,} 这 种 基本 情形 , 点 wE WRAT 
环 性 质 , 是 指 对 和 鲜 个 8, 卫 >0, 存 在 一 条 从 WW 出 发 ,经 过 
时 间 工 > 了 之 后 又 回 到 中 的 上 轨道 ,一 条 s SGB ë — 


条 参数 化 (可 能 不 连续 ) 曲 线 wO SST, 使 得 对 于 
O0<+r=1,0=t= T l, pS wt). tt 可 < 人 轨道 的 一 
个 有 最 段 接近 于 实际 轨道 的 一 段 ”) .对 于 更 - 般 的 情 
形 , 也 有 链 御 环 的 定义 ([1]) . 车 * 是 闭 流 形 , 则 链 循环 
SERED ERBIA, TARH tE 
# (EH IFE 2 PDAS pik RE. 在 其 
有 链 循 环 性 质 的 点 集 之 外 ,系统 的 状态 与 梯度 动力 系统 
类 似 { 见 磁 麻 动力 系统 (gradient dynamical system)} 
C [1]. 21). 

参考 文献 

[1] Conley, Ch., isolated wvarint sets and the Morse in- 
dex, Amer.Mat. Soc.. 1978. 

[2] Shub, M., Globa stability of dynamical systems, 
Špringer, 1987 (W54). 

[3] Hiaproscxañ, A. H. /loGpomexuñ, B. A, B W., 
JaaMHdecHeE CHCTEMbI H BOIDOCBI 
pPeLEHHË — muddbepcururarman yhaenemit, K, 1973. 
]65 =- 174. H. B. Anoccoa 所 

GREE 关于 链 循 环 集 的 稳定 性 也 见 [At]. = 轨道 (8- 
trajectory) BJ 88 (P 8k e Æ F (e - shadowing) B$ #l 
X B 9) fe 8 D É ERIK (hyperbolic set) 的 研究 中 
很 重要 , 见 [A2] 第 二 章 ， 
参考 文献 
[&1] Block, L. and Franke, J. E., The chain recurrent set, 
attractors, and explosions, 
Dynamat Š yzems, S(1985). 321 — 327 ， 
[A2] Bowen, R. On Axiom a diffeomorphisms, Amer. 
Math. Soc., 1978. BER., VAM. ITRE 详 


yCTONsSMBOCTH 


Ergodic Theory and 


$F [chain ring; uendoe kobno], Z 
ABB 3 $ I& ER ARER (8 M RE C hui Pa 45 
TRIGA). RAWH. WRH RERA SHARE 
AHR, 则 称 中 是 左 链 环 . AEE e. K 
地 可 定义 有 和 链 坏 .交换 链 环 常 称 为 赋 范 环 (normed 
ring). AMARES (discretely - normed ring). 
I A Ckxopusos Æ H 4# 


Ps | chamber ; kamepa ]， 在 有 限 纪实 仿 射 空间 E PF 
E 中超 平 面 的 局 部 有 限 集合 膏 的 

集合 EUe HKH- TEADE. BE ERRIA 
集 . 

令 站 是 瑟 中 超 平面 的 集合 , 使 得 对 于 从 的 超 平面 的 
正安 反射 生 或 的 吾 的 运动 群 太 是 点 的 离散 变 接 群 
(discrete group of transformations), MHIE $F W 
不 变 , 因 些 称 房 是 关于 全 的 . WwW 单传 递 地 作用 在 
KARBEL E BEAR FI EAEE C 
前 (dim E - 1) 维 超 平面 的 正 交 反射 的 集合 3 所 生成 ; 而 
H 二. AAW., S) EA Coxeter kR, CRA aE W 
的 基本 区 域 . CHEZA MARAEA 
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RET WEARER. EE A Et x! E 
tB Ez 821: g É AART SG 2 2 26 WJ E S pag. SL 
Coxeter 群 (Coxeter group). 与 这 个 分 类 -起 ,可 得 到 
群 W 的 房 的 构 间 的 完全 描述 . 
E W kok a Lie 代数 的 根系 的 Weyl 群 , 则 三 的 
BRA WE Weyl B (Weyl chamber). 
对 JIofascacrtaii 空间 或 球 上 的 超 平 面 及 反射 生成 的 
离散 群 也 能 定义 房 的 概念 ([2]). 
pex 
[1] Bourbaki, N., Flements of mathematics. Lie groups 
and Lie algebras, Addison - Wesley, 1975 (W H 法 
文 ). 
[2] Bmndepr, 3，6. «Hæ. AH COCP Cep, mamm. }, 
38 (1971), 5, 1072—1112. B. JL. ITonos 摆 
【 补 注 】 Coxeter 系统 (coxeter system) (W, S) H # W 
Ë W 0 — 4 T #E S 3 R, SER W RW 18 S, 区 对 
所 有 s= S s'l 而 且 对 所 有 ss, se S WE 384: 

(c) m (ss ERCE s hpt: J 是 使 m (s,s') 为 
有 限 值 的 对 (s,s OKRES, JM E RE 25 S HEE y=1 
以 及 {5,3 "中 =1( RA s a) Eed) 就 形成 不 的 
一 个 表示 . 

I o, Ë w yG WE S, 中 的 置换 G. i+). BM 
(S. 10 7 6. D) Ë — f Coxeter 系统 . 
近来 ，J Tits 在 综合 几何 学 中 用 更 抽象 的 方法 
(Al E XTRUE 《chamber systems}. 
参考 文献 ` 
[At Tis, J., A local approach to Buildings, m The 
geometric vem. The Coxeter Festschrift, Springer, 
1981, 519 — 547. 
[A2] Bourbaki, N., Groupes et algébrss de Lie, Hermann, 
1968, Chapt. 4. Groupes de Coxeter et systèmes de 
Tits. 石生 明 译 E 


有 限 记 忆 信 道 [ channel with finite memory ; kanan c 
RoReqHD MAMATE ] 

-AMATA (communication channel), € # Bf 
刻 t 的 输出 信号 的 统计 性 质 由 时 刻 em < r < 169 
输 人 人 情 号 决定 {因此 与 时 刻 t—m 前 的 传递 信号 无 关 ); 
数 m 被 称 为 有 记忆 信道 的 记忆 尺度 (REE). 

更 确切 地 说 ，: 个 时 间 离 散 的 通信 信道 ， 它 的 输 
全 的 人 多 村 为 在 同人 0 
中 取舍 的 随机 序列 y5 (Cta na, Ha. “) 与 H7 
BEET ET To Jo ORAE, 其 这 个 信道 为 有 限 记 
忆 的 , 如果 


P{WeA |.) 


是 一 组 用 来 确定 信道 的 相 容 的 条 件 概 率 分 布 集合 , 且 对 


任何 i j, k,n 5A, B WE £ 
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P(E | nio} = PREA int n), 
P{WeB, MeA |n" a) = 
= P{WeB |w.) PIREA Jna) 


RERE Ph AC 你 ) B AG 
应 地 , BE n—k+AQWE3D, jit 1) AAAREN F, 
Sz) 的 直 积 集 合 的 一 个 子 集 . HEENA REEE 
道 可 类 羽 地 定义 ， 
参考 文献 
[1] Xema. A. S., 
17—75. 
[21 Feinstein, A., Foundations of information theory, Me 
Graw _ Hill, 1968. 
BI Wolfowitz, J., Coding theorems of information theory, 
Springer, 1964. 
P. JI. Jlo6pyumn, B, B. Tipenos # PETER 详 


区 WemexH mem, Hayk, 11 (1956). 1, 


有 限 状态 信道 1 channel with a finite number of states 
Ek (finite - state channel); kanan C RONHEJHEIM HC JIOM 
COCTOAARĚ | 

一 种 通信 信道 (communication channel), # tf 
刻 上 的 输出 信号 的 统计 性 质 由 同一 时 刻 的 输 人 信和 号 与 
前 一 时 刻 的 信道 状态 决定 , 且 这 个 信道 的 可 能 状态 集合 
”是 有 限 的 .一 个 有 限 状 态 信 道 也 可 由 一 个 有 限 的 氢 率 自 
动机 (automaton, probabilistic Æ X. 以 下 给 出 一 个 
时 间 离 散 且 输入 与 输出 信号 分 量 的 取 值 空间 Y PA 
限 的 齐 次 有 限 状 态 信道 (homogeneous channel with a 
finite number of states) 的 严格 定义 .假设 给 定 廿 数 
qO s Ts) yeEY, EY, s, s seS, 其 中 5 是 -~ 个 
ses). DR, EOS s gi s 中 定义 了 信道 在 时 刻 
人 一 1)t 状 态 为 s' 的 条 件 下 ,在 时 刻 gr f Ë BJ 48 389 (ë 
续 为 了 ,输出 信和 号 为 了 且 状 态 为 s” HRE. 分 布 
fpa s| 5} 为 信道 状态 的 初始 分 布 (信道 在 初始 时 刻 的 
状态 分 布 ) BERO" sjn s.) 由 公式 


Q”, sy", s) = 
= > Gn: Tn- tia Sn - tp" Tshs) 


S ES 
Qip, sj. s)-= 40 soija s) 


递 推 地 确定 ， 其 中 y"= (y. e, y). y e Y, y E Y (i= 
1 n)ys es(k=1," n). W 


MATETE = 2 OO0", S0", s) 
那么 对 任何 长 度 为 站 的 有 限 状 态 信道 自 的 转移 函数 
Qy = PP | =} 


按 定义 .等 于 
OY = Dp Qa" Soi) 


iges 


KrhByn=(m. U m E U S.) 2 AKE 
为 下 的 输入 与 输出 段 - 

矢 考 文献 见 通 箔 悄 道 (communication channel) 
# H HABL, [4]. 


P. N. /lo6pyums, B. B. Tipenoe Ë El W 


A F EB [channel with feedback ; rauan c ofparHoit 
Cp93prO j 

— PA PN 8 iË (communication channel), H T 
从 稍 息 源 (information, source of) 传递 信息 到 接收 
# , BE bh A Pa (E TT hj BF S| SR SIB X -~ 时间 前 在 输出 端 关 
于 接收 信号 的 信息 ; 且 这 些 信息 能 够 用 于 选择 下 - -个 通 
过 信道 的 传递 信号 ,一 种 时 间 离 散 且 有 全 反馈 的 信 章 的 
信息 传递 的 可 能 模式 所 述 如 下 . 设 信 道 的 输入 端的 信息 
为 随机 变量 上 , 取 值 于 可 测 室 间 (X, S.) 收 信和 人 (接收 者 ) 
得 到 的 信息 是 随机 变量 2 取 值 于 可 测 空间 (Y. S7). Ë 
定 信息 上 的 传递 是 利用 某 个 长 度 为 王 的 时 间 离 驹 的 信道 
段 进行 的 . AIM BIA ha A RR a E y A i E On, 


1 与 (而 ，…， TO, ELEI ER I T FT 82 IB] 
为 (FY, Sy) 与 (了 , Sy)， 一 个 利用 全 反馈 的 信道 的 信 
息 传 递 方法 是 由 于 PREATY 中 的 编码 画 数 集合 

Aah ftx, y) retto fX Yi Pener y " 1). 
xe h eY, i=l., n—i 
RE, RRRS g (y... p.) GEF, i=1.… n ER 
BTI, M S N 
We = hEm, .. 1 k=, eath 


E= Ai. sin) 


这 些 关 丢 式 表 明 , 在 反馈 信道 上 传递 下 一个 信号 和 p 的 选 
择 依 贺 于 待 递 信息 “与 某 时 刻 前 的 信道 输出 册 的 接收 
信号 n. omha 实际 上 这 意味 着 能 肥 时 无 噪声 地 把 信 
道 的 输出 端的 接收 信号 的 信息 传递 给 信道 的 输入 端 . 
在 这 种 情形 通常 说 除了 用 玉 沿 向 前 方向 ( 即 由 信息 源 到 
接收 者 方向 ) 传 递 信息 的 信道 之 外 ,还 有 - ARREA 
大 传递 率 ( 容 重 , 多 信道 的 传输 速率 (transmission rate 
of a channel) ) 的 反馈 信道 (feedback channel) (好 在 沿 
向 后 方向 传递 信息 的 信道 ) .更 实际 的 情形 是 反馈 信道 
腊 声 ， 即 在 信道 的 输 人 端 收 到 的 信道 输出 信和 届 的 信 
息 可 能 有 .随机 误差 ,这 种 情形 称 为 不 全 上 反 局 信道 
(channel with incompilete feedback), 
与 道 常情 形 - 样 ,可 提出 有 皮 鲍 信道 的 容量 概念 ， 


” 它 是 在 使 用 上 述 编 码 与 译 码 方法 发 送 的 信息 县 桂 意 小 


的 误差 概率 条 件 下 的 传递 率 的 上 确 界 ,在 一 般 情 形 


BL 


让， 有 友和 锯 信 和 道 的 信道 容量 大 于 道 常 的 信道 容量 ,但 对 
上 无 记 忆 信和 遵 ,已 经 证 明 这 两 种 信道 容重 是 相生 的 .对 


.于 全 反馈 信道 , 己 给 出 的 编码 与 详 码 算法 具有 简单 的 描 


述 与 很 高 的 效率 ， 
参考 文献 
[1] Aopyomn. P. JI. , &Teopns aepo. a eë TPHMEHEH 2, 
3 (1958). 4, 395—412. 
[2] Feedback communication systems, New York, 1961. 
[3] 3aranrapoe, K. M., «ilipo. mepenam mmpopm. >, 6 
(1970) 2, 37—92. 
[4] Turin, G L., Notes on digital communication, New 
York- Cincmatti -Toronto - London - Melbourne , 1969. 
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多 方向 信道 [channel with multiple directions ; kamaa 
Miiorocropounuñ| Æ Aia B (multi- terminal channel), 


一 种 可 同时 在 几 个 方向 上 传递 信息 的 通信 信道 
(communication channel) ， 下 文 所 描述 的 是 离散 时 
阿 左 记忆 且 具 有 有 限 输入 与 输出 字母 表 的 多 用 户 信道 . 
B Y. Y Rs ARRS., R (字母 表 )Y 是 第 i 
个 发 送 机 可 能 发 送 的 信号 集合 , 设 了 ,… ,了 E r 个 有 
限 集合 ,其 中 (字母 表 } 了 是 第 j 个 接收 机 可 能 接收 的 信 
FRA. UFR ERMER (stochastic matrix) 

q(i..... iyi. y), 
yey, j eF, 1=1,...,， si /=1,.... r. 


两 个 随机 向 量 揭 集 合 CW，… 80) 与 (W, HUD 
EETA E 22 BB] (probability space) (GQ. W, 
P} 上 ,其 中 = (me EE Re), h=, Er n, 
称 这 两 个 殖 机 向 最 集合 为 由 一 个 长 度 为 上 具有 ?个 
输入 与 7 个 输出 的 齐 次 儿 用 户 信道 医 所 联结 , RUB nt) 


与 Sgil vasi jal, oar k=1. 分别 在 Y, 
SFERE, HIHET yO siey as 
GE BY) (=l, n). ye Y,, PeF, 


{i=l > Ñ sjale ,fr}, 有 关系 式 


P(O, ' ,有 = (pn, o. y | 

[0 = = 

= Tigo... ee... T 
成 立 ， ， 
直观 地 说 多 用 户 信 道 的 每 个 输 人 与 每 个 给 出 位 于 
不 同 的 终端 (terminal ,因此 信道 总 共有 s+r 个 终端 . 
这 表示 在 某 个 绕 映 中 的 发 送 机 或 接收 机 不 能 利 衣 其 他 


终端 的 发 送 机 或 接收 机 所 已 知 的 信息 .具有 这 种 性 质 
的 多 用 户 信道 通常 称 为 纯 信道 (pure channel), 5 
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此 不 同 的 是 泡 合 名 用 户 信 道 (mixed multi -user chan- 
nels}, 这 时 存在 某 些 终端 同时 含有 信道 的 若干 个 输入 
与 输出 . 混合 多 用 户 信道 分 析 的 复杂 性 是 由 于 某 些 统 
端的 发 送 机 能 够 在 选择 下 一 个 发 送信 号 时 利用 给 定 终 
疯 的 所 有 接收 机 在 这 一 瞬时 所 得 到 的 信息 ; 同样 这 个 
终端 的 接收 机 能 够 利用 这 个 终端 在 给 定 瞬 时 所 得 到 的 
所 有 的 信息 . 

如 上 直观 描述 的 纯 无 记忆 多 用 户 信道 的 一 般 信 息 
EEEREN F. BEA s(2'—1) 4 B 65 TE 
信息 源 (information, soures of)U (i.A) (i=1, …， 
s AED) Rk DEIRE (1, U, ri B) Pr 8 E = 
TEKA. P EB M B h še (i. A)= { (i. A): 
k=" ,—-1, 0, 1 站 其 中 消息 的 每 个 分 重 EG, A) 
取 值 于 元 素数 为 M (i. MBETA XU, A) l, 
À) 为 由 信道 的 第 i 个 输入 庙 输 人 并 从 所 有 指标 EAR 
输出 问 输 出 的 消息 .第 (j==1,…, 7?) 个 输出 端 输 出 的 
消息 是 一 个 随机 过 程 的 集合 { U, A, J: =l, s, 
与 使 JE 的 (A, 门 }， 其 中 


Ri AD = (G AD k=... 01...) 


HAE EGA, DREF XG, A} 之 中 . 设 长 度 为 上 的 
HEE 


[E0 A= A)... 80 Aal, nS AED) 


被 长 度 为 各 的 无 记忆 多 用 户 信道 段 所 传递 , 且 使 用 的 分 
组 编码 与 译 码 方法 如 下 .编码 由 个 编码 映射 所 确 
定 


ATEXO, AA is 
àe D 
(其 中 了 * 是 相同 的 N 4 Y, 空间 的 直 积 ), 且 译 码 为 — 
组 译 码 映射 所 确定 ; 


gra: YM, YG. A). /=1..... .| 


其 中 态 使 j eA 成立 . 

编码 函数 集合 { 丰 规定 了 一 个 所 有 可 能 的 信 源 的 长 
度 为 工 的 消息 段 与 长 度 为 N 的 信道 输入 信和 号 段 之 间 的 函 
数 关 系 ， 译 码 函 数 集合 (g... I 规定 了 一 个 长 度 为 N 
的 信道 输出 信和 号 眉 与 长 度 为 上 的 由 每 个 信道 输出 所 产 
生 的 消息 段 之 间 的 泛 画 关系 ,如果 长 度 为 天 的 消息 段 
关 人 由 ) 的 联合 分 布 ,编码 函数 {/)} 与 译 码 函数 
49 ya.s' 及 无 记忆 多 用 户 信道 的 转移 概率 已 知 ,那么 误 
差 概 率 p 可 由 公式 p = P{ 对 于 其 个 i=1,…, 3, jS, 
“S 与 使 js 丰 成 立 的 人 ,有 lA) 天 E21, A, jR 
确定 . 

一 个 在 s(2' 一 1) 维 Eudid 空间 的 率 集合 {向量 }R = 
{RG AX i=1,…, s; AED} 的 集合 中 称 为 信道 的 容重 
区 域 (capacity region), 如果 对 任何 上 >0, 总 存在 一 
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ERN, AEREI) 与 译 码 函数 19，， abi 
Llo MGA > RO.A)= e, p, <e 


成 立 ， 

多 用 户 信道 理论 研究 的 -- 个 主要 问题 是 区 域 R 的 
描述 问题 ， 对 于 一 般 情形 这 个 问题 没有 解决 . 有 终极 
解 只 在 几 种 特殊 情形 得 到 完全 解决 , 例如 , # hk të iË 
(r=1 的 多 用 户 信道 ), 广播 信道 (s=1 的 信道 ) 的 某 些 
类 型 ， 
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[译注 】 让 关 理 论 在 国际 上 通称 为 备用 户 情 息 论 (mul- 
tipleuser information theory), 是 70 年代 与 8 必 年 代 初 信 
息 论 研 究 的 一 个 主要 方向 ， 涉 及 模型 有 数 十 种 之 咱 ， 典 
型 问题 有 有 多 重信 源 的 元 噪声 编码 问题 , 多 重信 小 的 率 失 
真 编码 问题 ,多 址 信道 ,广播 异 道 与 多 用 户 措 道 编码 问 
题 等 
参考 立 献 
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BPB [chaw ; xaoc |, 
acs] 
{ 补 注 】 EIEH -AE H-A RA 
TE CRPE) (EA Pp Të Et E tE 演化 (evolutions ) 
的 其 他 模型 的 典型 演化 ), 不 收 合 于 (时间 的 } 某 个 半 稳 
函数 或 周期 函数 , 而 展现 - -种 看 起 来 无 法 现 测 的 性 态 ， 
有 不 同 的 方法 将 此 概念 数学 形式 化 ,下 面 考 堪 其 中 之 
一 ,再 讨论 一 些 情 子 . 

我 们 考 浇 的 动力 系统 (或 描述 决定 性 演化 的 模型 ， 


M E TETE Ti [deterministic ch- 


ARA dynamicilsystem) 是- WARE ç — F (x). 
x EE 起 -- 微 分 流 形 (differentiable manifold) ,市 
:上 的 向 量 场 (veclor feld). =J e 
射 多 :等 “长 则 妍 可 以 是 本 次 的 也 可 以 是 非 可 逆 的 . 给 定 
初始 状态 xeesx, 相 应 的 演化 即 此 微分 方程 于 全 
x (0 二 x 的 解 x); EEH n ERAN = X. 
n — @" (xo), 后 -- 情 况 足 商 散 时 间 博 况 , di -ha at R t 
连续 时 间 情 帝 ， 即 令 可 以 对 负 的 时 间 定 义演 化 .也 只 者 
虑 它 对 正 的 时 间 的 那 部 分 ， 还 有 有 ,只 考 虞 有 和 界 演化 , 昭 
+f x (D, 20 或 x. n 20, RE WISE X n F Ë: 
的 情况 ,这 里 彼 设 在 X LEY Y— EH. 

-ZA RAE A E ETEY (chaotic), A E or E 
Xc<xX. Ëtt Lebesgue 测度 美 中 的 任 -ME 均 具 有 正 测 
B. AHE REH, Ph hEN Wewe r X 
r, ñ X PAREA A FEM: 

1 Xh 出 发 的 演化 均 为 非 周期 的 或 拟 周 期 的 
(quasi - periodic); 演化 x (1) 称 为 拟 周 期 的 是 指 - wai 
H x (= F(O6/ h on t). tn 在 月 埋 数 域 L. ü 
S.F WDR ERAR. RE, A RRR, 
则 指 它 可 写 为 x= F(O, n. a, n). 1 en 在 有 
MA kaw, FME ES AAR! 

2) 当时 间 赵 于 无 穿 时 , 任 -EAA 3 F J|] ak, 
拟 阅 期 演化 . 

3) (对 初 秆 的 敏感 的 依赖 性 ) 有 --… 正 常数 4， 使 对 
I -x 8 X SÉ -e >O, f. x, É c SEBRrEPJu RA y fs 
IF x, M e 833 r E - 正 时 刻 离 ?的 距离 超 过 4. 

这 些 条 性 咎 此 可 能 不 独立 . 前 两 点 可 能 是 第 .点 的 
推论 ,但 此 事 迄 今 (1988) 未 得 征明. 第 三 点 表皮 某 种 
不 可 参 测 性 即使 初始 条 件 可 以 以 任何 (ARR) 精确 程度 
得 知 ,在 将 来 亦 有 一 时 刻 , 恒 得 该 时 刻 的 状态 不 能 出 闫 
TURAKA P abp] AZA. 

这 - -领域 的 - 般 人 参考 文献 是 [A 1] A4]. 

FB Tie Eq ap J # Pt (L K WU 39 E BE E rJ zJ) 1 
系统 ) 的 证 要 例子. 

1) 32 81 W Br Ë (Jopistic amily). 这 是 一 族 单 参 数 

- 维 哮 射 : 工 ,{x)=:1 一 4x .已 经 证 明 , 对 二 参数 4 的 值 的 
一 全 很 大 的 集合 (扶正 的 Lebesgue WHE) ,这 一 昭 射 定义 
一 浑 沌 动力 系统 、 这 些 系统 是 用 来 描述 某 些 茶 件 下 的 合 
体 动 三 学 的 ，[A3] 是 一 般 的 参考 文献 . 

2) Hénon $ (Hénon family) (1A5]). 这 是 个 SE 
ESE H. (x.y)=(1 二 ax +y, bx ib AOR -套数 
族 , 在 此 例 中 ,只 有 -- 些 数值 的 检验 表明 , H. , 对 参数 
a, bE- - 浑 沌 动力 系统 . 对 此 例 的 数学 分 
析 仍 在 进行 之 中 (YG 3 1985). 

3) Lorenz Ë& (Lorenz family) ([A6]). 这 是 R 中 的 
被 分 方程 组 

k=o(y—x), $=rx—y—xz, :=xy -hs 


的 -和 甸 数 族 ， 对 此 方程 组 局 经 有 了 一 个 很 好 的 理 沦 , 但 
和 今 末 完全 证 明 它 对 任 一 参数 值 确 为 浑 王 的 . 数值 的 
AR BILE EA HRR T E E EEA: Aak e 
的 是 前 它 拘 数值 检验 .这 - -方程 组 与 对 流 问 题 有 关 . 

H -一般 的 {十 FILM) A k 5| f (axiom A 
altraciors). 这 是 一 类 浑 沌 的 抽象 动力 系统 . 在 一 切 
洗 泪 动 户 系 统 中 , 它 是 最 * 正 规 " 的 ,也 是 数学 上 充分 了 
解 了 的 , 见 [A2]. 

最 后 ,在 许多 物理 和 化 学 实验 中 ,特别 足 与 庄 满 流 
以 及 远离 平衡 的 开放 化学 反应 有 关 的 实验 中 ,实验 数据 
指明 ,应 该 用 浑 鲁 动力 系统 去 解释 它们 , 见 [A1]. 

文献 中 馆 未 给 出 浑 沌 映射 标准 的 定义 .例如 在 [A71 
中 ,六 上 的 离散 时 间 系 统一 称 为 沽 汪 的 是 指 : G) 
了 对 切 值 有 敏感 的 依赖 性 ; (ii) f 是 拓扑 传递 的 , 即 对 任意 
-A TE U, U, V EEn >0 Eg f" (UD U, Ó; 
Gi) PRH S e 4 V PAE. 

fF DL W e 8 Z| + (strange attractor); 动力 系统 的 
活性 态 (universal behaviour in dynamical systems); 
通 向 浑 沌 的 道路 (routes to chaos); 分 形 集 {fractals); 
Julia 集 (Julia set). 

还 有 另 一 个 概念 ,主要 是 在 物理 学 和 概率 论 中 , 也 
FAEM: 见 Wiener EPt (Wiener chaos). 
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le chaos, Hermann, 1984. 

[A2] Bowen, R., Equilibrium states and the ergodic theory 
of Anosov diffeomorphisms , Springer, 1975 

[A3] Collet, P. and Eckmann, J. - P., iterated maps on the 
interval as dynamical systems, Birkhäwser, 1980. 

[A4] Guckenheimer, J. and Holmes . P., Non - linear oscilla- 
tions, dynamical systerns and bifurcations of vector 
fields, Springer, 1983. 

[A5] Hénon. M., A two-dimensional mapping with a 

$0 (1976). 


strange attractor, Comm. Math. Phys., 
69—77. 


[A6] Sparrow, C. , The'Lorentg equations : bifurcalions, chaos, 


and strange attractors, Springer, 1982. 
[A7] Devaney, R. L., An introduction to chaotic dynamica! 
systems, Benjamin /Cumming, 1986 FEA H 


Hanmer 法 [Chaplygin method ; Tanimura meron ] 

-种 近似 求解 - 阶 常 微分 方程 初 值 (Cauchy) 问题 

HAE. BER AE F [e P 38 E 08 a BR AR. 例 
如 ,对 于 单个 一 阶 方程 的 初 值 (Cauchy) 问 题 : 
y = fry), WER, plxo) = vo- 

R = [(x,y) 


一 旅 近似 解 从 下 面 通 近 准确 解 . 站 一 族 近 亿 解 从 上 面 通 
近 准 确 解 


， T 
exo [£a jy-yolsbh P 
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这 :方法 的 基础 是 关于 微分 不 等 式 的 Ujsasm.arun 
定理 (Chaplygin theorem): 设 ?人 ce) 是 (1) 的 解 ， 并 根 
AER y=u (x) 5 y=u,(x)2 TEE R A, H illi t 
点 (xo, W) ;对 x = X. 满足 不 等 式 

u (x)— f(x, ux) = 0, vix) fix, v(x) > 0. 
则 对 x >x 以 下 不 等 式 成 立 : 

u(x) < y(x) < v(x) (2) 

满足 Haner 定理 假设 的 函数 (Xx) 与 u(x) 给 出 
了 (1) 的 解 的 上 界 和 下 界 ， 

纵 定 一 对 满足 从 ) 的 初始 近似 w(x) 与 w(x), 根据 
Uarmmma 定理 可 以 构造 出 一 对 更 好 的 近 概 机 (x) 与 
bD (x), 满足 条 件 


uolx) < u (x) < yix) < v(x) Do) (3) 


3382f ay E R hA 3EE BJ, u (XR u,(x) nf 4 38 
ARRAES yfxeo)= 久 的 钱 性 微分 方程 得 到 A 
如 , 设 在 及 中 宗 六 80, 则 任意 平面 x= 常 数 同 曲面 
z=f (x , 们 的 交 线 是 下 凸 的 ,该 曲线 的 任意 弧 位 于 弦 的 
下 方 并 位 于 通过 弧 上 任意 点 的 切线 更 上 方 ， 设 对 大 一 
x 二 常数 ,曲线 z= 了 (x ,y) 在 点 y=u,(Gx) 处 的 切线 方程 为 : 


z = k(x +p{x}, 
其 中 
k(x) = f(x, uo(x)), p(x) = f(x,ua(x)) “uo(x)k(x), 


并 设 同 一 曲线 上 连接 点 y=u,(x) 55 y=u,Gx) BJ Z e 
为 
z = (xy +q(xy). 


其 中 
Io _ fa Po) ~ fx, wolx)) 
Vo(X) uo(x) 
gix) = /(x,uo(x)) uy(x (x), 
则 对 此 x 值 成 立 不 等 式 


R(x tp(x) < f(x) < xy tq}, A) 
条 件 人 4) 对 玉 中 的 x 都 一 致 地 成 立 . W (Cauchy} 问 
Em y =k(x)y+p(x) y(x,)=y A y=uÁ(x) 5 WË 
(Cauchy) EIRE y=!G0)y+q(0), yGo)=y E y=, (x) 
满足 条 人 性 (2)]. 还 可 证 蚜 它 信也 满足 条 件 (33. 给 定 -ti 
mf u (x), p (x) ,还 可 以 用 同样 方式 构造 出 a,(x), p,(x) 
等 . 这 一 过 程 收敛 很 快 ; 


D, — t, = —, (5 
HEAS cTM FA n. 


可 据 世 结 定 的 近似 #4,_ OO8 CORRE 
近 极 wx} 和 #,(x) 的 第 二 种 方法 不 要 求 of Ay # R h 
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FES. 在 这 种 方法 中 


uQ) = t dx) t fe EEA u, Dua (Qar, 


Eala) = s. + fe t D|, DR (lar, 


Et kh R PAY /(x,y) É Lipschitz 常数 (Lipschitz 
constant) h BS $£ z] u (x), e (2) S u, (x), D.- 1 GO 
对 所 有 的 x 也 满足 条 件 (3), 但 收敛 速度 恢 于 (5) 中 所 给 
出 的 . 

使 用 Uanema 方法 的 主要 困难 在 于 构造 出 初始 
FM u, OG), u). 

这 -- 方 法 是 C, A. Yawe 在 1919 年 担 出 的 . 


参考 文献 
[1] Hanea , C. A., Honbii MEroa THGTDDaeHHOro HHICT- 


PHpoaarF DepeHroianhpauxz ypapncumñ, M. -JI.,1950. 
[2] JIysan, H. H., O METOE npEmmowerHRoro HATETPHPORAHHA 
anawa, C. A. Warmrua, «Tp. MHATH ?}. 141 
{1932}, 1—32. 
[3] Munem , C, T., Comarmm, X. JI, Tipae me- 
TOD FE JI 中 中 Peraurbzmx H Hrrerpa atm ypap- 
neam, M., 1965, 72-26. C. C. T'añcapsa W 


[HE] 


参考 文献 
[A1] Collatz, L., The numerical treatment of differential 
金 悍 使 译 


equations, Springer, 1966. 
War 定理 [Chaptyegin theorem ; Vagazarmma Teo- 
pma], X T Ep $ Kt 

如 果 在 微分 不 等 式 (diferential inequality ) 
LL] = yw) tady "n+ +a,(x)y > f(x) (*) 


中 所 有 w, 和 了 是 在 [x x] 上 可 求 和 的 ,那么 存在 一 个 
不 依赖 下 的 x" eog xh 使 得 p(X) >z (x), x< x 
< x°, 其 中 
Liz} = ftx), 
z(xa) = plxoh .2 (xa) = p" Hkg) 
这 里 
x° = max(xe[xo, xi]: V£elxo, x]; 


vselt, x|=G(;0=0, 


其 中 Gi) E $] Zf) Cauchy 函数 (Cauchy function), 
AE LlG]=0(c< x < x) 的 解 ， 它 满足 初始 条 件 

G Zoe. = GH = (). mr =L 

v£ x-i r= 

因此 ， 对 于 m=1 及 对 于 不 等 式 y"-y>f(x), 得 到 
x'=x,, 而 对 于 不 等 式 y" 十 y > 了 (X), 得 到 


x` = min[x,, xo Tm). 


*LT58 2 Q, Fyto a (Xx) sl, ` 
m 一 1) 的 比较 . 对 于 形 如 


yix) 2 (xah. a yU a) zt o) 


HARRI, 以 及 对 于 x< x ATEFA RA 25 T 
的 命题 均 成 立 . 
这 个 定理 是 C. A. Yammer T 1919 年 获得 的 . 
参考 文献 
[1] Mamenos, A. 0., ALmpoB, C., Atmen, C. , TeopeMh] o 
HepapenoTmax, AL., 1980. 
亦 见 微分 不 等 式 (difienential inequality ) F HEE AR. 
A. Jl. Muunmac # 
[DARE] 在 文献 [Al1] 的 第 1233 F. Hanmer 定理 是 
作为 一 个 问题 而 建立 的 ， 
参考 文献 
[AL] Petrovski, 1. G., Ordinary differential equations, 
Prentice Hall, 1966 GFA RX) (中 译本 : HT, R4 
FARRE, ARRARIR, ARR A iht 1959). 
周 芝 英 译 


Chapman -Enskog 法 [Chapman - Enskog method ; Hen- 
MEHA -Jucora METON ] 

单 粒 子 分 布 函 数 了 (tr ,v2) 的 动力 学 Boltzmann 方 
程 (Boltzmann equation) 的 求解 方法 . 它 基 -一 种 独特 
的 逐次 近似 法 ,其 中 取 必 零 次 近 杞 的 局 部 Maxwell 分 布 
(Maxwell distribution) f, (r,v [n . u, 6) 由 标准 
公式 确定 ,但 粒子 数 密度 mtt， r). 流体 动力 党 速度 
(t, r ABE gir, r ) 取 局 部 值 , 同时 每 一 次 近似 解 
的 存在 条 件 是 ，n ,vv , 8 的 流体 动力 学 方程 在 前 一 次 
近似 中 或 六 .由 于 具有 1 ,5 和 人 妇 等 重 的 Boltzmann 8 
擅 积 分 对 速度 t 的 各 卷 积 为 零 , n, u ,8 的 运动 方程 不 
ERUH. 可 以 求 出 Boltzmann 方 程 如 下 形式 的 解 : 


cc 1, 


战 而 导出 其 有 对 于 的 线性 化 碰 擅 积分 的 非 齐 次 积分 
方程 .此 方 恕 的 非 齐 次 部 分 包 会 n (1, r), u(t, r) 
8{t,* ) 等 量 ,它们 服从 上 面 提 到 的 有 关 方 程 .这 样 ,要 
同时 考虑 6 个 方程 . 求 出 在 速度 空间 按 Sonin 多 项 式 
( 国 半 整数 矫 的 Lapuerre 多 项 式 (Laguerre polynomi- 
als)) 展开 的 9 方程 的 解 。 整个 方法 有 这 样 一 个 特点 ; 

分 布 盟 数 了 (tr,，b ) 同 时 间 有 关 ， 但 这 仅仅 是 由 于 
ERAM nt, r) u(t, r), ttr) 有 关 ， EK 
近似 了 = 万。。 确定 理想 流体 动力 学 方程 (Euler 方程 }. 

这 些 方程 是 了 的 一 次 近 伺 的 存在 条 件 ， 同 - -次 近 
似 相 对 应 的 是 Navier - Stokes 方程 ， 后 者 具有 扩散 系 
数 .热传导 和 两 个 巾 性 系数 的 显 式 ， 了 以 后 是 Burnett 


h. 等 等 ,这 个 展开 式 的 敌 数 实际 上 是 在 t POP B h 
AOIS ESO A DDC bn, r). ut. r). 
pit, r ) 务 量 的 相对 变化 . 因此 , k S rik SB H) T P! 
A DOE RE H BRER A e E E E). 

根据 D. Hilbertftl1912) 担 出 的 解 积 分 方程 的 方 
法 ,D， Enskog (1917) 和 5S. Chapman (1916) 分别 独 
TWR E CERE. 

FJ -个 解 也 叮 用 Grad 法 (Grad method) 求 得 . 
这 个 方法 不 像 Chapman - Enskog 法 那样 繁琐 ,在 这 个 
KAPAR f Hf. (r.n| n. u, y) AEE uh 
各 阶 导 数 的 级 数 表 示 ( 实 际 上 , 它 等 价 于 在 三 维 速度 空 
间 中 用 Hermite 多 项 式 表 示 此 函数 的 展开 式 )， 式 中 依 
#É F r Hl r 0U 8 38 SK K MYS di PS W B5 a ,这 些 包 也 是 
通过 Boltzmann FEMER. 了 的 ~ 次 近似 { 它 对 应 
Navier - Stokes 方程 } 仪 包含 六 的 一 阶 导 数 . 

明王 述 方法 所 求 得 的 单 料 子 分 布 函 数 的 解 ,可 在 对 
应 于 很 小 的 非 均 忆 参数 值 的 流体 力学 近似 〔8ydrody- 
namic approximation) 条 件 下 ,直接 从 Foroatotoa 方程 
系列 (Bogolyubov chain of equations) FA ( EA #F BB T 
šh 126 y 8) Rm. h T X 4" b 2 3 31] P AKAI 
僻 包 含 高 阶 相关 其 的 计算 ,这 些 结果 只 符合 到 -次 近似 ， 
因为 了 的 下 一 次 近似 已 计 人 三重 粒 语 相关 量 , 它 科 并 不 
包含 在 Boltzmann FP, 而且 这 些 项 的 贡献 同 满足 
标准 Boltzmann 2 Æ B9 PR 8k f BJ 二 次 近似 所 对 应 的 各 
项 不 匹配 . 


参考 文献 
[1] Chapman , S. . Cowling, T. D. . The mathernatical the- 
ory of non - uniform gases, Cambridge Uniw. Press, 
1952. 
[2} Uhlenbeck. G. E. , Ford, G. V , Lectures m statis - 
tial mechanics, Amer. Math. Soc. , 1963. 
{3] Hirschfelder, J. , Curtis, C. F. , Bird, R. B, , The 


molecular theory of gases and liquids, Wiley, 1954. 


KA Grad, H. , Asymptotic theory of the Boltzmann equ- 
ation Í . Physics of Fluids, & (1963). 147 

FB) Grad, H. , Asymptote theory of the Boltzmann egu- 
aion dU, in Rarfed gas dynamis, Acad. Press, 
1963. 

[5] Grad, H. , Prinaples of the kinetic theory of gases, in 


S. Flügge (ed.), Handbuch der Physik, Vol. 12, 

Springer, 1958, 205- 294. H. A, Knacnuxop HB@ 
{ 补 注 】 ATERAT {或 磁 撞 积分 } 和 线性 碰 擅 算 三 
(线性 磁 撞 积分 )} 概 念 , W. Boltzmann 方程 ‘(Boltzmann 
equation ) 和 线性 化 Boltzmann 方程 (Boltzmann equ- 
linearized). 
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特征 标 公 式 [character famula ; xapaxtepoe 中 pwyom ], 


Weyl 公式 (Weyl formula) 
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把 一 个 特征 为 零 的 代数 闭 域 上 半 单 Lie 代数 的 不 
可 约 有 限 维 表示 的 特征 标 chFCA) ( WE 88 Lie 代数 的 有 
限 维 表示 的 特征 标 (character of a finite - dimensional 
representation of a semi -simple Lie algebra)} 通过 
它 的 最 高 权 ARBHAR: 


P {det we tn 


w W 


a dass 


we 


D (detwi ie) s 


aW 

H a-e 9 

m= R 
(这 里 W J: Weyl R (Weyl group) p=(} a a)12 E 
Lie 代数 4 的 正 根 和 的 一 半 ), 特征 标 公式 的 推论 有 关 
于 表示 的 维 数 的 公式 : 


dim ray = TT te 
M= U ga 
关于 权 的 重 数 的 公式 ,还 有 关于 不 可 约 9 8 V (A) 在 
FA @ V(A) P H P IJ IK 2 m, 的 Steinberg 公式 
(Steinberg formula) ` 
m, = P detG)P(A+2p—-s(ÀA +p)— HA +p), 
mee H 
这 里 P(u) 8 TAE n Work E 8 065 2 4003 T: 05 
个 数 ( 见 [1]}. 
特征 标 公式 可 以 推广 到 由 一 个 不 可 分 解 的 Cartan 
WER (Cartan matrix) 所 定义 的 分 次 Lie 代数 (Lie alge- 
bra , graded) 的 不 订 约 表示 的 情形 ,这 个 推广 导出 下 列 
组 人 台 人 恒等式 : 
el) = BY 
Ae Z, 
(Fuler 恒等式 {Enler identity)); 
eu) - D = Sy D: 
e(t?) gez 
(Gauss EFA (Gauss identity) ); 


en = Bie yty. 


70 


(Jacobi } 等 式 (Jacobi identity) ); 其 中 
ef 人 = 于 TI 人 一 加 


n=l 
[E-r $ a- 


5 ly- 1 — š 
zl ) 之 和 末末 
(Ropers - Ramanujan HFR ( Rogers - Ramanujan 
identity); 以 受 其 他 恒等式 { 见 日 ] ,由 )》 . 

对 于 某 些 单 Lie 超 伐 数 的 不 可 约 表示 来 说 ,也 可 以 
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得 到 这 个 特征 标 公 式 的 类 伺 公 志 ( 昆 超 代 数 
(superaigebra))([2]). 
参考 文献 

[1] Bourbaki, N., Elements de mathématique , Groupes et 
algëbre de Lie, Actualité Sc. Ind., Hermann, 1960, 
1968 ( AHE Æ: Bourbaki, N., Elements of mathematics , 
Lie gous and Lie algebras, Addison - Wesley, 
1975). 

[2] Tleitree, JI. A., € Oyon anama >, 14(1980). 
2,35 —38. 

[B] Kac, V. G., Infinite - dimensional algebras, Dedekind 
y- function, classical Möbius function and the very 
strange formula, Adv. in Math., 300978).2. 85 — 136. 

[4] Lepowsky, J., Lie algebras and related topics, Springer, 
1982. D. A. Jet # 

的 方式 : 其 一 是 写成 和 , 另 一 种 是 写成 积 ， 这 个 恒等式 
称 为 Weyl 分 母 公式 (Weyl denominator formula). L 
G. Macdonald (LA1) 证 明 了 这 个 分 母 公式 可 以 适当 地 
推广 到 仿 射 根系 的 情形 .对 于 4 型 仿 射 根 系 来 说 ， 
Macdonald ¿ 会 式 变 成 Jacobi = 三 重 积 恒 等 式 (Jacobi tri- 
将 Weyl 特征 标 公式 推广 到 具有 可 对 称 化 的 J” X Cartan 
炬 阵 (Cartan matrix) 的 所 谓 Kac- Moody. 代数 
(Kac - Moody algebra) 的 情形 , 它 具 有 以 下 形式 : 


È det {wje e P 
= we 
ch V(A)= T. l-e”) 


(W.O. Matheu 8] S. Kumar BET REHBERE 
掉 ; 详 见 [A5].) 特别 是 对 于 A=0( FLER RIE 
供 了 Macdonald 恒等式 (Macdonald jidentity) 的 一 个 
极 好 的 证 明 ， 利 用 MAF Macdonald 恒等式 的 另 
一 证 明 是 由 E.Looyenga ([A3]) 给 出 的 . 

Rogers - Ramanujan 恒等式 和 它们 高 等 的 类 比 都 
具有 更 为 精致 的 性 质 , 它 科 与 不 可 约 最 高 权 模 六 (A) 当 
限制 到 一 个 适当 的 Heisenberg 子 代 数 时 的 分 艇 有 关 ， 
见 J. Lepowsky [A4]. 

对 于 Lie 超 代数 的 推广 , 亦 见 [A6]. 

SER 

[AH] Maodonald, I. G., Affine root systems and Dedekind’s 
eta function, intent. Math., 1511972),91— 143. 

[A2} Infinite - dimensional Lie algebras and Dedekind 
eta function, Funet. Anal. and Appi, 8, (1974), 
68 — 70. 

[A3) Looyenga, E., Invariant theory for generalized root 
Systems, nvent. Mah., 61(1980), 1— 32 


[A4] Lepowsky, J., Afine L: algebras and oombinatortal 
identities, In Proc. 1981 
Lecture Notes in Math.. 


Rutgers Lic algebras 


Conference , Yœ. 933, 


Springer. 1983. 
[A5] Kac, V. G., 

Birkhauser. 1983. 
[A6] Kac, V G.. Represenlatons of classical Lie super- 


Infinite - dimensional] Lie algebras, 


Springer. 
AR 译 


algebras, leëcture Notes in Math , 676. 
1978, 597 — 626. 


特征 标 群 | character group; xapakrepoa (pymma | 
H GÆ Abel 群 4 中 取 值 的 全 部 特征 标 ( 见 群 


的 特征 标 ) (character of a group) 898 X(G)=Hom:G. 
A), 其 运算 


(afg) = a DBD), geG. a, PexX(G). 
H 二 中 运算 诱导 而 来 . 4 A4=T h, 
X(G) = [IHom(G. Zip ° y, 
r 


HEREA 83 p, Zip) EMIRE. ik j REO RICE 
紧 的 , 见 纯 子 群 (pure subgroup). # G Æ Abel ##, mi 
X (G) 是 可 除 群 (divisible group) 4 E (2 4 G Ær 
的 ， 而 它 是 约 化 群 当 且 仅 当 它 是 周期 的 ([4]). 
topological group) 是 廊 大 连续 同志 G — T B 8 X(C), 
它 具 有 紧 并 拓扑 , 它 是 Hausdorff Abel 拓扑 群 ,， G 
是 局 部 紧 的 , M| XG 也 是 局 部 紧 的 ; 若 妇 是 紧 群 , 则 
X(G)E BS 8k BJ; E GERR, W| XY (G) E E B. 
特征 标 群 的 例子 : 
X(T) = Z, X(Z) = T, X(R) = R. X(G) = G. 
对 任何 有 限 离散 Abel FE G 成 立 . 

对 拓扑 群 的 每 个 连续 同 杰 wg :G 一 百 ， 可 对 应 于 
特征 标 群 的 一 个 局 态 ot: XƏ(H) -= X(G )， 这 里 的 对 
k G = X(G), pi~ yp' 是 从 拓扑 群 范畴 到 AAbel 拓 
EERU -个 道 变 函 子 . 若 范畴 限于 局 部 紧 Abel 
群 , 则 函 子 决定 该 范畴 和 其 对 偶 范 畴 间 的 一 个 等 价 , m. 
IIogrpwra 对 但 性 (Pontryagin duality}. 

域 天 上 代数 群 G 的 特征 标 群 (character group of 
an algebraic groub 的 是 所 有 有 再 特征 标 G -> K'=G, 
的 群 X(G). # G E Abel 仿 射 代数 群 , 则 OERZ 
E K [G] ( BJ 31% B] 65 3 ) 5 B (9 4 GETNAME 
代数 群 (diaponalizable algebraic group)， 即 同 构 于 某 
环 面 G; 的 一 个 著 子 群 . 这 里 , X(G)JE # Bl En Abel 
群 ( 当 char K=p>0 MIA p t8). m K[G) EKE XG 
的 群 代数 ,从 而 可 以 在 可 对 角 化 的 群 的 范畴 和 有 限 生 成 
的 Abel 群 { 当 charK=p >0 时 无 p 乒 ) 的 范畴 之 间 定 义 
对 闫 性 ( 见 [1])、 当 GG 是 有 限 群 (看 成 零 维 代 数 群 ) 及 
char K=0 时 , 这 个 对 偶 性 与 有 限 Abel 群 间 的 经 典 的 
HAE (duality) Hii. 

对 任何 连通 代数 群 G, F fE br 8 E t. 特别 


地 ,一 个 可 对 角 化 群 冬 是 一 个 环 面 当 昌 仅 当 AGOT2 Z. 
PEL 
[1] Borel, A., Linear algebraic groups, Benjamin, 1969. 
12] Morris, $. A., Pontryagin dualty and the structure of 
kaliy compact Abelan groups. Londun Math. Soc. Lec- 
lure Notes, 29, Cambridge Univ. Press, 1977. 
H] TionTrpsrans, JL C., Henpepsmabe TDynnbl，3 w39., M. , 
1973 [中 译本 : N C REARS, Em e EA 
学 出 版 福 ，1978). 
[4] Fuchs, L., Infinie abehan groups, 1, 
1970. 
[5] Humphreys, 3. E , Linear algebraic groups, Springer, 
1975. A. JL. Omu Ë 
[【 补 注 】 上 交趾 表示 贺 群 . 周期 群 也 称 挠 群 (torsion 
moup). Abe 群 是 约 化 的 , 若 它 不 含 非 平凡 可 除 群 . 
-E ET RA ia "特征 标 " 当然 是 严格 地 在 最 疾 义 下 被 应 
H. Bi GREG ~ T. 而 不 是 某 个 表示 的 特征 
B. 在 [点 上 中 可 找到 许多 癌 部 Abel 群 的 特征 标 群 . 
参考 文献 
[AL] Hewitt, E. and Ros, K.A, Abstract harmonic analy- 
sis, L, Springer, 1963. 
[A2] Bourbaki, N., Elements of mathematics, Spectral theo- 
res, Addison - Wesley, 1977 (HBH X ). 
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”代数 的 特征 标 [character of a C’. algebra ; xapakrep 
C'- amedpbl]| 
和 ”代数 人 Calgebm)4 工 的 非 零 下 半 连 续 的 半 有 限 

OLC ”代数 上 的 迹 (trace on a C'- algebra )), €W 
E Fa sit: 如 果 pE 4 PE BJ F36E3g 26 J E ANE, 
R FRA x € At, p(xy S f(x) BB w, ME Z o (x)= 
ALO FRETA A 1 和 所 有 的 x € A' 的 如 下 元 素 
成 立 , RELER FAREA {xxe At, fxy< +o) 
所 生成 的 理想 n 的 闭 包 ， 在 容许 有 和 迹 的 C RRAN 
非 零 因子 囊 示 (factor representation ) 的 拟 等 价 类 集 与 
代数 种 的 特征 标 集 之 间 , 存在 一 个 典型 的 可 确定 到 至 多 
相差 一 个 正 乘 数 的 一 一 对 应 ; 这 个 对 应 是 用 公式 x) 
二 TIX)) [x E 4) 来 建立 的 ， 这 里 是 容许 有 迹 X 
的 4 的 因子 表示 、， 如 果 忆 "代数 4 上 的 迹 六 访 有 限 的 ， 

á C 代数 的 特征 标 称 为 有 腿 的 (finite ); A RHE 
标 是 连续 的 ,在 C tS 二 的 有 限 型 非常 因子 表示 的 拟 等 
MERS C 代 数 4 的 育 范 数 为 1 的 存 限 特 征 标 集 之 问 
存在 - -个 典型 的 一 一 对 应 . 如 果 4 是 交换 的, 那么 变换 
代数 4 的 任何 特征 标 是 C” 代数 4 的 特征 十 ,如果 4 是 
KEGBE CRE. 那么 C" 代数 4 的 特征 标 是 有 限 
的 , 且 范 数 为 1 的 这 种 特征 标 以 好 对 应 紧 尾 毛 的 一 个 正 
规 化 特征 标 . 
参考 文献 

[1] Dixmier, J. 


a f” - algebras. anh- Heikamd. 1977 (uE H 
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IRE). A. H. iep mE pH E 


半 单 Lie 代数 有 限 维 表示 的 特征 标 Icharacter of a finite- 


dimensional representation of a semi-simple Lie algebra; 
XAPAKTEP Koge HoMepHOro BHDeJICTaBJeHBH nojgymnpo- 
‘CTO ameĝpr Jln] 

— TAR, ERARE A E F: P) F 
空间 的 维 数 . E b Po bed 3 O É Ó 96 H15Q k E 
Lie 代数 9 的 一 个 Cartan FRA, pig 一 8/(V) 是 一 个 线 
性 表示 而 及 是 对 应 于 4e 人 的 权 子 空间 ,那么 表示 o 
【或 4 横 太 ) 的 特征 标 可 以 写成 以 下 形式 : 

chy = 之 (dim Vije’ 

1 =h 
HANUERE ZD] H-E. WR k—C B 
p=dỌ, 其 中 四 :各 一 GL(V) Æ A g 为 其 Lie 代数 的 一 
个 Lie 群 G 的 解 忻 线性 表示 ,那么 记 法 TUER gE 
MARM ch p GRA x — 加 人 re 的-- 致 ,这 里 y。 
是 表示 外 的 特征 标 . Lie 代数 的 表示 的 特征 标 是 有 以 
下 性 质 : 


cht Hk = ch V+oh FY;, 
chr, SF) = ch Fi :ch F... 


参考 交 献 
[1] Serre, J.-P., Lie algebras and Lie groups, Benjamin, 
1965 
[2] Dixmier, J. Alpëbres enveloppantes, Gauthier - Villars, 
1974. A JL umek E APTA 译 


群 的 特征 标 [character of a group ; xapakTrep rpynnb:) 

给 定 的 群 到 某 个 慰 准 的 Abel B AH. 通常 ,4 
TOR k KAET A C 的 子 群 

T= {zeC: |z |=} 
群 的 特征 标 概念 最 切 是 对 A=T 引 入 有 限 群 G 的 
(此 时 , 每 个 特征 标 人 一 CC' 取 值 于 T). 

群 特征 标的 研究 可 化 为 Abel 群 的 情形 ,这 是 因为 
在 群 Hom (G, 4) #] Hom (G/(G , G), A} 之 间 有 自然 同 
H. ERG, G) GHHBRETE. HEI G — k Hi 
G 上 全 体 上 值 函数 空间 中 的 线性 无 关 组 . 特征 标 Gk 
可 唯一 扩张 成 群 代数 大 全] 的 特征 标 . 特征 标 G -* K 
是 全 在 关 上 的 一 维 线 性 表示 ; 群 表 示 的 特征 标 (cha- 
racter of a representation of a group) AST 一 维 
的 情况 与 群 特 征 标的 概念 一 致 , 有 时 群 的 特征 标 理解 成 
它 的 任何 有 限 维 表示 的 特征 标 (甚至 表示 本 身 ) . 

HUH PE G 的 特征 标 (character of a topological 
group) EEA G — T. # GERREK Abel Bë, W 
马 的 特征 标 可 分 离 点 , 即 对 任何 GoeG, ab. FEN 
it bF a: G — T Ëf alata). 对 于 Hausdorff - Abel 
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群 G、 此 断言 一 般 不 正确 (RI3]). REHAR KER 
数 群 下 的 特征 标 {character of an algebraic group) 是 
# E| £S G K. . 

在 数论 中 , 模 夺 的 剩余 类 五 的 乘法 群 Z* 的 特征 标 
起 兰 重 要 的 作用 , 它 与 模 天 的 Dirichiet 特征 标 -一 一 对 
应 ;对 特征 标 x: Z; — T, 有 相应 的 Dirichiet 特征 标 
(Dirichlet character) x :ZZ 一 人世 ， 它 由 公式 


a(n +k D, 车 (n, Ki; 
-| 
Ü, # (n. Æi 


给 定 . 也 见 特征 标 群 (character group). 
参考 交 献 

[1] Borel, A., Linear algebraic gmups，Benjatmin，1969. 

[2] Morris, S. A , Pontryagin duality and the structure of 
locally compact Abelian gouw, London Math. Soc., 
Lecture Notes, 29, Cambridəe Uniw, Press, 1977. 

[3] Hewitt, E. and Ross, K. A., Abstract harmonic 
analysis, 1, Springer, 1963. 
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群 表示 的 特征 标 [中 reter of a representation of a 
group  xapaKTep DPEtDCTSRTCHNNN Fpynmnbi] 


在 有 限 维 表示 z WEER GERAR, HAR 
IAD=In(g), g€ G 
定 祥 ， 对 各 上 拓扑 群 的 任意 连续 表示 , 该 定义 推广 为 ; 
X,(g)=x(w(g)., P ge G, 


其 中 x 是 定义 在 代数 4 的 茶 个 理想 1 上 且 人 在 有 4 的 内 自 
同 椅 下 不 变 的 线性 泛 函 , 4 是 由 算 子 族 区 (9g) (gEG) 
生成 的 代数 . 在 某 些 情况 下 , 表示 x 的 特征 标定 义 为 6 
的 群 代数 (group algsbrma) 的 由 x 决定 的 表示 的 特征 标 
( 见 结合 代数 ETA ERR (character of a rcprcsenta- 
tion of an asociative algebra)). 

有 限 维 表示 的 直 和 ( 张 量 积 ) 的 特征 标 等 于 这些 表 
示 的 特征 标的 和 { 积 ). 有 限 维 群 表示 的 特征 标 是 在 共 
辆 元 素 类 上 取 常 但 的 函 教 ; 群 的 有 限 维 连续 本 表示 的 
特征 标 是 群 上 的 连 忽 正定 函数 ， 

在 很 多 情况 下 ,和 群 表示 的 特征 标 在 等 价 意义 下 唯一 
地 决定 表示 ; 例如 特征 为 誉 的 域 上 的 有 限 维 不 可 约 表 
未 的 特征 标 在 空间 的 等 价 意义 下 叭 一 地 决定 表示 ; W RÉ 
的 有 限 维 连续 西 表示 的 特征 标 在 酉 等 价 意 义 下 决定 表 
有 

局 部 紧 群 各 的 表示 的 特征 标 , 若 能 扩充 到 G 的 紧 
支 柑 上 的 连续 函数 的 代数 的 表示 , 就 能 由 G 上 的 测度 
确定 ;特别 地 , 么 模 群 的 正则 表示 的 特征 标 由 集中 在 如 
上 的 单位 元 的 概率 点 测度 给 定 . Lie 群 G 的 表示 的 


特征 标 , 若 能 扩充 到 G h) 3 1 R F h) E R ujpa 8 9k 
的 代数 Cr (G) HET, REXY GERIK W. 
it G J 8 Z By pk Sk PE SE Pš Lie R MJ G fr 2 sJ HER 
I zx AORERE Ea 5 08 n] MAR y, f FRAAIE: 


XA dg, fe Cr (G). 


这 些 特 征 标 在 西 等 价 意义 下 唯一 地 决定 表示 地. 

R GERR N G E 4 G RE3e r 8 2 r OE 
fi 0 E Pb E sP Bi 8 e SB 3: F G 的 不 可 约 表 示 元 的 特征 
FERRAR. WARE G LBE 3k, 而 特征 标 x. 
成 为 空间 L(G) 上 的 正 交 系 , 它 在 L,(G) 中 的 在 6G 的 共 
因 元 素 类 上 取 常 值 的 函数 的 于 空间 上 是 完全 的 , 设 g= 
了 mx, 是 群 G 的 有 限 维 连续 表示 p 的 特征 标 对 于 特 
征 标 系 x, DEI, A mm。 是 整数 , 即 为 x. 在 p 中 出 现 的 
重 数 . 没 p 是 G 的 在 拟 完 全 的 , 局 部 凸 的 桶 拓扑 空间 E 
中 的 连续 表示 , 则 存在 五 的 一 个 极 大 子 空间 已 使 得 p 
在 五 上 的 限制 是 x, 04538. B h =< 


P.,=x..(Ə) I Kao) pg) dg 


定义 了 E 到 EE, 的 一 个 连续 的 投影 映射 P. 其 中 的 dg 是 
G 上 的 Haar 测度 ,满足 [6dg=1. 
参考 文献 

[1] Kapammon, A A., SƏneverbr Teopun npeneraanemmit, 2 
Wa., M., 1978 (HHE: Kirilov, A. A., Elements of the 
theory of representations, Springer, 1976). 

[2] Curts, C. W. and Reiner, L. Representation theory of 
finite gouw and asociative algebras, Interscience, 
1962, 

[3] Dixmier, J., C* algebras, North - Holland, 1977 ( 译 自 
At). 

[4] Frobeniws, G. F., J. P. Serre {ed.}, Gesammelte Abhang- 
lungen, Springer, 1968. 

15] HañyapKk, M. A., Teopua mpencragzcunsg rpym, M., 
1976 ( Pk k. Naumark, M. A. , Theory of group 
representations, Springer, 1982). 

[6] Littlewood, D. , The theory of group charactem and toa- 
trix representations of groups, Clarendon Press, 1950. 
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结合 代数 表示 的 特征 标 [ 中 mracter of a representation of 
an associative algebra; xapakrep DeKCTHBJIGHHG ACCOUMA- 
TEHÄ sJSeDODI | 

HEA A LAAR ofar (r(x) (x € A) EA Bl 
一 个 却 数 这 里 7 是 丈 的 一 个 表示 ，、 EEE n(A) 
RETER IERRA., MEK: 对 所 有 的 6ez 
b Ex(4), A y(ab)=x(bay. WRR t EARE, 
者 如 果 代 数 OER -E0 5 BW F, BAA 
HEATET. BAE- DECRE., rE C 
代数 LAK- TER, WIE nfd) E 8 HU von Neu- 
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mann 代数 (von Neumann 66, N 是 一 个 半 有 限 型 
因子 (factor); 邻 丸 是 站 上 的 一 个 忠实 正规 半 有 限 
迹 ， 设 X 旦 7 到 一 个 理想 M.. 的 一 At 3k. ma 
集合 {x :xEA4, y(mGxy< +o) PEFR, WASA 
PROS TCD 54) 确定 代数 4 的 表示 的 -个 特征 标 ， 
Ef At 上 的 限制 是 C 代数 4 的 一 个 特征 标 ， 见 安 " 代 类 
的 特征 标 {character of a C - algebra) ， 人 在 很 多 情况 下 ， 
-个 代数 的 表示 的 特征 标 在 某 种 等 价 关系 的 意义 下 唯一 
确定 了 这 个 表示 例如， 一 个 不 可 约 的 有 限 维 表示 的 
特征 标 在 等 价 意 祥 下 唯一 确定 了 这 个 表示 ; 一 个 C' 代数 
允许 一 个 迹 的 因子 表示 的 特征 标 在 所 等 价 意义 之 下 唯一 
确定 这 个 表示 ， 
参考 文献 
[1 Kupwnnon A A. DRMERTH TEOPHE TIPencTaETeHHH 2 
uan, M., 1978 {Æ +: Kirilov, A. A, Elements of 
the theory of representations, Springer, 1976). 

[2] Cwts, C. W. and Reiner, L. Representation theory of 
finite groups and associative algebras, Intersdenee, 
1962. 

13] Dixmier, J., C^- algebras, North - Holland , 1977 (HÁ 
EX). A H. mrem 8 ERA PE 


半 群 的 特征 标 [charmcter of a semi- group ; xapekrep 
nonyrpyuma] 

具有 单位 元 的 交换 半 群 5 到 由 所 有 模 为 1 的 复数 
及 堆 组 成 的 急 法 半 群 的 非 零 间 坊 . 有 时 半 群 的 特征 标 也 
理解 为 到 模 所 1 的 复数 的 屡 法 半 群 的 非 零 同 态 , 当 5 是 
Clifford 半 群 (Clifford semi- Ereoup} 时 , 半 群 特征 标的 这 
两 个 概念 是 等 价 的 - 半 群 8 的 所 有 特征 标 构成 的 集合 
S" F A MES *: 


(xea) = xla ha) aeS, xyes’ 


ER TRA 8 fw >u B) e 3k OE BE E E oE Be 
{character semi -group)). 

SF BR S PJ 3 88 P W 5 2 PL (totally isola- 
ted} (RHI (prime)), 如果 5S\P 是 子 半 群 .具有 单位 元 的 
交换 半 群 的 全 部 全 大 立 理想 的 集合 在 并 运算 下 成 为 一 
TEA. 这 个 半 格 局 构 于 S$* 的 闫 等 元 的 半 格 , LES 
元 的 半 群 (idempotents, semi- group of). 交换 半 群 5 
的 特征 标 称 为 分 离 3 的 元 素 , 如 果 对 任何 a, b ES, a*b, 
必 有 ze St 使 x(@) 天 xz 弛 )， 设 S 有 单位 元 ， 则 半 群 $ 的 
特征 标 分 离 $ 的 元 素 当 且 仅 当 8 B: RL £ya S£ (separable 
semi - group). 有 单位 元 的 任意 交换 半 群 的 特征 标 半 群 
的 刻画 问题 , 化 为 那些 是 群 的 半 帖 的 半 群 的 特征 标的 刻 
IB, 当 这 个 半 格 满足 极 小 条 件 时 , 相应 的 刻画 (例如 ) 可 
#5L |l]. 文献 [2] 中 有 特征 标 半 群 的 一 个 抽象 划 画 . 

对 链 个 ae，xE St. BW a y y(lay(xe S*) E 


半 群 sS * 的 特征 标 , DD qasi. Mh hiba la. š ESR 
S** 内 的 同 态 TAA m # (canonical homomorp- 
hism)). 如 果 o Ë S 到 S** 上 的 同 构 ， 则 称 对 偶 定理 
í duality theorem) 对 于 5S 成 立 ， 对 于 有 单位 元 的 交换 
ERES. 对偶 定 理 成 立 , 当月 仅 当 S 是 道 半 群 ([3]), 关 
于 特征 标 半 群 在 拓扑 情况 下 的 对 侦 性 问题 可 见 拓扑 半 群 
{topologkal semi- group). 

参考 文献 

[1] Clifford, A. H. and Preston, G. B., The algebraic theo- 
TY of semigroups, 1, Amer. Math. Soc. , 1961. 

[2] Iecoxmm, M. M. , Š Ha. eysoe. Mawm.® , 1970. 8, 
67— 74. 

[3] Awtin, C. , Duality theorems for some commutative 
semigroups, Trans. Amer, Math. Soc., 109 (19563), 2 
245—256. B. TL Tanana, Ji. H. Meepm fŠ 
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结 舍 代数 的 特征 标 [character of an associative algebra; 
xapaskrep aceommarHBsoñ aireðphi], +, k 上 的 

一 个 由 钳 合 代数 .4 到 域 革 内 的 非 零 同 杰 册 射 . 代数 
4 的 一 个 特征 标 有 时 也 称 作 4 上 的 -个 女性 泛 函 (multipti- 
cative functional). 每 个 特征 标 X: 4 一 k 是 一 .个 满 肝 ， 
并 且 有 性 质 x([}=1. ， 核 和 ery 是 4 的 一 个 极 大 理想 ， 

如 果 4 是 -个 有 限 生 成 的 交换 代数 , HH kiti 
闭 域 ， 那 么 4 的 任意 - :个 极 太 理想 部 是 唯一 的 - 个 特 
征 标 的 核 ， 因此 特征 标 与 极 大 理想 间 的 这 种 对 应 是 ”个 双 
射 ， 一 个 变 摘 代数 如 的 所 有 特征 标 构 成 的 集 台 SPccm A 
PRIE A RIAR K Ri (maximal spectrum)， 它 共有 “个 仿 
BFEE (affine variety) 的 BIRR, OLR ac d 决定 
Spem A 上 的 一 个 由 公式 TO= y(a) iA Ht BJ 88 Ër a. i 
H x is p8 8 THR Specm 4 LAERA. J 
Z, WMF XE- THE, À Ro X L 69 E DM 8 RAE 
数 ,那么 Specm AAAS X % F): 每 个 xE4 对 应 到 
HERA. n EAA y (a= a(x) 给 出 ， 

C F09-- 263 Banach 代数 4 的 特征 标 具 有 类 做 的 
EE. 每 个 特征 标 X : 4 一心 是 连续 的 ， 且 有 范 数 | z! 
<1. 4 的 每 个 极 大 理想 足 4 的 唯 -- 的 -个 特征 标的 核 ，4 
的 所 有 特征 标的 集合 (A). SEER EA ASh 
本 中 的 单位 球 的 - -个 子 集 时 是 紧 的 ， 称 作 代数 4 的 谱 
(Spectrum]， 并 且 有 - TE AB] (A) L 3 2 Bš 3k B9 TŠ 
数 中 的 一 个 自然 同 态 ， 例 如 ， 如 果 4 是 一 个 紧 集 X F 
的 所 有 复 值 连续 函数 的 代数 ， 并 且 赋 也 范 数 上 71 = 
maxvrl 丰 ,那么 种 (4]) 可 以 被 视 为 与 站 等 同 : 每 个 元 素 
XE 克 对 应 到 特征 标 必 .和 出 公 式 OSR EA. 
对 称 交 搞 Banach 代数 4 的 一 个 特征 标 y #£& 37 Hermite 
的 (Hermitian)， 如 果 y(ay=y(a)(as d), y Ë Hermite 
的 , " R (Z Ker z 是 对 称 的 柜 大 理想 ， 
参考 文献 
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[1] HagMapK M. A., HOPMHPOBaHHBE: komia 2 PAU, M.. 
1968 ( 英 译 本 : Na imark, M. A., Normed rings, Reidel, 
1984). A H Mtep 摆 pH HE 


特征 [ characteristic ; XA pAKTEpHRCTHKA ] 
偏 汐 分 方程 理论 的 基本 概念 之 一 . 特征 的 作用 显 
下 在 这 些 方程 的 本 质 性 质 中 ,诸如 解 的 局 部 性 质 , 不同 
问题 的 可 解 性 ,它们 的 适 定性 等 等 . 
设 
Lix, D= 2 a,(x)D' 
1z| =m 
Em 阶 线性 偏 微分 算 子 ,而 
o(x, ë) = > a,(xW 
Irj = t 
是 它 的 象征 (symbol). £ Ë x, ER, veZ, 是 多 重 指 
,|v|=v to ER" — R, 
Y” 


9 . 
D = | 一 一 | , 1=;=n, 
了 言 | d n 


DP = p" 


Ë S E: R" 中 由 方程 p(x}=0 定义 的 起 曲面 ,而 且 当 xE5 
BF. p. (x)=grad p (xy 0, 


Dr E =Ë l Ë. J. m. neN. 


AX, P(x) = 0. (1) 


在 此 情形 S 称 作 算 子 上 (x, D) 的 特征 曲面 (characteristic 
surface} ERPE (characteristic)， 特 征 的 其 他 称 法 是 特 
征 流 形 (characteristic manifold) , 特 征 线 {characteristic 
Hne) (# R" 一 RR 的 情形 }. 
F 3618 Cauchy 问题 的 例子 . i S É R 中 由 方 
程 
pix) = 0, p(x) > Ü 
宕 这 的 人 尾 瘟 ( 下 一定 是 特征 的 ) 超 曲面 ， 谈 u, us | 
REX SEA x 6S 3858 U PHAR., X T K Wl 
函数 4 提 Cauchy 问题 ; 
Lix, Di = f. xeU, 
ðu am lu 
Ün 
这 里 Fie is EM Pq k, L (x, DECA m 阶 线性 微分 算 
子 ,m ë iE32-T S 的 向 量 ， 为 了 确定 起 见 , 假设 (689x) 
PF. x sU. 作 变 量变 换 


x— x, 


tu 一 Hp. 


于 是 就 化 为 方程 


sovena ut =f (2) 
X, 


在 符号 Y FR 8 S HB 81 a Kia u X F x, 
的 m 阶 偏 导 数 ， 有 两 种 情形 : 

1) c(x,@2,(x)%#0, xe u; 

2) a(x, p (x))=0, x= x,. 
在 第 - .种 情形 ,方程 (2) 除 以 ec 后 导出 关于 变量 x WE 
高 阶 偏 导 数 丁 解 的 方程 , 即 可 以 号 成 正 般 形式， 初始 条 
件 可 以 给 成 


这 种 提 法 的 Cauchy 问题 已 很 好 地 研究 过 . 例如 , 当 方 
程 和 乌 始 条 件 中 已 给 函 孝 是 解析 的 时 ,在 点 x E 
小 的 邻 域 中 这 个 问题 在 解析 函数 类 中 存在 唯一 的 解 
Cauchy - Ko vienaa 定理 (Cauchy -Kovalevskaya theo- 
rem). ERARE, sa x, E REGS, tu 8 S 2 (1) 对 
所 有 xES 都 成 立 ,那么 曲面 5 是 特征 的 . 在 此 情形 初 
始 数据 不 能 是 任意 的 , 且 Cauchy 问题 的 研究 也 变 得 复 
RT. 
例如 ,对 于 方程 
Fu 
3xibx 0 3 


可 以 在 它 的 特征 线 之 一 xi=0 上 给 初始 条 件 : 
u0, x) = mah EOE ad (O 


WRAK u, 不是 常数 ,那么 Cauchy 问题 (3)、 (4) # = 
HECH HER. MERY au 是 常数 , 例如 , 等 于 asR, 那 
AR ECHTE—, HYRAT ERER.: 


ux, x3) = ax Hix) t w(x) 


其 中 
b, up EC, bh = b' (0) = 0. 
因而 ,对 于 Cauchy 问题 而 言 , 初始 数据 是否 给 出 
在 特征 曲面 上 是 有 本 质 差别 的 . 
当 施 行 自 变量 变换 时 特征 具有 不 变性 质 : 如 果 oix) 
RFE, BERE x— x F o (x) 一 w(x), as 
一 bb,(x) 那 么 业 (x') 满 足 方程 


ox (x) = 0, 


其 中 
之 b,(x W. 
DEL 

PERR- TERR W T LX, D) 关 于 特征 S 是 
内 微分 算 子 Linterior differential operator). 

线性 燃 风 型 微分 算 子 定义 为 这 样 的 算 子 ， 它 不 
存在 ( 实 的 ) 特 征 ， 叉 曲 型 和 抛物 型 算 子 的 定义 也 与 特 
征 概念 紧密 联系 .这样 , W B AK n=2). 8 


s (x. E = 


线性 微分 算 于 属于 站 曲 型 的 , BI EA PS Ek Pe E; 属于 
抛物 型 的 ,如 果 它 有 一 族 特征 ， 知 道 了 微分 方程 的 特 
征 ,就 有 可 能 将 此 方程 化 为 简单 形式 . 例如 , 设 已 给 双 
曲 型 方程 


Fu d 
a ` 一 十 ， - 
MES xa: G I (X| xT av, 


amtxl. xp = 0. 
dxs 


RT 2 E Bg PFE 28 Jy 8 (1) 5 36 A 


ae 
Úx, 


_ Ü, 


dw 


2 : 
a dP aP 49 
dj 
tE ay, dxs | axs 


此 方程 定 出 两 族 不 同 的 特征 : 
Pix) = Ji(x)—c( = Q, creR. 
Paix) = jo(x)— c; = Ü. creR 
ñ: PN k F fr fE Pi 3 358 OE ER. bb iB RZ F t= 165 pa 3⁄ 
p(X} 和 p. (x) 按照 公式 
x, = P(x). x, = Pix) 
决定 变量 变换 x 一 工 , 此 变换 将 方程 (3 化 为 标准 型 
Ëu — 
Paya + 一 阶 需 二 0. 
对 非 线 性 微分 方程 
Fix, u. D'u, D*u) = 0. (e) 
其 中 urez ESER. IY | 所 mm 一 1, |4|=m. ir S 
定义 为 本 中 具有 方程 w(x)=0 WJ BL BR DR. = x € S Pf 
p (x)=# 0 R c(x.@ (x))=0. EEWEN, HBUOS398 Fix, 
uow) ARRET (665 9 JEE % 
ax p = Y Fiu u. D'u, D'ur. 


lu rr 
附带 通常 的 假定 F40. TA BRT ER xA Ebh oa 
LRA F u, Du 及 D'u. W iet Br Om =1)3 
程 . 此 外 ,为 了 简单 起 见 设 上 =2， 方程 (9) 取 形式 


ðu du 


F ax, dx 


= 0 


Xis Xz H, 


H PARA Fix. py, =>, p.q). FERD EA 


du Bu | a9 
nu, e, — + 
inana Bx ag | Bx 
jp 有 ujat ` 
| dx 


因为 这 个 方程 的 解 p(x.. x) EE LRH T u, Anax, 
及 Cu t da AE, E nf bA a R EROE: 


X, = xah xa = y(D. u= ¿:(n). 


(5) 
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Ka du 


jx 
这 些 函 数 满足 常 微 分 方程 组 : 
x( = yD) = F,. z (0 — pÉ, 3 qF,. 


Pl) — -Fpa gi ` 
这 在 几何 上 决定 着 所 谓 的 特征 带 (characteristic strip) 
(对 a<t<B). 这 个 带 在 空间 (x,y,z) 上 的 投影 xi). yG, 
zf 人 决定 着 R 中 这 样 的 曲线 ;在 每 全 点 上 , 它 都 与 共有 
方向 系数 paa RFEA. BARERA EG) 
的 特征 . 
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K) B. Komno Í 
LNE) 需要 蛇 调 的 是 , 关于 Du FE #&#E BS — Et 44 
分 方程 有 -- 整 族 特 征 遂 过 一 个 已 知 点 ( 5É SË dh T 
(conoid)). 与 此 有 关 的 ~- 个 经 拱 概 念 E Monge 锥 
(Mang omeo HAS. FE# n= PAE W aP -U 
AR (X. yo, Zo) A PT BE É) FR 4 h BI z— u (x,y) H TÉ P 
量 , 由 方程 (x6, %, 22. p. q)=0 来 定义 . 相伴 的 单 参 数 
WTE pixta Oy) = G 48898 envelo- 
pe), BIRHIE nj 


Fogh 


equations, Birk- 


YVpanucnuus 


(x—x JF, pF HE) E, aF) 


RAIRE A (xg Jo ZD AER Monge H. 
参考 文献 
[AL] Courant, R. and Hiber. D., Methods of 
malbematical physics. 1 2. Interscienoœ. 1953 192 
CEHA) (中 译本 : 民 , AR D. ARE AH 


556 CHARACTERISTIC CLASS 


理 方法 T 一 工 , 科 学 出 眩 补 ,1977 )， 

[A2] Garabedian, P., Partial differential equations, Wiley, 
1964 ， 

[43] Hormander, L., The analysis of linear pamal 
differential operators, 1 — 4, Springer. 1983 — 1985. 

[A4] John, F., Partial differential equations, Springer, 1974 
{中 译本 :FF. $I, BIR y y. SSE h bL. 1986). 

[A5] Jeffrey, A, Quasilinear hyperbolic systems and waves, 
Pitman, 1976. 

[A6] Cartan, E., Les systèmes dfferentiels extrerieurs et 
leurs applications péometriques. Hermann, 1945. 

[A7] Petrovski, I. G., Lectures on partial differential equa- 
tiong [nterscience, 1954 (8 B 83 (中 译本 : HT. 
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示 性 类 [ characteristic class : 
Kiate ] 

EAHA TA =E, P. B) (通常 是 向 其 从 ) 与 底 
空间 BACARAR E MG S YES 09 — fk 8 pk šÉ 
合 .这 里 的 自然 性 是 指 由 映射 8 — BATARE 
性 类 等 于 从 EB LARERE f  H'(B) 一 HB) 
下 的 象 . HIH A EZ (characteristic dass of a mani- 
fold) 是 指 其 切 欠 的 示 性 类 所 决定 的 该 流 形 的 -- 个 上 同 
凋 类 , 流 形 的 示 性 类 与 诸如 可 定向 性 , Euler 示 性 数 
{Euller characteristic), 48 8 32 (signature) % WU B W 
要 拓扑 特征 有 关 

鲍 。 从 的 可 定向 性 (orientability of a bundle}. # 
在 群 的 正 合 序列 


i SO (WO (R z, — 1. 


XAPAKTEPHCTIMIECKHË 


哄 射 
wi = (de): HB: O (R) — H'!'(B: Za) 


为 每 一 实 向 量 从 é EET- DE w (2), Ra Hg 
Stiefel - Whitney 类 (first Stiefel - Whitney class); 这 里 
H' (B. O. (RD 是 上 同 油 群 ,其 系数 在 取 值 于 O, (R) 的 
ERAF E th (W G 纤维 化 (5.fibraton}). E&E 
同调 序列 表明 从 上 的 群 可 约 化 为 SO. (R). 即 从 可 定 向 
{ 见 定向 (orientation )) , 当 且 权 当 w (2)=0 

第 一 陈 ( 省 身 } 类 (first Chem class). 考虑 短 正 合 
序列 


. exp 
0>2Z2>C- C-i. 


Et C'=C\ {0}. HEA E [F] 8 PF A E $ E ó: 

H'(B;C —H'(B:7) #8 EB 5 — ERA Z Wh J 
底 BHOLA, FRA Š RE- BR28, 记 为 e, (z) 88 
BZ. 3 gy lu [Yus -C 为 的 转换 函数 ， 则 取 对 数 
的 任意 值 ng,s， 可 得 .二 维 束 上 物 链 (k. ): 


1 
k. = Ip Eea HIN g gy + Ngy) 


BI E X. cA is LARLA, 

旋 最 结构 (spinor structure). 存在 群 的 一 个 正 合 序列 

| > £; — Spin,(R) > SO,(R) — 1, 

其 中 Spin, (R) 为 在 Chiffon 代数 (Clifford algebra) SE 
中 定义 的 群 . 相应 的 上 同调 序列 中 的 连接 映射 wy: H "B; 
$O, (RD 一 H (B; Z, RAA — Stiefel -Whitney 类 (Se- 
cond Stiefel - Whitney dass}. 当 且 仅 当 (一 0 时 ， 可 
定 阿 问 量 此 上 的 结 攀 群 可 钓 化 为 Spin, (R). 

Euler Æ (Euler class) i$ 3 HMMA S= (E, p. B) 
83 K se la] 8 是 带 有 边界 OB (可 能 是 空 集 ) HAREN 
ERE., B akin i: B 一 上 处 于 “自己 的 一 般 位 置 " 
中 . 设 :BB 一 上 为 结 近 并 同 痕 于 i 的 根 入 , 它 与 i{B)c 
E RAER. M X= DOi A B AEAEE 
OX aB, odim X=n=dim#. 于 是 [XI € H p, (B, B). 
ËB [X] 对偶 的 上 同调 类 称 为 的 Euler 3, 3 it 3 ele) 
€ H'(B). À š f kb 2h aF THR s H I eI. 
# B 38. 0B= 0 H EAA, M dim X=0; T Ë XA 
有 限 个 点 组 成 .这 时 类 [X] S H,(B) h — T Sre i 
为 x(B), 它 与 六 的 Euer 示 性 数 相等 ， 

用 阻碍 论 的 语言 可 以 如 下 构造 Stiefel - Whitney 类 
和 陈 类 ( 见 [6] 一 [8] 及 阻碍 (obstruction)) it n: E — "B 
为 Serre 纤维 化 (Serre fibration) E BB 为 连通 复 形 ， 则 
鲜 维 下 =p (x) 的 同 伦 型 不 依赖 于 xE8B. 若 x (PA F 
的 第 一 个 非 平凡 同 伦 群 , 忆 为 单 连通 , 则 截面 s:B8B — E 
构造 的 第 一 阻碍 在 群 H B, x (FP a tE Ko) 
关于 站 是 不 变 的 .有 时 不 变量 x(n) 称 为 纤维 化 了 的 示 
性 类 (characteristic class of the fibration}. it č B 
上 的 算 向 量 从 , dim £=n .对 等 一 个 1 所 9 Sa, 拘 有 与 
相关 联 的 具有 纤维 U, i U,.| 的 另 一 个 愉 q: (E Stiefel 
流 形 (complex Stiefel manifold)). 由 具 的 正 合 序列 可 
得 ,对 i<29-1 有 RU /U =0; maa (U, U, )=Z 
于 是 k EHB). e AEKn EA ¿ 8558 q RCE 
身 ) 类 (q -th Chern dass). ` ` 

# EAR EMA, F=R"， 则 六 的 纤维 为 0, /0,， | 
因为 

_ |E. #ə 88 R q<n. 
T - (0, / O, I) MESA SEN 
mO, / O01) = 0. 3t igol, 

类 

km) = p. # 4 EÉ q=n, 

HB: L), Wq RIS gen. 

A EK Stiefel - Whitney 3 (Stiefel - Whitney class) 

定义 为 


rl 


waé) = stn) mod 2 € HB; Za). 


EERE E 5 61, ME k (0) i 38388 H Z, hi B 
定 的 . 

ti qg=n , Stiefel 流 形 在 实 的 情形 是 球面 S$”'， 而 
在 复 的 情形 则 为 $2 385 PA T' BJ $ Bl t 3 38 pA Ç É 
非 堆 截面 相同 . ett, 38 -阻碍 称 为 Euler 类 (Euler 
class) e (Ey)， 在 复 的 情形 


eli = cd £ H”), 
在 实 的 可 定向 情形 

ef 和 = w, = H”(B;Z:); 
而 在 实 的 不 可 定向 情形 

e(É) = wir) e H"(B). 


É E, fl E, RRKT ¿ BJ #F 8k lB] , RAT BE 3 R| # 
D" 和 球面 S i. B = E, HERM, W eE u), 
Hh u eH"(E,,Es)38 Thom 类 (Thom class). F $ 
KH R, AEC, sI CSI H. Bk ARA 
TAHRIRLAR: 4 FEE- ARENE 
间 玉 ， 可 以 用 自 热 的 , 即 函 子 式 的 方式 (相应 于 帷 入 } 选 
取 -- 个 元 素 aye h°(P (V), 使 得 h POD=h phla] 
(e), 其 中 PIS VANA- ETENA, F(= 
FP d=dimą F, n=dim V. 3} dim V=2, BZ aç 
与 (定向 ) 流 形 P{W) 的 基本 类 相同 . 

B e=, p, B)23 B ER HT Ef t F EFAA 
F 》 的 向 量 全, dim ¿ =n, B P (2) A 5 A 00 HE k (pro- 
jectivization) , 即 吕 上 的 以 P(O 为 纤维 的 局 部 平凡 
从 ,其 空间 P (E) 由 《的 纤维 中 所 有 一 维 子 空间 柠 成 .在 
空间 了 P(E) 上 有 一 维 从 , 其 空间 由 全 体 (1,，x) 构 成 ,其 中 
[为 二 的 纤维 的 一 维 子 空间 , ?EP(E), 而 x 为 [中 的 点 ， 
这 个 愉 对 应 一 个 分 类 映射 ( 见 分 类 空间 (classifying 
space}) j; P(E) — POY. W a=j (m), a E h" (P (E). 
车 群 h'(P(ED E SH H |FJ25 n BFH AG) RA 
HE ih z: P(E) BAA PORRE., 则 读 模 是 自由 
的 , 且 有 基 1, a, 0, Ql. 我 从 有 唯 -确定 的 上 同 
WR o. (E), UV. G, D. o, ERB), 使 得 


a"—m'(a(8)a27 |+. + (Pa oE) = D. 


4 F=R H, Kipi n WAE HO ; Z, Wie h° 
Bí 38 R 59 AER sr. E P] E E OR Pe 25 A 
W, U w. 并 称 为 Stiefel - Whitney 类. 4 F= C Bf, 
我 们 可 取 坟 为 普通 上 同调 论 H SÓ H`, L BLS 2 128 
IBH C, U. Caa 并 称 为 陈 { 省 身 } 类 (Chern class}. + 
aut, E F=C 的 情形 , 任何 可 定向 上 同调 (oohomo- 
logy} 论 ;广义 上 同调 论 (generalized cohomology the- 
ory)) 均 满足 所 需 条 件 . 当 上 = 下 时, 我们 也 可 以 考虑 
通常 的 理论 好. 此 时 上 面 定 义 的 类 记 为 po. `, p. 
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并 称 为 辛 IIoTPMH 类 (symplectic Pontryagin cla- 
SS). 

如 上 所 述 , SFAR, CHHPH- B 2 h' 
为 满足 上 . 述 要 求 的 上 同调 论 ， 分 型 原 埋 (splitting prin- 
ciple): 对 B88 上 (FF 意义 下 ) 任 一 向 量 从 点 ， 存 在 空间 B' 
BESS: B' — B, 使 得 B 上 的 从 fs yk - 维 
从 的 直 和 ,而 同 态 y: ANB h ORENA. 

特别 地 ， 若 上 为 BU 上 的 万 有 复 然 ( 抑 分 类 空间 
(dassifying space)), 则 B' 可 取 为 空间 BT,= CP” 
x x CP in BF), WF T,» U FB KI, 
W f: BT, 一 了 可取 为 由 包含 T, = U, Br V s B bh 
射 .映射 


fH“(BU) > H'(BT, = 到 Ex 


JARS H f BHEE x, e, x idim x=2) 为 变 
量 的 所 有 对 称 形 式 笑 级 数 构 成 的 环 . 

tHE hR G, HE GERAT BAF 
上 同调 论坛 的 所 有 示 性 类 的 集合 与 有 (BG) 成 -- -对 
应 ,其 中 BG 是 G 的 分 类 空间 (classifying space) .特别 
地 ,对 向 量具 和 理论 上 H" ,描述 所 有 示 性 类 的 问题 归结 为 
计算 上 同调 环 HBO), H'(BSO), HBU) $F. 

HGHH Lie RE, TH GURKA. aA TGA 
导出 分 类 空间 的 映射 : BT 一 BG. 空间 如 了 同 伦 等 价 于 
FE CP” x … x CP ,其 中 困 子 的 个 数 等 于 工 的 维 
数 .于 是 H”(BT)=Z x. `, x], 其 中 n=dim T, 
dim x =2 Weyl Ëf p(G)=N(T)/ T WJ fE H| ËJ 3⁄8 ii T 
上 ,其 中 (四 为 了 的 正规 化 子 , 于 是 Weyl 群 亦 可 作用 
# BT 上 .车 6 为 连通 群 ,空间 GG 和 G/T 的 赔 调 是 无 
挠 的 , 则 同 态 六 :下 "个 G) 一 末 ” 十 嫉 为 单 同 态 ，P 的 
g H "(BTS Z| x, U x Wr, £ Weyl 群 作用 下 不 
变 的 所 有 元 素 的 子 环 (Borel 定理 (Borel theorem)). 

群 吕 满足 定理 的 条 件 . 对 角 酉 抢 阵 构成 了 U. 中 的 
极 大 环 面 T, WR SPA EBRD G boe t, W 
Weyl We i ER (0. on 95 PR 38 MO k AHE. F Ë 
H” (BUD = Allen eo c. J|. 其 中 ce,… ,ec, 是 变 景 x,. 

. x, € H: (BT.) 的 初等 对 称 晴 数 , 有 旦 等 于 陈 类 . 

RESP, 也 满足 Beorel 定理 的 条 件 . Weyi 群 由 
Xx)，"…，%%, 的 所 有 置 模 以 及 符号 的 任意 变化 所 生成 ， 
TE H'(BSP)=Z Lo... 人， 其 中 上 U. G, E 
AFE <l. l. xl 的 初等 对 称 函 数 . RE SO, 不 满足 Borel 
定理 的 条 件 ; 尽管 如 此 ,如 果 以 含有 元 素 1:2 的 任意 环 
A tn Z SPARAR) k Q , 作为 系数 环 , 则 经 此 改 
恋 后 定理 仍 成 立 , 群 SO, 的 极 大 环 面 由 如 下 矩阵 组 成 


cosa, -Sina cosa, 一 Sn ao 


Sine cosm Sina, cosa, 
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Hilde [n/2]. Weyl REH s, to mu a BJ aA BLR 
EW F ## SEI ER: n 5 8 na 2 8 9 £ + $ 
号 ; 当 n D yh ala ir 6 ETAS. rE HSO ;A) 
=Alp, U“ pon el, EP pe U. D... YER 
Xx `, x B 2 F i — + É J A g BR. m 
e=x U X. 3 p. U. Pia p =e E F Tlonrpsrng 
类 (WL 下 K); e 为 Euer 类 ; HUU (SO... A) = 
Allp `” + P. 

3 x € H'(BT,) (1 < i < n) HRE) E HE OG 
(Wu penerators ). Ë fT A E: s PE 35 (NHS E ITS E T 
HUBU D) 但 任 一 示 性 类 均 可 以 表 成 它们 的 对 称 形式 里 
级 数 ,而 且 {x} 的 在 何 对 称 形 式 震 级 数 均 规定 了 一 个 
REX. AW., Euler o AART, x.. 

TRELER Qe + … tee Lix, UU x,)= 
HBT, ETARA. MI ELIE ARTES A HIR H (BU yip 
B iE F K ú, E A ch 3F P 9 R (省 身 ) 特 征 标 
(Chern character}. 陈 特 征 标 是 * 加 性 - MER R 
性 - ÆR”, BD 

cE Dn) ~ chié) + che), 
ch(£@) = ché Ú chin). 

陈 (省 身 ] 类 曲率 (curvature). i n 33 EMA ¿= 
(E, p, DERZ B| B EHHE., Xi ¿ RHES — 
MARA afine oonnection). 若 国 定 上 在 底 空 间 中 
某 点 驾 城 上 的 一 个 局 郁 吾 及 化 , 则 给 定 的 联结 的 曲率 在 
该 邻 域 上 是 取 值 于 复 (r xn) 捧 阵 的 向 量 空间 9 (C, n) 
的 2 形式 (G. 在 从 的 局 部 平凡 化 的 变换 下 ,形式 OQ 的 值 
EEM m — gmg ZWE a Eg EGL(C, nm) 是 从 一 
平凡 化 到 另 - ARRE. A pla (C, ne Cj 
次 齐 次 多 项 式 , 则 gp" 人 为 2j 次 人 局 值 外 形式 .此 外 ,如 果 
EHA 在 作用 


GLIC, n)}X aC, n) — aC aY, (g. m) — gmg 1. 


FRE, MER p o Q AS ff $ü T Ja BB EILE, I W 2 E 
个 流 形 马上 前 它 值 外 形式 .可 以 证 明 d{gp Q= 0 而 联 
绪 的 变化 促使 多 Q Æ- -AMEER A AEE m 的 特征 
多 项 式 的 这 tr (m' ) HRSTE. S p, (m )=tr(m')}, WJ 
得 到 上 间 调 类 [e oQ]e H” (B; C). 这 里 [pe Q]= 
(e. (2). E Fe C AERAR. 

EI REAA £ A9 IIogrrmprma 类 (Pontryagin class) 定义 
为 类 p O=O a G@ C)S H* (B). Jih G) C E A š 
WE AA (BPE wM [5]. in EA ¿= (E. p, ByB3 
J B] BEA N 维 流 形 , o h= O, 0, nn 一 1 的 整 值 
FEAR. 如 果 对 所 有 有 =0,… nl, dim {i,…， 
aa Sh, MERHER u, 0o WE RA 3 o 的 -- 个 提 


升 (Hting) .公设 取 定 处 于 Ai EARE oix) 


t,tX). 底 空间 中 的 子 集 fx EB: (O. U. p. (X) N G 的 
-个 提升 上 是 一 个 余 维 数 为 0 站 十 … 十 getn 一 让 的 伪 流 
形 , 它 实现 了 于、 yo (B. 0B) 中 的 一 个 相对 同调 
38, Ls E RHB 00 HETT (B) th BJ Jš] 8 35 Eb A £ É) 一 个 
REX, WER g 为 函数 

A -on r -o 


Ci on = 2, 


则 得 到 类 p (2). 

同 陈 类 一样, Dotrpsrm 类 可 用 实处 上 联络 的 膨 率 
表示 . 

对 任 一 分 次 Q 代数 A. A AEN 1 +a +a, 
+o, dega =i, 的 级 数 (在 乘法 下 ) 构 成 的 群 . 一 个 乘 
法 序列 (multiplicative sequenoe) 是 多 项 式 的 一 个 序列 
[K Cj K e Qix e xh EHE- -分 次 
QRA, wh; 

=(]+aí 4 一 


(I+ Kilat Kaana +  y= Kia) 


是 -个 群 同 术 Di4 = T.A. $I, 2 degx =j. N 
K, x) 8 KERE. A A=Q[t]. 则 FA4 为 从 1 


MERER AMLA EEA En QN, 


EEEk +t) =fü)8 3k Ep] K= (K }. 不 
从 如 此 


K.(x i... .Xn) = PE EP: So pX oa Xah 
weka} 

RESOL AT, 1021, 上 面 的 求 和 是 对 的 所 有 

划分 , 即 四 一 和 站, 和 二 二 


由 级 数 
tanh V: 3 
tmy! Bpi“ + 


去 y! 


B SE X I 3E B: JE BJ 38 A 记 为 工 = {上 L}, 其 中 8 为 
Bernoulli 数 . 设 M" 为 流 形 , 4A=H*(M; Q), p (M) 
=1 + p M4) 十 tpu DEDA 为 全 Monpas 
RAHM < L (p (M), [M] 3k 5 M" BO L 5 8 
(L - genus). F Be: WOE (5 FARIA (bordism )) H. A 
HE LGR. Sn 不 能 被 4 整除 , ML Ç L (p (Mi) 
[M]> =0, F M'ER 为 4=4K 8) H] 3 B. 册 
¿L(p(M). [M] > =M) Eh KMA H, (M; Q) Ë 
相交 KR b SR Æ (Hirzebruch #5 25 sE BB (Hir- 
zebruch signature theorem )). u 

VF £ REEM 3 k FE S| f tE 3 ñb 5; RJ, 例如 , 了 (7) 
=t/(1—e 的 级 数 给 出 一 个 乘法 序列 T. AAA ë, 
H z(2)=T(c(2)S H`'(B(2) s X B 35 Ék 3 ¿ É) Todd 


wl 


38 (Todd class). Todd 类 按 下 面 方式 与 陈 特征 ch 相 
关联 : 
1 = (Yn) ' chyll) e H (OB, Q. a =dim£, 
HE p. (为 所 理论 中 的 Thom 类 ,而 p, X H` th 09 
Thom AJH (Thom isomorphism), IRA 2, iH J(e)= 
TEJE (BG: Q) 8 X 68 类 称 为 指标 类 (index class). 
F 面 的 指标 定理 (index theorem) M W (Atiyah - Sing- 
er 指标 定 埋 (Atiyah. Singer index theorem )): # n # 

紧 流 形 M L58818] T D 的 指标 等 于 


(—IY {chus MHM" 


其 中 M'Y AR Thom 空间 {Thom space), ye 
KM `) 3 T D 的 符 导 类 ， 
球面 处 的 示 性 类 与 分 类 空间 BG. 的 上 同调 空间 一 
对 奇 素数 p, EEF 2p(p-1)- 1 的 维 数 内 ， 


HBG, B = Zigga.. J@A82.A4... | 


其 中 类 q 8 HVO (BG; ZPA BJ n ATHAR q, 
=o 'Pp(DR h; 这 里 P' 3 Steenrod MAHMUR 
Steenrod $J {E IE (Steenrod reduced power)), @ 为 
Thom FIH. Alag pao … ] 为 一 个 Z, 外 代数 (Milnor 
定理 (Milnor theorem)). 

类 gq, 与 Stiefel- Whitney 类 极其 相似 ,而 且 和 后 者 
一 样 ,可 视 为 球面 从 的 示 性 类 或 空间 BG 的 上 间 亩 类 . 
最 后 , H '(BSG;,; Q)=Q [e], 其 中 为 Euler 类 , H 
H'(BG.,, ; Q)=Q [e?). 

i EH, EE 8 3600 X T HBG; PINAR, 
即使 对 维 数 2p(p—l)—1 也 不 成 立 ; 五 ?2 TBG : Z) 
= Zo ñi 1⁄8 E TRAE h qM fpa Eh, MERY 
-个 怪 示 性 类 (exotic characteristic class), 
$= xt 
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A. b. Xapumnaime $ 
【 补 注 】 AAAA ü ë N (AT) Euler 类 (Euler 
class) it ¿ B ERER n 维 实 向 量 从 . 给 定向 量 空间 
VA -个 定向 ,等 价 于 指定 HV, k,; Z= Z BjJ— iE 
成 元 ,其 中 V,=V N I01( W, J (orientation )) .因此 
的 定向 对 “的 每 个 纤维 都 指定 了 一 个 生成 元 up E H"(F, 
Fu Z). 现在 已 有 定理 ( 见 [14], p. 97) :对 于 以 五 为 全 
空间 的 定向 nn AURA: Sicnt, HE, F. Z)=0, 
E H"'(E, E DAAR- WERAK u, Elang 
(F, F) S (E, Eo 在 每 个 纤维 下 上 的 限制 等 于 4. 这 个 
u 称 为 6 的 基本 类 (fundamental ciass) 或 Thom 类 .而 
H.H u 收 杯 积 可 诱导 出 同 煌 HHE; Z) HE, E; 
Z), JFN Thom 同 构 (Thom isomorphism) EDS (E, p) 
(EE,Eo) 定 义 了 同 态 H'(E, E; Z) = H (E; Z), 
B cE 诱导 了 )H"(E ;ZZ) 一 H"'(B; Z). u 在 这 两 个 同 
态 的 复合 下 的 象 是 的 Euler 类 (Euler class ) e (ë). 
Euler 2 fj — #ë +J 38 tE E E: 若 纤 维 维 数 为 奇数 , 则 
2e(0)=0, e GDE me Uele), elx ijek eë), 
HP Ex C A E x EE' 为 全 空间 , B x B' 38 EZ [BJ A 
KM. OE xe p Ff tE ED EE;， 
基本 类 这 个 术语 在 下 面 的 意义 下 使 用 . 设 (M, 
ÔM) A n 维 带 边 流 形 , 则 对 (广义 ) 上 同调 论 h. 来 说 , ze 
h (M, ÔM) 是 基本 关 (fundamental class), 当 且 仅 当 对 
HEE xe M NOM, j,(z) Eh, (M, MN {x}) (=h, (R°, 
R'A 0D HE hM, MN {x}) 作 为 h.(pt) 上 模 的 生 
成 元 因此， 车 不. 由 连通 的 环 谱 王 定 义 , 则 紧 可 前 分 
流 形 M 可 定向 ， 当 且 公 当 它 有 一 个 基本 类 ， 
参考 文献 
[A1] Husemoller, D. , Fibre bundies, McGraw - Hill, 1966. 
[A2] Switzer, R. M., Algebraic topology - bomotopy and 
homology , Springer, 1975. FRE 译 语 建 中 校 


特征 方程 [中 aracteristic equation ; xapakrepwcruueckoe 


ypasnuenne ] 
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MESA 【characteristic polynomials). 


特征 指数 [ characteristic exponent ; xapagrepacrmaecxsñ 
noka3aTermp } 

1) 同 JIamy nos 特征 指数 “(Lyapunov characteristic 
exponent), 

PER ARF (multiplies ) HÉ #8 2138 B 1 Z A E BUN 
期 的 商 . 在 此 情况 下 ， 系 统 的 JIaryaoa 特征 指数 等 于 
该 系统 特征 指数 的 实 部 . 等 价 的 定义 为 : 数 上 称 为 一 
个 具有 周期 系数 的 线性 常 柚 分 方程 系统 的 特征 指数 ， 
如 果 这 个 系统 有 [exp(zi]]y 全 形式 的 复数 解 , 其 中 向 
量 画 数 ?(7 (9 款 0) 对 上 是 周期 的 ， 且 有 同样 的 周期 ， 

tER, EC. 

3) 当 问 题 中 的 系统 为 非 线性 时 , 也 会 出 现 “ 常 微分 
方程 系 统 解 的 特征 指数 * (charmacterstic exponent of a solu- 
tion) 这 一 说 法 . 这 是 指 给 定 系统 沿 着 一 个 给 定 解 的 变 
分 方程 素 统 的 特征 指数 ， 这 里 再 度 出 现 的 “特征 指数 ” 
一 词 可 以 理解 为 DEDAS. 

B. M. Mianmoaomeoe $ 
[GHE] 
参考 文献 
[A1] Nemytskil, V. V. and Stepanov, V. V., Qualitative 
theory of differential equations, Princeton Univ. Press, 
1960 ($ 6#) (中 译本 :B.B, WARA B.B. R E 
巴 诸 夫 ,微分 方程 定性 论 ， 科 学 出 版 社 ，1956). 


HE% 译 


FP IE iK 数 [characteristic fimction ; xaparrepacnt ec 
bywa | Fourier - Stieltjes 变换 (Fourier - 
transform]， 概 率 测 度 呈 的 

在 整个 实 轴 R 上 由 公式 


Stieltjes 


AD) = f e du(x), 1eR! 


所 给 出 的 复 值 函数 ， 
一 个 随机 变量 X W) EPS S. 按 定 尽 是 它 的 概率 
分 布 
hx(B) = P{XEB}, BCR' 
的 特征 函数 . 


利用 特征 函数 的 方法 为 A. M. Imor 所 首创 ， 
而 且 后 来 成 了 概率 论 中 的 基本 分 析 方 法 之 一 .在 证 明 
概率 论 的 极限 定理 中 利用 特征 函数 是 最 有 效 的 ， 例 
如 ,具有 二 阶 矩 的 独立 同 分 布 随机 训 量 中 心 概 限定 理 的 
证 明 归 结 为 万 等 的 关系 式 


2 
= 


FERRNEPEA 


1) ñ@)=1 县 是 正定 的 ， 
TE x, 和 自 变 量 8 R! F 


Ya, (t, — 1) = 0 


2) 产 在 整个 实 轴 R 上 是 一 致 连续 的 . 
3) a(t sl, [g(t -AG)P <2(1—Reñ(t—t). 
t, t. GER. 

4) ROA t); 特别 地 ， 站 只 取 实 值 ( 且 是 一 个 偶 
函数 ). 当量 仅 当 对 应 的 概率 分 布 是 对 称 的, Bl p(B)= 
p(B), 其 中 -B={x: -xEB}. 

5) 特征 函数 唯一 地 决定 了 测度 ; 反 演 公 式 


即 对 复数 的 任何 有 限 


T —ia _ , — bt a 
ua, b) = lim —— f£ aa 
T 


Two 2m 2 
对 任何 端点 a<b 是 上 的 连续 点 的 区 间 (a , b) r. 如 
RAER LETTERK (绝对 地 , 如果 积分 理解 为 在 Rie- 
mann 意 久 下 ) ,那么 对 应 的 分 布 应 数 有 密 府 p 且 


= _ r. 一 J 六 ] 
p(x) = = fe atidi, x=R: . 


6) 两 个 枝 率 测度 的 卷 积 (BS À fis EA LES EA 
和 ) 的 特征 函数 是 他 人 科 的 特征 函数 的 乘积 . 

下 面 兰 个 性 质 表明 随 机 变量 矩 的 存在 性 和 它 的 
特征 函数 光滑 性 的 阶 之 间 的 联系 . 

7) 如 果 EIXI"<% 对 某 一 自 状 数 n 成立, 那 和 
EARRA r S n ,随机 变量 天 的 特征 画 数 ñ, 的 + 阶 
导数 存在 且 满 足 等 式 


BPU) = 了 Ge dux(x), (eR. 


因此 Ex'=i TADO, rSn. 
8) 如 果 六 ”人 0 存在 ,那么 Expm < oo 
9) WH E|x|"< coo 对 一 切 mm 成 立 , 而且 
im ED = 1, 


H“ 


那么 对 一 切 11| < R, f 
FG) = SLE x 
Z k! 


特征 函数 方法 的 应 用 主要 基于 上 述 的 特征 函数 性 
质 和 下 面 两 个 定理 . 

Bochner ¿ÉE j (Bochner theorem) (41E m #ç 2 
AAR). BEAT RI 上 的 一 个 函数 f. B f(0)= 1. 则 
Jf E: YE 98 p HEAS. D 25 IT B. rt Wg = RL PE S£ 
而 且 正 定 的 . 

Lévy 定理 (Levy theorem) (对 应 的 连续 性 ) 
Bin) 是 一 列 概 率 测度 , HRA) 是 它们 的 特征 函数 序 


B|. 3E 2 Í a 188418 % J 3 — BC 382 805 úC BD foda, 一 
[edn HEAR ERAA o RE), SARS UO 
在 每 -个 点 ftERI 钼 收 伍 到 某 一 连续 函数 /. G kak hita 
形 下 , =i. KAS 335558 E k 0) 38 x; W TE (A: 33 ik 
ARET f F zH ERR EE D 点 处 的 等 
度 连续 性 . 

Bochner 定理 使 我 们 能 够 把 Fourier - Stieltjes Æ 
换 看 成 是 RI 上 概率 测度 的 半 群 (在 卷 积 运算 下 ) 和 R! 
LE OAE] É3 EE Ë SER 3800 FE eE (EGAR) 
间 的 一 种 同 构 .Lévy 2 BE IIJ Es š , 22 Fb 1 V e |a] 45 th, 2 +f 
HERE, R RARE NJ BE 5: RE LL p Sk PE M E i tM 
T EE SAR FUA RRE K — Bor 38 Fk T E Tn 
扑 . 

基本 概率 测度 的 特征 潘 数 , 其 表达 式 蚌 周知 的 [ 见 
1]. [2])， 例 如 ,具有 均值 m MAË o H Gauss WE. 
Jee Stk exp(imr —o*t2/ 2). 

对 非 负 整 值 随 机 变量 X. Fk T ERR DL, 也 利 
几 与 之 相似 的 生成 函数 (generating function) 


Pyl) = PIX =k}, 
k=ü 


它 通过 关系 式 B (()=q (e) 与 特殊 函数 相 联 系 . 
AREE 有 上 概率 测度 中 的 特征 贱 数 类 似 地 定 
XA 
ai) = Le do, reR”, 


其 中 Ct, xy 表示 内 积 . 上 面 所 陈述 的 事实 对 RE 
概率 昔 度 的 特征 函数 也 成 立 . 
**x W 
[1] Lukas, E., Characteristic functions, Griffin , 1970. 
[2] Feler, W. , An introduction to probability theory and 
its application, 2, Wiley, 1971. 
iż] Tipoxopos, 10. B. , Posanos, KD. A., Teopas weposr- 
HOCcTE 首 。 号 CHOBHHIE OOHATHA. TTPeNENPHEE TOOPEMEI. 
Cpañme npon, 2 wm. , M., 1973 (58 £: 
Prohorov, Yu. V. and Rozanov, Yu. A., Probabili- 
ty theory; random 
prooesses, Springer, 1969). 
[4] 3onorapeg, B. M., OrHOMEDRDIEE yCTOBHWBDE páacupe- 
wma, M., 1983 (HE A Zolotarev, V. M. , One 
dimensiona? stable distributions, Amer. Math. Soc., 


basic concepts, bmit theorems , 


1986). H. H. Baam EE 
GEE] 
* x 
[A1] Loève, M., Probability theory, 1—2, Springer, 
1977—1978. BRM 评 


特征 函数 (RAHI) [characteristic function (of a set); 
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xapakyepucTasecxan yuna], ZR X FASE 
AR Skr. 3 x EE 时, 它 的 值 为 1, xE CE 
(CE Ë EE XPE). ERAO. X L 65 & 
{0 ，[ 了 中 到 值 的 每 个 国 数 都 是 某 - -集合 的 特征 函数 ， 
即 集 全 =fx: z(x)=1), 特征 表 数 的 性 质 有 
(l) ye==1-— Xe. Xer =e (] Xe); 
{2) WRFSE, W X= zr; 
(3) WE E=U,E,, HH x, =sup, {Xs 
(4) 如 果 E=, E, ， 则 xp=inf, {X} 
(5) 如 果 E, E,, E B W E. FM 3 03), 则 
Xe 
(6) WE E= pE, B| =L x 
参考 文献 
[1] Haimos, P. R., Measure theory, v. Nostrand, 1950 (中 
Wk: RR. 哈 尔 靡 斯 ， 测 度 论 ， 科 学 出 版 村 ，1959). 
A A. Kortonmos $ 
CRPE] 一 集合 的 特征 函数 也 称 为 该 集 全 的 指示 函数 
(indicator function ). 符号 1, R £, W 384938 re 
ERE DMI 译 


3 ñE Z EB [ characteristic functional ; xapakrepscriniexpasii 
Qbynxunona: ] 

FET (characteristic fmction) 概 念 的 类 似 概念 ; 
它 是 在 无 银 维 情形 中 使 用 的 ,， 设 关 是 非 空 集 ，T 是 定 
义 在 区 上 的 实 值 函数 的 向 量 空间 ，C(XK ,TT) 是 使 所 
ET 中 的 西数 都 可 测 的 的 子 集 的 最 小 RA. EÈ 
( 关 ， 荆 ) 上 给 出 的 概率 测度 u DHEA TE 
SMB SS u. 它 中 下 式 给 出 : 


所 多 = jepfetolanm， g er 


下 面 将 只 讨论 最 重要 , 最 简单 的 情形 : X 是 实 可 分 
Banach #0]. M T 是 它 的 拓扑 对 偶 半 ,在 这 一 情形 
中 ,CC ， 关 ' ) 重 全 于 空间 X 的 Borl 集 的 o 代数. 
对 于 无 限 维 Banach 空间 的 特征 泛 耳 的 概念 是 A. H. 
Komoropos Æ [1] 中 引 人 的 . 

MILER XGI PREREZA, WEEL, 
就 是 概率 分 布 ntB)=P{iXeB), (B < X B ty Ele 
P 


NR x se X" HEMRA. Luam ñ (xt —xt 2 0 
成 立 ; 
2) u RAINE, Hik r Ra HFFA, 


3) jS], 
| Mx ) —Mx2) |? < 21 Rexi — x). 
其 中 xxivxy Eg’; 
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4007) =R (x) 特别 是 , 六 只 取 实 值 ( 且 是 
个 证 画 ) 当 且 促 当 测 度 疡 是 对 称 的 ， 戎 ulhal Bh 
其 中 -B={x: —x € Bi; 

5) ARAA EME; 

6) 两 个 概率 测度 的 卷 积 {两 个 独立 随机 变量 的 和 ) 
的 特征 泛 函 是 它们 的 特征 泛 防 的 染 积 ， 

在 有 限 维 情形 中 ,特征 泛 函 的 注 法 的 根据 是 有 关 济 
度 和 它们 的 特征 斌 函 之 间 的 对 应 的 连 狠 性 定理 和 有 鞠 
描述 特征 落 画 类 的 定理 . 在 无 限 维 情形 中 这 些 定理 的 
直接 业 似 定理 不 成 立 . 如 果 一 个 概率 测度 序列 ( 呈 ) 缠 
KAF u, ARARAT i Ak- kE 
的 有 界 集 上 基 一 致 的 ; 如 果 K E y 上 的 概率 测度 的 弱 
相对 紧 族 , WAA (ü: ye K) I& 3 "55 38 R IFE 26 Bz £ 
续 的 . WW ori E HEMOS SS. Rm. katt 
MERAKTA Ek s] LJ E SSF46825 Ps 3 3 ;K 
( 见 [下 )， 此 和 外， 与 有 限 维 情形 时 相反 ， 并 非 每 个 正 
定 正规 化 的 (在 原点 等 于 165) BE 32 53 E kt Pr A: 
按 度量 拓扑 的 连续 性 是 处 够 的 ，2“ 中 的 一 种 拓扑 称 
为 充分 的 (sufficient} 或 必要 的 (necessary), 如 果 正 定 正 
规 化 光 函 按 这 种 拓扑 的 连续 性 是 使 它 声 为 关上 的 其 个 概 
率 济 度 的 特征 泛 函 的 充分 条 忻 或 必要 条 忻 ， 必要 且 充 
分 的 拓扑 称 为 点 拓扑 {5 - topology). 空间 称 为 3 空间 
{5S- space })， 如 果 y E S 拓扑 .Hilbert 空间 是 $ == 
间 ( 见 [3] )， 

最 重要 的 特征 浴 函 类 是 Gass MEDREK. 
£ 中 的 测度 A 称 为 中 心 化 的 Gauss 测度 ， 如 果 对 于 所 
有 x "EX"， 有 


Mx") = = | pre] (=) 


其 中 丸 是 从 天" 到 六 的 有 界线 性 正 算 子 ， 它 是 测度 上 
的 协 方差 算 子 ， 由 关系 式 


x"`(Rx') 一 Je adma) 


KEX [4]). 与 有 限 维 情形 不 同 。 不 是 每 个 形式 为 
(4 的 泛 函 都 是 特征 省 画 ， 而 需要 在 丸 上 附加 依赖 于 室 
EHNA. Pim, RE =L(1< p < o), 那么 附 
加 的 (必要 且 充 分 的 ) 条 件 是 了 ra < 十 吕 ， 其 中 
ls BAF RAR AREARE E[S]. 特 
WEE Hiber 空间 中 的 附加 条 件 是 算 子 只 为 核算 子 . 
参考 文献 
[1] Kolmogorov, A. N. , 
(1935), 1717 —1718. 
[2] TIpaxopos, IO. B., &Teopus sepogru. # ee open. Y, 
1 (1956), 2, 177 —238. 
[3] Casogos, B. B. , Teopmr sepon. w ee ODHMER.», 3 
(1958), 2, 201 一 205. 


C. R. Acad. Se. Paris, 200 


[4] Baxamma, H. H. , Tapenanæ, B. H., QoG6Gansa, C. A., 


Beposraocrusse pacnpenesriegas B (agaxopEm DpocTpancraasx, 
M. , 1985( 英 译本 : Vakhania, N N., Tareladzæ. V 


I. and Chobanyan, S. A., Probability distributions on 
Banach spaces, Reidel, 1987). 

[5] Yakhania, N. N. [Baxams, H.H.], Sur ies répartitions 
de probabilités dans les espaces de suites numériques, 
C.R. Acad. Sci. Paris, 260 (1965), 1560 一 1562. 

H. H. Baxama 所 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Vakhania, N.N. , [Baxamma, H. H.], Probability distri- 
butions on linear spaces, North = Holland, 1981 ( ë 
ERX). 足 树 中 译 


特征 流 形 [ characteristic manitpld; xapaxrepucrguecxkoe 
MBOTO0Gpa3Ne], 仿 微 分 方程 论 中 的 
见 特征 (characteristic). 


iF BR [characteristic mapping ; xapaxrepecT eye 
ompr | , 托 扑 中 的 
MH n H E" 到 Hausdorf 拓扑 空间 天 的 连续 
映射 x, 在 这 个 球 的 内 部 int EN EEFDEE. 集合 e= 
x[int (E")| $K% X AURR (cell), x% 称 为 胞 腔 e" 的 特征 
WAH. 如 果 万 是 一 个 胞 腔 空 间 (cellular space), B| X BJ 
胞 腔 定 义 为 组 成 X BJ BN Bz yt hy W| 8936 Eb PR Dy. 
A. © Xapoa R iR., POE R. Pakt WE 


特征 数 , 示 性 数 [ characteristic number ; xapakTepueTudec- 
KO€ HCJIO ] 
1) 特征 数 :矩阵 的 特征 值 或 本 征 值 ( 见 
(characteristic polynomials 的 同义词 ， 
DRE: -个 [ 阿 ) 流 形 的 切 从 {或 另外 有 关 的 
MAI MEX (characteristic dass ) 在 该 流 形 的 基本 闭 链 
上 的 值 ， A. ©. Xapunmanse E 
【 补 注 ] 


参考 文献 
[A1] Milnor, J. W. and Stasheff, J. D., 
classes, Prioœton Univ. Press, 1974. 
陈 公 宁 P WAR 8 


特征 和 多项式 


Charactermlic 


域 的 特征 [ characteristic of a field ; xapagreprcruka no- 


na] 
给 定 一 个 域 , 控 干 述 方 法 所 唯 - -决定 的 一 个 正 素数 
或 0， 设 2 为 城下 的 单位 元 , 若 有 正 整 数 n 使 


0 =ne =et::: +e (n HHW), 
那么 最 小 的 这 样 的 二 是 一 个 素数 , 称 为 天 的 特征 (cha- 


racteristic). 如 果 不 存 在 这 样 的 数 , 则 称 关 的 特征 为 
<. sk K 天 为 特征 零 的 域 {field of characteristic ze - 
ro). 有 时 这 样 的 域 ur 为 ER 的 域 (feid without 


* * a * *& 


infinity (©). TERRES — 一 个 与 有 埋 数 域 同 
构 的 子 域 ,每 个 特征 了 的 有 限 域 包含 -个 与 模 p 剩余 类 
域 回 构 的 子 域 . 

O. A, Taanoaa # E 译 


特征 多 项 式 [ characteristiç polynomial ; xapagTepBcTHL 
eC MHOTONJEE J 

Ër A=la l E 38 k U BJ Hi BF, M 4 的 特征 多 项 式 指 
Wb k F Ah 


pa) = det4 —1E) = 


au an `. din 
dl dq, 一 外 `" An 
dal a2 t Am À 


= (AF tbl A !+ --- +5b,. 


这 个 特征 多 项 式 的 次 数 等 于 方 阵 4 的 和 阶 数 ,系数 中 是 4 
BE (b, = TrA =a, tap ti tan) (见方 阵 的 这 (race of 
a square matrix)), R% b, 是 一 切 m 阶 主子 式 之 和 ， 
性别 是 ,b, =det A ( UFA (minor). 方程 p(1)=0 称 为 
年 阵 4 的 特征 方程 (characteristic equation 或 secular 
equation) , ` 

特征 多 项 式 在 关中 的 根 称 为 移 阵 4 RH EIE (char 
acteristic values) 或 本 征 值 (eigen values) ， 当 下 Pres 
也 使 用 "特征 数 "{characterstic numbers) — iil. 有 了 时 在 
域 上 的 代数 闭 包 中 来 考虑 特征 多 项 式 的 根 ， 它们 通常 
PAPE 4 的 特征 根 (characteristic roots). 在 代数 闭 域 
(例如 复数 域 ) 上 考虑 的 丘 阶 矩阵 4 其 有 1 个 特征 值 
{eigen value), 如 内 每 个 根 按 其 重 数 来 计算 ， 

相似 矩阵 共有 相同 的 特征 多 项 式 . 域 大 上 的 每 个 
首 项 系数 为 (一 tj 的 多 项 式 , 是 大 上 的 某 个 请 阶 筷 阵 即 
所 谓 Frobenius #Ë BE (Frobenius matrix) K) tF {E £ H 
K. 

参考 文献 见 蝶 阵 (matrix). 

T. C. momma PE 

【 补 注 】 特征 根 往往 也 称 为 特征 值 ,因此 对 于 特征 多 
项 式 在 域 上 中 的 根 和 在 它 的 代数 闭 世 中 的 根 并 不 加 区 
H. 给 定 争 项 式 DASA +b (一 Heb. 友 型 
和 矩阵 (matrix in companion form) 
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Ü 1 Ü -站 
Ü tra raa ... 
A= >a .. Ü 
Ü tre += Ü l 
Hop b=) t'o, DL DU ERE HRES ni. 


张 鸿 林 译 


特征 带 [dharacteristic strip ;xapatrepater Beexa mozoca], 
一 阶 仿 微 分 方程 的 
HERR 
x = xih u = yh su, = pi), 
它们 在 区 间 z< t< Bñ F Et 5 9 n] f 59 998 , 3 38 E b š 
x (t) = Fp y (t) = pF,. p ü) = —F,—PpF.. 


Cr l] E B$ 38 72 JE SE r br, EÑ B) ; 而 
F(x, u,u,) = 0 (*) 
EXTREMA u OSR — RK 的 一 阶 非 线性 偏向 分 方 
E. RE u, = gradu, F(x,y, p): QxRXR—R,x,pER", 
?了 ER, nEN. 
特征 带 的 重要 性 在 于 它 被 用 于 方 酚 ( 呈 的 研究 和 求 
H. 
也 见 特征 (characteristic). 
trk 
[ Kamke, E. Differentialgleichungen : Lösungmethoden 
und Losungen, 2. Partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung für die gesuchte Funktion, Akad. Yeda- 
gesel, 1944 ( 中 译本 : E. FHA, —M RRF 
W. FBE, 1983). 
[2] Hartman, P. Ordinary differential equations ， Birk- 
häuser, 1982. IO). B. Komno E 
【 补 注 】 特征 带 有 时 称 作 次 特征 (bicharacteristic). 
FEURN IE PRR EER D E B NPR oy 
J 8: PU S BD uE WI (wave front sets). 
$x t 
[A1] Cowan, R. and Hibet, D., Methods of ma- 
thematical physxs, Partial differential equations. 2 
Interscience, 1962( £ A Wooh: R. #J ËB. D 35 
ARAR RER ik, H ,科学 出 版 社 , 1977). 
[A2] Hormander, L., The analysis of linear partial 
differential operators, 1, Springer, 1983. hA 译 


HIET H [characteristic subgroup; xapaxrepscrusecxas 
nompyana |) 
群生 的 子 群 , 它 在 妇 的 全 体 自 同 构 下 不 恋 . 
0. ATiearona 所 
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[ 补 久 特征 子 群 的 例 于 有 群 的 中 心 (centre of a 
group) ， 记 为 Z(G); Fitting FÆ (Fitting subgroup), 
记 为 FOG); Wir TE (commutator subgroup), IEH DG), 
1G,G1 或 G'; Frattini +Ë (Fratini subgroup), iCX 
中 (GO); Æ E sode) 记 为 Sod (G); 层 (layer), 记 为 瑟 (G) 
以 及 r x Fitting TH (generalized Fitting sub- 
group). 后 两 个 子 群 的 定义 可 多 Fitting 子 群 . 

石生 明 PR 许 以 超 校 


| 特征 曲面 { characteristic surface ; xapakrepuueckan mopep- 
xBocTS]， 仿 概 分 方程 论 中 的 
同 特征 (characteristic). 


REEM daracteriration theorems ; xapakrepw3annou- _ 


He TO0pEMEI | ， 概 兴 论 和 数理 统计 中 的 

在 随机 变量 或 险 机 商量 的 分 布 与 其 函数 的 某 些 一 
般 性 质 之 间 建 立 一 种 联系 的 定理 

HL 设 寺 为 三 维 逢 机 向 晤 ,满足 条 件 : 

1) 它 留 任何 二 个 相间 正安 的 坐标 轴 上 的 投影 X, 
X,, X, 十 独 立 的 ; 以 及 

2) X34838 AA SEE p (G). x= (x i x;.x.), FU IK EA 
Fetite, M X 83 i b Es, B 

pa) = ma ami tai txt | 


Ep oro ARA (TRSH TEED Maxwell 分 
布 律 (Maxwell distribution law)). 
”全 2. 设 XER" 为 -- 随 机 向 量 , 其 各 分 景 独立 同 分 


fi, X=(X,-, 六 ,车 分 布 为 正 态 的 ， 则 "样本 均值 
1 
yx = n2% 
和 “样本 方差 " 
| 
= 


ERMEE. 友之 ， 若 它们 独立 ， 则 X É 2 # A 
EAK. 
例 3, k Xe R' 为 随机 向 量 ， 其 分 量 独立 而 且 同 分 
布 ， 则 当 且 仅 当 久 有 正 态 分 布 时 ， FERIER a, 
和 ,使 随机 变量 
Y, 一 aX + `. +a, X, 
和 
Y, =b XI I+ :: ` +b, X. 
独立 当 把 Y. V. fh rit 2 l 六 ,于 同 分 布 时 ,这 结论 
仍 成 立 ,但 须 对 系数 a A b Bn E ie B 91. 
有 一 些 表 证 定理 .给 出 了 与 止 述 类 做 的 蝴 机 向 量 
XER 的 分 布 的 刻画 ， 它 们 是 通过 区 的 两 个 凶 项 式 


Q, G A O, (X) 同 分布 或 者 独立 的 性 质 痊 出 的 . 这 些 定 
理 在 数理 统计 学 中 有 重 刘 作用. 
参考 文献 


[1] Karan, A. M, mam, IO. B., Pao, Ú. P., XapakTepH3- 
BIIMOHHbDE IAH MGTCMATHSOCKOB CTATHUTHKH, M.,1972. 


10. B. [Ipoxopos @ Br S H 


负荷 [ charge ; apun], FP NUR (generalized measure) 
定义 在 某 区 域 G — 及" 的 Bore) 子 集 的 代数 上 , 且 
在 紧 集 玉 cG 上 取 有 限 值 的 扩充 的 实 什 s JD FE $E 5 
数 . 如 果 丙 测度 之 一 在 G 上 取 有 限 值 , 那么 它们 的 差 
是 负荷 ;反之 ,所 有 的 负荷 都 可 用 这 样 的 方法 得 到 : 对 任 
意 一 个 负荷 "， 总 存在 台 的 一 个 分 解 G 与 6-， 这 
E, G" 5 G 是 互 不 相交 的 Borel E. 并 且 对 一 - 切 
e < G* # v(e)>0, 而 对 一 切 e C G A vieso. ME 
v= NGHE» =—v(e G )5G' G 的 选取 
无 美 ,它们 分 别称 为 负荷 v RERE (positive variations ) 
与 负 变 差 (negative variations ); 测度 | v|=v* +v 称 
X v HEEE {lotal variation ) . 利用 这 种 记号 ,所 谓 的 
Hahn - Jordan 分 解 (Hahn - Jordan decomposition } v= 
vt v 成 立 , 因 孙 ,负荷 的 许多 性 质 可 以 通过 测度 来 表达 
参考 文献 
[1] Jlarumob, H. C., Ornopht conpeMeunoñ +Teopum NOTCH - 
mam, M., 1966 ( 英 译 本 : Landkof, N. S., Founda- 
tions of modern potential theory, Springer, 1972). 
[2] Hamos, P. R., Measure theory, v. Nostrand, 1950. 
M. H. Boğuexommë BZ 
【 补 注 】 Añ Gf XO PK 2 br 5; 80 PE (signed measure , 
[A1]). 或 称 实 测度 (real measure), 带 号 容 度 (signed 
content)、 更 一 般 地 ， 它 可 以 定义 在 空间 总 的 -个子 
集 环 上 , 或 者 定义 在 0 上 精 数 的 Riesz 空间 (Riesz 
space) 上 ， 见 [A2], 
上 还 的 任意 对 《GO AA GAF vé Hahn 分 
W (Hahn decomposition ), 上 面 定义 的 对 (vy*, v ) 也 
称 为 "的 Jordan 分 解 (Jordan decomposition ). 
参考 文献 
[Ai] Hewitt, €. and Strömberg, K. R. , Real and abstract 
analysis, Springer, 1965. 
[A2] Jacobs, K., Measure and integral, Acad. Press, 1978. 
王 斯 需 译 


Chadier 分 布 [ Charlier distribution ; Wape pacnpene- 
neuke ] 

一 种 分 布 的 非常 用 名 称 , 其 密度 由 Gram * Charlier 
pt (Gram - Charlier series) 结 出 . lB É 


Charlier 多 项 式 | Charlier polynomials ; Hape mBo- 
roujeubi] 


Q 


非 负 整数 系 上 关上 积分 权 dox) 正 交 的 名 项 不 ,其 
中 ot) 是 阶梯 函数 , 它 的 跑 胎 由 下 面 公式 定 久 ， 


JO) = ee, x=0.l...., a>0. 


标准 正 交 的 Chartier 多 项 式 系 具 有 如 下 表达 式 : 


neos VE jef- 


= (nD UGO "Aj —n). 


Charlier 多 项 式 与 Laguerre 多 项 式 (Laguerre poly- 
nomials # ll FAR: 


' 
P (x;a) = V= B 
Ve 
= — Lala; x —n). 
a 


EMC. Charlier BL A (1). EF j(x) Æ% r Poisson 
分 布 , PR PA £ h (P x; a) ERA Charlier - Poisson 
FIMA (Charlier - Poisson polynomials}. 
*#+* x 
[l] Charter, C., Application de la théorie des probabilités 
à l'astronomie, Paris, 1931. 
[021 Bateman, H. and Erdelyi, A. . Higher iranswndenta! 
functions, Bessel functions, 2, McGraw - Hill, 1953. 
[3] Szegő, G. , Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc. 
1975. n. K. Cyerau 所 


(a) 


[ 补 注 】 上 面 公式 中 ,各 表示 -MÆ BI Af(x)=f(x+ 
1) 一 f(x)， 另外 一 个 常 困 的 记号 与 用 赵 几 和 何 函数 表达 
的 公式 为 ; 


王 斯 雷 泽 


坐标 卡 [chart ; kapra ] ， 曲线 举 标 系 (curvuimear wordi- 
nate system}, 参数 化 i parametrization). f M 的 

集合 M 到 实 向 量 空间 R" rH Jf f E D EKE 
射 


x:M > D, p> x(p)=(x'(p `... x"), 


Ein 称 为 坐标 卡 的 维 数 (dimension of the chart), 
向 量 x(p)E R 的 分 量 x'(p)8k3 pe M 关于 坐标 上 
x 的 坐标 (coordinates), 

”坐标 卡 的 一 个 例子 是 由 P. Fermet 和 R, Descar- 
tes 引入 并 采用 作为 解析 几何 基础 的 平面 和 空 何 Desear- 
tes HR. L. Euer 第 一 个 在 几何 研究 中 使 用 曲面 上 
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的 坐标 卡 (BH 2036 pR). B. Riemanni Z BJ 9 pe Eje 
TEAR J h 3888 263 JUD En (W [1]. 按 
E Riemann 的 观点 .几何 学 研究 的 基本 对 象 是 流 形 , 即 
有 坐标 卡 的 集合 M. 流 形 的 现代 概念 是 Riemann 
定义 的 自然 推广 . 

M fJ E $ U B - -个 坐标 卡 x:U 一 DD 称 为 是 的 
定义 域 口 的 一 个 局 部 坐标 卡 (1ocal chart). WRM 补 
赋 子 拓扑 空间 结构 , 则 进 - 檬 要 求 口 是 邮 的 一 个 开车 
集 且 映射 x 是 - -个 问 肽 ， 举 标 卡 可 类 似 地 用 在 F" ra É) 
值 定义 ,其 中 下 为 任 - - 赋 范 域 ,更 一 般 地 , 坐标 卡 可 在 拓 
朴 向 量 空间 中 卢 值 . 加 中 以 ,六 为 定义 域 的 两 个 局 部 
EER F (xU), (y, 称 为 类 C'HE (compatible 
of class C '), 如 果 1 它们 的 公共 定义 域 W UOV R 
个 坐标 上 映 成 开 集 ( 即 ， 集 合 xffF) 和 8 ) 为 及" 中 的 
开 集 ); 2) W 中 的 点 关于 这 些 坐 标 卡 中 的 一 个 的 坐标 是 
同一 点 关于 另 -坐标 卡 的 华 标 的 ! 次 连续 可 微 果 数 , 即 
向 量 函 数 


yx: X(W) — y(W) 


是 上 次 连续 可 微 的 , MM 的 两 两 相 容 的 局 部 坐标 卡 (x., 
U OHE 4={{x。, U.) E M( 即 (UU =M ),W PKS 
M 的 一 个 图 册 (atlas). M 上 一 个 特定 的 图 册 定 义 了 M 
上 的 一 个 微分 流 形 (differentiable manifold } 的 结构 ， 
且 与 这 个 图 贡 的 所 有 些 标 卡 相 容 的 局 部 举 标 卡 称 为 相 
容 的 (或 有 :光滑 的 ) . 

EEEH ADR ME k 阶 无 穷 小 坐标 卡 
(infinitesimal chart of order k (=k (bë EAJ) k 射流 
(k ~jet) 或 上 & 阶 余 标 架 (oo -frame of order k )) B) 38 
E., 集合 M 的 两 个 相 容 的 局 部 坐标 卡 (x, EJs (y. 
让 ) 称 为 在 点 pe U [YV ARE k 阶 相 切 的 (tangent). 

如 果 x(p)=y (p), BF E 88 y. lx -> y(x) 在 

x (p) kË ÉE k (Bk RRRA. MNE M 的 
AARRE F (x, UEA p ELAH AEE k p 
相 切 的 局 部 坐标 卡 的 类 {x) SR 3 M # paki k B: 
无 穷 小 坐标 卡 或 在 p 处 的 上 射流 ， 

流 形 邮 上 局 部 坐标 卡 的 和 下 使 我 们 可 以 将 M 上 
各 种 场 量 作为 数值 西数 考虑 , 并 对 其 使 用 分 析 方法 . 一 
般 地 , 场 量 在 一 点 的 值 依赖 于 坐标 卡 的 选取 , (不 依赖 于 
坐标 卡 选 取 的 量 称 为 纯 量 ,并 用 好 上 函数 来 描述 .) R 
千 如 此 ,对 丁 广泛 的 及 很 重要 的 一 类 量 ( 见 几何 对 罕 的 
理论 ( geometric objects, theory of ))， 其 在 一 点 的 值 
AIRA F e ba EEROR Sit k 阶 无 穷 小 邻 域 的 结构 ,这 
种 量 [例如 张 量 场 ) 用 M 上 所 有 天 阶 余 框 架 集 合 上 的 函 
数 来 描述 , 利用 这 些 观 点 ,可 以 研究 不 依 蔗 下 坐标 卡 选 
取 的 那些 量 的 性 质 ， 利 用 这 种 联系 ， 椒 变 自由 坐标 研 
究 微 分 儿 柯 问题 被 证 明 是 极为 有 效 的 . 
参考 文献 
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[I] Riemann, B., Über die Hypothesen, weiche der Gen- 
metrie Zugrunde liegen, n Das Kontinuum und andere 
Monographien, Chelsea, reprint. 1973. 

[2] Paree. II. K., Pumanoea reomeTpHa H rcusoprupdi 
agami, 3 aaa , M . 1967. 

[3] Sulanke, R. and Wintgen. P.. Differenualgeometrie 
und Faserbiindel , Birkhauser, 1972. 

[4] Lichnerowicz , A.. Global theory of connectuons and 
holonomy groups, Noordhoff, 1976 G DEX). 

[5] Kobayashi, S. and Normizu, K., Foundations of differ- 
ential geometry, I, Interscience, 1963. 

I.B. Arekceeaceiti JE 
[ 补 注 】 关于 Riemann 观点 ,特别 匈 [1]. 
参考 文献 
[A1] Veblen, O. and Whitehead ,本 H. C. , The foundations 
of differential geometry, Cambridge Univ. Press, 1967. 
[A2] Bishop, R. L and Critenden, R. J., 
manifolds , Acad , Press, 1964. 


Geometry of 


徐 春 林 详 


(Chasles 定理 [Chasles theorem ; Hams reopewa ] 
1) WRA, B, C 是 一 直线 上 的 任意 三 个 点 ,那么 
AB +BC=AC, 2E AB, BC, AC 是 有 向 线段 的 长 ， 
Chasles 定理 可 以 推广 到 有 疝 三 角形 的 面积 和 有 向 四 面 
体 的 体积 情形 { 见 [11). 
2) 不 同 于 旋转 和 平移 的 第 一 类 (保持 定向 的 ?运动 
是 一 王 移 和 一 旋转 的 乘 积 ,旋转 轴 平 行 于 平移 的 方向 
(所 谓 的 螺旋 运动 ) .定理 由 M. Chasles T 1830 年 所 
证 明 ， 
参考 文献 
[1] Monenos, M. C. , Arnamaruuecxas reoseTpaa, M., t969, 
A. E. MBeanoa Ë 
【 补 注 】 (EME FEREARE ILA 0) F #8 aI LA E 
为 参考 书 , 因 为 两 个 定理 都 是 容易 的 练习 . 另 -- 缚 果 也 
称 作 Chasles 定理 (Chasles theorem ) 的 可 以 在 [Al] 
中 找到 : 如 时 一 三 角形 的 顶点 的 极 线 ( 见 极 线 (polar)) 


不 和 它 各 自 相 应 的 对 过 重合 ,那么 它们 和 这 些 边 在 三 个 
共 线 的 点 上 相 胃 .， 
参考 文献 
[Al] Coxeter, H. S. M. , Projective geomeiry. Blaisdell, 
1964. HAE W 


WUefuures 交错 [Chebyshev alternation ; Ue6 pmreec- 
KHË aJbTepuñuc] 

实数 闭 集 日 上 的 一 个 连续 函数 了 (x) 和 人 在 n+2 个 
点 的 一 个 有 序 序列 


CQ, Xo <: < Aani 


上 的 多 项 式 P G) {在 一 eGmwes 系 (Chebyshev sys- 
tem){gp,tx}}3 中 ) 之 差 舶 一 个 性 质 , 即 


.$7.6， 俯 所 膨 知 ， 


Jüx,)— Ptx,) 一 { 一 17 el Jx P(x) lege 


Hp esl R1 dx ha BRE Ue6snucp 交错 点 (Cheb- 
yshev alternation points) È (2F WL 交错 点 (alternation , 
points of )). IO. H. Cy66oran W 
[ 补 注 ] Hesenes 交错 中 的 点 还 称 作 Ue6pmes 交错 
点 (Chebyshev points of alternation), 它们 的 集合 还 
称 作 交 错 点 集 {alternating set). 3p RX A (alterna- 
tion, points of ) 中 的 参考 文献 ， 
参考 文献 

[AI] Lorentz, G. G., 

Rinehart and Winston, 1966, Chap 2, Sea. 6. 
HWRE 详 


Approximation of Functions, Holt, 


Yebus 通 近 {Chebyshev approximation ; Hefenneecroe 
OPHÕJTOKeHER ] , — OB i (uniform approximation ) 

定义 在 集 M Ek 838 tA E PR $K hk v|: B9 8 
ESE -WER 


Mf 5) = sup |/G)- S(x)] 


Fü g jh. IL Jl tyGenneg1853 € FU 中 提出 并 研究 
了 对 连续 晒 效 用 不 高 于” 次 的 代数 多 项 不 进行 最 性 - 
臻 逼近 的 问题 . 对 此 以 疏 更 -- 般 的 关于 对 某 个 蝴 数 用 
有 至 男 数 进行 季 佳 一 狂 逼 近 的 阿 题 ， 他 得 划 了 一 系列 


HEKSER, Fr EHEM (bet approximation) 
HEME T Eih. 
rri 
[I] WeGsanes, TL JL, Tom coGp. cos, M.- JL. 2 (1947). 
23 —51. 


[2]. Tyrep, P. C, Kyapæuea, JL 及，Jiearraa E M., 
TEMENTE reopH (ynkmë , M., 1963. 

K) H. Cy66orus Z 

IRU W[A1] BJ ESTE 2 S [A2] 的 

Hs6pznee iB u tl: | f 8k fE — £ ij ir 

(best uniform approximation). 7 
参考 文献 

[AI] Cheney. E. W., Introduction to approxitmalion 1heory, 

Maaraw - Hill, 1966. 


[A2] Davis. P. J., Interpolation and approximation. Dover, 
reprint, 1975. EER. W E E 以 


【 补 注 】 


He6asmea 中 心 [ Chebysbev centre ;deG meackm emp] ， 
度量 空间 (X, 站 中 一 个 有 界 全 M 的 
元 素 x Ë X, EMERI 


epee) PC 
RERA M 的 Heus 半径 (Chebyshev radius) . 


如 果 一 个 赋 范 线性 空间 对 偶 于 某 个 赋 范 线性 空间 ， 则 
任意 一 个 有 界 集合 M 至 少 有 一 个 U 中 心 ， 存 


在 Banach 空间 及 其 内 由 二 点 组 成 的 集合 ， 它 没有 
Jefbnree 中 心 ，Banach 空间 于 中 每 个 有 界 集合 至 多 
有 一 个 efenuea 中 心 的 充 要 条 人 忻 是 ;XX 在 每 一 个 方向 
上 是 一 致 凸 的 ， 这 就 是 说 ， 对 于 任意 的 ze 天 和 任意 的 
s>0, 存在 数 5=5(,6)>0， 司 得 当 ||xil=1xzl= 1， 
x x,=41z 3 | x-+x,| aia m RA li <s. 在 维 
AKTRA X h, 8-8 t E G M 
的 UcGennes 中 心 都 包 合 在 该 集 各 的 凸 包 内 的 充 要 条 
E: XE Hilbert 28]. Uefa 中 心 是 最 优 N A 
的 更 一 般 概念 的 特例 ， 


#+* xt 
[1] Hrora Hayka MarcuaTuweckañ anamma 1967 (1969), 
75 — 132. KX H Com Æ MAH 


WeGuanes 常数 [ Chebyshev constant ; Heiemneaa mocrom- 
Ba | : 
复 平 面 中 的 一 个 紧 集 三 的 不 变数 =zr(E)， 它 用 于 
最 佳 通 近 理论 . 
Ë K, R n K # i Š 
Paz) = zte l+ +c, 


的 全 体 所 成 的 类 ， 又 设 
Mlps) = max [| p,(z) |: zeE). 
m, = inf [ M(p,): Pa e K, r, = m, n, 


那么 存在 一 个 满足 Mü )= m, META OEK, , RA 
£ 的 qeGhnueB 多 项 式 (Chebyshev polynomial). 而且 
极限 


lim +, 一 了 
h — ' 


FERA ER eGpnues 常数 (Chebyshev constant). 

BE K, WJ— F -F 23 并,， 它 是 所 有 零点 都 在 E ARH 
多 项 式 

Pal) = z"+ -: +€, 

的 全 体 ,可 得 到 相应 的 值 Mn, Ta, T A EEDA TU), 
HE MEN m (Ë tB SR SieGsmnep 多 项 式 (Chebyshev 
polynomial )}. l 

RH, t=T = C(E)=d, E CORRE EIEE 
(capacity)， 二 是 它 的 超人 限 直 径 (transfinite diameter ) 
【例如 .网 [1]1). 

Ueu 常数 的 概念 向 尚 维 Euclid 空间 R” 中 的 
紧 集 的 推广 ， 起 源 于 位 势 论 (potential theory). 对 于 点 
xER”, BE 


H(|x |) = 


CHEBYSHFV EQUATION 567 


是 Laplace RNEER PARACE $ 
a, (E) = 


-ap|mm 人 号 wd xox |): xeE 上 x) cel 
1=1 


U m= H. HAKEA 
+= 7 = CE) = exp |- Jim s,(E)J. 


4 m 23 p, B #| ( W [2] ): 


l 
r = CE = Timo, (B) 
H — 
参考 立 献 
[1] Tonys, T. M... TeoMmerpHiecwan  Teopas 中 yarn 
KOMIUICKCHOTO DepekMetniore，2 wn ，M , 1966 (H # 
#*#: T.M. K@ 2, ETARLI. 科学 出 版 社 ， 
1956). 
[2] Carleson, L., Selected problems on exegptional sets, v. 
Nostrand. 1967. E. JL Conowmes #E 


[ 补 注 】 
$> 
[A1] Tsuji, M. , Potential theory in modem function theory, 
Chelsea, reprint, 1975. 
{A2] Walsh, J. L. , Interpolation and approximation by ra- 
tonal functions in the complex domain, Amer. Math. 
Soc . 1956. AH. AWR 译 PEE E 


Ue5iuanes 方程 |Chebyshev equation ; Heiane ypas- 
Heume ] 
二 有 阶 弃 次 线性 常 巩 分 方程 


2 
(I -eta +ay = 0 


sk M Ë Jt3kuOb; zk 
VT 
l—x A l~x + 


Fir a 是 常数 ，te6pqnes 方程 是 超 几 何方 程 【hyper- 
geometric equation) 的 一 个 特殊 情况 . 

K x=—1# x=! 是 He&mnes Jy An EURA 
(regular singular point). Si B 25 dT4% 


+ay = 0, 


t = arccosx ,W |x |<1. 
t= Arcosh| x | .对 |x |>1 
可 将 这 个 方程 化 为 相应 的 常 系数 钱 性 方程 ; 


d _ dy uy = 
to = 0 8 a 


因此 , deder 方程 可 以 积分 为 圭 闭 形式 . 4 a=n'G@ 


568 CHEBYSHEV FUNCTION 
为 自 热 数 ) 时 , Hesenes 方程 在 区 间 —1 <x<1 上 的 基 
本 解 组 由 次 (第 一 类 ) de6pntes 多 项 式 (Chebyshev 
polynomials} 
T,(x) = cos(n arc cos x) 
和 和 函数 U (xys=sin0marc cos xy B g, D (x) 与 第 二 类 
Uee 多 项 式 有 关 . 多 项 式 工 (x) 是 enee 方程 


{dG=m2 在 整个 实 轴 上 的 实 解 . 也 可 在 复 域 上 来 研究 
Ue6pnnee 方程 . H. X Pon ÉE WIM iZ 


VieGerusen i $ [ Chebyshev function ; qe6ennena yusuun | 


正 自 变量 x 的 函数 , 定义 如 下 : 
Hx) = Yilnp, x)= > inp. 
pax px 
第 一 个 和 式 取 忆 所 有 的 案 数 p 扎 x, 第 二 个 和 式 取 电 所 
有 素数 的 正 整 数 m WK ME p'< x. BA yo 本 以 用 
Mangoldt 函数 【Mangoldt function) 表示 为 


Kx) = EAn). 


nr 
H g(x) 和风 (x) 的 定 光 可 知 ,e* 中 等 于 所 有 案 数 pE 
HRR, Meng ERA nax 的 最 小 公 以 数 . 
函数 9(x) 和 WO 由 等 式 


Hx) = xT Mx +N + 。 


相 联 系 , 而 且 也 和 函数 
mx) = 31 


px 
密 团 相 美 ,后 者 表示 素数 psx 的 个 数 . 
参考 文献 
{1] Hemes, Ti. JL, Fatp. tpyam, M., 1955, 33—54 
C. A. Crenanos ## 
【 补 注 】 有 关 Ue6pmeea MA 0(x) 和 (x) A Rk pR NL 
AJ ARE ` 


参考 文献 
[A1] Ivic. A., The Riemann zeta - Function, Wiky, 1985. 
Bae E KAR 以 


Te65khmaea 不 等 式 [ Chebyshey inequality; ebbauenn mepa- 
BetCTBO | 
有 限 单调 序列 
db 


的 deGpmies 不 等 式 是 不 等 式 
Sa $b, = n S ab, 
k=} kal k=] 
单调 函数 TD， 人 0 的 Uebner 不 等 式 是 
不 等 式 


h b b 
Jo3ax [9Gyax = (b =a) [fO dx, 


其 中 了 Ce) 积 gx) 在 fa,b] 上 或 者 均 为 递增 的 ,或 者 均 为 
ERN. 

这 两 个 不 等 式 是 II JI. de5pmee 证 明 的 (1882). 

B. H. Bunouxos P 

【 补 注 】 83 /0o 和 gO) B dEfh BJ ik — AFTREE. 

ABA B838 t, y= Ge) —f()] eg £ 
EEKE [eb] xla, b] EHR. ETE, 

KAH W 


tetipanes 不 等 式 | Chebyshev inequality ; einmen ape- 
BencTtso], Bienaymé- Heeren 不 等 式 (Bienaymé - 
Chebyshev inequality ) 
概率 论 中 的 一 个 不 等 式 , 它 通过 随机 变量 的 方差 ， 
给 出 该 随机 变量 对 其 数学 期 望 的 偏差 的 概率 上 界 .他 
Xw ARRAREN EX 与 方差 DX an Bb WW. 
变量 ，defermes 不 等 式 断 言 , 对 任何 上 >0， 事 件 
(e: | X(w)— EX | >s} 

的 概率 不 超过 DY, 或 

P(| X-EX | >: VDX) < + (1) 


这 个 不 等 式 是 由 I Bienaymëé (1853) #) IT. JL. efpmres 
(1866) 独 立 发 现 的 ， 在 近代 文献 中 ,这 个 不 等 式 通 常 
称 为 Heme 不 等 式 , 可 能 是 因为 Ues 的 和 名字 与 
应 用 此 不 等 式 来 证 明太 数 律 (law of large numbers) 
(deGpmues 的 一 个 定理 ) 有 关 . 

Yöne 不 等 式 是 这 种 类 型 的 一 整 类 不 等 式 的 
一 个 代表 , 其 中 最 简单 的 不 等 式 断 言 , 对 于 具有 有 穷 数学 
MA EX RIENE X, 


P(Xzaj < E (2) 
{ 它 有 时 称 为 Mapxos 不 等 式 (Markov inequality)). 


由 此 可 以 得 出 ,对 于 任意 随机 变量 成 立 的 且 与 该 随机 变 
量 的 算 有 关 的 不 等 式 ; 


P(| x |= < ET, 
P[[| X—EX |>) < E xX-EX L rl 


(5 r=2 时 ,这 就 是 Hesen 不 等 式 ). 还 可 得 出 更 一 
般 的 不 等 式 


E 
P(|x jae) < ER ， (3) 


其 中 了 0) 是 对 正 的 x 非 降 的 非 负 偶 函 数 ， 不 等 式 (3) 指 


出 了 一 个 获得 相同 类 型 的 新 不 等 式 的 方法 , 例如 可 得 到 


eX 
Ee , >U. 


PI X>} < 


传统 上 把 所 有 这 些 不 等 式 都 认为 是 de6euuep 型 的 ,其 
至 就 通称 为 de6pnoen 和 不等式， 基于 ebeu £ Hü =£ 
组 的 利用 , 有 个 一 般 的 原则 来 获得 条 忻 加 在 短 上 的 各 种 
deGsmyes 不 等 式 ( 见 [4]). 这 些 Ue6pmves 不 等 式 给 出 
了 对 任意 随机 变量 的 精确 与 最 佳 的 估计 .但 在 某 些 其 体 场 
合 ,这 些 佑 计 还 可 以 改进 ， 例如, 如果 X AE 
其 众 数 卢 与 数学 期 望 相等 , 则 Gauss 不 等 式 (Gauss in- 
equality) 
PHX-Aj>ej s + Y oaa 

RT, HP DX. 

Tenes 不 等 式 在 概率 论 中 的 重要 性 多 半 不 在 于 
它 的 精确 性 ,而 在 于 它 的 简单 性 与 普遍 性 .deGbmee 不 
等 式 及 其 变形 ,应 用 于 随机 变量 之 和 , 在 各 种 形式 的 大 数 
律 及 重 对 数 律 的 证 明 中 起 着 重要 作用 ， 对 于 独立 随机 
变量 之 和 , Yema 不 等 式 已 在 两 个 不 同方 向 上 得 到 推 
广 和 改进 . 第 一 个 方向 联系 着 从 Ueba 不 等 式 


P{| X + +X, (EX, +: HEX) | 2) < 
< DQ + `: $X) 
E 
转移 到 显然 更 强 的 不 等 式 


P| ma |x + ' +X, -(EX, + `. 
lak 


DWY, t e t X.) 
ë 


+EX)] >: < 


此 式 由 A. H. Komoropos 所 证 明 且 被 他 应 用 于 证 明 强 
大 数 律 (strong law of large numbers) (J, Konmoropos 
RET (Kolmogorov inequality )). 

第 二 个 方向 则 是 把 Yese +: 3 K. r h5 5 9 30 Q, 
带 某 种 指数 套 减 的 界 , 从 而 导出 Bepsmrreña - Konmo- 
ropos 不 等 式 (Bernshtein - Kolmogorov inequality): 


ë 
PIPE I+. +X [261 < zap] | 


Jt (1+a z YH 


其 中 Xi Sc, EX =0,22=D(X + +X), ace /0 
(ML Eepaurrešis 不 算式 (Bernshtein inequality)). Yeer- 
ue8 不 等 式 的 这 种 改进 , 是 在 对 被 加 项 区 添加 基 些 限 
制 之 下 得 到 的 , 

上 还 的 某 些 不 等 式 已 推广 到 多 维 的 情形 ( 见 [5]). 
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Hefeanea 选民 法 [ Chebyshev iteration method ; eñe - 
IIEPCKHÄ Te pAIWOMHLE METO | 
求解 线性 方程 
Au = f (1) 
B)-- MS ik. S T MT AHR Tr (d) EHE 
# 0 E Pi 3 ñ BJ f W... JE F| PI T Bh s ñr Q I 18 PS = 
最 小 和 在 零 处 等 于 1 55 £h KB FE P HI 2 $t . 

EP. OE 4 B204E B fFF. Triem, M], 
ik E 0 <m<M EDGR sx, 则 得 到 最 完善 的 Ge6hr 
UEB 迷 代 法  Meobnnem 迭代 法 利用 了 第 一 类 9e6tnucs 
多 项 式 T (x) 的 性 质 . 对 这 种 情形 , 考虑 两 类 HeGruncg 
ERE: 


utt! = AC (2) 
ukt! = uta tAu e Balut —ut 71). (3) 
Añ =0 k=0, 


AE ut, se MB (038 GEFA at — ú (K — 
2), EDAG t.a Mf R iS ss 23. W = 
=u 一 4, 则 初始 误差 看 和 在 第 入 次 选民 的 误差 所 有 
下 面 的 关系 : 
这 一 P, (A), 
这 里 
N 
Pv) = [FO -r P0) = 1. (4) 
t=1 
利用 方法 各 ) 和 与 ?中 的 参数 计算 密 项 式 P.G: 对 方法 
(2) 
ak = Yy KELo, N, {5) 
这 里 1 二 入 让 是 排 刚 下， 的 元 素 , 而 对 方法 
G) EHAE 
Ps) = (lo Brai Ca. DPU E Be -i P tt). 
` PSL ñA =0 k= 0... N-I íð 


570 CHEBYSHEY ITERATION METHOD 


来 计算 . 同时 
Le < ,spl Pn el 


对 Trtdyefm, M] 的 这 类 问题 ， 首 过 选择 参数 使 
得 (人 4) 中 的 P.G) E: [m, M] 上 偏离 零 报 小 的 多 项 式 , 则 
方法 (2) 和 方法 (3 ) 可 最 佳 化 . 1881 年 HI. JI. Henes uË 
明了 这 个 多 项 式 是 
Tx(M +m —2t) / (M — m) (7 

人 二 


AE 0=(M+m)/(M—m). Fl 


Pn(D = 


l| ell < ll (8) 


T 


_- L Vm M 

1I+Vm yi 

3BN=k-1,Kk, ktl 时 ， 将 (7 了 ) 代入 (6)， 方 法 

KITE 2 COP B... h FAE: 
了 

tl . B... = 


k+ 一 


这 里 


—66 4. (9) 
这 里 

$ = 0, ë, = 6’, 三 + 一 (20—8,y !, 

k=1,...,N-—-l. 

TE, 38it 2k (9) ONFA s... fü B. 得 到 了 
Ueenues 适 代 法 (3)， 它 的 j AEAN 都 是 极 小 
的 . 

对 给 定 的 上 ,为 了 使 12) 最 佳 ,可 这 样 选择 对 应 于 公 
RISPAR K. OER w+， 人 司 {17) 成 立 ， 即 

y, = XM+m-—(M -mcos mb) ', 


3-1 ， 
LA = AT j=1,... N. 


(10) 


(ID 


这 样 ,NN 次 选 代 后 ,不 等 式 (8) 对 QM 成 立 . 

对 小 的 m/ M, 方法 (2), (5). (11) 的 稳定 性 问题 
是 一 个 重要 问题 .kr 的 轻率 选择 能 导致 对 革 I< k< N, 
util 的 灾难 性 增长 , 有 效 数学 的 损失 ,或 在 中 间 选 代 
上 锡 许 的 会 人 误差 的 增长 . 存在 调配 (11) 中 的 套数 并 
保证 计算 稳定 性 的 算法 ; 对 N=2 可 参见 选 代 算法 
(iteration algorithm}; 对 N=7, 构造 kw 的 算法 之 一 - 


如 下 : 设 =( 员 ,并 很 设 Ky- 二 全 U 已 经 被 构造 
出 ， 则 
ky = = (j. 2 y. l+ja 2 a s ，,， 
12 
2y- ll-jy-), r =1,...,P (12) 


存在 一 类 方法 (2)， 即 稳定 无 限 重复 的 最 佳 
Hebpmmeg AE, AFEN 次 选 代 后 重复 方法 


(2)，(3)，(11) 以 使 它 是 稳定 的 ,并 且 对 某 些 序列 
NN 一 0, 它 特 再 次 突 成 最 佳 的 ， 对 N = 3 到 的 情形 ,从 
公式 

Tw(x) = 了 ANT) 十 VIXTp(x)— V3) (13) 
容易 看 出 ，P, (0501-3869. 如果 NN 次 选 代 后 , 进 
PEERI), (5). (11), A G1) PR y E 2N 
个 值 


+ = HL, 2j 1 (mod 3), (14) 


MINARE E— KEE- -个 qe6amuee 选 代 法 ， 为 
了 保证 稳定 性 ,将 集合 (14) 分 成 两 个 集合 : 在 第 i 个 集 
会 (i=], 2) 中 ,设置 加 使 得 roos p Ë (1335 i EE 
内 的 根 ; 在 每 个 子 集 内 , 间 根据 排列 rw 来 交换 . Nek 
<2N 时 ,将 第 一 个 于 集中 的 元 素 代 入 (5)，(11) 中 ; 当 
2N<k<3ANN, 利 用 第 二 个 子 集 ; 排列 mw 以 同样 的 方式 
定义 ， 以 类 似 的 方式 继续 形成 参数 的 过 程 .可 得 到 无 穷 
序列 {op 生 ,均匀 地 分 布 在 [0,1] 上 , 称 为 了 序列 ,对 于 它 
当 N,=3'N #l 
apy = 2(M+m—(M -—mYcosmok +1) 1, 
k=0 h... 


时 ， 方 法 (2)3ERR St EB. 

Yenea 迭代 法 (2 和 (3) 的 理论 可 推广 到 部 分 特 
征 值 问题 . 对 某 类 非 自 伴 算 子 , 当 Trgd) 落 人 特定 的 区 间 
或 特定 的 特 萄 形状 的 区 域 (特别 是 椭圆 ) 时 ; 5 36 F Dita 
误差 的 分 布 信息 已 知 时 ;或 者 当 de6pnnea $ tü 15 Tt. 
HERRAD E CETER . 

EERE). GH AIMERA AD E -e 
方程 (1) 预先 变换 成 等 价 方程 


BAu = Bf, 


并 将 Ueu 先 代 法 应 用 到 这 个 方程 上 , 算 子 日 由 两 
个 因素 确定 : 1) 计 算 形 如 Bu 量 的 算法 不 应 太 复 茶 ;，2) 
使 Tr{B4) 落 性 一 个 集合 中 以 保证 Heee 选 代 法 的 
快速 收 伍 性 . 
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B. H. JleGenes #E 
【 补 注 了 在 西方 文献 中 ,方法 2), (5). SEEL Si 
IK Richardson 法 (Richardson method of first degree) 
([Az]) 或 更 广泛 采用 的 一 次 eGbnues RfE (Che- 
byshev semi - iterative method of first degrec). 这 方 
EEMS L. F. Richardson 早期 的 论文 {A6], 在 那里 
已 经 提出 方法 (2)，(5). 但 是 ， Richardson 不 像 在 
DREJE P.G) 的 零点 LA 就 取 作 (FE) QeGpnuem 
包 项 式 的 零点 ,而 认为 它们 都 均匀 地 落 在 区 间 {fm , MJ 
E. We6sunen 多 项 式 的 使 用 似乎 是 在 [ 太 11 和 [A3] 中 第 
一 次 提出 . 
上 面 所 述 的 "稳定 无 限 重 复 最 性 de6pnuée 选 代 法 " 
是 基于 恒等式 了 ko = TE), E ar BI Së ti: ARA 


T (x)—-cos@(2/- 1)z/2 
r „o= I D ' 

这 个 公式 在 [AI1] 中 用 于 基本 模型 的 数值 确定 . 

方法 (3)， (9) 称 为 二 次 Richardson 法 (Richardson 
method of second degree) 或 二 次 de6pgizea °F 35 ü 
法 (Chebyshev semi - iterative `methed of second de- 
grec), 它 是 在 [A9} 中 提出 的 , 并 被 证 明 是 完全 稳定 
的 .于 是 ,以 一 个 额外 存储 数组 为 代价 ,就 可 以 避免 与 
一 次 过 程 相 结合 的 不 稿 定 问题 . 

至 于 变换 算 子 3( 称 为 预 处 理 (preconditioning 六 的 选 
择 , 常 用 的 “ 矣 处 理 回 [preconditioner) "是 [A8] 中 提出 的 
所 谓 SSOR MRE (SSOR matrix) (AREYE 
阵 ) . 
”Ue6bmues 半 选 代 法 理论 的 介绍 由 [A2] 和 [A3] 给 
出 . 在 [AI0] 的 第 5 章 和 [A4] 中 可 找到 广泛 的 分 析 . 
在 这 个 工作 中 , 假定 算 子 4 的 谱 是 实 的 . P£ E dk > 
情形 的 分 析 可 在 [A5] 中 找到 . 

代替 使 用 极 小 极 大 多 项 式 , 可 考虑 在 |m, M] 上 
“ 极 小 化 "Puwff 的 积分 测度 ， 这 就 导出 了 在 [A9] 中 引 
进 并 在 [A11] 的 第 5 章 被 推广 的 核 多 项 式 理论 . 

与 直接 法 (direct method) 相反 ,选民 法 只 有 当 
H: BF RE 8 gt (SL EERE (sparse matrix)) FAE 


X. 此 外 ,它们 包 方 面 的 适应 性 依 粮 于 允许 多 太 的 误差 ` 


(6); 有 时 其 他 误差 是 更 主要 的 , 如 在 偏 油分 方程 
的 离散 方程 组 中 的 截断 误差 . 

如 果 不 能 利用 基于 4 的 特征 结构 的 信息 ,或 者 在 非 
自 伴 的 情形 中 ,使 用 共 箔 梯度 法 (conjugate gradients, 
method cf) 往往 是 较 适 宜 的 .基于 后 -- 种 方法 并 与 不 
完全 因 式 分 解 组 合 的 数 秆 算法 已 证 明 是 至 分 (1987) 求 
解 线性 向 题 最 有 效 的 方法 之 一 ， 
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Hefunes jÈ [Chebyshev method ; JeGuanenaa meron ] 
为 得 到 求 下 列 方 程 的 实 单 根 的 一 类 选 代 算 法 
(iteration algorithem) 所 用 的 方法 ;: 


fü) = 0, (l) 


其 中 8 中 是 足够 光滑 的 函数 . 

这 种 方法 的 根据 是 f(x) 的 皮 函 数 x = P0) 通 过 
Taylor 公式 的 形式 表示 式 ， 如 果 x 是 方程 (1) 的 一 个 根 
ADE RNET, a= p= e), fla) 0, Wl 

x = F) Sat 2d y- (2) 


w >! 
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HE t # $ d AESA x= F(C), #l F 5 $k JG) = 
Eno G (x —aY 的 Taylor RA ¿ 递 推 地 来 定义 .在 (2) 
中 , 设 y=0, 则 得 到 关系 式 


3 
O oae 7 m+ 2 


La, 

- |Z 了 7 全 -让 (a) 

_ SFO) _ :| 

-iFa a) $F A 0 Afia) 
KOMEMR- FNAB, ERR- 4 2 03k 25 


式 ; 例如 , 当 取 两 项 时 , 得 到 Newton + (Newton me- 
thod); 当 取 三 项 时 , 得 到 下 列 形 式 的 选 代 法 : 


x = x _ Jx) _ Jx.) BAAI Ka) 
O Paa (Fe ze y O 
n=0,1,.... 


向 x 收 训 的 速度 随 在 (3) 中 所 取 项 数 的 增加 而 增加 

( 显 [2])， 这 种 方法 也 可 推广 而 用 于 函 教 方程 { 兄 [3] 1 . 

$x ' 

[l] enes, M. 卫 . Tom. co6p. con., 
1951, 7—25, 173-176. 

[2] Bepeaam , H. C. , 3Kangop, H. Il. , Meromm Berncnennit, 


r 5, M-N., 


2 em., T.32, M., 1962 ( E£: Berezin, I. S. and 
Zhidkov， N. P., Computing methods, Pergamon , 
1973). 


[3] Hesenypeuso, M. H., & Yoe mamm. Hayk $, 1954, 
T.9, n. 2, 1635-170. B.H. Jõema PE 


【 补 注 】 这 种 方法 也 称 为 UcGonuen 求 根 法 (Chebyshev 
root -finding method). 一 个 相近 的 途径 是 根据 道 
插值 法 (inverse interpolation), W [A1]. ` 
参考 文献 
[A1) Ralston, A., A first course in numerical) analysis, 
MoGraw -Hill, 1965. 
[A2] Davis, P. J. , Interpolation and approximation, Dover, 
reprint, 1975, 
[43] Hildebrand, F. B., Introduction to numerical analysis, 
McGraw Hil, i974. EAH 译 


Uefmues 网 [ Chebyshev net ; Hetsausencxag cerk | 

一 类 网 ,其 中 每 一 族 线 的 切 向 量 可 以 活着 另 一 族 线 
平行 移动 。 第 一 类 Meenes (Chebyshev net of the 
first kind) 是 一 -种 网 工 ,， 它 对 每 个 二 1, n, 使 分 布 
À, G) ITE PR E KAA E SAIET EEES E 下 的 任 


何 积分 曲线 关于 联络 是 平行 的 . 第 二 类 Hde6pnues 网 
(Chebyshev net of the Second kind) 是 一 种 网 E, (n >2). 
它 对 每 个 i 二 1,…, n, ETZE A COCA 沿 着 分 布 
的 积分 曲线 关于 联络 v 是 平行 的 . 

HIL JL Ueó6snuen (1878)3| A 


PER 
[1] SeGemnes, IL JI., Ilom. co6p cod ，T, 5, M., 1951, 
165—170. B. T. Bansa # WFE 译 


Heiivauen 点 [ Chebyshev point ; Ueúüsmnenccas Toka ] 
线性 不 等 式 系 统 
n (x) = aü + 
的 eGemes 点 是 指 达 到 如 下 极 小 化 极 大 的 点 x= 
(i t ča) 


: Hanin +a = Ù, £=] +"... mM, 


min max n(x) 


` Em 


寻求 Yecenues s AY E H EE 80 E o — R E 
((1]). 

一 个 更 一 般 的 概念 是 Banach 空间 X rF 8 *F Bj 3 
(system of hyperplanes ) ( H.) 的 Ue6ennsen 点 (Cheby- 
shev point) x° IIM E 


sup ir inf | z= I = inf sup inf | z—x | 


l< ve basu im: = H, 


的 点 x". UeGennem 点 常 被 选 作 不 相 容 的 线性 方程 组 与 
线性 不 等 式 系 统 的 " 解 ”. 
参考 文献 
[1] 3yxommmuñ, C. H. , Aswesa, JI. 下，，JEmegaoe u Bst- 
nyeoe nporpammhposanme, M. , 1964. 
[2] Benofpom, I. K., Marem. merh Y, 8 (1970), 4, 
29 — 40. 
[3] Epevma, H. H. , «ox. AH CCCP}, 138 (1961), 6, 
1280 — 1284. IO. H. Cy66oTuu IË 
[OME] 术语 "gegenoce 点 "或 “qe6emies 结 点 ”(Che- 
byshev node) 在 (数值) 插值 与 积分 等 理论 中 也 用 来 表 
示 efvnuen 多 项 式 (Chebyshev polynomials) 的 零点 


([A1]). 
英文 中 Chebyshev 有 时 也 不 同 地 拼写 为 Tscheby- 
shev 或 者 Tschebycheff . 
参考 文献 
[AL] Fox, L. and Parker, 1. , Chebyshev polynomials m 


Oxford Univ, Press, 1968. 
陈 公 宁 译 


numerical analysis , 


efmums 第 项 式 [Chebysher 
MHOTOYJICHH | 

第 一 类 yebe $ Ji z (Chebyshev polynomials 
of the first kind) 是 在 区 间 [-1 ,上 的 架 权 正 交 多 项 


polynomials ; UeGenmuesa 


K, HEA 


h,(x) = — xe(—1,1) 
对 于 标准 化 UeGenuen 多 项 式 . 有 公式 
T,(x) = cos(narccosx) x=|-1,1]. 
8186 38 3: # = 
Th +r) = 2xT,(x)— T, - (x), 
EE RIESE: Ei ET 
To00) = 1 Ti) 一 Tix) = 2x2 一 1 
T(x) = 4x3—3x, Tx) = 8xd 一 8r2 十 1， 
T,(x) = léxř— 20x? +5x,.,.. 
规范 正 交 的 Yene SHAH: 


ha) = —— Tag) = 天 
R) = V2 T,(x) 
= V2 cos arccosx), n=l 


24 n21 TORENA? AE, 首 项 系数 
为 1 的 de6hamrmea 煞 项 式 由 下 列 公式 来 定义 ; 


Ta) = E= = = T cos(a arccos x) næ]. 
ETA 各 加 的 零点 由 等 式 
xP = cos -ly k=l,..., n 
2n 


锥 出 ,它们 经 常 作为 求 积 公式 中 的 插值 结 点 而 出 现 ， 争 
项 式 T.G) 是 微分 方程 


(=x —xy +n2y = 0 
的 一 个 解 .多项式 TOO 在 区 间 [ 一 1,1] 上 与 私 的 偏离 为 
最 小 , 也 就 是 说 , 对 于 任何 其 他 的 首 项 系数 为 1 的 mm 次 
多 项 式 所 {x), 下 列 条 人 忻 成 立 : 


1 


a | oi > ma, 1 ho)l = pT 


另 一 方面 ,对 于 任何 次 数 不 高 于 n 的 多 项 式 Q (x) 如 果 
满足 条 件 
max tO = 1, 


xe[—1.1] 
则 对 于 在 何 xe (— 2, — 1) (1.0), RER 
| Qx | < | T,(xo)| 


成 立 ， 如 果 函 数 fO) 在 区 间 1 一 !.9 上 是 连续 的 , 旦 其 
连续 模 ol, 门 满足 Dini 条 件 
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. l _ 

则 这 个 函数 可 以 展开 为 Fourier-de6pimce 级 数 
(Fourier - Chebyshev series) ' 
fo) = Šaf), xze[=1,1), 

n 一心 


县 这 个 级 数 在 区 间 [— 1.1 E — Pk a. 它 的 系数 由 公 
式 


t 
- di 
a, POROTE 
来 确定 . 如 果 函 数 了 (x) 在 区 间 [ 一 1,1] | p 次 连续 可 
w BR p 阶 导 数 x) 满足 x Br Lipschitz 条 御 ， 即 
Jo) ELipa, 则 不 等 式 
< slan x=[—1, U 
n?” 


ñ 


| no oa 
Jo DaT) 
k =Ü 


成 并 ,其 中 常数 c 与 了 和 x 无 关 . 
第 .一 类 Hemes £ MA (Chebyshev polynomials 
of the second kind) Æ % 


1 ' 
U,(x) = TI T, +i (x) 
. I 
—sini(n + lare cos x . 
Poy 


这 些 多 项 式 是 在 区 闻 [ -1 世上 如 检 正 交 的 .其 权 画 数 为 
h(x) = Vl-x?, xe[—1,1] 
对 于 任何 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 各 ， 不 等 式 


l 1 - 
T fb a < fo) | 


RL. 

Ueemer 多 项 式 是 由 II. JI Hener 于 1854 年 引 
ABJ (WLJ11) . 两 类 Ucn 多 项 式 系 都 是 超 球 多 项 式 
taltrasbherical polynomials) 和 Jacobi 多 项 式 (Jacobi 
polynomials 的 特殊 情况 . 
参考 文献 

II] Tbrres, I. A., om. co6p. cou., 1. 2. 
1947, 23—51. 
[2] Szegö, G., Orthogonal poiynomias, Amer, Math. 

Soc., 1975. 
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Hewurn 求 积 公式 [Chebyshev quadrature formula ; He- 
DaneBa Knanparypuasq popmyia | 


REF AANEREN 
1 N 
Joya = C Ze) (+) 
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权 画 数 等 二 1， 积分 区 间 是 有 限 的 且 吏 成 同 [一 1, 1]- - 
致 ， 规定 求 积 公式 (本 的 大 数 的 个 数 为 N+ (N 个 节点 
及 系数 已 之 值 ). 这 些 参 数 按 如 下 要 求 确定 : TE 
有 次 数 小 于 或 等 于 N 的 多 项 式 , 或 等 价 地 说 , 对 于 单项 
Al, x, ,x" 都 是 精确 的 .从 求 积 公式 对 于 f(x}=1 
是 精确 的 这 个 条 件 得 到 套数 CC， 其 值 等 于 2/N. 诸 节点 
x ,Xn 仅 对 于 N=!1,… ,7 和 N=9 才 是 实 的 . TI. JI. 
Ueber 计算 了 和 N=1,… .7 了 时 的 节点 值 . 对 于 NN 之 10， 
Yearn 求 积 公 式 的 节点 中 总 有 一 些 是 复 的 ( 喝 [1]). 
de6pnnes 菏 积 公式 的 代数 精度 当 NN 是 奇数 时 为 N, 当 和 N 
是 偶数 时 则 为 N+ 1. AR (+) Heben 于 1873 年 提 
出 的 ， 
参考 文献 
[1] Konce, B. H., PIDWHOJGCREHHOe shumice HHTerpaltoe， 
2 am., M. 1967 ( KFE: Krylov, N. M. , Approximate 
calculation of integrak. Macmillan, 1962). 
H. TL. Macopcmr #E 
【 补 注 】 此 公式 要 同 Gaus - Yete 求 积 公式 区 别 
开 , 后 者 定义 所 用 的 权 函 数 (weight function) #1, W, 
Gauss 求 积 公 式 [Gauss quadrature formula). 
WeGsmnem 求 积 公式 的 原始 文献 是 [A3]. S. N. Bern- 
shiein ([A21 已 经 证 明 : DL 3 N< 7 s N= 9 时 ,节点 
是 实 的 ， 在 [A4] 中 可 看 到 对 这 个 公式 的 详细 讨论 . 
Al 中 给 出 了 求 积 节点 表 . 
参考 文献 . 

[A1] Stegun, A. and Abramowitz, M., Handbook of mathe- 
matical functions, Appl. Math. Ser., 55, Nat. Bur. 
Stand. , 1970. 

[A2] Bemshtein, $. N., Sur les formules quadratures de 
Cotes et Chebyshev, C. R. Acad. Şa. USSR, t4, 
323—326. 

[A3] Chebyshev, P.L. , Sur les quadratures, J. Math. Puj 
res Appi., 19 (1874), 2,19—34. Oeuvres, Vol. 2, pp. 
165-180. 

[A4] Hildebrand, F. B. , Introduction to numerical analysis, 
MooGraw - Hill, 1974. 

[AS] Davis, P. J. and Rabinowitz, P. , Methods of numer- 
ical integration, Acad. Press, 1984. ER W 


pieaaes 半径 (Chebyshev radius ; Heðmmumesaai pa- 
myc], A f 8] (X, p) HARR ( bounded set ) M 的 
ug M 的 所 有 球 的 半径 的 下 确 界 ( 见 tleGpnres- 

CK rh lx (Chebyshev centre )). 
ID H. Cy66oru Ë FEH 泽 


eguauen $E | (hebyshev set ; eleacioe MaomecTeo ] 
ERTH po PR- RAM 对 于 每 个 x Ee 
X, 在 M 中 恰好 存在 一 个 最 佳 诞 近 元 (element of best 


approximation). ， 即 满足 p(x,y) =p (x, MYB Jü 8 y £ 
M. W iB ur TREE- Ait HE E KH E 
的 观点 来 看 ， 都 是 最 简单 , 最 自然 的 条 件 . 这 就 确立 了 
Ueó6sunen 集 在 道 近 论 和 Banach 空间 理论 中 的 作用 . 在 
FHE. Hebu 集 的 概念 足 Hefipanea 系 (Chebyshev 
systern) 概念 的 发 展 ， 

EHE, o. o, HAREKET EE LOCO) 
是 eime $ (Chebyshev 子 空间 (Chebyshev subspa- 
æ)) ARHAR p, p, 形成 esmee 系 
(EP, MÆ Harr 条 件 ( Harr condition) ). 在 Euclid 空间 
中 ， 直 线 . 平面 . 05 Ë JE #ñ h k RL Re de6puues 集 ， 
Yemen 集 的 非 平 凡 例 子 是 由 IT. JI. Uee (i) e 
先 引 人 的 . 它们 是 空间 Cla,b] 中 前 次 数 所 nn 的 代数 多 
项 式 子 空间 和 和 分子 . 分母 有 固定 次 数 的 有 理 卫 数 集合 . 
在 Eud 六 空间 中 ， 一 个 集合 是 deSpmuen 3, % H 2 3 
+i g. 

ŽE Joeri JU p, Yese WA — W k ru 
BJ ([D7]). 在 一 维 非 光滑 赋 范 空间 中 ， 容 易 构 造 非 凸 的 
Ue6snnmen $E. 存在 非 光 清 的 三 维 室 间 ， 其 中 每 个 
He6bmnee ARMED. Hilbert 空间 中 的 任意 de6bnuea 
集 的 凸 性 问题 (problem of convexity ) 尚 未 解决 (1987) . 
同时 ,在 对 集合 与 空间 的 补充 条 忻 下 , 已 经 证 明 Ueber- 
ues 集 的 凸 性 : 也 已 经 有 了 对 于 Hees 集 的 等 价 于 
凸 性 的 条 件 { 见 近似 紧 性 fapfroxirmnate compactness )). 

因为 eGames 集 可 以 基 非 眶 和 的， 就 党 研究 它们 的 
加 的 特征 . 一 个 He6pnuen 和 集 称 为 太阳 (sun) ([21)， 如 
果 对 于 任何 x € M Mj z ex X( 这 里 x' 是 M 中 最 接近 >x 
的 点 ，X 人 是 从 x’ 出 发 的 通过 x 的 射线 )， 点 x M 
中 最 接近 = 的 点 .对 于 光滑 空间 中 的 He6smres Æ M, 
P MENE 与 条 件 * 拷 是 太阳 "等 价 . 

Henen 集 的 性 质 与 近似 紧 性 和 度量 射影 (Imetric 
projction ) 的 连续 性 紧密 相关 . 设 M JE Banach 空间 
中 铁定 的 de6pmues $. Way M EARRA boun- 
edly- compact set) g£ b) X E: — Sk y É), 而 M 是 局 部 
紧 的 ， 那么 MERHER" X X MEV 的 条 忻 
Ff. MEDE). 在 光滑 自 反 空间 中 的 有 连续 距离 
射影 的 Heemer 集 是 凸 的 , 而 在 C10,1] 中 这 种 集合 是 
太阳 . 在 一 致 钙 Banach 空间 中 的 每 个 de6s1uen 集 是 
连通 的 { 甚 至 它 与 球 的 交 是 连通 的 ). 然 而，C[0,1] 中 
的 函数 族 {x,}{ 这 里 0 <o <l, x (t)=0, 而 对 于 w >0, 
x 一 +1) latt) BAMAR Jeba f, 
MERTED, UTPEKE ([8] y. E2 Banach = 
间 中 ， 每 个 是 太阳 的 Hede 8: B: E 38 PE 12 
有 解决 (1987). 

在 “好 "空间 中 ， 有 充分 多 的 Ue6eruea E. Æ 
Banach 空间 七 中 ,每 个 凸 闭 集 是 eG 3, 35 H y 
当 半 是 严格 出 (严格 峰 范 ) 的 和 自 反 的 .在 任意 自 反 窑 


6l 


(ore => — 


间 中 , 总 存在 HeGsunes 集 , 即 超 平 而 ,在 ”级 Banach 
空间 中 ， 存 在 所 有 维 数 < n 的 Ueu 子 空 间 ( 见 
罗 ]1， 存 在 这 样 的 空间 ， 其 中 证 有 非 平凡 的 Ge6ernes 


， 子 空间 - 在 一 致 目的 Banach 空间 X h, ARTE M 


ER Yes 集 (almost Chebyshev set), HE NXX 
在 入 中 存在 唯一 的 最 接近 点 的 点 x 8 X WJ E E XP 
的 政 集 的 祭 集 . 在 可 分 空间 中 ， 存 在 所 有 腿 维 的 是 
“下 Yeas 集 " 的 子 空间 ， 存在 同 构 于 Hilbert 空间 
的 空间 ， 其 中 到 某 个 He6onnes 子 空间 的 度量 射影 是 不 
连续 的 . 

Tees 集 的 概念 可 以 推广 ， 例 如 ， 最 佳 鼻 近 元 
的 唯一 性 条 件 可 换 为 要 求 对 于 每 个 x € X BU fk tE É r 
元 全 的 某 种 "正则 性 "， 例 如 紧 性 . 连通 性 或 凸 性 . 
对 于 这 种 推广 得 到 的 结果 大 都 类 似 子 对 于 Yeme Æ 
的 对 应 结果 . 


参考 文献 

[1] He6szuem. II. JI. , lom. co6p. cow. ,2, M.- JI. ,1947, 
151 — 235. . 

[2] Epe, H. B., Crea, C. B., € ox. AH COCE 5, 
118 (1958). 1, 17—19. 

3) Hrom Hayma，MaTewaitaecrai anama, 1967, M., 
1969, 75 — 132. 

4) Bacos, JI. TJ., Ç Ycmexm. MaTem. mayk. ®, 28 (1973), 
6, 3 一 的 ， 

[5] SingeT，1. ，Best approximation in normed linear 
spaces by elements of linear subspaces, Springer, 
1970. 


[6] Singer. i.. The theory of best approximation and func- 
tional analysis, CEMS Regional Conf. Series, 13, 
SIAM, 1974. 

[7] Borm, B. T., Arom, H. M. , Bonmyeme 中 mypuer 
H Téa, B KH. teRTomEmEA INEMENTAPHON MATEMATHKH, 
T. 5, M., 1966. 181 — 269. 


[8] Dunham, C. B., Chebyshev sets in C[0, 1]which are | 


not suns, Canad. Math. Buli. 18 (1975), 1, 35—37. 

[9] jamiuep, B. A. , Cham. Bayan. cevmiapop Jlezunrp. 

DOTAEIRHHA MATEM. BH- Ta AH CCCP}, 27(1972), 67 一 

72. JE II Bnacoe 所 

【 补 注 】 关于 光滑 实 线 性 向 量 空间 的 概念 ， 见 光 清 空 
间 (smooth space ). 

参考 文献 
[Al] Deutsch, F. , Existence of best approximations, J. 
Approx. Theor, 28 (1980), 132—154. 
史 树 中 译 


efemreB 3⁄ [ Chebyshev system ; Hefibapeaa crema] 
= lB] C (Q ) ri: ËJ R pt E E A Sk R ARE 

SSpin CRA REHM, M: 此 系统 中 不 存在 

任何 具有 多 于 n 一 1 个 不 同 零点 的 非 平凡 和 多项式， 例如 ， 
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S= g d Dg 所 1) 就 是 C[0,1] 中 的 -个 ueGsnues 
系 ; IL Jl Je6pmreg 在 [1] 中 首次 研究 了 它 在 一 致 度量 
下 的 某 些 逼近 性 质 . “Uee E ik RISE: C H 
Bepuurreñg 在 [2] 中 引入 的 . 任何 Hebeznee 系 都 保持 了 
SIAE ETER. 

对 Heihnuea F Kik., We6smues E H (Chebyshev 

thecrem) 和 de la Vallée -Poussin 定理 (de la Vallée- 
Poussin theorem) 《关于 变 错 的 ) 均 成 立 ; 用 来 近似 构 
造 最 佳 一 致 逼近 代数 多 项 式 的 各 种 方法 均 适 用 ,， 并且 最 
EH 8 Vr 3 Tfi zÑ JJ NE — Fk EMT Usames 系 也 
成 立 ，( 亦 见 Haar 条 fH (Haar condition); Weó6szrmes 
第 (Chebyshev set )}， 紧 集 日 中 存在 次 数 n>1 的 
UeGennca # 3 EH f 35 Q š 8 8 sk z 5 3: 4" +T 3Ë [8] E 
(Sn ARRAT, 0 与 圆周 是 不 同 胚 的 }.， -特别 地 , 在 任 
意 m (m >2) 维 区 域 上 ， 例 如 ， 在 一 个 正方 形 区 域 上 ， 
不 存在 任何 deBpunen 系 ， 见 [3]. 
- ”由 具有 n 个 国定 节点 0<x)<…<x,<1 的 m Wie 
条 (spline) 组 成 的 系 便 不 是 qe6bnnee 系 ， 这 时 ， 属 于 
此 系 的 函数 [max (0 , x—x)” 8332439 s. 用 数值 
方法 构造 最 佳 殖 近 的 困难 在 于 无 法 保证 其 唯一 性 . 

Mapo EA 3: (Markov function system )# Yess- 
mea 系 的 一 个 重要 特例 . 


参考 文献 
[1] Jeismee , TL JL, Dom., ce6p cos., 2 (1947). 
151 — 238. 
[2] Beprumeiin , C H, DECTPEMATLHEE Ceoiicrea IONMAAO MOS , 
JI.- M., 1937. 


[23] Marhuber, J. C., On Haars theorem concerning Cheby- 
shev approximation problems having unique solutions, 
Proc. Amer. Math. Soc, 7 (1956), 609 —615. 
[4] am, B. K, Bee 5 reopwuro PaBHOMeDHOrO ripu6- 
JEDEEHHS yukuuñ NONWHOMAMH , M.. 1977 
[5] Karlin, S and Studden, V. Tchebycheff systems with 
` applications in amaiysis and statstics. Interscienœ, 
1966. O H. Cy56oTH # 
[HE] 
参考 文献 
[Ai] Lorentz, G G. Approximation of Functions, Holt, 
Rinehart and Winston, 1966, Chap. 2., Sed. 4. 
[A2] Zielke, R., Discontinuous Cebyšev systems, Springer, 
1979. ECE., MHH 译 


eeues 定理 [Chebyshev theorem ; ieitanema Teopema ] 
WFAN f(x) 在 [a,b] 上 是 连续 的 , 并且 
A = max |f) P(x) 1, 


Px) = Sax", 
k =? 


JN P, 的 是 jx)] 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 即 
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r 


fo- Sar 
-0 


— Paix} | = min max 
aas, | Jo) Pal ) | [s ) ox 


SARH EE Hewes 4# ( Chebyshev alter- 
nation) K n+2 个 点 a 和 < AX, Eb, 2 E 1, 
# Pk 
f(x)—P.(x)=sA(—1y, i=0,°,n+1 

成 立 ,其 中 =1 或 -1 I.J. Ue6unme 于 1854 年 在 
更 一 般 的 形式 下 , 即 对 于 用 分 子 和 分 母 次 数 回 定 的 有 理 
分 式 来 进行 连续 旺 数 的 最 佳 一 臻 各 近 的 情况 ,证 明了 这 
个 定理 ( 见 [1])， 如 果 不 是 用 代数 多 项 式 ,而 是 考虑 儿 项 
式 


PG) = Barah 


k 
JeBl e, (Cj Æ Heian 系 (Chebyshev system), A 
Z Heens 定理 仍然 成 立 ， 应 用 Yeme 定理 中 表 
述 的 叭 则 ,可 以 得 到 最 佳 一 致 (UeGbmuea) 通 近 党 项 式 的 
和 近 人 构造 方法 ， 只 有 项 在 竹 述 上 稍 作 改动 , 使 可 将 eb 
es 定理 推广 到 复 变 函数 ( [2] A hh 9 pš e E [3]) 5 


Fom. 
大 考 文献 
[1] Hejan, M. JE , Tlom. cop. w., r. 2. M. -J., 
t947, 151—238. 
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Yeğen Æ PË [Chebyshev therem ; de6runesa reopemaj, 
美 于 二 项 或 租 分 的 积分 的 
下 述 定理 : 考 虚 二 项 式微 分 
x"(a+bx"Y, 


其 中 4a 和 4 是 实数 ,m,n fü p EARS, E TERI m,n 
和 J, 除了 p, mr 十 Din A ptim +l 之 中 {至 少 ) 有 一 
个 为 整数 的 博 况 以 外 ,一 项 式微 分 x"(4 +bx"y 的 不 定 积 
分 不 能 通过 初等 函数 来 表示 ,这 个 定理 是 和. Qe6eruea 
得 到 的 (1853). 

E.H Ewrouxos 所 


LII 亦 见 二 项 式微 分 (differential binomial) . 


KAH E ， 


Yebus 定理 | Chebyshev theorems ; tie6enuesa Teope- 
MM]， 关 于 素数 的 

由 Tl. JI. Qe6Genuem ([1]) F 1848 — 1850 年 间 证 
明 的 基于 素数 分 布 的 定理 1} 一 8). 

Ë RO) 是 不 超过 x 的 素数 的 个 数 ,mm 是 20 的 整 
Kop ERY, Inu Ro 的 自 热 对 数 ,又 设 


x 


lix= 下- (s) 
In x 
=— L... I DX o X . 
In x In” x Im *' x 
1) 对 任意 mm, 级 数 


z il 
之 k; 1) 十 | n° 
的 和 当 s 一 [十 时 有 有 限 的 极限 . 

2) 对 任意 小 的 a >0 ALEK Hm., RE =(x) 无 
穷 吕 次 满足 两 个 不 等 式 : 


mmx} > jx—axln ” x. w(x) < lx taxlili "x. 


3) elai x)/x "4 x — o 时 没有 异 于 1 的 
极限 . . 
4) 如 果 AA x, In x #ter fü $t 8 2 > Hi E 


《直到 阶 x 姑 -*x )， 那么 这 们 表示 式 几 定 是 {( 避 .此 后 ， 


Hegemer 引进 了 两 个 新 的 关于 素数 的 分 布 函 数 一 一 de- 
Gns Hñ Ë (Chebyshev function ) 
Ux) = Blnp, W) = È np, 
P xx 


p< 
而 和 且 实 际 上 确定 了 这 些 函 数 增长 的 阶 ， 因此 他 第 一 个 
得 到 了 zx(x) 和 第 x 个 素数 马 增长 的 阶 ， 更 精确 地 说 ， 
AEAT: 
5) WẸ A= (230530), 则 当 x>1 时 不 等 式 


HX) > 4x 了 Inx -1 


5 in x+ 二 inx+1 


6 
Wx) < x Ax + 4m6 


RI. 
6) Bx KF Px j, ASK 


09212 -< Zn anx < 1.1055- 
成 立 . 
7 存在 常数 4d>0 及 4>0, 使 得 对 于 所 有 的 n=1,2， 
… ,第 mn 不 素数 尸 满足 不 等 式 


anian < P, < Annn. 


8) 34a>3 时 ， 在 区 间 (a, 22— 2) q pr — tE 
数 (Bectrand 假设 1Bertrand postulate } } . 


b! 


= wn —r x x 


1) 一 省 的 证 明 方 法 的 主要 思想 在 于 研究 量 
$ L -二 seal -| 


n=2” 
] 
Zn [二 p'*' 


p 


HETER s> 0+ MHRA. HEF 5) 一 8) 的 方法 
的 基础 是 Hesenes 恒等式 (Chebyshev identity) : 


in|x]! = zofa] 


x t 
[1] Heem, KL. JL, Mom. op. cog., T. 1. Teopaa wwen, 
M. - JI, 1944. A. b. Jaspur Ë 


【 补 广 】 目前 (1987), GeGumies 定理 已 经 被 更 好 的 结 
果 所 取代 ， 例 如 


a(x)= lig + Q(xexp( -ey log x ) 


(更 好 的 结果 多 [1D); 此 四 ai lia) 改变 符号 无 限 和 多 
K. 理 允 的 结果 及 参考 文献 还 可 以 在 [Al 第 [人 2 章 的 注 
FHRA. 


参考 文献 
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陈 ( 省 身 ) 特 征 标 [Chem character ; Uom xapasrep ] 

定义 环 同 态 ch: KA — HX: QQ) 的 示 性 类 . 对 
T-- ED E, AEA chg =en”, Ahe (i) RAER 
(省 身 ) 类 { Chern class). 这 个 等 式 ,连同 类 ch 定义 的 
TID K (X) -e HUX, Q). -RETH ch. 
有 交换 图 : 

中 :Ko 人 = HXO 
L ' 4 
ch: KUSAN) 一 HS AX: Q), 
其 中 坚 直 稍 头 表示 周期 性 算 寺 及 其 对 侦 纬 各 (sus - 
pension). SMi} 
ch: K'O = KSX*) > H” (X; Q) 

为 以 下 映射 的 复合 : 

ch: KSX“ ) — HOSX' ; 0) Re+; Q) 

= H(X; Q) 

(此 处 “+ " RRAZ JE] 6.862188 ax EU 
Xo RER Pq T), RA j 88 T 3 OR ch: 
K (DHA Q) , 且 诱 导出 一 个 变换 KODO 一 
H(X: Q), Ë E Z, KH B R l 384. 

车 让 是 一 个 广 祥 土 回调 论 , 其 中 陈 闫 已 定义 , M 
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THEA Ç U UR CE 4 REAR (generalized Chern 
character ) 

ohi Eh UX) Q 
由 公式 

ohig) =a (D) 

来 定义 , 其 中 9 伯 是 相应 于 理论 h 的 形式 群 (formal 
group)] 的 对 数 . 由 分 殊 引 理 可 定义 -TURBA 

ok K' — h` (X Q. 

对 于 广义 上 同调 论 各 存在 分 次 群 间 唯 -的 自然 同 构 
ch (X) >a" (X;:h'(p QQ Q), Š X= pt 时 ,为 以 下 
映射 

h (pt) 一 用 '(p)@ Q, x — x! 
此 处 ， . 
[2 (X; h` POS = DAX" !(pt@ Q). 


映射 h, 与 陈 特 征 标 ch 一 致 ， 其 中 到 是 世 , 分 级 类 理 
W. 自然 变换 阔 子 chiy 称 为 陈 G8 F - Dold 特征 标 
(Cherm - Dold character ) . 

W h` EHEAR U’, X EZAC, B 
U” (CP") 间 构 于 形式 算 级 数 环 o, ilu], 其 中 o= 
u(pt) H u E€ U (CP”) 是 从 x 的 定向 ;类似 地 , PF 
多 (CP”%; oD RAH F o: [[x]] ,其 中 xs 再 MCP“) 是 Ki 
REE ERRERA ch (u) Maeno 级 数 


— a [CP"] m+ 
glu) Pg " 


ZAN. Ap (省 身 )} 类 《Chern class). 

A b. Xapumumycoe $ 
【 补 和 注 】 WRH 9) (Chern dass) 和 陈 (省 身 ] 数 
(Chem numbery 的 附注 . RRR 


Fk (S) [ Chern dass ; kma xmacc] 

xf 8 Jp] 3 DA E S Bu — Fh R FE #£ (characteristic 
dass). EZH BEERA Z 89 — 4 BR283E c OE 
H™{B)， 且 对 所 有 自然 数 指标 都 有 定义 ,完全 陈 (省 
228 (eomplete Chern dass) 是 指 非 齐 次 示 性 业 1+c, 
+6 十 … ,而 陈 (省 身 ) 客 项 式 (Chern polynomial) 为 
=l tetto +…, 其 中 + 是 形式 不 定 元 . 陈 类 是 在 
[1 中 引进 的 . 

对 所 有 n 维 复 向 景 从 都 有 定义 , 取 值 于 整 系数 上 同 


调 的 示 性 类 , HRES E| T S H U) PETE. 在 这 


PELE BRE ¿ 可 以 看 成 群 HBU ) 中 的 元 率 , 完 全 


陈 类 可 看 成 环 晶 “(BU,) 中 的 元 素 , 而 陈 包 项 式 可 看 成 


ELER H BU MN 中 的 元 案 . 
陈 类 满足 下 列 性 质 , 并 且 由 这 些 性 质 所 唯一 确定 ， 
1) 对 周一 底 空 间 吾 上 的 两 个 向 量具 2. n. c DH)= 


w n 
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ctoc ,也 就 是 说 O (Qn) =Y. c (Sc... (m, 这 里 
e =l. 2) 对 CP” 上 的 -一 维 万 有 从 x ,等 式 c(KD 一 1 二 
成 立 ,这 里 wu E H (CPP) H x 的 定向 (CP”" 是 K) 的 Thom 
空间 (Thom space) ,并 且 是 复 的 ,有 唯一 的 定向 u). 
性 质 1)=2) 的 推论 有 : 对 i >dim é, c (8)=0; H 
=cfe 有 的 ,这 里 8 是 平凡 共 . 后 -- 事 实 使 我们 可 以 
HRE YAI HBU) 中 的 元 素 . 
， 如果 o= 和 ,ii 是 一 个 非 负 整 数 的 集合 , 则 用 
eu 代表 示 性 类 c U ceH”BU), 这 里 =i 十 … +i. 
ERY BT = CP“ xe x CP” -= BU 诱导 的 自 
RAAE H”(BU,) > HBT EZX. ,x,] 下 , 陈 
28 k 24 32 31 SR S 3, ERARE Tik ID. G +x) 
I H (BU )# H ET = Zils , x l] 中 的 象 是 所 有 
对 称 形式 宕 级 数组 成 的 子 环 . 吴 生 成 元 x,,… ,x 的 每 
一 个 对 称 形 式 蹇 级 数 决 定 一 个 可 用 玖 类 表述 的 示 性 
类 . 例如 ,级 数 [] n-e) 决定 一 个 有 理 系数 的 示 
性 类 , 称 为 Todd 38 (Todd class), it% T eH “(BU ;Q). 


É 四 = 全， RIA ENE RHES, 令 
Sol U, COORD x, U, x, 为 变量 的 包含 单项 
A x; XY -的 最 小 对 称 多 项 式 所 定义 的 示 性 类， 这 里 


nži +: +i. 

设 h' Sm ni R E 5] 846 80 2 0 38 E wt 2 K 65 
陈 类 一 样 , 取 值 在 4 RAMOS Gs W E 性质; iDa 
aljo tm, =i +o tete a(k) =l +u Eh (CP”), 
AR uE h'(CP”) AA x, 的 定向 , 且 这 些 性 质 完全 决定 
了 陈 娄 ， 作为 普通 陈 类 ， 人 人们 可 以 使 用 记 导 À, = 
可 o WS alon o). 如 果 é, y AAAA RA , 则 


S. (m. ... , s, X$ q) 一 
= > So tl PADS (o, ".... On xn), 
w Ljw == 


kz BR FIERON BT f vow” = o h w, w. 
HT b Mie, RAIT A K E Be i (oobordism) 论 


` U "sÉ K it (K - theory). 对 UU" 理论 ,元 素 u € U2 (CP) 


88k 9f CP — CP°*=MU, 定义 ,对 天 理论 ,= 
月 人 一 [xpe RCP”), 2j: K’ — K? 为 Boti 周期 
算 子 .对 取 值 于 某 个 [理论 的 陈 类 , 仍 使 用 符号 o; 而 
HRAT 长 理论 的 陈 类 记 作 .Y. 

根据 … 般 理论 , y,(5)EKM(B), 这 里 为 底 空间 B 上 
的 一 个 向 量 从 . 然而 天 理论 常常 可 以 方便 地 看 成 一 个 
Z, 分 次 理论 ,因为 周期 算 子 有 将 群生 (B) 等 同 于 
KB). 那 么 ,KK'(B)=K(B) 命 KK'(B) 且 对 所 有 i, (人)E 
K"(B) 根据 这 一 观点 ,不 去 考虑 全 陈 类 ,而 考 卉 陈 (省 
身 ) 多 项 式 


y (D = 1+ Dy e K'(BX] 
i>0 


R a SEA e 入 为 理论 中 的 一 个 上 了 同调 运算 


(i 项), 多项式 
LE = Si = KBX] 
í =0ü 


f y … 样 ,满足 乘法 性 质 
M (ea) = 4 (Am). 
这 些 争 项 式 之 间 有 下 列 关系 : 


4 dim 5s)=1 + (=l) 7; (2) t= y (EY, 


这 里 等 式 两 边 都 属于 下 BI], 且 dim é ERRA dimë 
的 平 风 从 .这 样 构造 的 类 ,与 M. F. Atiyah R ye) 
= (HRA. R. Stong (f2]) 定义 了 类 ,使 其 请 足 
条 件 

DOA (Z —dim č). 


它们 的 差别 在 于 ,对 Stong， 
u = Mix] D e 2{CPm) 

类 o, 与 一 个 Landweber - Homon 代数 的 概念 相关 , 后 
者 在 同 伦 论 中 天 有 用 处 .对 非 负 整 数 的 任意 集合 o = 
全. 考虑 示 性 奖 S (a. s o)E U (BU), £ 
Hd=i tite +i. 存在 一 个 Thom 同 构 (Thom isom- 
orphism UM(gU)— Ü (MUS U (MUY, 这 里 MU 
NU 理论 对 应 前 谱 .类 38. (a UU. s.) Æ UMU) 


, 中 的 象 快 定 U 理论 中 的 一个 上 同调 运算 (cohomology 


operation). U "理论 中 由 这 种 形式 的 运算 生成 的 Steen- 
md 代数 (Steenrod algebra ) 的 子 代 数 称 为 Landweber- 
Hopnnxop 代数 (Landweber -Novikov algebra) .出 集合 
w={i, n i] 构造 的 运算 记 作 Sa. 

对 一 维 欠 *，1， 有 等 式 


e (£%2?) = c (Ü + c (n). 


这 个 用 以 定义 陈 (省 身 ) 特 征 标 (Chem character) 的 重 
蓝 性 质 在 广义 上 同调 论 中 不 成 立 , 然而 ,存在 一 个 勾 数 
EAO Q 中 的 形式 宕 级 数 g(t), 便 得 (a (¿S T 
=g (c (Z) tgl (nm, 这 里 oo 为 系数 在 hr 中 的 第 一 陈 
类 , 对 霄 配 边 理论 
g) = Sete, 
RE [CP]E o =U (pt) 为 射影 空间 CP" 的 配 边关 .这 
个 级 数 称 为 Maumeero 级 数 t Mishchenko series). 
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A. b. Xapumiae 8 
[ 补 注 】 H™(X) 表示 H (D=O s AORA 
Is H. 

WE g (e, (Š @ Dg (a O) tg (os, (q) 的 关于 复 定 
向 上 同调 论 h' HERK g OEO Q E H h ER 
的 形式 群 F (X ,Y)B RS 详 见 配 边 obordim) 和 
形式 群 (formal group). WEN. 张 平 译 BRE É 


陈 ( 省 身 ) 数 [Chem number ; Hzemw waco ] 
拟 复 流 形 的 一 种 示 性 数 (characteristic number). 
H x€ H"(BU,) 为 任 一 示人 性 类 ,对 闭 拟 复 流 形 M”, 
整数 x[M?]= (x(rM), [M”]》 称 为 流 形 M" 关于 类 
x 的 陈 ( 省 身 ) 数 (Cherm mumber) .这 里 [M”] eH, M") 
为 流 形 的 基本 类 (fundamental class) ,或 者 说 定向 , 它 
由 拟 复 结构 唯一 确定 , zM 为 M AA. mR RAA 
有 理 系 数 的 一 个 示 性 类 , 出 对 应 的 陈 数 将 为 有 理 数 . 陈 
数 x[M >) R IK 00 T x 的 度 为 2n 的 齐 次 分 量 . 际 数 是 所 
复 协 边 不 变量 , 因此 示 性 类 x 诱导 一 个 同 态 : ú 一 Z. 
整数 严 的 一 个 分 拆 (partition) 是 非 负 整 数 的 一 个 
ñ o=, o L W itit … +i =n. WISE M , N 
是 两 个 2n 维 的 拟 复 流 形 , 使 得 e [M]=c,. IN] ( 见 陈 (省 
身 ) 业 (Chern class)) x] n 的 所 有 分 拆 四 成 立 , 则 流 形 
MA N(Y T) E H. 
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设 4 为 一 个 自由 Abel 群 ,其 基 {el={e,. u } 与 9 
的 所 有 分 拆 的 集合 一 一 对 应 .引述 的 定理 断言, 同 态 


pO — A, MM”) = DeM" le 


是 一 个 单 同 坊 .下 面 给 出 同 态 4 的 象 的 一 个 描述 [Milnor- 
Hirzebruch 问题 LIMilnor - Hirzebruch problem) ) ,也 就 
是 说 ,由 数 半 所 有 分 拆 所 定 文 的 整数 su= a, , 的 集 
合 , 层 些 可 以 实现 为 拟 复 流 形 的 陈 数 ?” 陈 数 可 以 对 任 音 
可 乘 、 可 定向 的 上 同调 论 h' 定义 ,只 是 在 这 种 情形 下 
MA BLUES BR $k OEI A (pt) 中 的 一 个 元 素 . 对偶 于 上 
同调 论 h 的 是 同调 论 玉 ,， 并 且 由 于 六" 是 定向 的 .可 
乘 的 , 因而 对 每 一 个 拟 复 流 形 M 都 有 唯一 的 基本 类 LM. 
ƏM] Eh,[M, OM]， 共 中 2n=dim M. HIH, 像 普通 
间 调 论 一 样 ， 存 在 一 个 配对 


h"(M,3M)@ h, (M, QA) — h" “Pt 


如 果 xef (M, IM), AEAT xA IM , 0M1 69 
象 记 作 {x, [M, 2M] Ye 有 "(pt) .对 取 什 于 所 的 一 个 示 
性 类 y 和 闭 拟 复 流 形 M, 元 素 fy (tM), M 称 为 上 同 
Wie kR E (省 身 ) 数 ,以 上 考虑 也 适用 于 天 理论 
(K -theory) . t M X — f E W É {可 能 带 边 ), U 
dima M =2n, H. x X K'(M, 6M) 中 任 一 元 素 ， 那么 ， 
整数 


f 
[z |M. MEY e K "pD = Kpop = Z 


可 以 依 下 面 公式 计算 : 
{x, [MMY} = <chxT(rMy, TaMj>、 


i£ Hi Tp 3 Todd % (Todd dass), magg I. x /0—*) 
给 出 ,如果 流 形 M 是 闭 的 , 则 令 x=1E 下 "(0M) 时 得 到 
EL M =T[M]. 示 性 数 TIM] 称 为 流 形 M 的 Todd 
亏 格 (Todd enus), EHAE NE M 都 是 整数 . 
TIM] 常 记 作 Td(M). 

拟 复 流 形 的 最 重要 的 便于 之 一 是 切 流 形 . 设 NN 为 n 
维 闭 实 流 形 . 入 的 所 有 切 向 量 组 成 的 流 形 TN 有 一 个 自 
REMERA: rTN=tN@@TN, i(x, y)=(y,—x). EN 
上 国定 一 个 Riemann ER, HZ: BN — 7 代表 所 有 长 
度 不 超过 1 的 切 向 量 组 成 的 带 边 流 形 .如果 e K'(BN, 
OBN). 则 整数 i (c)= (s, [BN, BN, RARE 5 的 拭 
扑 指 标 (topological index) .如 果 = 为 定义 在 入 上 的 椭 
BHF D 的 符号 类 , 则 指标 D=;,(G)XAtiyah- Singer 定 
Æ (Atiyah - Singer theorem)), 攻 上 述 公式 计算 整数 
ix [M, SM1*} 可 得 到 指标 定理 的 上 同调 形式 ， 

对 非 负 整数 的 集合 w= 人 ，… , i] 和 n 维 闭 拟 复 
流 形 M. 设 SIM 为 天 理论 中 的 陈 数 : 

SLM] = Sioa YM] = 


= (SoC a Kr M). [Af Ë J. 
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Hit S [M] 为 普通 陈 数 S_(c ,… ,c,)[M]. 只 有 当中 是 n 
的 一 个 分 拆 时 , 数 5,[M] 才 不 为 零 . 对 集合 中 = 个， 
35[M] 可 以 不 为 零 , 任 何 
BLS Q — 富 都 可 以 表示 为 同志 St: On | AR -个 
整 系数 线性 组 合 , 其 中 |o] Sn, AE lositi 
{Stong -服部 定理 (Stong - Hattori theorem >. tE || 
an 的 示 性 数 SE IM) 可 以 表示 成 形式 
SI] = XZ rocufaz 
Ja |=” 
其 中 六 .是 有 理 .系数 且 M 为 任意 2r EAE ME. a 
HH ARME TR, dah a a. e. Ü B. Ek St (a) = 
Polen olan A TTR a CAERA: n 一 4 的 得 
中 , 当 且 仅 当 对 所 有 满足 ojan HEA o, St B. — + 
整数 ， 
ELR 见 陈 {省 身 }) 类 {Chern class). 

A, (b. Xapumumans I 
GHE XT MAAE “和 “ 复 定向 上 同调 论 ”, 见 配 
边 (cobordism) . 亦 见 陈 (省 身 ) 类 (Chern class) 85 W 
论 . RFH PR KRE FE 


Ueraes 方程 [ Chetaev equations ; deTraena yparmevsmu ] 
一 个 完整 系统 (holonomic sstem) 的 力学 的 一 般 典 
范 方 程 ， 它 是 以 无 穷 小 变换 的 一 种 LE 代数 表示 的 ， 并 


与 Poincaré 方程 (Poincaré equations ) 等 价 . 

WRS E 

= 2L = 
D7 a /he k 

RAEL NIL 3SW H F. EP Lx, U X; 

', h) 是 lagang AF, 3 么 Poincaré 方程 取 
Heras 方程 较 简单 的 形式 

Ds x s 

dt 2 wa 3 7 Kak ay, (D 

J=1..... k 

其 中 

HX., Xai Yo es y) = Emt 


RE. (LET X., X. 的 Poincaré 方程 (Poincaré equa- 
tions }. ) 


. 5) = [| Dya nja 


lo [a= 


引进 作用 西数 ， 其 中 积分 沿 着 系统 的 实 胃 道 进行 , 可 以 
得 到 关系 式 


Ya = X,V, p= XIV, asl.. k (3) 


这 里 X 表示 用 在 时刻 的 初始 动 晤 和 系统 的 初始 位 
ERAF Xoy? y BIA. MRE AARE A, 
那么 方程 (3) 解 决 力 学 间 题 ， 其 中 方程 (3) 的 第 二 组 以 
移 售 的 方式 定义 系统 运动 的 规律 . 

作用 函数 满足 一 阶 偏 微分 方程 


XoF HU, x, r’ x. X, F. y" sss X, V) = ü, (4) 


WEHBE V(t; x, U , 9,) 已 知 ， 那 
Z, Teres 方程 的 解 由 关系 式 

HLA ' 

a, =b, y, = X V, i=... 


K (|, t 


n, j=1,...,Kk 


决定 , 其 中 上 Wb ER nk ARRA A 8 B 84 E 
如 常数 . 

可 以 考虑 用 新 变量 o 代 赫 xi 定义 系统 的 位 置 ， 设 
A= 入 ,5 =1,…, 上 ,在 具有 结构 常数 7), 的 变 
E 中 表示 连续 变换 的 (&+1 E Lie BN Lie fti, 
rh y, =0; 并 设 m 和 ,为 确定 可 能 的 实际 位 移 的 变 
量 ， 因 此 对 基 些 孙 产 


fit, Qly- An) 
有 
k 
六 = ETAJ df = Ea SA dt. 
s=! 521 
变量 的 变换 由 特征 函数 
K 
Fu, XI e Xr I, ... sin), axaa == ü. 
和 公式 
Fs = XV, É. = -A,V, s=1,. ~ sk, 


以 及 可 积 约束 方程 一 起 确定 . > P u 3 yh A R i E 
$% (canonical transiormations )， 它 们 保持 着 运动 方程 的 
典范 形式 ， 其 中 新 变量 的 Harmilton 函数 的 形式 为 


H(t, a, By = S +H. 


(AFA, Hamilton K CHamllonian system).) WFE 
换 的 特征 函数 是 方程 (4) 的 全 积分 【对 于 X =t), 
那么 五 "=0, 新 变量 的 tieraes TEAR 


dh, 
E o È mbh 60 sl 
a _ = ZAs0 l 
的 形式 ， 妈 a = 党 数 ， 有 .= WR, ieh m, s= 


Lon, k. 
BERNIA y; ww, 定义 动力 学 的 基本 相对 积分 
KEŠ. 
对 于 fL’ 
Yere 方程 的 第 一 BIRAWA 


Kaf HH. f) 一 


a Ya) A W S HE 


其 中 


(的 三 E rx. 3 x. | 


+ y < 
&.ñs= 1 
WE 了 Poisson tH. 
如 果 =a 及 g=b 为 第 一 积分 , 那么 (f, ge 也 是 
一 个 积分 ( Poiseon 定理 (Poisson theorem } 的 推广 ). 
eraea JRE H.T. Ueraes 导出 的 ([1] 一 [3]), 他 
同时 也 发 展 了 这 些 方程 的 理论 . 
参考 文献 
[L] Chetaev, N. G., Sur les éguations de Poincaré, C. R. 
Acad. Sei. Paris, 185 (1927), 1577 —1578. 


at 2s. 


[2] eraes, H. T. , «Horn. AH COCP. AP, 1928, 7, 
103- 104. 

[3] Heraa, H.T., «Iipikn. maem. H mexan. 5, 5 (1941, 
2,253 一 262， B. B. Pramu $ AFAA 


Hersen 函数 |Chetaey function : deraesa pynkuns ] 
党 微分 方程 组 


X = Fx) xeR”, F(0}=0 (*) 


在 国定 点 x=0 邻 域内 定 尺 的 具有 如 下 两 个 特性 的 函数 
vix). 1) 存 在 一 个 以 x=0 点 为 边界 的 区 域 G， 其 中 
4 >0, HÆ x=0 Bir GRRR E o= 0; 2) G S rh 
方程 组 (+) AAKER ú > 0 (sh? X p: b 181 fb 
微分 法 (differentiation along the flow of a dynami- 
cal system)). 

Weraes 定 理 (Chetaev theorem) ([1]) 成 立 : 假如 
对 方程 组 (*) 有 Jeraee 函数 ， 则 固定 点 x=0 是 Jayo 
不 稳定 的 ， 

Yeras 函数 是 Mamos Kg Lyapunov function) 
BIEN, HH T TREE A 0 fE Jr t CR [2]). 
例如 ， 对 方程 组 

x = axtoljx|+]y ih 

y= —by+o(|x] +| p |, 
其 中 qa,b>0， 对 任意 的 c#0, Ueraes 应 数 将 是 v=x? 
-ciy ERT deracs 函数 的 推广 ， 其 中 包括 非 自主 
系统 情况 ( 见 [3]) . 


er w. m u wa 
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参考 文责 
[1] aw, H Tr, fox AH CXXP2 I (1934) 9, 
529—531. 
[2] Heras , H. T., Yeroiimmeocre meme ema 3 nsn, M, 
1965. 


[3] Kpxosxañ, H H., Hekorophe wauh TeOPH ycroñvmn- 
BOCTH TBTKEHH ， M., 1959 ( 英文 版 : Krasovski;, N. N., 
Stability of motion. Applcations of Lyapunov's second 
method to differential systems and eguations with delay, 
Stanford Univ. Press, 19631. 

[4] Rouche, N., Habets, P. and? Laloy, M., Stability theory 
by Liapunov s direct method, Sprmger, 1977. 

A 用 EBpreac # 朱 治 强 译 


Werses 原理 | Chetaey principle ; Hersens npuinran] 
H. T. deraes([1]) 所 建立 的 力学 中 的 变 分 微分 店 
Æ, Gauss 原理 (Gauss principle) 的 一 种 变型 . 
根据 eraes 原理 , 在 由 给 定 力 场 中 的 直接 运动 和 
道 ( 反 向 } 送 动 所 构成 的 简单 循环 中 (其 中 道 运动 所 处 力 
场 中 的 力 在 机 械 系 统 是 完全 自由 的 条 件 下 足够 建 立 起 
实际 的 运动 ) ,相对 于 所 有 的 可 能 的 Gauss 运动 ,实际 运 
动 所 作 的 功 具 有 相对 的 (或 总 体 的 } B K E. Ueraea Ba 
理 可 以 推广 到 物理 系统 和 连续 介质 { 见 [2]) . 
详 见 经 典 力学 的 变 分 原理 (variational principles 
of classical mechanics), 
参考 文献 
[1] Hera, H. T., < Tlpukn matem u mexan $, 5{194]), 
11-12. 
[2] Pymes, B. B., < ow AH COCP $, 210(1973), 4, 
787-790. B B Pymames $ $ W., rR ik 


eraes 定理 [ Chetaev theorems ; Ueraena TeopeMu: ] 

1) 关于 稳定 性 的 Heras 定理 是 关于 运动 不 稳定 性 
的 一 般 定理 ， 由 H.T. Geraea 对 拢 动 运动 方程 
一 一 二 KAL Xj X) 3 二 ]、，..， n (1) 


建立 的 ， 其 中 右边 的 XEELEE HEKA, 3 Z 
数 是 实 变量 — 时 间 1 — 的 连续 有 界 函 数 、 在 区 域 


t r Dr < À (2) 
=1 


LAEN, IE X(r, 0, =, 0)=0. 

2) $ FEARR MENS erace 定理 ， 假定 在 以 下 
理论 中 出 瑰 的 函数 政 为 变量 x, 和 :的 实情 函数 ， 在 区 
域 (2) 内 单 值 并 连续 ， 而 且 在 下 面 出 现 的 区 域 G 内 对 充 
分 小 的 睛 . 有 单 值 和 连续 的 全 时 间 导 孝 


六 2E, 
Y 2z x 
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并 假定 VY(0, 1) =0, 假定 将 系统 (1) 简 化 到 区 域 Z = 全 
Stew, Jx! < h< H )B 38 W F f # — TEA 
V(t,x), 39 e BJ IE 8 DC Gilt xE Vit., x) 
>0;1;, AAA tEh. w] RAA ts 8 $z I 0 E 
接 的 非 空 开 截 面 语 ,而 在 处 于 戎 柱 Z PJ 8 X G ew 
分 边界 上 , 包括 Ot 轴 ， 等 式 Vti,x)=0 成 立 , 于 是 如 
果 1) 函数 V(x,t) 在 区 域 G 上 是 有 界 的 ; 2) 爹 导数 庆 (1， 
x) 在 此 区 域 上 是 正 的 ; 3) 对 每 个 子 域 {(x ,1): V(x, t) 
之 & >0}， 不 等 式 VU, x)2 B>0 成 立 , 其 中 B=B (a) 

是 某 个 依 融 于 & 的 正 数 ， 那 么 (和 的 平凡 解 x=0 从 
Jlsryuos HE M Eiz t S OR ASA EU. 


(在 时 间 上 的 切片 ) 


图 ! 
这 一 定理 还 有 其 他 上 几 种 说 法 . 
两 个 函数 V. W, 见 [1]. 在 文献 [3] 的 第 103 页 中 还 可 找 


例如 ， 有 一 种 说 法 包括 


到 另外 的 一 种 说 法 . 这 些 定理 含有 所 请 Janya 第 一 
不 稳定 性 定理 {first instability theorem of Lyapunov ), 这 
一 定理 指出 ， 如 果 存 在 一 个 函数 [xl)， 它 其 有 负 定 全 
导数 ,并 且 它 本 身 是 负 定 的 工 者 是 不 定 的 ， 那 么 平衡 
点 县 不 稳定 的 . 

DAF Hamilton 系统 稳定 运动 扰动 的 qeraea 定 
理 . 这 个 geraea 定理 是 关于 罕 非 扰动 运动 = q (t), 
p=p (WI TF. Poincaré 变 分 方程 


dt n | #H XH 
— = " — 
dt > z 9p,9p, | 
n 3 
d og H g 6) 
dt [gg — 94, dp 
了 一 1...， n 


性 质 的 一 个 定理 ， 假 定 了 方程 (3) 的 系数 均 为 了 的 连续 
ARKAD HC q.p.) & Hamitton 函数 ，5, #1 R 
EO q 和 动量 六 的 偏差. 方程 (3) 对 研究 守恒 完全 系统 运 
动 的 稳定 性 具有 重要 意义 

定理 . 如 果 一 个 全 位 势 系 统 非 扰动 的 运动 是 稳定 
药 . 那 么 恋 分 方程 (3) 的 所 有 解 的 特征 数 等 于 零 ， 方 程 
GHE Jany 意义 上 是 正则 的 ， 它 简化 为 一 个 常 系 数 
的 方程 系统 ， 并 具有 一 确定 符号 的 二 次 积分 

yeraea 定 理 将 Lagrange 定理 在 平衡 点 方面 ， 将 


Poincaré - Jrmyros 定 理 在 周期 运动 方面 作 了 推广 ， 根据 
这 个 定理 ， 对 于 一 个 位 势 系统 的 稳定 的 非 扰 动 运动 ， 
一 个 无 限 接近 的 扰动 运动 具有 振动 的 . 流 式 的 特性 ， 
Ueraea 由 此 得 出 结论 ， 如 果 动 力学 和 光 的 Cauchy 数 
学 理论 之 间 有 相似 性 ， 那 么 应 在 接近 位 势 系统 稳定 
运动 的 执 动 运动 中 寻找 它 ， 双 TaeB 找到 了 这 样 的 相 亿 
性 ( 风 [1)， 它 表明 全 守恒 系统 稳定 性 的 必要 条 件 归 结 
为 波动 方程 . qeraea 夭 助 [和 群 的 理论 ， 用 一 种 现象 
{ 光 散射 的 振 划 过程 ) 与 男 一 种 现象 (与 其 稳定 运动 接近 
的 守恒 系统 的 扰动 运动 ) 的 一 组 变换 的 等 同性 思想 代 蔡 
原来 的 丙种 现象 之 间 存 在 着 相似 性 的 思想 , 全 面 研 究 了 
光学 -力学 相似 性 .eTaes 证 明 (WL [1])， 后 一 组 变换 
是 线性 变换 的 各 模 组 ,并 在 作为 Cauchy 和 Maxwell 光 
理论 基础 的 Lorentz 变换 的 整个 组 内 出 现 ， 
参考 文献 
[1] (era, H. T., VcroHunpocre rakëggs , Paora no 
AH3JIHMTWWOCKON MEXAHHKE, M. , 1962. 
[2] Kpaconcraii, H. H., HeroTophEe Iaun TeEOPRH vcrOnun- 
BOCTH IDD ，kM . ，1959 { 英 译本 : Krasovskii, N. 
N., Stability of motion. Applications of Lyapunov s 
second method to diferential systems and equations 
with delay, Stanford Univ. Press, 1963). 
[3] Hahn, W., Stability of motion, Springer, 1967. 
. B. B. Proma 8: AZ% H 


Chevalley 群 [Chevalley group ; Ulemna:zzse rpynnal] 

某 域 上 对 于 复 半音 Lie 代数 的 线性 代数 群 . 令 9 
是 妇 上 半 单 代数 (semi - simple algebra), b EEH 
Cartan 子 代数 , 三 是 4 对 于 的 根系 , 令 [erg 
EEK, IH, (1SiSk); X (6 y)) 是 代数 8 的 
Chevalley 基 , 9, 是 它 在 于 上 的 线性 包 络 代数 . + o ë 
Lie 代数 4 在 某 个 有 限 维 向 量 空间 上 的 忠实 表示 ,可 
证 明 存 在 V 中 的 格 ( 即 自由 Abel 子 群 , 它 的 一 组 基 是 向 
量 空间 了 下 的 一 组 基 )， 对 于 全 体 算 子 o (X) m EE, 
m 是 自然 数 ) 不 变 ， 如 果 名 是 任意 域 且 =V @k, 
则 可 定义 情态 x.:k — GL(V')(z€ x), 它 由 公式 


= x 
<0 = Se ax 


给 出 , TR romaer) GLO’ 中 生成 某 个 子 群 
Go ERAT Lie 代数 ,表示 o M k ÉJ Chevalley 
群 (Chevalley group). WH %=ad (伴随 表示 )， 则 这 
个 Chevalley 群 是 C. Chevalley 在 1955 年 定义 的 ( 见 
[1]). 

如 果 兵 是 包含 域 瑟 的 代数 封 六 域 ,那么 Chevalley 
P Gk 是 KK 上 连通 半 单 线性 代数 群 , 它 可 在 带子 域 局 三 
上 定义 且 分 列 , 它 的 Lie 代数 同 构 于 18K. H G, 是 Gk 
Bk CARANE G (k) 的 换 位 子 群 . KK 上 任意 连通 半 


单线 性 代数 群 同 构 于 一 个 Chevalley 群 ， 代数 群 G, (la 
及 G, 作 为 抽象 群 ) 习 依赖 于 由 表示 的 权 生 成 的 格 
DE. 车 TI 和 根 的 格 EA, M G A tE 
(adjoint group), HR T, = (S IE 8938, BL E 8 Lie 
群 (Lie group ,semi- simple )), M| G, RAHE (unive- 
rsal group ) 或 单 连通 群 ( simply - connected "group) . 
E G ERI, M G, = Gelk). 

Chevalley # G, 永远 和 它 的 换 位 子 群 和 章 合 . G, 的 
中 心 是 有 限 群 . DL E RE G, Htoo zE T 
Hom {Ti M. k*), 对 应 的 伴随 群 同 构 于 G Z, HAF 
凡 中 心 . 

如 果 & 是 单 代 数 , 刚 伴随 Chevalley 群 G, 是 单 群 , 除 
去 以 下 和 情形 :||=2 且 9 是 型 为 44,B, 或 上 6, 的 Lie 民 数 ， 
Ik= TE g 是 机 型 的 Le 代数 . 其 他 系列 的 单 群 可 以 由 
Chevalley 群 的 基 些 有 限 阶 自 司 构 的 不 动 点 的 子 群 来 得 
S) (EH (twisted group)) . 

设 过 县 有 限 域 , 则 于 群 G 的 阶 由 公式 


(G| = gI -D 
了 一 


算出 ,其 中 q=|kl. d(i=1,2, ry Lie 代数 4 的 指 
数 ， 即 的 在 Wey 群 (Wey] group) F + 3 83 3 T$ N. 
的 代数 中 自由 生成 元 的 次 数 ,而 N= (4-1) 是 正 根 
的 个 数 ， 
ER k E Chevalley # G ARASH ARO Y 
立 了 很 好 的 理论 . EJA ARAH ARA, A 
半 单 代数 群 的 有 有理 寄 示 (rational representation) 论 一 致 . 
Ra 是 单 代数 , G ELR k Ei Chevalley 群 ,而 og 
是 GG( 作 为 抽 彰 群 ) 在 代数 封闭 域 下 上 的 非 平凡 有 限 维 
不 可 约 表示 ， 则 看 在 一 组 有 像 个 能 入 四 :一 长 及 群 
G6, 人 0 的 一 组 有 理 表 示 上 使 得 0= 名 ,po .关于 Chevalley 
群 的 表示 也 可 多 [2}, 3) [51. 
参考 立 献 
[1] Chevalley, C. , Sur certains groupes simples, Tokohju 
Matk. J., 7 (1955), 1—2, 14-66. 
[2] Steinberg, R., Lectures on Chevalley groups, Yale 
Univ. , 1968. 
[3] Seminar on algebraic groupe and related finite groups, 
Lecture Notes in Math., 131, Springer, 1970. 
[4 Humphreys, J. E., Introduction to Lie algebras and 
representation theory, Springer, 1972. 
[5] Humphreys, J. E. , Ordinary and modular 
representations of Chevalley groups, Springer, 1976. 
A JI. Omme PE 
Hl 前 文中 [k| 表示 域 k hou S H . 
握 群 也 称 扭 Chevalley 群 {twisted Chevalley gro- 
up) s Steinberg 群 ( Steinberg group). 它们 是 出 R. 
Steinberg Æ [Ai 中 引进 的 , 
有 关 Chevalley FHE XER. W. Carter $ 
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近 的 一 本 教科 书 {fA2]). 
参考 文献 
[A1] Stemberg, R.. Variations on a theme of Chevalley, 
Pacifice J. Math, 9 (1959), 875 — 891. 
[42] Caner, R. W., Fimte mouye of Lie type: conjupacy 
classes and complex characters, Wiley {Intengenœæ), 
1986. AEM FUAR 


CAM [ `chi - squared ' distribution ; “ xn-xeaapat pac- 
WDe ne 1eune | 


集中 于 正 半 轴 《0，c)} 上 的 连续 概率 分 布 ， 有 密度 


_ l 
px) = Ç “TOn /2) 


其 中 TT(&) 9 r 838, ERR n KS. y 53 E r 
HA (gamma - distribution) 的 特 情 ,因此 具有 后 者 的 
所 有 性 质 ， 允 分 布 的 分 布 函 数 是 一 个 非 完全 工 函 数 ,其 
特征 苦 数 由 下 述 公 式 表 出 : 


ea) = QW", 


期 望 与 方差 分 别 为 n 与 加 ， 炉 分 布 族 在 卷 积 运算 下 是 
封闭 的 ， 

自由 度 汶 n 的 六 分布 可 以 作为 n 个 独立 的 ,具有 
相同 正 态 分 布 {期 望 为 间 . 方 差 为 1) 的 随机 变量 六,， 
e, XA BFAA =A 十 有 的 分 布 导出 . 与 正直 
分 布 的 这 一 联系 ， 确 立柱 x 分 布 在 概率 论 及 数理 统计 
学 中 的 重要 地 位 ， 

许多 分 布 可 以 通过 大 分 布 来 定 祥 .例如 ,随机 变 
量 VYx 的 分 布 就 是 如 此 . Vi 是 其 有 独立 的 .服从 
正 态 分 布 的 分 量 的 随机 向 量 ( 瑟 ,，… ,XX, ) 的 长 度 (这 种 
分 布 有 时 称 为 x 分布 ('chi' - distribution), 其 特例 亦 
见 Maxwell 分 布 (Maxwell distribution) 与 Rayleigh 分 
布 (Rayleigh distribution), Student 分 布 (Student 
distribution), M Fisher F $ f (Fisher F - distribu- 
tion)). 在 数理 统计 学 中 ,这 些 分 布 与 六 分 布 一 起 描述 
观测 结果 上 县 有 正 态 分 布 的 种 种 统计 量 的 样本 分 布 , 且 用 
来 构造 统计 区 间 信 计 与 统计 术 验 ， 建 立 在 所 谓 Pearson 
x 统计 量 基础 上 的 多 检验 {'chi - squared ' test) gE] x° 
分 布 有 关 , 它 享有 特殊 的 名 声 . 

为 了 统计 计算 的 方便 ,已 有 本 详 尽 的 x Sis, 
对 于 大 的 中 ， 可 以 由 正 态 分 布 米 通 近 ;例如 ,根据 中 心 
EREM, 标准 化 挛 量 (x 一 n) i Sn 的 分 布 收 伍 到 标 
准 正 态 分 布 ， 更 精确 的 逼近 式 是 


Pix} <x} + Bvx- V2n - 1), 'Š n— co N. 


e *flyn721-l 


其 中 二 (x) AREETAN. 
亦 见 非 中 心 姑 分 布 (non - centra] ‘chi- squared’ 
distribution). 
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参考 文献 
[1] Cramėr, H., Mathematical methods of statistics, Pri- 
neeton Univ. Press, 1946 (中 译本 ; HARR, 统计 
学 数学 方法 ,上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1960). 
{2} Kendali, M. G. and Stuart. A., The advanced theo- 


ry of statistks . Distribution theory, 1, Griffin, 1969. 


D Lancaster, H. Q., 
Wiley, 1969. 


The chi -squared distribution ， 


[4] Bomuxes, JI. H. , Campro, H. B. , TaG nana vare- 


MATHIECKOŘ CIATHCINEN , 2 Wan. , M., 1983. 
A. B. IIpoxopoa PE 
【 补 注 了 英文 名 也 用 “chi - square' distribution. 
WW — E 译 


x ÈI ['chi- squared’ tst ;'xu -arpar upoerepum ] 

某 频 数 随 机 向 量 y=(w,…,w,) 有 给 定 的 名 项 分 布 这 
一 假设 HH, 的 一 种 检验 ,该 分 布 由 -- 正 概率 向 最 p=(p,, 
-PAR AE, p + U Tp = 1. 检验 基于 Pearson 统 
计量 (Pearson statistic) 


& (np) _ lar 
X: = — = —>—n. 
Zap T 2 
正二 下 十 Tm, 


B n 一 的 有 时 EA H HSE k-1 0 y Sr fs ichi- 
squared’ distribution) 作为 极限 ,部 

lim P(X =x |H.) = P(x$ -i =< x). 
根据 显著 性 水 平 必 a 的 yR, EX Zy (m) 时 必须 
拒绝 很 设 H,, 此 处 类 1 中 是 自由 度 肯 一 1 的 分布 的 圭 
& 分 位 点 , 即 


P(xL- >x- (0) = e. 


统计 重 信也 用 于 办 验 下 述 假 设 H, :独立 同 分 布 随 
机 变量 X... X. 的 分 布 函 数 属 于 一 个 连续 分 布 族 产 (x ， 
g). xe R',0=(0. "0. SO R", @ 为 一 开 集 ， 将 实 
ERHALE UEN, Xu = — 9, x = oo, 4 E| kkm) 
个 区 间 (x, x]: O- 使 


p (0) = P(X e-n] > 0, 


HH, =, k; p (O+ +p (0=1. 然后 通过 把 随机 
变量 X... X. 之 值 按 这 些 区 间 分 组 ,而 得 出 频数 向 量 v= 
人， 令 
& [r — np (OF 

2 = — “ 

LOD p 
它 是 一 个 依赖 于 未 知 参数 LER, 5065504942 H, 
使 用 统计 量 下 (和 ), X Ë 9, 昆 朋 最 小 巡 法 得 出 的 8 的 估 
HR. BP 


2⁄0. = min XHA. 
XUB) min X*(8) 


如 果 组 区 间 这 样 选 择 , 使 一 切 忆 (的 >0. ABA p, (g) i20 
对 一 - 切 8 名 连续 (i= l,-lkij.r=ml,- m, H 3 8 
12L (0/0 A Pm , MSB H, AAM n — > BF, R 
IFE X3(@) 有 自由 度 k~m 一 1 eat a RRA, 
借助 下 多 检 验 . 这 个 事实 可 用 于 检验 再. 如果 把 从 
不 分 组 的 数据 X... X. 算出 的 最 大 似 然 估计 如 ü A 
X'(0), WH H, RT n o 时 , XE?( 色 ) 的 极限 分 布 与 


+ `... +£. +w. + '. +u. Éa 


的 分 布 相同 , 这 里 g... E 为 独立 的 标准 正 态 分 布 的 
MELEE, ME a. U. n. ft F 0 1; L 2 Bl. B. — 82 g 
与 未 知 的 套数 8 有 关 . 由 此 可 知 , 在 对 假设 H, fE x *1⁄ 
驴 时 车 用 最 大 似 然 估计 , 则 将 遇 到 要 计算 一 个 非 标准 极 
限 分 布 的 困难 ， 

在 [3] 一 [8] 中 推荐 了 几 种 有 关 在 这 种 情况 下 使 用 x 
检验 的 做 法 . $e] Hh. 对 正 态 情况 ([31) ， 一 般 连 续 分 
布 情况 ([4],[8]) ,离散 分 布 情况 (6],[8]), 以 及 多 样本 
问题 ([7]) . 
参考 文献 

H] Kendall, M.G. and Stuart, A., The advanced theory of 
statistics, 2. Inference and relationship, Griffin, 1983. 

[2] Hamos, JL M., &'Teopua epose. w ee npuveaeuns 9, 
161971}, 1, 3— 20. 

[3] Nikulin, M. S., Chi -square test for continuous distribu- 
tions with shift and scale parameters, Theory Probab. 
Appi. , 18 (1973), 559 — 568. 

M. C. Hayr 所 MAM 译 


孙子 剩余 定理 [ Chinese remainder theorem ; kurañcas 
TEOpeMA OÔ ocrarkax ] 

设 4 为 具有 有 单位 元 的 变换 环 , 4,、…, a, XAR 
ABR, AERE] fia ta 二 4， 则 对 于 任意 给 定 
AR x. o x. e444，4 中 -- 定 存在 OA. f 
x= x (moda,), i=1, `, n. 作为 特殊 情况 , 3 A 
为 整数 环 (Z) 时 ,孙子 剩余 定理 说 , EEE 
的 整数 oa ,…， a, 总 存在 整数 x， 使 x 分 别 被 al, 
a 除 之 后 具有 给 定 的 余数 .古代 中 国 就 知道 了 这 样 
HTAR EHE. 

陶子 剩余 定理 最 经 常 地 被 用 在 以 下 情形 :4 为 De- 
dekind $$ (Dedekind ring), a, —p a =p, ETF p., 
…,p NABI FREDS (Has a 适合 定理 的 条 件 ， 
S U 5. AER HRR, Mat ar 也 适合 条 件 .} 这 时 
由 中 国 剩余 定理 可 排出 , 任 给 整数 9 ，…,s, ,存在 xE.4， 
使 主 理 想 (x} 具 有 以 下 形式 的 紊 理想 分 解 : 


(= 和 


HETA P (x), Z K BJ y 32 


YP OOP, G) = 

k =O 
— hn P... (OP u) Ptx)P, . G) 
O hai xt ` 


其 中 以 是 P(x) 的 首 项 系数 . Christoffel ~ Darboux Z; 
式 是 用 来 研究 正 交 名 项 式 的 Fourier 级 数 在 一 单 点 的 收 
敏 性 条 件 .在 co Ere aM E, Christoffel - Dar- 
boux 公式 由 本 . JI. Je6smmen 于 1855 年 首次 发 表 ( 见 
[1]). #4 E. B. Christoffel {[2]) 对 Legendre 多 项 式 
(Legendre polynomials) 建立 了 这 个 公式 .而 G. Dar- 
pou (B IMR AAE H TERURAN. 
参考 文献 
[i] deGpnves, TI. JU, 
1947, 103 — 106. 
[2] Christoffel, E. B., Ueber die Gausssche Quadratur 
und eine Verallgemeinerung derselben, J. Reine An- 
gew. Math. , 85 (1858), 61-82. 
DA] Darboux, G., Mémoire sur l'approximation des fonc- 
tions de très - grands nombres, et sur une classe ét- 
J. Math: Pures 


Ilom. coöp. cow., T. 2, M.. 


endue de développements en série , 
Appl. (3), 4 (1878), 5 — 56. 

[3B] Darboux, G., Sur l'approximation des fonctions de 
très - grands nombres, et sur une dasse étendue de 
développements en série, J. Math. Pures Appl. (3), 
4 (1878), 377—416. 


JR W. E £ SAR (orthogonal polynomials) #J# * 
文献 . TI. K. Cenu $ pat 译 


Christoffel 数 [Christoffe] numbers ; xpncro 中 中 erra wacuia 1, 
Christoffel 系数 (Christoffel coefficients) 

HTE < 2n -1 的 代数 多 项 式 精 确 成 并 的 求 积 
公式 


b l H 
Jfix)da(x) ~ 24 f(x) 


的 系数 多 .这样 的 公式 的 插值 节点 x, JE: n 次 多 项 式 
P(X) 的 零点 ,而 p, Ela, b) 上 美 于 分 布 da(x) 与 所 
有 -1 次 多 项 式 正 交 .如 果 x < … < x., 那么 Chri- 
om 数 是 叭 一 知 定 的 .已 知 有 L > 0, 工人 = 的 
-u 以 及 


L. = p A0 
i Pala Xx — x) 


a 


2 
| de(x), k=l... m. 


如 果 诸 过 项 式 p, CRAE H, MA Christol 
数 可 表示 为 


Akt = polxe)t tp) k=l, 
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= n 1  - 
K, Pa + (Xi Pe) 
K, 
= kn, 


K,-1 放生 nc 


其 中 K, 为 p, (x) 的 首 项 系数 . 在 a= 一 1, b=1 和 
doe(x)=dx WAE F. p, (x) E Legendre 多 项 式 (Legen- 
dre polynomials), # R. 


=— 2 __ 
(11 一共) 站- 


这 些 表 达 式 应 归功 于 E, B. Christoffel ([1]). 对 于 
一 [Gauss 计算 了 这 些 系 数 . 亦 见 
Gauss 求 积 公式 (Gauss quadrature form ula). 

参考 文献 

[1] Christoffel, E. B., Ueber die CGaussche Quadratur und 
eine Verallgemeinerung derselben, J. Reine Angew. 
Math. , 55 {1858), 61—82. 

[2] Szego, G. , Orthogonal polynomials , Amer. Math. Soc., 
1975. 

[3] Harageog, M. I., Koncrpygrunnag TOpHa (yuku, 
M. - H. , 1949 (中 译本 : H. TL. 纳 唐 松 , 函数 构造 论 ， 
科学 出 版 社 ,1965). 

H. TI. Kopeeinryx, B. Il. Moropmi 所 


Aa 


[ 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Hildebrand, F.B., Introduction to numerical analysis, 
McGraw -Hill, 1974. FRH E 


Christoffel -Schwarz 公式 [ Christolfel - Schwarz formula ; 
KpnucTodgens Iisapua þopmyna ] 


公式 
JG) == +c[ Tea) "a, (9) 
zo =|! 


it J E ok op Hi Imz >0 到 具有 顶点 4, fl I fB ma, 
< 人 2,k 二 1,…,n) 的 有 界 包 边 形 内 部 的 共 形 映 射 
(2) 的 积分 表示 式 , zu, c. el 是 某 些 常 数 , 4，=f Ka) 党 
$ z, 可 以 是 上 半 平 面 内 任意 固定 的 一 点 . 序列 a,…, a, 
中 的 三 个 点 ， 比如 说 a, an a;， 可 和 性 意 指定 ;其余 
n—3 个 点 a 以 及 常数 上 和 5 随 客 边 形 的 顶点 A, 
测 的 确定 而 唯一 确定 (WL 3]. ZK (=) E H E. B. 


Christoffel (1867, W.[1]) MH. A. Schwarz (1869, W, 


[2]) 彼此 独立 给 出 的 ， (=) 式 右 端的 积分 通称 为 Chri- 
stoffel - Schwarz 积分 . 

应 用 公式 ( 归 的 主要 难点 是 求 未 知 套数 , 对 于 n > 4, 
尚未 发 现 有 一 般 的 方法 . 

BEA f JU#hsR Christoffel - Schwarz Z hen 
近似 值 的 方法 { 见 [4], [5]). 
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Zariski fi $F F) 48 BJ 0 2. Pt PE 38 8 #| Bloch 公式 
(Bloch formula) (9[A1]) 


Ar(x)=H'(K; K,), 


它 提供 了 XHAR SS X WIB ta E X BJ K J E bj LAW 
之 阅 的 联系 .利用 域 的 代数 KELKAR LA) EH 
此 可 得 关于 A: 特别 是 本 的 结果 (W [A3]) . 周 群 的 另 
一 全 常用 的 记号 是 用 CHP ODRE AP (X). 

关于 层 化 、 预 层 ， 彼 及 取 值 于 层 的 上 同调 的 概念 
见 屋 论 【sheaf theory). 
参考 文献 

[A1] Bloch, S. , Lectures on algebraic cycles, Dept. Math. 
Duke Univ. , 1989. 

[A2] Merkurev, A. $., Suslin, A. A. , K - cohomology of 
Severi - Brauer varieties and norm residue homomorph- 
bm, Matk. USSR - kv. , 21 (1983), 307—340 ( fzo. 
Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. ,46(1982),5, 1011-1046). 

[A3] Colliot - Thššéne, J. - L. ,Hitbert s theorem 90 for K2 
with application to the Chow groups of rational sw- 
ies, hu. Math. , 71 (1983), 1—20. 

[A4] Fulton, W. , Intersection theory, Springer, 1984. 


AR) EA [Chow theorem ; oy reopemia ] 
复 射影 空间 的 所 有 解析 子 集 ( 郊 解析 集 (analytic 
set AEREE. 这 个 定理 是 周 炜 良 证 明 的 ( 见 [) . 


和 参考 交 献 
[1] Chow, W. L. , On compas complex analytic varieties, 
Amer. J. Math. ,71 (1949), 893— 944. 
[2] Griffiths, P. A. , Harris, J. E. , Principles of algebraic 
gometry, t, Wiley, 1978. 
[3] Chem, S. S$., Complex manifolds without potential the- 
ory, Springer, 1979. A. JI. Qum Ë 陈 志 杰 B 


周 ( 炜 良 ) W [Chow variety ; thxoy Meoroofipazse ] , F (Y$: 
良 ) 概 形 (Chow scheme) 

一 个 代数 禾 ， 它 的 点 是 射影 空间 P' ÉS Br 4 d W r 
维 的 代数 子 徐 里 的 参数 化 . 

设 画 是 射影 空间 P* 的 对 偶 , 它 是 超 平面 4 < P' 
的 参数 化 ,在 积 艺 x (BP")"! ha E TW 


T = 《Co u®,..., uy xeu ,对 i=0...., r). 


它 在 到 第 二 个 因子 上 的 投影 下 的 象 p.( p) = (P"y*) 是 
(Pry+! 里 的 一 个 超 曲面 , Z h 8 r +1 组 x 十 1 个 变量 的 
HU R. F. Eb AEE d 次 齐 次 的 . 型 Fy 
称 为 所 X BJ MB PE 59 (associated form) (或 Cayley 
型 (Cayley form)). ERAH E Y TEX 这 个 型 是 由 
B.L.van der Waerden MAHE B 5|.A 9 ([1]) .Fy 的 系数 


被 确定 到 差 一 个 常数 因子 , Pk 2 X 0 N (M B) 坐标 
(Chow coordinates). 

E 装 的 周 坐 标 稍 定 一 点 cCOeEP*, 这 里 的 v 是 nn,r 
和 dd 的 函数 . 5 d IK r 3k Ah] 8 T 8 X P" 对 应 的 点 
(QEP RHE- TENETE Cj， SM OE B ) 8 
Chow variety). 如 果 不 仅 考虑 不 可 约 子 得 ,也 考 虚 严 内 于 
次 r 维 的 正 代 数 闭 链 ( 即 具有 正 整 系数 簇 的 形式 线性 组 
合 ), W Tda TE C À P" Eb Sk 35 AE. 
38 e — ire). £ C U BER, HHI 
SC, x P, 是 诱导 射影 ,点 c(XeC， ,2 上 的 是 
维 x (e) 等同 于 闭 链 X. JA360639 3580 8 ñu nj E: P 中 
diK 8280 C. a FE C, = Cy 1 是 4 维 不 可 约 
8. 它 同 构 于 P PA) Plucker 二 次 不 曲 面 ; 石 , = 
COUCH h WN 8 维 分 支 构 成 ,其 中 CY 对 应 于 二 次 
光滑 曲线 ，C “1 对 应 于 两 条 直线 ; CU 由 4 个 12 维 
分 支 构成 , 它 售 分别 对 应 于 由 三 条 直线 组 成 的 三 次 
曲线 ， 由 一 条 直线 及 一 条 平面 二 次 曲线 组 成 的 且 
钱 ，、 平 面 三 次 晶 线 以 及 非 平 面 的 三 次 曲线 ， 在 所 有 这 
AEH, SE C. ，, 都 是 有 理 的 . 不 过 由 气 格 充分 大 
的 曲线 的 备 模 概 形 的 非 有 理性 , 可 以 知道 对 足够 大 的 d， 
K C, ， ,不 是 有 理 的 ( 见 ([2]). 

# Ve P" k — AAU AE, WI VF d K r # PIL SE 
ZoPAR- REFET OSC .这 个 结果 
ERERKEN r&re Zz) = 
Uaso Cra(V) 上 有 可 能 引进 某 种 代数 结构 ( 见 [11). 

关于 艇 的 分 类 问题 的 其 他 途径 ， 见 Hilbert 概 形 
(Hilbert scheme); 参 模 问题 (moduli problem). 
Pte 

[1] Waerden, B. L. van der, Chow, W. L., Zur algeb- 
raiche Geometrie IX, Math. Ann. , 113 (1932), 
692 — 704. 

[2] Harris, J. , Mumford, D., On the Kodaira dimension 
of the moduli space of curves, Iuent. Math. , 67 (1982), 
23 88. 

[3] Hodæ, W. L. V. D. , Pedoe, D. , Methods of aigebraic 
geometry, 2, Cambridg Univ. Press. 

[4] Hlabapeemu, H. P. , Oomi anrespameckoŭ rceoserrphm, 
M. , 1972【 英 译本 : Shalarevich, 1. R. , Basic algebraic 
geometry, Springer, 1977). Ban. C. Kyros Jt 

[AF21 
参考 文献 

[Ai] Angéniol, B. , Familles de cycles algébriques. Schéma 
de Chow, Lecture Notes in Math. , 896, Springer, 1981. 


Christoffel - Darboux 公式 [ Christoffel - Darboux formula ; 


Kpacroppens - Jlap6y opwyna ] 
对 和 一 积分 权重 do EM: 4 EE] (a, b) E F 2 


Church ) 抽取 [Church À - abstraction ; HEpqda 1 - acr 
pakums] 
EHAR, S| EBA IESR8(combinatory logic) 
的 语言 中 引进 函数 的 记 导 .更 精确 地 说 ， 若 在 一 确切 
的 语言 中 ， 已 定 多 了 一 项 4 以 表达 理论 中 的 一 对 象 ， 
且 项 4 依赖 于 参 歼 xx (也 可 能 还 依赖 其 他 参数 )， 
那么 在 这 一 语言 中 
XI， (*) 
HEDEF OU x,…, x, 的 值 转换 到 4 表达 的 对 象 的 函数 
的 记号 , 表达 式 (四 也 称 为 Church 4 抽取 . 这 个 Church 
4 抽取 也 作为 函数 的 显 定义 ， 它 多 用 于 当 存 理论 的 语 
言 中 作为 研究 对 象 的 画 数 和 必 为 变 且 的 一 定 值 的 函数 
值 有 混 请 的 危险 之 时 ,由 Church 3| gt ([1]). 
$* x 
TU Church, A., The calcuh of À -conversion, Prineetion 
Univ, Press, 1941. 
[2] Curry, H. B., Foundations of mathematical logic, Mie - 
Graw - Hill, 1963. A T. paramn 的 
【 补 注 ] 


参考 文献 
[A1] Barendregt, H. P , The lambda calculus, its syntax 
and semantics, North - Holland, 1978. mA 译 


Church 论题 [ Church thesis ; Hëpra resmc] 

把 由 通常 直观 意义 下 的 算法 (algorithm) 可 计算 的 
函数 类 与 部 分 递归 函数 类 等 同 起 来 的 AAE, Chur- 
ch 论 愿 必 自 然 界 的 这 样 -- 个 事实 ， 它 可 以 被 整个 历史 
过 程 中 数学 里 积累 的 经 验 所 证 实 ,数学 里 一 切 已 知 的 等 
法 铺子 满 忠 它 , 这 个 论题 首 先是 由 点 Church (1936) ËR 
述 的 .每 种 算法 直观 概念 的 不 同 的 精确 定义 有 它 自己 
的 Church 论题 的 陈述 方式 ，Turing 论题 (Turing the- 
sis) 断言 ， 每 个 直观 意义 下 可 计算 的 函数 可 以 被 某 个 
Turing 机 (Turing machine) 计 算出 来 ，Mapros 的 正规 
北原 理 表明 ， 每 个 直观 意 祥 下 可 计算 函数 可 以 被 某 个 
正规 算法 (normal algorithm) 计算 出 来 . 由 算法 概念 
的 各 个 己 知 定 六 的 等 价 性 ， 可 以 得 知 不 同形 式 的 Chur- 
中 论题 是 等 价 的 . 这 事实 也 由 另 一 方面 验证 了 Church 
论题 .Church 的 这 个 论题 不 能 被 严格 证 明 ， 国 为 它 的 
陈述 涉及 直观 意义 下 算法 的 不 确切 概念 ， 曾 有 人 多 次 
ERE Church 论题 ， 但 都 未 能 成 功 (1984). Church 
论题 的 确认 在 算法 埋 沦 和 它 的 应 用 中 是 有 用 的 ， 兽 
先 ， 在 证 明 这 类 或 那 类 算法 一 一 Turing 机 ，、 递 归 阔 
数 ， 正 规 算法 和 其 他 形式 算法 一 -的 存在 性 时 ， 人 和 们 
只 昌 给 出 直观 上 明显 的 构造 ， 然 后 异 助 于 Church 论题 
就 可 以 知道 存在 性 ， 厕 不 必 反 出 对 应 的 形 或 模式 来 . 

另外 ，Church 论题 也 是 导出 给 定 算法 问题 不 可 解 
性 的 基础 ( 见 算 法 问题 (algorithmic problem))， 按 昭 
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这 论题 人 们 只 要 证 明 按 照 某 个 精确 的 算法 概念 该 问题 
是 不 可 解 的 即 可 . 
参考 文献 
[1] Kleene, S. C. , Introduction to metamathematics, Nor- 
th - Holland, 1951 《中 译本 : S. CC， 克 林 ， 元 教学 导 
论 ， 科 学 出 版 社 ， 上 册 1984， 下 册 985). 
[2] Rogers, jr- , H. , Theory of recursive functions and effec- 
. tiye omputabllity, McGraw - Hill, 1967. 
C H Amm # 
[ 补 注 】 在 “算法 直观 概念 的 不 同 精确 定义 ”中 以 Chur- 
ch #IS. C. Kleene 为 主 开创 了 通过 4 可 定 尽 性 的 医 数 
的 计算 { 见 Church 4 抽取 {Church 1- abstraction); 4 
MEO- calarius)) .这 个 途径 的 重要 性 在 于 它 为 高 一 
层次 的 程序 设计 语言 (programming language) 0 At 3 
基本 性 质 提供 了 预先 储备 . 
参考 文献 
[A1] Barendregt , H. P. , The lambda - calculus ,its syntax and 
semantics, North - Holland , 1978. 1⁄8 3k Bt 译 


数字 [ ciphers ; mappa] 

开 来 表示 数 tnumber) 的 简便 记号 ， 最 古老 ,最 原 
始 的 记 数 方法 是 文字 表示 法 , 在 一 些 孤 并 的 场合 , 这 种 
方法 流传 了 相当 长 的 时 间 , (例如 ,中 东 和 远东 地 区 的 一 
些 数学 家 直到 10 世纪 其 至 以 后 ,仍然 总 眉 用 文字 来 记 
数 . ) 随 闭 人 类 社会 和 经 济 生活 的 发 展 , 次 渐 需要 创造 


:一 种 比 文字 表示 法 更 现代 化 的 记 数 方法 ,和 建立 沁 数 法 


则 一 一 记 数 制 (多 数 的 表示 法 (number, representations 
of. 

我 们 所 知道 的 最 古老 的 数字 是 巴比伦 数字 和 埃 友 
数字 .巴比伦 数字 (公元 前 2000 年 一 公 郊 之 初 ) 是 儿 
个 表示 数 1, 10, 100 (或 者 只 是 1, 10) 的 模 形 记 导 , 其 他 - 
切 自 然 数 都 用 这 几 个 记号 的 组 合 来 表示 ， 在 埃及 象形 
文字 记 数 制 ( 年 世 大 约 为 公元 前 3000 一 2500 年 ?中 , 存 ， 
ELTER 10 HRA 10”) 的 单独 记号 . | 

在 芬兰 , 叙 利 业 和 希腊 阿 矫 卡 等 凶 都 曾 采 用 埃及 象 
形 文字 类 型 的 记 数 制 。 雅 典 记 数 制 产生 于 公元 前 6 t 
纪 ; 在 阿 蒂 - 卡 ,这 种 记 数 制 一 直 司 用 到 公元 1 世纪 ,尽管 
其 他 希腊 国家 早已 改 用 爱 奥 尼 亚 人 的 更 方便 的 字母 记 
数 制 ,其 中 几 个 , 几 十 , 几 百 都 用 希腊 字母 来 表示 ,而 直 
到 999 的 一 切 其 他 自然 数 , 则 用 这 些 字母 的 组 合 来 表示 
(最 早 的 采用 字母 记 数 制 的 数字 表示 法 的 年 代 可 以 追 淹 
到 公元 前 5 世纪 )}， 其 他 民族 , 例如 阿拉 伯 半 岛 , 氢 利 
亚 . 巴 勒 斯 地 .格鲁吉亚 .亚美尼亚 等 地 , 也 都 曾 采 用 字 
母 数字 表示 法 ， 旧 的 俄罗斯 记 数 制 ( 大 约 产 生 于 10 世 
纪 , 沿 用 到 16 世纪 ) 也 是 字母 记 数 制 ( 见 斯 拉夫 数字 
(Slavic numerals}). 古代 记 数 制 中 寿命 最 长 的 应 当 说 
是 罗马 记 数 制 , 它 是 公元 前 500 年 伊 特 普 里 亚 人 首先 使 
用 的 ; 热 而 , 直到 现在 有 时 还 会 用 到 { 见 罗马 数字 
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对 于 有 一 个 或 几 全 顶点 在 无 穷 近 点 的 多 过 形 ， 
Christoffel - Schwarz 公式 仍然 咸 立 , 在 这 种 情形 ， 于 
无 穷 远 点 的 边 的 夹 角 定 立 为 所 述 边 (或 它们 的 延长 线 ) 
在 有 穷 点 的 交角 ( 带 负 号 #Maz -WRR a 是 无 
FEA. 则 取消 公式 (区 中 相应 的 因子 [一 10) *7 1 

对 于 单位 山 盘 |z|<1 A ERE E HRA SCE), 
Christoffel - Schwarz 公式 亦 成 立 , 在 这 种 情形 ， 
lalh, kal nnn |z] < 1, 此 公式 作 些 履 改 就 可 适用 


Jë bF 5866 Bh 31 Ps $$ (UL[31). 
Christoffel - Schwarz 公式 可 以 推广 到 这 样 的 情 
J: Ff{z) 确 定 图 环 0<g<|z|<] s£ — EMA El # 
的 内 部 除去 4 个 辆 盘 而 得 到 的 多 连通 区 域 到 由 若 于 审 
边 形 围 成 的 (具有 局 一 连通 数 的 ) 区 域 的 共 形 映射 
CH t6], E7]. 
参考 文献 
[TAI Christoffel, E.B., 
(1868), 89 —103. 
[1B] Christoffel, E. B., Ann. di Math. Pura Appi. (2). 4 
(1871). 1—9. 
[2] Schwarz, H. A. , Gesammelte mathematische Abhundilun- 
gen, 1—2, Sprmger, 1890. 
[3] Jasperse, M. A. , Mađar, E B. , Merom Teopun dya- 
EMÄ KOMIDFECHOPO EpPEMTHHOrO, 4 sh. , M., 1973 
i 中 详 本 : M. A WREE, B. A. WER, ETAR 
论 方法 。 高 等 教育 出 版 社 、 上 上 册 ，1956, FAH 1957). 
[4] Kaxropomss, JL. B,, Kpemnoa, B. H. , Tpwutirorxeembr 
METOM BLETO anama, 5 maa. , Mi. - JI. ,1962 【中 译 
+ BEGA tar, JL B... TER XS. B H., 高 等 分 析 
MORI, "上册 ， 科 学 出 版 杜 ，1966 )， 
[5] Kopeni, W. and Staiman, F. , Praxis der konformen 
Abbildung, Springer, 1959. 
[5] Axuexp, H. H. ,Svenrh]) TeOPHH 3JUTHIITHucCKHX yx 
tur, 2 ma., M., 1970 CREE: H. P. 阿 希 泽 尔 ， 
情 辆 函数 论 网 村， 商务 印 书 馆 ，1959)， 
[7] Makeamoa, IO. JI. , «Joxi AH OCCP5, 136 (1961), 2, 
284—286. I I. Maroa #E 
LE】 EA BF $F Schwarz - C hristoffel 公式 
(Schwarz - Christoffel formula}, RL [A1]. 
参考 文献 f 
[A1] Ahlfors, L., Compex analysis, Modraw - Hill, 1979 
(中 译本 : L. V. 阿 东 福 斯 ， 复 仙 析 ， 上 海 科学 技术 出 版 
社 , 1984). 


Ann. di Math., Pura Appi. (2), 1 


[A2] Hille, E. , Analytic function theory, 2, Chelsea, reprint, 


t977. 


[A3] Nehari, Z. , Conformal mapping, Dover, reprint, 1975. 


HET 译 


Christoffel 4F= [Christoffel] symbol ; KpncTo 申 中 ez-1 CHM- 


non], 二 次 微分 形式 f7 i 0 dx dx' 的 


KEA 
ar n 


dx: dx gxt = 


的 编写 符号 . FS T, , 称 为 第 一 类 Christoñel $F Sh. D 
区 别 于 出 下 式 定义 的 第 一 类 Christol 符号 rt: 


I: = SarT,, 
=l 
其 中 g* 如 下 定义 ; 


1 ,车 1!=;s, 
Se Jks T -fo # ts. 


这 些 符号 由 E. B. Christoffel 在 1869 年 引信， 

[ 补 注 】 #V:V(M)x V(M)— V(M),(X, 了 Vx 了 是 
流 形 MM 上 的 线性 联络 ,这 持 六 (WM 表示 M E BD P R EE 
B|. 设 心肝 是 邮 的 一 个 坐标 卡 ， 那么 在 世上 ,YF 由 
名 ow (0/8xi) 完 全 决定 ,这 时 x，…，x" 是 U 上 的 坐标 ,此 
时 ,联络 Y 的 Christoffel 符号 (Christoffel symbols) 由 


Fajar f 4l- : FE -r i 


给 出 重要 的 是 要 注意 不 是 一 个 张 量 场 的 分 量 ， 种 
实 上 , MR 表示 联络 全 关于 UU 上 第 二 套 坐 标 ,…. 
"的 Christoffel 符号 ， 那 各 

一 ax pyt gx Hx" 
Tis E, Ta dx' Fx! +È rax dx 
AAR v E i (aM Riemann ER Y... g, dx'dx: 定 义 
h Riemann 联络 (Riemannian connection) (BL Rie- 
mana 几何 学 (Riemannian geometry)). 那么 这 个 二 次 
微分 形式 的 Christoffe] 符号 就 是 联络 v IJ) Christoffel 
符号 MH 

2 


0 
Ç Vaart Eat a? =I ,= 


_ n + gn _ bgn 
了 了 bd 


ôx* x xi 


ô ， 日 
ea 回 =Èri x ' 
7 


这 里 TT 基 如 上 定 尽 的 这 个 二 次 微分 形式 的 第 二 类 妃 hri- 
stoffel 符号 , 
参考 文献 
[A1] Kobayashi, S. and Nomizu, K. , Foundations of diffe- 
tentia peometry, 1, Interscience, 1963, Chapt. 4. 
[A2] Milman, R.S. and Parker, G. D. , Elements of dif- 
ferential geometry, Prentie Hall, 1977, Chapt. 7. 
HRE 译 


-ec -—- e — — i r AAE ee _ s 


TI 


A A 


i. 


那么 , 由 
gs) = 9g) 0) = PNY" 
所 定义 的 辫 数 g(s) 是 天 (LN) 的 牛 成 隐 数 .由 Cauchy 公 
式 . 
JN) = 而 J sesi" ds 


HR * 1-0 时 ,研究 这 个 等 式 中 的 积分 把 积分 贺 
ISRARLA E A P b A EMA E. F E 
很 广泛 的 一 美加 性 问题 . 对 其 " 优 " 弧 了 上 的 积分 可 以 进 
行 相 当 充 分 的 研究 ,产生 于 的) 的 “主要 " 部分， 而 对 
“ 洗 " 张 上 的 积分 可 以 给 出 倩 计 , 得 到 的) 的 渐 近 公式 
HA RH. 

H. M. Bunorpados Æ ME P g| À EA #n, TA 
大 地 往 化 了 这 一 方法 的 应 用 .而且 对 广泛 的 十 分 不 同 的 
加 性 问题 的 解 次 给 出 了 统 -的 途径 ,国法 的 基山 以 二 
前 和 的 形式 表示 就 是 公 武 

m=0 ， 


! i 
J" da = 
Ü, mÆ0, m EEN. 
由 此 公式 可 知 


JÁN) = 人 -= slae ` 2" da, 
其 中 
Smia) = > em m=1,....K. 
med. 
n< N 


ARA S O 称 为 三 角 和 .为 了 研究 J (N). 把 积分 区 
间 [如 ,1] 划分 成 * 优 " 强 和 * 劣 " 弧 , 也 就 是 分 成 以 其 有 
“小 " 仙 侠 和 “大 "分 母 的 有 理 点 为 中 心 的 区 间 ， 对 于 许 
多 吉 性 问题 ,能 成 功 地 求 出 {上 县 有 适当 精度 ) E E 
积分 {在 “ 优 " 疾 上 对 4 的 三 前 和 接近 于 小 分 母 的 有 理 三 
前 和 , 它 已 经 被 求 出 而 且 是 * 大 的 "); EFR" EA] 
RAMLI 中 的 大 部 分 的 点 ， 在 其 上 的 三 角 和 是 “小 
的 ", 可 以 用 非 平凡 的 汶 法 悄 计 出 来 ( 见 三 角 和 法 
(method of trigonometric sums); Bamnorpajon 法 
(Vinogradov method)})， 办 此 可 以 得 到 了 N) 6 B K 
公式 . 

三 前 和 形式 的 图 法 与 Baruorpanos 的 估计 三 角 和 的 
方法 一 起 , 得 到 了 却 性 数论 中 的 一 些 最 强 的 结果 ( 见 
Waring 问题 (Waring problem); Goldbach 问题 
(Goldbach problem); Goldbach - Waring 问题 (Gold- 
bach - Waring problem)}; Hilbert - Kamke 问题 (Hil- 
bert - Kamke problem)). 
prim 

[1] Bugorpanos, H. M., Meron TPHTOROMETPH'KCKHA CYMM 

B TOOPHH men, M., 1971 ( SPE K. Vinogradov, L M., 

The method of trigonometric sums in the theory of 
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numbers, lntersaence, 1954). 

[2] Hua. L-K., Abschitzungen von Exponentialsummen 
und ihre Anwendung in der Zahlentheone, Enzyk- 
lopgedie der Wisenshafen mit 
Einschluss ihrer Anwendungen, 1 (1959), Helft 13, Teil 1 
(UPK: EP HE 指数 和 的 佑 让 下 其 在 数论 中 的 应 
用 ,科学 出 版 社 , 1963). 

[3] Kapuya, A A, OnoBe UTMTHIECKOR Tceop 
M., 1975 【中 译本 : A.A EREE, 8 OE h. 
科学 出 版 社 , 1984). A A. KaparyGa Ë 


Mathem ansehen 


GNE 上面 叙述 的 圆 法 通常 称 为 Hardy - Littlewood 
法 或 Hardy - Littlewood 圆 法 . 这 一 方法 适用 于 -~ 些 
十 分 不 相同 的 情况 . 下面 是 一 些 例 子 ， Davenport - 
Heilbron 定理 ( Davenport- Heilbron theorem) 说 , W 

,4 GZH ELH, 且 当 大 是 从 数 时 符号 不 全 
i. 而 且 至 少 有 一 个 比值 4 六 ， 是 无 理 数 ， 那么 对 于 任 
何人 空 0, 宕 在 不 全 为 零 的 整数 Xx,…', x. IEAS 
二 Xohs| < 设 w 是 自然 数 WFR dl) >0, 其 中 (wr) 
是 上 湛 近 密度 (asymptotic density}. AA Furstenberg- 
Sàrküzy 定理 (Furstenberg - Sark5zy theorem ) 说 : 
如 果 RE a-a =C RRA, a, a's wi achn, 
xEN, 那么 lim, n RG)=0.5 -个 例子 是 Birch 
定理 (Birch theorem), 它 说 : WE k 9 AR E Pl 
为 零 的 零点 空间 的 维 数 随 着 这 些 齐 次 型 的 变量 个 数 的 
增加 而 任意 增 大 . 


SER 
[Bl] Vaughan, R. C , The Hardy - Littlewood method. 
Cambridge Univ. Press. 1981. - 

[译注 】 

参考 文献 


[BJ] EFR 数论 导 引 ,科学 出 版 社 , 1975. 
[B2] AAB. 数论 的 方法 ,科学 出 版 社 , 1981. 
[83] WA. MO R s Ge eu. 990. 
Raig 张 明 党 以 


曲率 圈 (circle of curvature ; pyr KDWBWAnha) 

在 给 定点 上 与 一 曲线 至 少 为 二 阶 密切 ( osculation) 
的 贺 .该 曲率 圆 的 中 心 和 半径 分 别称 为 这 - -曲线 在 给 
定点 上 的 曲 率 中 È (centre of curvature) 和 曲 率 半 径 
{ratius of `curvature). ， 曲 率 加 处 于 曲线 的 密切 平面 
上 ， JAR E a (osculating circle). 


BEC9-3 kH PE 


圆 问题 [cirte problem ; pyra mpopmea ] 
PREM u? Hr ax RA u, o) AH AGO) 的 
pia AAR. Ok p E S 


Aix) = zx +O (x°) (° 


son CIRCLE 


(Roman numerals}). 
` 现代 数字 {包括 0) 的 原型 出 现 于 印度, 或许 不 述 于 

公元 前 5 世纪 ,在 十 进位 制 中 ,使 用 这 些 数字 来 记 数 是 
很 方便 的 ， 因 此 从 印度 传播 到 其 他 国家 .在 欧洲 ,印度 
数字 是 在 10 一 13 址 纪 时 由 阿拉 怕人 传人 的 (因此 直到 
现在 还 使 用 另 一 个 名称 : 阿拉伯" 数字 ), 并 在 15 世纪 
后 半期 得 到 普遍 接受 . 印度 数字 的 形状 后 来 益 过 了 一 
些 重大 变化 ; 它 信 的 早期 历史 还 不 很 清楚 . 

参考 文献 , 见 HAT (number, representations 
of). HB. H. Ennomos Í 
CEI 进一步 的 细节 ,对 各 种 数字 A E $ E F 
记 数 制 中 使 用 的 数字 } 的 讨论 和 措 述 , 以 及 零 的 符号 
(zero symbol) 的 起 源 ( 对 此 仍 有 许 金 疑问), 亦 见 [A1], 
特别 是 p.11 及 以 后 ,p.64 及 以 后 , p.234 RAR. 

"cipher" ($ F) - -in] tB. H 3 # z EBR 8 811 Fh 3 


统 中 的 电码 , 见 保密 学 (cryptology) . 
参考 立 献 
[AI] Boyer. C. B.. A history of mathematiss ，Wiley， 


1968 WAA 译 


[ drde ; okpyænocTe ] 

平 别 上 的 闭 曲 线 , 它 的 一 切 点 与 该 平面 上 给 定 的 -- 
点 {图 È (centre of the cirde)) 的 距离 者 相等， 具有 公 
共 国 心 的 圆 称 为 同 ， bE (concentric circles). 连接 圆心 
和 国 上 任何 一 点 的 钱 引 (以 及 这 个 线 眉 的 长 度 RR} 称 为 
半径 (radius). 在 Descartes 坐标 系 中 ,图 的 方程 是 


(x —aY +(y -bP = Ri. 


HEt a fl b Ë B]. 89 35 58. 

Mg pt E F 0008 A 0 ERR A S| R (secant); 外 于 图 
pi B FAR AY £R Et FK sz (chord) , 5 1. E 86 38% HZ 
长 度 相等 AACHA AAE diametr. #E 
于 个 弦 的 直径 把 这 个 弦 平 分 ， 贺 上 的 两 点 把 侦 分 成 
的 两 部 分 称 为 弧 (aras). 

连接 画 心 和 一 个 绝 的 端点 的 两 个 半径 形成 的 角 称 
为 图 心 前 (central angle) ,而 相应 的 弧 是 这 个 圆心 前 所 
RIL. 具有 一 个 公共 端点 的 两 强 形成 的 角 称 为 团 周 
f (inscribed anale)， 一 个 圆 所 角 等 于 由 它 限 定 的 弧 
扬 对 回 心 角 的 一 半 . 圆 的 长 度 等 于 已 =2rR, 而 弧 的 长 度 
F F !=(mRa°y180°=Ra, AP a' EBEE 6 K h 
(单位 为 度 } .a 是 这 个 角 的 弧度 值 . 

如 果 通 过 平面 上 任何 一 点 向 贺 引 几 条 基线 ,那么 ， 
从 这 -- 点 到 每 一 条 割 线 与 圆 的 两 个 交点 的 距离 之 积 是 
一 个 常数 (对 给 定 的 点 来 说 ) ;特别 是 , 它 等 于 从 这 一 点 
AR SIAI Es IB] tl 1 Ag È Bt E 095 P y (这 一 点 的 圭 
(power))， 在 平面 上 ,使 得 关于 一 个 给 定点 具有 相同 的 
器 的 一 切 贺 的 总 合 称 为 胃 把 Cbundle of circles). tF 


一 个 平面 上 的 两 个 圆 把 中 的 一 切 公 共 圆 的 总 合 称 为 可 
E (pencil of circles). 

由 -个 圆 十 成 的 . 包含 图 心 的 平面 部 分 称 为 圆 禾 
(disc). ih — Ë: BIN #18| Eg Ë ËJ i 58 B) E ë E tü (9 LN: 


部 分 称 为 扇形 (sector). EBRIA E EER 9k: 2 EJ 


BJ R B IRA S E (segment). 

EB] #: B isi E SSR, A F J i EL E. S nR 
, (a° /360°), 这 里 任 是 相应 男 心 角 的 度数 ; 弓形 的 面积 是 
S,=zR2(a° 13 的 " ) +S, IK B S, 是 一 个 三 角形 的 面 
积 , 其 顶点 分 别处 于 图 心 和 国 成 央 形 的 两 半径 的 端点 ， 
3 a" < 180° 时 取 * 一" 导 , 当 qa" >180° RHE, 

D i BNN convex surface) F 55] IL3F 56 8625 EE + 


四 面 的 一 个 锥 的 边界 ( Zalgaller 定理 ( Zalgaller theo- 


rem), 有 界 曲率 的 流 形 上 的 阅 可 能 共有 十 分 复杂 的 结 
构 ( 也 就 是 说 , 可 能 存在 角 点 和 多重 点 ,可 能 具有 几 个 分 
支 ,等 等 ). 而 且 , 有 界 曲 率 的 流 形 上 的 贺 的 各 点 可 以 自 
热 她 排序 ,使 得 这 从 曲线 成 为 一 个 循环 有 上 序 集 ( 见 
[1]). 

关于 更 一 般 的 空间 (如 Banach 空间 , Finsler 空间 
和 和 其 他 空间 ) 中 的 图 , 见 球面 (sphere) , 
参考 文献 

[1] JHE newwenrapnoi MATEMATHKH, ER. 4, M., 
1963. 

[2} Tp . Marca . HH -Ta AH CCP, 76 (1965), 85-114 ( # 
译 本 : Burago, Yu. D .and Stratlatova,. M. B.. 
Circumierences on a sufa, Proc. Sklov. na. Matk., 
76 (1967), 109—141, A.B. Heanos # 


.【 补 注 】 关于 更 一 般 空间 中 的 男 , 亦 见 [A1], 第 一 章 . 


参考 交 南 

[AL] Berger, M.. Geometry. 1, Springer. 1987 【 译 自 法 
X) (中 详 本 : M. 贝尔 热 , 几何 (第 一 卷 )， 科 学 出 版 
Ë, 1987). I 

[A2] Burago, Yu. D. and Zalgaller. V. A., Geometrie 
mequalities. Springer, t988. 

[A3] Coolidge , J., A treatise on the cirde and the sphere, 
Oxford Univ.. Press, 1916. 张 瀣 林 i 


加 法 [circle method ; gpyrosog meron ] 
加 性 数论 中 最 普遍 的 方法 之 一 WX... U. X. E. 
性 意 一 些 自然 数 的 集合 , NN 是 自 热 数 , 又 设 J(N) 是 方 
程 . 
H| +. +n = 
的 解 的 个 数 ,其 中 n eX n eX， 加 性 数论 所 研究 
的 正 是 数 J (N); 例如 , HHE ESE ERTER N. J. (N 
大 于 零 ,这 就 意味 着 :任何 自 热 数 都 是 分 划 取 自 集合 X, 
和 的 大 个 数 之 和 ， 现在 , 设 s 是 复数 , 151<1, 并 且 
的 全 二 Xs... (= Y s|". 


n ex, AEA 


pa 


-7 =<i è 一 . 


HR Ep, U Po 0， Aa 两 两 不 同 ( 指 数 独立 


性 定理 (theorem on the independence of exponen- 


ts)). 
##* 
[1] Kocrpukuan . A. H., Basme 6 ameópy, M., 1977. 
[2] Lang, S., Algebra, Addison - Wesley , 1974. 
[3] Lang, S., Algebrai numbers , Addison - Wesley ， 
19564. 


jl. B. Kymen Æ 裴 定 一 详 


Choquet 单 形 | Choquet simplex ; Hoke cuwanmzrexwc] 

局 部 凸 空间 (local convex sæk RRRA FAE 
质 的 非 空 紧 凸 集 : 当 把 E 看 作 超 平 而 EE x 1 Hg A $J == 
间 Ex REE HHFA 


X = [axe EXR: xe XC EX 1, «>0) 


使 空间 E x 民 变 为 半 序 空间 ， 且 对 于 这 个 半 序 空间 来 
Bi Æ 2 j| X— X É $W (latie). 4 E E B 9k $. 
Choquet 单 形 就 是 顶点 个 数 不 多 于 dim E+1 的 通常 的 
AE. 存在 许多 Choquet PEHMED. 其 
PZE 站 与 去 的 任何 位 称 的 交还 是 V h) 1 
个 位 移 . 

如 果 再 补充 假设 二 是 可 分 的 ,用 无 是 可 度量 缆 的 , 那 
么 为 使 X R Choquet 单 形 , 其 充 要 条 件 为 任何 点 x ë 
天 都 是 集中 在 集合 天 的 端点 上 的 唯一 的 测度 的 重心 ， 
Choquet 单 形 的 概念 在 研究 函数 的 积分 表示 的 唯一 性 
时 是 必 不 可 少 的 .这 个 概念 是 由 G. Choquet 引进 的 . 


参考 文献 
[1] Phelps, R., Lectures on Choquet's theorem, v. 
Nostrand, 1956. 
[2] Alben, E. , Compact convex sets and boundary inte- 


grai, Springer, 1971. 
【 补 注 ] k y + + b 
sentation theorem ) Re 18, J) WË h 2 lB] ñj eE h uj EE 
TRE Choquet #E, SBI q sS T x e X # £ 
叭 一 的 集中 于 二 的 端点 上 的 测度 上 来 表示 x( 即 以 x 为 
“重心 " ) ， 
【译注 了 XT X08838, # B [BI]. Choquet 单 形 的 
定义 最 早出 现在 [B2] h. 
. pAr 
[51] Choquet, G. , Lectures on analysis, U. Benjamin, 
1969, 
- [B2] Choquet, G. et Meyer, P.A., 


des représentations intégrales dans les convexes com- 


B. A. 3amamp 所 


Existence et unicité 


pacts quelconques, Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 13 
(1963), 139 —154. 
ph 译 
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弦 [chord ; xopma ] 
连接 圆锥 曲线 上 任意 两 点 的 直线 段 . 
EC3-3 
【 补 往 】 Aae H ERR E E Eudid 2 f p hi Eñ fh 
线 , 曲面 或 子 流 形 上 任意 两 点 的 直线 段 . 
Wm i 


弦 法 [chon method ; xopa meroa] 
FMi (secant method) , 


RIOS) ER [Chow ring ; goy Konsuo] 

t#— AE 94 368 L 959 fü 38 8 F K S alb- 
raic cycie) 的 有 理 等 价 类 的 环 . 这 个 环 里 的 乘法 用 闭 链 
的 相交 来 定义 ( 见 相交 理论 (intersection theory)) - 

E XBA- a , A'(X k — 4 3 ik 2 6 
H E rh A! (X35258 9 3k 9k i nAn. xj -- 4 5 
Wy: X— Y, HASHES A) = A(X) E 3 |a 
#o 其 正 象 同 态 人 :4C0 一 A(Y) (对 正常 f) EAN 
模 的 同 态 . 这 意味 着 有 一 个 射影 公式 (projection formula): 


AU yx) = pfl), x eA: yeA(Y). 


周 环 是 向 量 从 的 陈 业 理论 的 值 域 ( 见 [1]). 更 精确 地 
说 ,如果 下 是 簇 二 上 秩 r 的 局 部 平凡 层 ， 有 (全 ) 是 它 的 
射影 化 , z: P(E) 一 X R 3k Mi 86. Ce A1(P(ED 是 对 
ETRE aD yE 0928, M r ETRA. ER 
3: A(P(E)) p| 13 R] T £. i> 8 4 (O[2] X T $ Yñ 2: 


£ c EW It o HO LYE) 


所 生成 的 理想 的 商 环 .系数 e, (E) EAE A E 09 
第 天 陈 ( 省 和 碳 ) 类 (k-th Chem dass), 
在 复数 域 上 的 黎 的 情形 ,存在 一 个 到 寄 异 上 司 阅 剑 
里 的 同 态 AO) 一 互相, 下， 它 保 持 次 数 并 且 与 道 象 
同 态 和 正 象 同 态 可 交换 . 
如 果 一 是 奇异 所 射影 生 , 则 它 的 周 环 4( 如 定义 为 在 
所 有 态 射 广 :天 一 了 上 的 环 的 直 极 限 A(XY=lim .4A(Y), 
这 里 了 是 非 奇异 的 .这 就 得 到 一 个 到 分 葡 环 范畴 里 的 反 
变 函 了 于 ,满足 射影 公式 ( 见 [3]). 
参考 文献 
[t] Hartshorne, R. , Algebraic geometry, Springer, 1977. 
[2] Anneaux de Chow et applications, in Sem. Chevalley, 
1958. 
[3] Fulton, W. , Rational equivalence on singular varieties, 
Publ. Math. IHES, 45 (1975), 147—167. 
Bar. C. Kymo E 
GHI 对 于 Noether 概 形 (或 环 }X， 设 KOER 
世上 有 限 生成 时 影 模 的 (Ma WSA) KEE (VK K Fit: 
(algebraic K- theory). 设 狼 (加 表示 对 预 屋 U,. 
K,(U)(R H U RA X HFA TRE) 作 层 化 (在 


*— 
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中 数 & 的 下 确 界 . C. F. Gauss iH 0 < 1⁄2 (BL[1] ). B. 
Cepruutcxuñ 运 用 F. db. Boponoš 的 方法 ([3]) 得 到 
0=1/3 (ML[21). 在 [4 PENT 0 <13/40 .最近 {1987) 
的 居 计 是 812137. FARORNA —P8 WI 3 


O(x! Z 1og2 x). 
贺 阿 题 有 一 均值 定理 


n 
faa)” dx = CNY? +0(N'*$), 


Eik C gt aha 20 EEREN. 

依照 其 内 容 和 研究 方法 , IR] P] BS Dirichlet 的 除数 
问题 (divisor problems) 极其 相似 . 加 问题 的 一 个 推 
广 就 是 球 问题 (Sphere probem) 一 一 估计 球 w +o +w 
SRRA (u, p, w) BJ Sk B (x) 的 问题 . 这 种 估计 的 
基础 是 公式 

B(x) = 3G(0)+ O( Vx), 
此 处 
G(x)= 


= > > (lV xo ] 一 + 十 


beuk, axl eré PE STE] 


+L È (yx -D+ 


2 G< xm 


+ P (Jx 52) 


2 ooet 
这 个 公式 的 建立 是 用 六 个 平面 
u=, tw, 5w, =0, u=0, w=0, 


把 球 分 拆 成 24 AAR wR F INE. BU Á + Yt Wk B 32 pA 
系数 1 2, 从 而 使 每 一 部 分 都 包含 了 相 问 的 格 点 数 , B(x) 
增长 的 主要 项 等 于 球 的 体积 


v(x) = Hon, 


u)+0(x ). 


因此 问题 归结 为 估计 P(x)=Btx — V(x), EE G (x) 的 
公式 中 方 括 红 内 的 函数 的 分 数 部 分 的 和 ， 用 H. M. 
Bugorpazos 的 三 角 和 方法 (5), [6] 383] T P (x) 的 最 深 
Ait tiit: 

Pix) = Oix? og x). 


有 一 个 猜测 为 
Pix) = Ox log x). 
BAAR AE SK n 维 椭 球 


A 
F(u...) = YXuauu, © x, a,,=a,, 


rr=| 
内 格 点 数 少 (加 的 问题 ,此 处 下 是 正定 二 次 型 ([7]) . 


参考 文献 


[i] Gaws, C. F., Werke, Vol. 2, Göttingen, 1863, 


269 — 291. ' 

[2] Sierpiñski, W , Prace Mat. Fiz. ,17 (1906), ?7 — 118. 

[3] Boporoit. D. P., Co6p. cos., 1. 1, K., 1952, 5. 

[4] Hua, L. K , Akbechätzungn von Exponentialsummen und 
ihe Anwendung in der Zahlentheorie, Enzyklopaedie der 
Mathematschen Wisenschafen mit Fnschluss ihrer 
Anwendungen, 1 (1959), Helft 13, Teil 17 中 译本 : 华 
PA ERREPARA tR. Eh tiy 
ML, 1963). 

[5] Bugorpanos, H. M., ¢ Hane AH OOCP Cep. murem. P, 
27 (1963), 5, 957 — 968. 

[6] Bugorpanoa, H. M., Ocoee BapHamrh: merona Tpuro- 
HOMETEHHECEEY Cym, Mi., 1976. 

[7] Novák, B., Lattiœ points in more - dimensional ellip- 
soids, Tp. maem. m-a AH CCCP), 132 (1973), 
145—150. A D. Jkep 所 

【 补 注 】 上 面 提 到 的 最 近 估 计 9<12737 是 由 陈景润 于 
1963 年 得 到 的 ([A1]). 贺 问 题 也 通称 为 Gauss IB] in] E 
(Gauss circle problem). 
参考 文献 
[A1] Chen, J. , The latti - points in a circle, Sa. Sinica, 12 
(1963). 633 — 649. 
[A2] Walfisz, A , Gitterpunkte in 
Kugeln, PWN 1957, 
【 详 注 ] 图 问 题目 前 最 好 的 结果 是 日 么 71 22, REH. 
Iwaniec 和 C. J. Mozznchi F 1988 年 得 到 的 (7 [B1] ). 
参考 文献 

[Bi] lwaniec, H. and Miozzochi C. J., On the divisor and 

cirde problems, J. Number Theory, 29 (1988), 
t, 60 — 93. BER 译 KHA 校 


mehrdimensionalen 


加 变换 [Grade transformation : kpyroeoe mpeo6pasopasmse] , 
Möbius 变 搞 (Mabius transformation) 

把 围 映射 成 加 的 变换 .如 果 把 它 看 作为 点 变换 ， 
那么 Möbius 变换 就 是 扩充 Eudid 平面 ( 即 在 无 穷 近 处 
添加 一 点 的 Eudid 平面 ) 的 驶 射 ， 在 这 个 映射 下 ， 图 
或 直线 映射 成 加 或 直线 . 这 时 ， 称 之 为 自 反 点 几何 学 
(anallagmatic point geometry). 

如 果 把 它 当 作 是 非 点 变换 ， 那 么 Möbius 变换 就 
是 切 触 变换 (或 切 贺 变 换 ， 或 Lie 圆 变换) 的 一 个 特例 ; 
它 的 基本 元 素 不 是 点 而 是 图. 这 时 称 之 为 图 的 自 皮 几 
何 学 (circular analiagmatic geometry), O “ ” 


参考 文献 
[1] Smuko 3JeseurapHoñ MATEMATHEH , WH. 4, M., 
1963. A E Hzagog # 
Ë W. KMH. RE 译 


加 点 [ cirçular points ; Kpyronsse Tok] , B E S (cyclic 
points), 在 塔 添 了 庚 无 穷 远 点 的 扩充 平面 上 的 


元 穿 远 处 的 两 个 虚 点 ， 它 习 的 齐 次 坐标 (1, i, 0) 
和 (1, 一 i, 0) 满足 任何 看 的 方程 ， 通 过 贺 点 的 直线 称 
为 迷 向 直线 (isotropic lines) . BSE - 2 
` É B PKR. REI 


MIRE [circular symmetrization ; kpyroBam CHMMe- 
TPhH3ailnn | 

-PILA ER, EREE tHE G X 
于 咸 了 为 起 点 的 某 条 射线 4 变换 成 同一 平面 的 集合 G" 
G 的 定义 如 下 : 1) 6" 与 开心 在 了 的 加 的 交 是 空 的 或 者 
ETN., THREF G 与 同一 回 的 交 是 空 的 或 者 是 整 
个 贺 ; 2)# G 5] C #E P 8) BL 05) 3£ & Lebesgue 角 测 
度 四 ， 则 “与 位 一 四 的 交 是 一 段 开 { 闭 ) 弧 ， 这 段 弧 与 4 
ER ETLAT PAREA K D. 

上 面 的 定义 以 自然 的 方式 转移 到 三 维 的 情形 (与 基 
个 半 平 面相 联系 的 对 称 化 1 ， 亦 见 对 称 化 (symmetriza- 


4R 
[1] Pólya, G. and Szegd, G., lsoperimetric inequalities in 
mathematical physics, Princeton Univ. Press, 1951. 
[2] Hayman, V. K.. Multivalent functions, Cambridge Univ. 
Ptess, 1958. 
13] Jenkins, J. J., Univalent functions and conformal map- 
pings, Springer, 1958. H 开 Minoa 所 
A A, EET. RRR VE 


TRIK [ circulation ; mapryrmamnx]， 人 向 量 场 a(r) 沿 闭 曲 线 上 
的 
线 积分 
$ adr. 
L 


在 坐标 形式 下 , 环流 等 于 
Je, dx +a, dy +a, dz). 


MARAEA a UERa a ya NN 移动 一 
周 时 ,向 量 场 a(r) 所 化 的 功 等 于 这 个 向 量 场 沿 上 上 的 环 
W.A Stokes 定理 (Stokes theorem). 

BC3-3 ALS H Met 校 


Eik | cdssoid ; UBCcoUTIS | 
三 次 平面 代数 曲线 , 在 Descartes 坐标 中 , 其 方程 是 


SATER 


_ a -8 
nr P+D 
BERF MERDE. ERRER a MF 
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近 线 是 x=2a. 
sS=3na', 

古 希腊 数学 家 Dioctes (公元 前 3 世纪 ) 在 研究 倍 立 
Jy (duplication of the cube) PEHAR H Ai, 因 
而 往往 把 这 一 曲线 称 为 Diodes 8 it 2 (cissoid of 
Diodes), ` 


# nt ER 5; R: Wg 58 28 2 [E] B5 (8 El je 


蓝 计 线 是 这 样 一 些 点 MAEA w I ph o R- 
个 圆 ,4 是 加 上 点 在 的 对 径 点 , 设 直 线 OM RANA 
这 个 图 的 过 点 44 的 切线 分 别 相 交 于 点 下 和 点 C, 这 时 点 
对 满足 条 件 OM= BBC， 如 果 在 上 述 作 图 中 ,用 曲线 p= 
AOR p= 万 (四 来 代替 加 和 直线 , 则 所 得 到 的 曲线 
p= P: — D Wk 2 38 HT Æ dh SË (cissoidal curve) 或 {给 定 
E) H ERAY AEM A (cissaid of the Curves) . 
参考 文献 
[H] Camioes, A. A., noame peame, M. , 1960. 
[21 Cuaoropsescuuñ, A. C., Crosopa, E C., Coparomme ro 
WOH IUJOCRWX TP€TterO mpaka, M., 1961. 
A. A. Cozonog 所 
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参考 文献 
[A1] Lawrence, F. D., A catalog of special plane curves, 
Dover, reprint, 1972. 
[A2] Brieskorn, E. and Knörrer, H., Ebene algebraische 
Kurven, Birkhšuser, 1931. w E 


Clairaut A f [Claimut equstion ; Kepo ypasnpenue] 
不 能 解 出 所 含 导 数 的 一 阶 常 微分 方程 
y = xy +f). (1) 
其 中 ff) 是非 线 性 函数 ， 方程 {1) 因 A. Clairaut 而 得 
名 . 他 首先 指出 这 种 形式 的 方程 的 通 解 和 特 解 之 间 的 
差别 . Clairaut 方程 是 Lagrange 方程 (Lagrange equa- 
tion) 的 特殊 情况 . 
如 困 当 te (a, 有 时 Dec (ta), FWA 则 方程 
(1) 的 积分 曲线 (integral curve) H ABR USAD 
式 给 出 的 曲线 
X= f y= A Oh ari<b; (2) 
与 曲线 12) 相 切 的 单 参 直 线 族 
y = Cx + (G), Cela b) (3) 
由 曲线 (2) 的 任意 一 段 和 在 其 端点 与 曲线 (2) 相 切 的 直 
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线 族 (3) 中 的 两 条 直线 组 成 的 曲线 . 直线 族 (3} 构成 通 
解 (general solution), 而 作为 直线 族 (3) 的 包 络 (fenve- 
lope) 的 曲线 人 2) Æ W WË (singular solution)( 兄 [2])， 
一 条 非 直线 的 光滑 曲线 的 切线 族 满 足 一 个 Clairaut 方 
程 . 因此 ,下 述 几 何 问题 将 导致 一 个 Clairaut 方 程 ; 
要 求 确定 一 条 曲线 ,使 其 切线 具有 预先 给 定 的 (为 曲线 
各 点 所 共有 的 } 人 性质. 
下 列 一 阶 偏 微分 方程 也 称 为 Clairaut 方程 ; 


jz ，az [az az). 
2 = x Tt roy tf | 


它 具有 积分 
x = ax + By + fla, B). 
其 中 (x, 让 是 函数 了 (p, 9g) 的 定义 域 中 的 任意 点 { 见 
Ü). 
参考 文献 
P] Clairaut, A., Histoire de I'Arademi Royal des sci- 
ences, Année 1934; Paris 1936, 194—215. 
[2] Cremanog B.B., Kypc Tt 中 deperrmgsarbabm ypanicHuñ, Ë 
usa. M.1959 (PEEB B, PHRA HODEN 
E. 人 民 教 育 出 版 社 , 1960] . 
[3] Kamke, E. , Differentualgleichungen . Lösungs-methoden 
und Löswmgen, 2. Partielle Differentialgleichungen 1” 
Ordnung ñir eine gesuchte Funktion, Akad. Verlapspesell, 


Leipzig, 1944 ( 中 译本 : E. F, - 阶 偏 微 方程 二 
册 , 科 学 出 版 社 , 1983) . 
H. X. Poxa JÉ 
[HE] 
t*r 
[i} lnæ, E. L., Ordinary differential equations, Dover, 
reprint, 1956 . KE i£ 


类 [dass ; Kmace ] 

1) 数学 中 主要 用 作 " 集 全" 的 同 义 语 ， 指 具有 某 种 
确定 性 质 的 对 象 总 体 [例如 ,代数 学 中 ， 关 于 给 定 等 价 
关系 的 等 价 类 } .有 时 人 人 科 用 类 表示 集合 族 { 例 如 ， 
在 递归 论 中 : 问 数 类 }， 在 有 些 情况 下 ， 由 于 公理 集合 
论 的 影响 ( 见 2)), 用 术语 “类 "来 强调 给 定 的 总 体 是 一 个 
真 类 而 不 是 狭义 下 的 集合 (例如 , 在 代数 学 中 , 证 代数 的 
原始 类 ， 也 称 为 并 ) ， 类 上 的 集合 论 运算 与 集合 运算 的 定 
xm. 

2) 2: BË f S 1 中 的 X (dass in axiomatic set 
theory), EL EETA 在 Gödel - Bernays 公理 系统 
中 的 类 ,是 这 些 系 统 中 所 考 虚 的 一 种 原始 对 象 , 这 里 集合 
和 类 的 区 别 在 于 只 有 集合 可 以 作为 类 的 元 素 , 而 ( 真 ) 类 
不 能 必 鸭 装 的 元 素 . 怒 上 述 意 义 下 的 类 引信 集合 论 的 
思想 归功 于 J von Neumann， 这 是 基于 他 考察 了 
Cantor 集合 论 中 的 著名 矛 震 , b U X I 3 8 pe ERR 


B 3: F f T 8 Wik B K E G. mig F RO K 38 8 
##W thum . 除了 这 一 限制 外 ， 在 上 面 所 
提 到 的 类 的 系统 中 ,通常 集合 论 运算 都 是 允许 的 , 运算 的 
结果 是 类 而 不 是 集合 . 而 且 ， 对 于 每 个 在 集合 上 定义 
HEA y TR., MEE- TX, Ete HW 
足 这 一 谓词 的 那些 集合 所 组 成 . O ER, Gödel- 
Bernays 系统 的 相 容 性 与 Zermelo - Fraekel 系统 的 
相 容 性 可 以 相互 推导 【这 就 证 实 了 von Neumann 的 
观点 )， 亦 见 公理 集合 论 (axiomatic set theory). 
参考 文献 
[I] Cohen, P. J., Set theory and continuum hypothesis, 
Benjamin, 1966. 
[2] Fraenkel, A. A. and Bar- Hillel, Y., Foundations of set 
theory, North - Holland, 1958. 
B. A. Aym R 张 锦 文 译 
3) Riemann 空间 V' 8028 (class of a Riemannian 
space) É — etA p, 使 VV!' 能 局 部 等 距 杠 入 (1+p}) 维 
Eudid 空间 E"’ 但 不 能 内 入 较 优 维 的 Endid 空间 . 要 
求 岩 人 是 充分 正则 的 ( 因 Riemann 2 Bj t! 28 r 9 8 %€ 
JERA 五 ” 中 , 作为 C' 光滑 超 曲面 (Nash 定理 (Nash 
theorem) ) y 4f Riemann 2 BI F! 的 类 不 超过 if 一 13/2 
(Janet - Cartan 定理 (Janet - Cartan theorem)). TJ ®t 
类 Cu >2) 的 及 iemann 空间 的 类 也 不 超过 -1/2 

见 [10]. 

有 Riemann 空间 的 类 是 党 ， 当 且 仅 当 流 形 Y' 的 曰 率 
张 量 恒 等 于 0， 常 曲率 的 放量 具有 类 1 且 能 表现 为 
Euclid 空间 中 的 超 球面 . 常 负 曲 率 的 ! 维 空间 的 类 是 [一 1 
(Cartan 定理 (Cartan theorem)). PH fn `` 3k AR WU 
曲率 的 Riemann 流 形 VV' 的 类 最 小 是 ! 一 1( 见 [3]) ,车 
Riemann 流 形 V ' 有 负 天 维 截面 曲率 ， 其 中 大 是 偶数 ， 
MEM prd- iki) 得 到 代数 准则 ([41) 从而 能 
够 确定 已 知 流 形 的 类 是 否 等 于 1; 这 是 因为 在 确定 的 附 
加 条 人 性 下 对 类 为 1 的 麻 量 ，Peterson - Codazzi 方程 是 
Gauss 方程 的 推论 ， 

若 Riemann 流 形 VV' Æ Riemann M V" RRE 
RE: 
y! = hx... XV. h + 


其 中 V° 是 类 为 1 的 空间 , 则 了 是 类 p=k 的 空间 ([5]). 
如 果 P 具 有 常 负 截 面 曲率 ， 则 它们 的 度量 积 的 类 是 
I—k ([5]). 

B.S El E 94 E ñ ii s B — 3k Riemann 流 形 的 类 等 
F 1. 关于 交错 曲率 的 度量 这 个 问题 还 未 解决 (1978). 
Pr ko yk T n] pk Cr) WJ — 8 Riemann MEFR 
可 微 类 CC: 到 E`: rh y 5 3 EB À RAT ([6]). 然而 . 平 
mj L së 2 HF Er ii 5 KES RERA E* (t rE Bi H 
是 可 机 类 C** 的 , 如 果 度 景 有 正 出 性 C), 即 此 类 不 超 
过 2 (P). 


` +I, =L 


XT f Riemann 空间 可 同样 学 入 类 的 概念 ， 设 
V"(p,9) 是 伪 Riemann 流 形 , 它 的 度量 张 量 有 p 个 正 的 
和 #9 个 负 的 特征 值 ，p+g=n. 且 设 Ep, q) Et 
Euclid 空间 ,具有 度量 


d? = dl + e Tdxbl- dl. | — e — dal. 


设 k IË V g AR ET p, q +k 中 的 浸 人 的 最 小 
韭 负 整 数 , 则 对 0<k < k PRLE k, V"(p. a) t 38 
信 的 第 大 类 确定 为 最 小 的 数 NN, ,使 V'(p. q) # HJ 
Err LpP+a ,4 大) 中 的 混和 人 ,其 中 a =N, ky. 
Vip, 4) 的 漫 人 类 确 定 为 min... Ne 

每 个 具有 解析 度量 的 伪 Riemann WË F" (p ,q) £i 
到 E" (r, s) H É) 8 SERA, H rh m =n (m +1):2, 
Hr.s 为 使 r zp, s> 的 任何 已 知 整数 ， 也 就 是 说 . 
ARA k, N. <n(n+1)/2 ([8]). mE Ric SÉ Et X: F 
oD FEE., MN 21. 

如 果 Vp g HARAR, ERKE 1, 也 就 是 说 ， 
存在 空间 E r, s)(r2 p.s >g) E Vp, 9) 局 部 等 
PEPE (r,s) PERKER. 对 于 常 负 曲 率 空间 
N =n-1, RÆ N=] ( 见 [9]), 
参考 文献 

[l] Eisenhart, L.P., Riemannian geometry ,Prmeston Univ. 

Press, 1949. 

[2] Moore, J. D., Isometric immersions of spaw forms in 
, 40 (1972), 157 166. 
A A EYD momep cb. y. 13 (1973), 


space forms, Pacifc J. Math 
{3] Bopmenko, 
15—18. 
[4A Poxercon, H. A., 4 Hæ. AH COCP Cep. Matem., 
4 (1940). 181—192. 
[4B] Poæscor, H. A., & Han. AH OCCP Cep Marnm ,», 
S(1941) 325-352. 
[4C] Poxncon, H. A., € H39 AH COCP Cp Marm Y}. 
71943), 253—284. 
[5] Moore, J D., Isometric immersions of Riemannian pro- 
ducts, J. Diferensial Goem ,5{1971), 1— 2,159 — 168. 
[6] Floroperon, A B., & Aok AH CCCP, 198 (1971) 1. 


42- 43, 

[7] Towmm .3. T., € Yoe warewM Hayk, 1811973). 4, 
47—76. 

[8] Friedman, A., Iometric embedding of Riemannian 


manifolds into Euchdean space, Rew Modem Physics., 
37 (1965), 201—203. 


[9] Bopuceuxo, A. A... Yap Teomerp 065.3, 19 (1976, 
11 一 13. 
[10] Jacobowitz, H., Extending isometric embedding, J 


Differential Geom. ,9 (1974), 2, 291—307 
A A Bopuenxo # 


DEEI 一 些 很 好 的 综述 是 [A1] 2 Jv3kt-L fü oK w 


己 的 名 著 [A21. 上 面 提 到 的 结果 大 部 分 在 后 者 中 可 以 看 到 ， 


在 西 文 文献 中 Petersom -Codazzi 方程 (Peterson- 
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Codazzı equations) 通常 称 为 Mainardi - Codazzi 方 
$ (Mainardi - Codazzi equations). 
# š x Rk 
[A1] Spivak, M., A comprehensive introduction to differen- 
tial geometry. 5, Publish or Persh, 1976. 
[A2] Kobayashi, S. and Nomizu K ., Foundations of differen- 
tial peornetry, 1—2, 1ntersciencee , 1963—1969. 
F 8 BA 详 


类 域 论 [ dass field theory; nogeiš Kutaccon Teophg] 
描述 F 列 儿 种 类 型 的 域 K AJ Abel 扩张 (Abelian ex- 
tensions) (Galois 群 是 交换 群 的 有 限 Galois 扩张 ) 的 理 
论 : KEER OR, R OKERE: 2) K E El p 
进 数 域 Q KARP GE 3) 天 是 有 限 域 上 一 个 变量 的 代 
数 函 数 域 ; 4) K 是 有 限 域 上 的 形式 早 级 数 域 . 

L. Kronecker, H. Weber, D. Hilbert 及 其 他 - 
些 人 人 总结 出 了 类 域 论 的 基本 定 悍 ,并 在 特殊 情况 下 作出 
了 证 明 ( 亦 见 代数 数论 (algebraic number thcory)). 

2) 和 中 类 型 的 域 称 为 局 部 的 (local) ，1) 和 3) 类 
型 的 域 称 为 整体 的 (gobab 相应 地 ,可 称 局 部 类 域 论 
和 整体 类 域 论 . 

在 局 部 类 域 论 中 ,具有 Galois # G(L /下 的 每 个 有 
限 Abel 打 张 工 7 天 与 天 的 乘法 群 兵 "的 范 子 群 靖 ,ve 人 对 
ERN (LU POE T 8 L , 存在 一 个 标准 同 构 o: 
G (L/ K) = KY N, (L'Y —— 类 域 论 的 卡 同 构 {main 
isomorphism ). 形式 群 ( 见 [1) 的 理论 给 出 了 这 个 同 构 的 
明确 形式 , 反之 , 攻 " 的 性 何 具 有 大限 指数 的 开学 群 前 可 
以 成 为 某 一 Abcl 扩张 工 的 范 子 群 一 一 存在 性 定理 (exis- 
tcnee theorem). 

# L 5 L, 足 域 天 的 两 个 有 限 Abel 扩 张 , = 上 上门 
L. N=L- L, W 


Nu KM’) = N, KEON, alL, 
(l) 
Ny KND) = N, KEND MN Ny oxi). 
包含 关系 工 | 三 工 威 立 , 当 且 仅 当 
N, RE] D Ne yk(E 


这 时 图 


Re 


G(L | / K} K` /Ni (L) 
a} 1 (2) 
G(L /K) = KSN, (L°) 
R uj 283509, 这 里 将 工 | 的 自 同 构 限制 在 上 上 , p E 
由 于 "一 天 的 恒 等 映射 诱导 出 来 的 . 特别 地 ,车 Kt p K 
的 极 大 Abel 扩张 , 则 Galois 群 G( K% / K)1; Be K° M #F 
影 有 限 完 全 化 是 典 落 同 构 的 
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而 构 四 也 刻 夯 了 GtL 7 天) 中 的 分 歧 子 群 序 殉 . 例 
B. 3 H KISS SU (KYRA N (L Pe, 
上 /KK 是 不 分 歧 的 ,这 时 生成 群 G 人 /区 ) 的 Frobenius B 
同 构 与 .Nxt 上 ') 对 应 ,其 中 是 KART, 
KERRE THH e. 

利用 和 群 的 上 同调 语言 , 同 构 多 解释 为 Tale 上 同调 群 
之 间 的 同 构 

HGL /K), Z) = G(L / K) 
及 
HGL / KRE) = K /Nxt ) 


进而 , W L /K A J 88 bR BU EA R Galois 扩 
张 . 则 对 任意 整数 上， 有 标准 同 构 o, : 


HUG(L / K) L) = HGL / K). L`). 
给 定 Galois 域 塔 Mf > L >K, WER 
inf: H'(G(L / K} L`) — H2(G(M / K). M`) 
保持 不 变量 ( 兄 Brauer BE (Brauer group)), ifa 1 
res: H2(G(M /RM 人 一 有 GUN / L), M`) 


ETERRU IL IK]. 若 民 是 天 的 可 分 闭 包 , 不 变量 定 
X T KB Brauer 群 
Br(K) = H` (G(K/ K), K”) 
与 们 | 世 之 阐 的 典范 同 构 . 
在 整体 类 域 论 中 ， 伊 代 尔 类 群 (网 伊 代 尔 (idele)) 
起 了 乘法 群 的 作用 . 设 L / KERERE A B Galois 扩 
E SSS Y S MEL SSS SI BTR 


=... è 


可 以 证 明 H' (GLK, CL) =l & H*(G(L/K), C, )= 
ZijnZ， 其 中 n=[L: K]. AAWE A invi H° (G (LY 
K), C,)— 避 / 工 .和 局 部 类 域 论 一 样 ,对 任何 整数 n 存 
在 同 构 (整体 类 域 论 的 主 同 构 》; 


pH AGL / Ky) = H"G / K). Ca). 


对 于 Abel 扩张 二 /其 , 同 构 p W S 18 0: G(L/K) 
~C kiN oC W f N, C: Ë -WREE L. 反 
之 , C 中 任何 指数 有 限 的 开 于 群 一 定 是 某 个 有 限 Abel 扩 
rem). 与 (1) 和 (2) 类 似 的 关系 式 对 于 整体 城 也 成 立 . 若 
K” 是 域 KEEA Abel 扩张 , 则 在 函数 域 的 情况 , BF 
G(K**/KK) 与 群 Cx 的 射影 有 限 完全 化 同 构 . 在 数 域 的 情 
形 G{K*/K) 与 Ck 对 于 其 连通 分 支 的 商 群 同 构 ， 

HA o, 与 由 是 相 容 的 . 若 L/K 是 整体 域 的 有 限 
Galois 扩张 ,上 ,是 工 关 于 赋值 b 的 完全 化 ,天 ,是 开关 于 
v 在 KK 上 的 限制 的 完全 化 , 则 有 交换 图 ; 


Ya 
H'NG(L/K} Z) ~ 


H"(G(L / K). C.) 
coresf fr (3) 
H" YGL /K) Z) = HGU, / K). LL). 


其 中 映射 了 是 由 媒人 工 ' 一 荆 C, 及 提升 映射 核 诱导 
出 来 的 ， 当 =0 时 , (3) 给 出 了 交换 图 : 


Re 


SL K) [GL /K) G(L /KY Cr M, KiC) 


1 1 (4) 


MEG) 可 以 得 到 城 兵 的 紊 除 子 在 Abel 扩 张 工 / 天 中 
的 分 和 解 定律 . 即 玉 的 京 除 子 : 在 工 中 不 分 歧 (G r M), 
SARH UK, N C {相应 地 , K E N, tE. 

# Kh ER T O L h 3. p E K dh 25 Rz Te 
HR. < 是 上 ,的 紊 元 , 则 可 定义 Artin 符号 


jx = iin) ë G(L / K) , 
它 忆 依赖 于 5 ， 它 是 vb 的 分 解 子 群 中 的 Frobenius É 


m. 38 E Ue5orapea 密 度 定 = (Chebotarev dens- 
ity theorem) ， 对 于 群 G(L /K) 中 的 任何 元 素 , 有 KüJ 
ERM ERT., EERS 
Ea 

C 

Ban. Ri K SR KEE Abel #'3É F ( PFR29 Hil- 
bert 类 域 (Hilbert class field)) 的 范 于 群 是 群 KK 
ILU(K)#fE S L. — C. THR. 3: rh o 38 H; KARA 
的 位 . 群 LO K'ITU(K,) 5 K RAR CI, 典范 同 构 ,这 
给 出 了 重要 的 同 构 G(F/ K)= Cl... 特别 地 , 当 旦 权 当 外 
的 类 数 为 1 时 , KK 没有 非 分 野 Abel 扩张 . 

域 天 的 素 除 子 " 在 下 中 分 解 的 类 型 由 (在 忆 I 中 的 
类 完全 决定 .特别 地 , 当 且 仅 当 * 为 主 除 子 时, O 完全 分 
型 , 天 的 所 有 除了 于 在 下 中 成 为 主 除 子 . 

正如 非 分 旱 Abel 扩张 的 类 域 论 可 以 用 除 子 类 群 及 
其 子 群 来 解释 那样 ,任何 Abel 扩张 可 以 用 对 于 某 个 适 
当 的 模 的 束 类 群 所 表征 { 见 代 数 数论 (algebraic number 
theorem)) .类 域 论 也 可 推广 到 无 限 Galois 扩张 ([4]). 

虽然 类 域 论 是 作为 Abel 扩 张 的 理论 提出 来 的 ,但 
是 它 的 结 困 也 给 出 了 非 Abel 的 Galois 扩张 的 重要 信 
S. Hm, ARARE E tower of fields)) 存 在 


性 的 证 明 就 利用 了 类 域 论 . 
参考 文献 
[1] Cassels, J, W. S. and Fröhlich , A (eds.), Algebraic 
number theory ， Acad. Press, 1967, Chap. 
Y. 


[2] Weil , A. , Basic number theory , Springer , 1973. 
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[3] Koch, H. , Galoissche Theorie der p - Frweiterun- 
gn, Deutsch . Verlap Wissenschaft., 1970. 
[4] Kym , JI. B., «Ha. AH CCCP Cep. matem. $, 

33 (1969), 6 , 1220-1254. JL B. Kymmm $È 
LANEI j A j Së K KEAT. P| 25 Cl 是 4 
的 陈 子 类 群 (divisor class group), 也 就 是 4 的 理想 模 
主 理 想 的 类 群 . 

域 必 的 所 有 除 子 在 它 的 极 夫 非 分 此 扩张 下 中 都 成 
为 主 除 子 的 事实 称 为 主 理想 定理 ， 

[A1] 和 [A2] 是 关于 类 域 论 的 现代 最 新 的 好 书 , 后 
一 本 书 也 讨论 了 类 域 论 的 居 代 尔 理 论 形 式 与 束 类 群 的 
关系 

Kronecker - Weber 定理 证 明 Q Hti tA Abel 
扩张 都 包含 在 某 个 各 心 ) 肉 ,这 里 志 是 站 次 本 原单 位 根 
( 即 名 = r él, # m =n). Kronecker 还 猜测 , E 
ZKO 一 d Ad EN) 的 每 一 个 Abel 扩张 部 包含 在 
有 揽 乘 的 椭圆 曲线 的 扭 点 生成 的 扩张 内 ， 这 被 工 Ta- 
kagi ([A31) 所 证 明 . 它 在 局 部 域 情 况 的 类 似 戎 Lubin - 
Tate 定理 : 局 部 城 兵 的 整数 环 44 上 的 Lubin -Tate J 
式 群 的 扭 点 和 下 的 极 大 非 分 歧 扩 张 一 起 生成 K BJ 38 K 
Abel 扩张 {[A4]). 利用 这 些 形式 群 , 可 以 给 出 局 部 互 反映 射 
K` 一 Gal (KKK)} 的 非常 清楚 的 刻画 ， 也 见 [A5]. 
Lubin - Tae 形式 群 类 似 于 具有 极 大 自 同 态 环 的 有 复 
F Ae Hh E Hh ER.. 

RET L— N, CLOC 建立 有限 Abel 扩张 工 /区 
A K BJBAVAR2S 3 Cx 中 指数 有 限 的 闭 子 群 之 间 的 一 一 
对 应 (Cx 的 拓扑 见 仇 代 尔 (id&de)) .这 称 为 类 域 沦 的 存在 
性 定理 (existence theorem of class field theory). 若 L/K 
S CePA TEE N Ita 则 工 /区 称 为 对 的 类 域 . 设 m 一 
ITL,y” 为 天 的 素 除 子 的 形式 积 ， 其 中 ， 对 所 有 的 ? 有 
n 20; 对 几乎 所 有 的 p 88 n, =0; 4 p 为 天 的 无 限 素 除 
子 时 , a =O R 1. 这 种 形式 积 称 为 正 除 子 {positive di- 
visor) aR ME (cycle). Htp, U K Sun ef T p Pr Ë 
立 的 赋值 实 施 完备 化 得 到 的 局 部 域 , 4, 为 其 整数 环 .对 
每 个 有 限 紊 数 , 当 P >0 时 , 令 U ”={x&44:x 二 1mod p M 
而 USU =A E A, HENE. 对 于 无 限 素数 y， 
b ARW, 定义 U = 及 ERS: 当 p 为 实数 时 ， N 
X 1 一 及 ; p 为 复 的 时 ， 定 义 U’=U, =C. 给 定 一 
正 除 子 n， 它 对 应 Cr 的 -- 个 于 群 恕 上 下 天 7 天 ,其 中 
点 是 伊 代 尔 群 1 的 一 个 子 群 : 


IS {oelk: “s UP. 


对 于 一 切 ? 上， 


TC} BARR Be (congruence subgroup}. 确切 地 
说 是 C. hn 的 同 余 于 群 ， 对 应 的 类 域 K" K , BIS 
E Ne £ C=C BY Abel 扩张 称 为 机 1 BRRR (ray 
cass field). # 1 的 束 类 城 有 特殊 的 兴趣 , 称 为 Hilb- 
ert 类 域 (Filbert class field), 因 为 Cx/ Ck 显然 与 所 


有 理想 模 主 理想 的 理想 类 群 同 构 ， 
参考 文献 
[A1] Fwasawa , K. , Local dass fisld theory, Oxford Uni. 
Press, 1986. 
[A21 Neukirch, J. , Class ficld thcory, Springer, 1986. 
[A3] Takagi, T., Ueber eine Theorie des relativ - abels- 
chen Zahlkorpers, J. Coll. Sci. Imp. Unit. Tokyo, 
41 (1920). 1-132. 
[A4] Lubin, J. and Tate, J. , Formal complex multiph- 


cation in local Helds , Ann. of Math. , 81 (1965), 
380 — 387. 
[A5] Hazewinkel , 
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M. , Local class field theory i$ easy, 
, 18 (1975), 148 一 181. 
Er W ”起 春来 校 


可 微 类 | dass of differentiability ; nudhbepemuupyewocrn 
kac], JF (smoothness cass) C'(0&k <) 

刻画 可 微 喘 射 (特别 是 函数 ) 的 -种 机 念 . C'H h 
一 切 连 续 函 数 所 组 成 , C* 类 是 由 一 切 具 有 不 超过 上 阶 的 
连续 导数 的 函数 所 组 成 的 函数 类 (特别 .C” 是 由 一 切 
具有 任 痢 阶 连续 导数 所 组 成 的 函数 类 )}, 而 C" 类 是 所 有 
实 解 忻 函 数 构 成 的 类 . M. H, Boincxomaañ P 
[ 补 注 】 记号 Ceta 指 英文 anaiytic ) 有 了 时 不 常用 ,而 经 
WB C" 来 代替 (ww 表示 第 一 类 超 限 序数 )， ENE 译 


既 典 天 体力 学 中 的 数学 问题 [classical celestial mechanics, 
mathematical problems in ; mec è meGecmoh 
MCXAHHKE MATEMATHICCKIC JANIE | 

由 研究 重力 场 中 天 体 运动 而 产生 的 天 文学 中 的 问 
题 ， 太阳 系 的 行星 和 卫星 是 夫 体 力学 研究 的 经 典 对 
象 . H E X X šE (5) td S < x SE RU E joj 8 (stellar 
astronomy, mathematical problems of 六 研究 恒星 和 
恒星 系统 的 运动 . 天 文 动力 学 研究 人 造 天 体 的 运动 . 因 
为 太阳 系 中 物体 之 闪 距 离 允 大 于 物体 本 身 的 尺 十， 
所 以 平移 运动 和 旋转 运动 谓 以 分 别 研 究 ,而 且 在 研究 平 
移 运 动 时 , 本 阳 系 的 所 有 物体 可 以 看 作 按照 牛顿 引力 
定律 相互 作用 的 质点 一 一 称 为 入 体 问题 (N- body 
problem) .大 部 分 经 典 天 体力 学 的 何 题 可 通过 这 一 问 
题 的 理想 化 余 式 来 描述 .对 尾 意 初 始 导 情况， 和解 快 这 
一 问题 的 唯一 通用 方法 是 效 值 积分 ， 不 过 ， 数 值 积 分 
不 能 阐明 时 间 范 围 很 大 的 系统 的 发 展 , 已 知 若干 适用 
于 任意 咀 时 的 个 别 类 别 的 解决 方法 {例如 , Euler 和 
Lagrange 周期 解 ( 见 [1])， 对 三 体 问 题 (three - body 
Problem)}) 的 一 般 特性 研究 较为 充分 . 水 及 下体 问题 的 
大 部 分 结果 是 借助 行星 问题 的 挑动 理论 取得 的 ， 即 当 
NN 一 1 物体 的 质量 与 中 心 物体 的 质量 相 比 很 小 的 情况 . 
如果 对 扰动 忽略 不 计 ， 则 运动 方程 退化 为 双 体 问题 的 
方程 ， 并 且 可 积分 为 封闭 形式 . 此 时 ， 行 星 的 运动 
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服从 Keppler 定律 ， 对 于 质量 很 小 时 的 情况 ， 取 得 了 
若干 重要 类 型 解 的 解析 的 延 拓 : 周期 解 和 淮 周 期 解 ， 
证 明了 具有 不 可 比 有 最 频率 的 准 周 期 运动 是 最 -EE 
动 的 形式 .这 些 结果 使 得 有 可 能 接近 解决 行星 相互 作 
用 下 太阳 系 的 稳定 性 问题 . 

研究 得 最 为 充分 ， -其 中 两 个 有 限 质量 的 物体 沿 枯 加 加 
道 围 绕 惯 性 中 心 运动 ， 第 三 个 物 体 的 质量 很 小 ， 忽 略 
不 计 . Hill 问题 (Hill's problem) 也 研究 得 相当 充分 ， 

它 描述 了 受到 来 自 非 常 通 远 但 是 巨大 的 物体 扰动 的 卫 
星 运动 。 有 限 三 体 问题 对 于 小 行星 运动 理论 具有 重要 
X. Hil 问题 则 对 月 亮 的 运动 理论 很 重要 ， 

为 建立 具体 的 天 体 运 动 的 理论 ， 详 细 研 究 了 有 效 
的 计算 方法 ， 它 们 以 将 解 展 开 为 小 参量 的 知 级 数 为 基 
RH. 这 些 方法 依据 时 间 是 仅 作 为 扰动 表达 式 中 三 角 函 
数 的 自 变 量 而 存在 ， 折 或 这 些 表 达 式 以 显示 方式 含有 
时 间 ( 称 为 长 期 摄 动 {secular perturbations)) 而 分 成 两 
B. 第 一 组 的 方法 非常 复杂 ， 应 用 于 需要 求解 的 时 间 
范围 与 未 扰动 运动 前 周期 相 比 非常 大 的 情况 (例如 ， 用 
于 月 亮 运动 的 理论 ] . 对 天 体力 学 的 计算 方法 而 言 , 必 
人 须 完成 大 容量 的 计算 是 其 突出 特点 ， 

大 行 其 的 运动 理论 归结 于 对 NN 体 问 题 求 解 ， 这 里 
六 =10， 理 解 为 太阳 及 其 九 个 行星 . 运动 方程 组 的 近 
似 积分 可 以 借助 于 级 数 的 分 解 (解析 法 ) 或 用 数值 积分 
方法 求 得 ， 大 行星 运动 的 理论 应 该 满足 下 列 四 个 条 
件 :1) 它 应 建立 在 统一 的 数学 方法 基础 上 ，2) 根据 相互 
协调 的 天 文 常数 系统 ， 确 定 积分 常数 ，3) 理论 的 准确 
上 度 应 与 现代 宇航 实验 的 要 求 相 符 ，4) 理论 应 适用 于 很 
长 的 时 间 范 围 ，20 世纪 70 年 代 之 前 存在 的 理论 {是 所 
有 天 文 星 历 的 基础 ) 不 能 满足 上 述 四 项 要 求 . 该 理论 是 
由 不 同 的 作者 ， 使 用 不 商 的 方法 和 在 不 同 的 时 间 建 立 
的 . 建立 满足 现代 要 求 的 理论 ， 不 广泛 利用 电子 计算 
机 和 和 进行 完善 的 观测 ， 是 不 可 想象 的 ， 

卫星 返 动 的 理论 在 许多 方面 都 与 大 行星 运动 的 理 
论 相 和 杖 ， 热 而 ， 它 有 一 个 特点 ， 即 卫星 围绕 转动 的 行 
星 的 质量 远 小 于 太阳 的 质量 ， 而 太阳 的 引力 使 卫星 的 
运动 出 现 很 大 的 扰动 . 对 近 虐 离 的 卫星 还 必须 考虑 中 
心 天 体 的 不 蒿 度 ， 与 此 相关 ， 两 个 固定 中 心 的 问题 具 
有 更 要 意 兴 、 因 为 不 圆 的 行星 的 势能 可 以 相当 准确 地 
用 适当 方式 选 出 的 郑 个 质点 的 势能 来 近似 . 


prr 
[i] Aym, r. H., Heenan Mexaguka ,2 wan, M., 1968. 
[2] Cupasowgoe pygosomcmeo no meecHoŭ ë mExAHHE H 
arThommammee , M., 1971. T. A deGorapen E 
LEI 大 们 不 再 相信 共有 不 可 比 量 频率 的 准 周期 
适 动 是 最 一 般 的 运动 形式 . 事实 上 ， 在 H. Poincaré 
的 论文 发 表 后 ， 在 这 一 领域 工作 的 人 就 坚信 {Poincare 


称 之 为 下 渐 近 的 (bi - assymptotique) ) J jg ë 3 (ho - 
moclinic motions) 的 存在 ， 
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经 典 组 合 问题 [ daccical combinatorial problems ; Kaa- 
CHYCCKHE KOMOHHA Opiipe JANAH | 

关于 有 限 混 中 元 过 的 选取 和 安排 的 问题 ， 其 原型 
常常 是 表述 一 益 智 形式 的 娱乐 性 内 容 . 

以 古代 东方 的 神秘 面条 出 现 的 一 个 经 典 组 全 问题 
是 构 作 幻 方 (magic square)， 这 里 把 开头 i 个 正 整 数 
安排 成 nxn 方 隆 ， 使 得 每 一 行 . 列 以 及 对 角 线 上 数 的 
和 都 外 此 相等 ， 例 如 

492 
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8 16 
R n=3 时 的 一 个 幻 方 . DAAE EAA zk 
(如 见 [1])， 但 当 n>4 时， 确定 ma 阶 幻 方 的 个 数 是 一 
个 至 仿 尚 未 解决 的 难题 (1978). 

L. Eur 研究 过 不 少 组 合 问 题 ， 其 中 之 一 是 36 名 
ERFA (problem of 36 officers)， 它 要 求 把 来 自 6 
个 不 同 团队 并 具有 5 种 不 同 军阶 的 36 名 军官 安排 成 
6 Xx 的 方 阵 ， 使 得 每 行 和 每 列 上 恰好 有 来 自 各 团队 
的 一 名 军官 ， 也 恰好 有 具 各 军阶 的 一 名 罕 官 .元素 为 
1,…,n 的 一 个 nxn 方 阵 称 为 一 个 拉丁 方 (Latin squ- 
are), 如 果 每 行 和 每 列 上 的 元 素 都 不 同 . 涛 个 拉丁 方 

称 为 正 交 的 (orthogonal)， 如 果 把 它们 生 置 起 来 后 , 在 
nn? 个 位 置 上 的 各 元 案 偶 者 不同，36 名 军官 问题 等 价 于 
存在 一 对 正 交 的 上 阶 拉 丁 方 ，Euler 猜想 当 n=4k+2, 
二 1 ,2,…, 时 不 存在 一 对 正 交 的 n 阶 拉丁 方 . G. Tarry 
在 1900 年 验证 了 当 n=6 时 狂想 成 立 ， 从 而 证 明了 36 
名 军官 问题 无 解 . 在 1959-1960 F0, BEH rti 
T n=4k +2, 上 = 二 2,3,…， 存 在 一 对 正 交 的 n RETH 

见 [2]}. 

Eukr 研究 过 的 另 一 个 问题 是 Kinigsberg 桥 问 题 
(problem of the Kinigsberg bridges )， 其 内 容 如 
F: 一 河流 经 城市 ， 河 中 有 二 岛 ， 河 上 架 有 连接 两 岩 
的 ?了 座 桥 ， 问 是 否 可 能 从 一 点 出 发 经 过 每 座 桥 怡 好 一 
次 而 回 到 出 发 让 . 设 顶 点 对 应 于 地 域 , 边 对 应 于 桥 ， 则 


= — yn w x< 


问题 可 以 表述 为 :在 图 1 所 示 的 图 上 , 是 和 否 能 完成 一 次 
从 一 点 出 发 经 过 每 边 怡 好 --- 次 而 回 旬 起 点 的 环 游 { 见 
图 的 回路 (graph circuit )}. 


d 
图 1 
如 果 在 一 个 图 上 可 作 此 环 洲 , 则 称 该 图 有 一 个 Euler 
W. 让 uler 证 明了 一 个 图 上 有 这 种 图 当 且 仅 当 庶 图 达 通 ， 
以 及 与 每 一 顶点 关联 的 边 数 是 偶数 . 因 图 1 所 示 之 图 不 
WERTER, 故 Kiimigsberg 桥 问 题 的 解 管 是 这 种 环 
游 不 可 能 ， 即 司 不 要 求 回 到 出 发 点 , 也 不 可 能 有 这 种 他 
游 ， 这 时 所 解决 的 问题 是 在 图 上 Euler 链 (Euler chain) 
的 存在 性 , 一 个 图 具有 Euer 链 当 且 羽 当 它 连 通 , 以 及 
所 关联 的 边 数 为 奇数 的 顶点 数 是 0 或 2. 图 1 所 示 的 
图 满足 这 个 条 件 ( 见 [3]). I 
W. Hamilton 在 1859 年 发 明了 一 种 “环球 旅行 ” 
游戏 ， 它 要 求 在 和 图 2 所 示 的 图 上 经 过 每 个 顶点 (城市 ) 
恰好 一 次 并 回 到 出 发 点 的 路 . 图 中 具有 这 种 性 质 的 路 
称 为 Hamilton 回路 (Hamiltonian cycle) .现在 (1978) 
还 不 知道 在 一 个 钾 中 存在 Hamilton 回路 的 充分 必要 
A REB). 


图 2 

FN) Hamilton 中 路 的 问题 有 才 种 推广 ， 旅行 
一 , 它 在 运筹 学 特 草 是 解 某 些 运输 问题 中 有 不 少 应 
用 .这 个 向 题 的 内 容 如 下 ， 设 有 若干 城市 ,它们 之 各 的 
ERCH. 要求 找 出 经 过 所 有 城市 栓 一 次 并 回 到 出 发 
处 的 最 短跑. 

T. P. Kirkman 在 1850 年 提出 了 15 各 女生 和 问题 
(problem of the 15 schoolgins)， 并 于 "1851 年 给 
出 该 问题 的 一 个 解 . 女 教师 要 为 她 的 学 生 安 排 一 个 下 午 
散步 的 日 程 表 : 每 天 把 这 15 名 女生 分 成 5 组 ， 每 组 3 
人 , 使 得 每 两 个 女生 在 7 天 中 有 且 仅 有 一 夫 分 在 同 -- 
H. 这 个 问题 与 构 必 Steiner 三 元 系 (Kirkman, 1847 ; 
J. Steiner, 1853) 有 关 , 一 个 5 阶 Steiner = TR ( Stei- 
ner triple system). 239 STS (0) £ S (o), “是 # 元 集 的 
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HIETE, Wilt t LRAT- + 3 X 
集中 . 对 vt 所 15 前 Steiner 三 元 系 已 完成 分 类 : 对 bb 一 3.7， 
9, 二 元 系 在 {对 0 个 元 豪 的 置换 及 由 此 导出 的 3 元 六 集 
的 置换 所 定义 的 ) 等 价 关 系 下 只 有 唯一 一 类 ; 对 v=13 
和 15， 则 分 别 有 2 个 和 中 个 不 同等 价 类 . 当 v>]5 时 ， 
等 价 类 的 个 数 还 不 知道 {19798}， 当 t>3 侧 ， 一 个 Stei- 
ner 三 元 系 是 一 种 特殊 的 平衡 不 完全 区 组 设计 (block 
design). 

经 典 的 匹配 问题 {matching problem ) 是 这 样 的 : 
设 有 两 付 相 同 的 牌 , 每 付 # 张 , ARETHA. ER 
WAK 吕 :r=0,…,m， 它 是 第 二 付 牌 的 排列 数 ,使 得 两 
付 牌 的 相应 牌 相 比较 时 ， 相 同 牌 的 相遇 数 是 r,r=0， 

n. 3 r=0 ff. 这 就 是 更 列 问题 ( derangement 
problem }， 它 首先 由 P. Montmort (1 703) 提 出 . Euler 
考 虚 过 求 一 个 行列 式 的 不 会 主 对 角 线 上 元 罕 的 项 数 的 
问题 ,这 个 问题 等 价 于 确定 D... 

丐 配 问 题 是 组 合 分 析 中 关于 限 位 排列 的 研究 的 分 
Xú SM. 可 以 在 作用 于 集 含 天 上 的 次 置换 的 集合 
S. 中 引信 一 种 车 离 p， 它 定义 为 


pt) = | TFT xe X)], ss €$, 
则 
D, = | {s: Xs s)=n-—r seS, |, 
从 而 


_ n!" 1 _ 
Dau = FAC Tr r=0,,..,n. 


利用 置换 间 的 距离 还 可 以 表述 另 一 个 经 典 组 合 问 
题 ,通常 称 为 夫妻 问题 (married couples problem, 或 
probleme de ménages)， 它 要 求 n zJ £ *# HPD) s 69 
2n 个 位 置 就 座 , 并 使 每 位 丈夫 与 他 的 半 子 不 相 邻 , 试 算 
出 如 此 安排 的 个 数 M... 于 是 


My; = 2-nU,, 
U, = | (s: p(s,e)=n, p(s,c) =n, s ES} |. 
这 里 的 e 是 恒 等 置换 ， e=(1," n). 已 经 得 到 下 述 公 
式 : 
2n 一 大 
U, = sm $o] l i. 
和 如果 记 
LGs = | {5: ps, 51)=n, PS, 32)=#, s68} |, 
WU (s, 5) 只 依赖 于 s;'s, 的 循环 结构 ,并 能 表示 成 一 
个 公式 ,其 中 用 到 de6annes $0 (Chebyshev poly- 
nomials) € W. [4] ) ， 
与 上 述 何 题 密切 相关 的 是 确定 上 xn f T kS 
(Latin rectangie) 的 个 数 忆 和 拉丁 方 的 个 数 工 . 一 个 


(n-k)! 
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kxn 拉 了 矩形 可 以 看 成 是 nn 次 置换 s... s 的 一 个 有 
FH, 其 中 ， 4 isj 时 p(s, 5)=n, 可 以 证 明 


Li. = nl, Loan = Dn!, D, = Dag. 


CEPIS] 
L. = n! Ý k|D D, U, s, Uy = D, < 1 


=i) 
已 经 证 明 对 >0, keni R 
k 
Lin = ane (1+8), 


Hpt n — o hF > O. 3 n <9 时 的 n 阶 控 丁 方 的 
个 数 已 经 确定 . 

ber of partitions of a “positive integer ) 最 早出 现 于 
1669 年 G, Leibnitz 给 J. Bemoulli 的 一 封 信 息 . 本 过 
发 展 这 一 整 类 问题 的 解法 是 Euer 完成 的 ,他 为 此 目的 
成 功 地 使 用 了 无 穷 莱 积 形 式 的 生成 函数 . 特别 地 , 他 证 
AT mtn 分 拆 成 # 个 加 数 的 分 拆 个 数 等 于 m 分 拆 成 
至 多 n 个 加 数 的 分 拆 个 数 ， 而 后 者 又 等 于 普 分 拆 成 加 
数 都 不 超过 mm 的 分 拆 个 数 ， 它 也 等 于 数 

n+] 


m+ 2 


SE Ln 个 不 同 的 加 数 的 分 拆 个 数 . 
经 典 的 分 配 问 题 (allocation problem) 是 要 确定 把 
m 个 不 同 的 东西 放 和 人 n ARARIRE AER? 
个 方 格 保 持 空 的 方法 个 数 Cadr). AER 
n 


Contr) = bE r. r=0..... n, 
其 中 


k k 
Ao" = Fily 水 一 7 
了 t 
HA=k!oim, k), Woh o(m, k) 是 第 二 类 Stirling 
数 . . 
这 种 研究 . .包括 其 各 种 推广 和 变形 ,是 在 概率 论 应 
用 的 背景 下 进行 的 . HRAD MMAR m An < 
限 增 大 时 得 到 的 种 种 亲近 结果 . 
参考 文献 
T1 Docrmros, M. M., Mannee kampam M.. 1964. 
[2] Hall, M., Combinatorial theory, Blaisdell, 1967. 
[3] Ore, O., Theory of graph, Amer. Math. Soc., 1962. 
[4] Riordan, J., An introduction to combinatorial analysis, 
Wiky, 1958. 
[5] Harary, F., Graph theory, Addison- Wesley, 1969 ( 中 
译本 : F. RE, ME, LERH 1980). 
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{ 补 注 3 
参考 文献 
[A1] Rwser. H. J., Combinatorial mathematics, Carus Math. 
Monogr., 14, Math. Assoc. Amer., 1963p i£ k : H. 
J. HF. 组 台数 学 , 科学 出 版 社 ，1983). 
【译注 了 EHESS $t ER- R, EBH EH 
史上 著名 难题 ，1971 年 由 DD. K , Ray- Chaudhuri # R. 
M. Wilson 解决 (实际 上 中 国 组 全 数学 家 陆 家 闵 在 
1961 一 1965 年 间 已 解决 此 问题 ， 人 其 结果 未 能 发 表 ) . 
HRA X L00884 So), MERE — AKH E 
共同 的 ， 则 是 不 相交 的 , 用 do) RAMAH 
SUMRAK TE, BAN v 之 3 有 1Sd(6yS6—-2, PE 
由 于 4# 泡 集 沪 所 能 构成 的 全 部 不 同 的 三 元 组 的 总 数 是 
G), 而 一 个 S(9) 共 有 b=wolv 一 1)16 个 三 元 组 之 故 . Mh 
是 d(9)=v~2 的 所 有 ce 一 2 个 Sp) 称 为 不 相交 Stemmer = 
元 系 大 集 . 大 集 存 在 问题 是 组 合 学 史上 另 一 著名 难 
JE. 1978 一 1981 年 由 陆 家 半 独 立 解 决 ，1983 一 1984 年 发 
表 , 由 于 他 1983 年 狂 然 去 记 , 和 遗留 问题 后 由 上 .Teirlink 
和 解决， 
参考 文献 
[BI} Lu Tiaxi, On large sets of disjoint Steiner triple 
systems I-I, J. Combinatorial! Theory (A), 3⁄4 
(1983), 1, 140-182; IY — YI, J. Combinatorial Theo- 
ry (À), 37 (1984), 3, 136-192, 
[B] FAS., Steiner RETRETAR, g 
Æ, 15(1986), 2, 175-184. 
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HAR [classical group; KaaccHwectkaa rpyona)] 

#+ K# E F BJ PE 3 XK SË TEN (sesquilinehr form) f 
H ARAR KEKE f fll E (ME, s KERE 
满足 一 些 附 加 的 条 件 . 典型 群 没 有 精确 的 定义 . HiS 
是 零 型 或 是 非 退 北 反 身 型 ;有 时 EE 取 成 有 限 型 的 自由 
模 . 人 们 常 将 与 型 的 自 同 构 群 密切 相关 的 其 他 的 群 ( 例 
如 ,它们 的 换 位 子 群 或 对 于 中 心 的 商 群 ) 或 它们 的 某 些 
推广 (例如 ,EE 的 在 差 一 个 数量 因子 或 下 的 一 个 自 同 构 
的 意义 下 保持 了 的 半 线 性 变换 的 群 M Eda ate. 

典型 群 与 几何 密切 相关 : 它们 能 作为 射影 空间 的 
(也 作为 对 于 Grassmann 的 某 些 烧 的 , 见 [2]) 保持 某 些 
名 然 关联 关系 的 恋 换 的 群 来 刻画 . 例如 , 按 射 影 几何 的 
基本 定理 , 除 环 K E n 维 射影 空间 中 中 保持 共 线性 的 所 
有 变换 的 群 , 当 m#3 时 与 关中 所 有 射影 变换 的 典型 群 
一 致 , 由 此 ， 典 型 群 结构 的 研究 具有 几何 意义 它 等 价 
于 相应 的 几何 的 对 称 性 ( 自 同 构 ? 的 研究 . 

"4 KEBBE, E JA KK 上 的 n 闪 向量 空间 时 ,典型 群 

的 理论 已 建立 得 非常 深入 了 ， 从 现在 起 , 假定 这 些 条 件 
己 具 备 , 于 是 下 列 一 系列 群 (将 在 后 面 拱 述 ): GL (K, 
SL.(K), SP.(K), O.(K , f), U. (K, f ), 18 WK 6k 35 30 35 Be. 


raran 


18 1 昆 零 型 , 则 /的 全 部 自 同 构 的 群 与 互 的 全 部 
自 同 构 { 即 从 EE 到 上 5 的 全 部 线性 到 射 ) 的 群 相同 ; 它 由 
GL, (K AR ABRI (skew - feld) K Ln TERRA 
线性 群 (genera) linear group). 有 时 称 为 全 线性 群 
(ful linear group). GL, (K) 中 由 全 部 平 延 {transvec- 
tion) 生 成 的 子 群 用 SL.( 天 ) 表示 ， 称 为 除 环 天 上 nn 个 
变量 的 特 跌 线性 群 (special linear group) (或 么 模 群 
(unimodular Eroup)). 它 与 行列 式 (determinant) 为 1 
的 自 同 构 的 集合 相同 

2) 设 了 三 是 非 退 化 的 半 双 线性 型 ( 关于 天 的 一 个 对 
合 J) ,这 个 型 的 正 变 关系 是 对 称 的 , Bj) 


fxy = = fyna FU 


这 样 的 型 称 为 上 反 身 的 (reflexive). /的 全 部 自 同 构 的 群 
U. (K, SEARS KE n 个 变量 的 对 于 型 f HAR 
tunitary group). 试 只 有 两 种 可 能 ; K ke bg, J=1 1 f 
是 反对 称 骏 线性 型 ,或 者 用 一 合适 的 数 悦 以 了 并 改变 
就 可 改写 /为 Hermite 型 或 反 Hermite 型 . 对 反对 称 
Ef UKS) PR p BR F K E n T % # 5 3: 8 
(symplectic group) (# char K=2, 则 必须 假定 JEX 
错 型 }; 它 记 作 SPO. ig PREAS, h T E Ef 
EE (E 2 B 9 E AA B e r ARE. 在 这 
种 情形 时 n DAR. 对 Hermite 型 和 反 Hermite WE 
一 特 跌 情形 , 即 兵 是 特征 不 为 2 的 域 , J=] 且 了 是 对 称 
双 线 性 型 . 这 时 U ( K, DIAE K E n 个 变量 对 于 型 了 
的 正 交 群 (orthogonal group), E3 OK. f). EAH 
也 可 对 特征 2 的 域 定义 ( 见 [2]). 通常 术语 “ 西 群 "对 群 
UK 门 昨 在 获 光 下 使 轧 的 , 即 茎 非 正 交 群 又 非 辛 群 ， 
也 即 对 非 平 凡 对 合 J 的 情形 使 用 . 

与 典型 群 的 每 个 基本 系列 相应 的 有 它们 的 射影 象 
PGL,(K), PSL,(K), PSp (天 1 POK, f), PUK, fy; 
Wwe a Ue 3 ETIS GL OOR rh Z 的 交 作 成 
的 商 群 . 群 


OFK, f) = OK ASLK) 


EO (K, fW he Fa O (K, f). 群 
UIK. f) = UK /) ASLK) 


以 此 它们 的 射影 象 也 分 别 与 典型 正 交 群 和 典型 酉 群 系 
列 相应 . 

关于 典型 群 理论 的 经 典 探讨 , 其 目的 在 于 阐明 它们 
的 代数 结 榴 , 这 化 为 子 群 的 正规 列 和 它们 依次 的 商 群 的 
描述 (特别 是 正规 子 群 和 单 合成 亲子 的 描述 } .典型 群 的 
自 回 构 及 同 构 的 描述 (更 一 般 地 ,同志 的 撒 述 )， 各 种 类 
型 生成 集 及 它们 的 关系 的 描述 , 等 等 .关于 GLKA 
SL, (K 类 型 的 群 结构 的 主要 结果 如 下 .GLK) (n22) 
HR TRE SLK, I T n=2, KERUP F, E q+ 
TERR) 的 情形 以 外 .GLwt 队 的 中 心 Z. h AAN 
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变换 x 一 xx 组 成 ,其 中 a 是 外 “的 中 心 的 元 素 ， 存 在 子 
群 的 正规 列 


GL(K) d SL,(K) 3 SLK [1 Z, 2 {1} 


# GLEO /SL (K) AHF K'`/C , 其 中 K` E EE KH 
乘法 群 ,而 C E PB iy FB. BE SL, (KO(YZ 是 SL, (K) 
的 中 心 ,而 商 群 


SL,(K) / (SL, K) Za) — PSL,(K) 


都 是 单 群 ,除非 za=2， 兵 =F, R F,， 进 一 步 细节 见 一 
般 线 性 群 (general linear group), $ akg ttg 
(special linear group), $8 (symplectic group), IE 
Æ Æ (orthogonal group) W ËF (unitary group). jË 
型 群 的 结构 主要 依赖 于 它 的 类 型 , 除 环 下 型 的 性 质 以 
及 对 某 些 类 型 典型 群 可 获得 更 详细 的 描述 . 对 其 
他 类 型 还 存在 一 些 未 解决 的 问题 (这 主要 涉及 U (K.f) 
型 的 群 ,其 中 了 是 非 迷 向 型 ). 对 于 典型 养 构 造 理论 , 典 
型 的 样式 是 有 一 个 对 几乎 所 有 下 ,了 及 成 立 的 断言 以 
及 对 断言 失效 的 各 例外 情况 的 研究 (这 样 的 出 外 是 会 
产生 的 ,例如 对 小 的 n 值 , 低 阶 的 有 限 域 , 或 对 型 了 的 指 
数 的 特 萄 值 ) . 

熏 型 群 的 同 构 问题 占据 特殊 的 地 位 . 首先 有 标准 
REK (standard isomorphisms )， 这 些 是 G (n. K. 
f) G'(n", KJO 间 的 同 构 , + 00 E 9 4k $ë + K 
的 特殊 性 大 (也许 要 除 掉 它 的 交换 性 ). 所 有 其 他 的 同 
构 称 为 非 标准 (non - standard) 同 构 . 讽 如 从 SP,(K) 到 
SL,{K)( 其 中 KER). RA UKAA SLIK GE rh 
KEER, JAL ERRAI, m K E JAFRE 
量 的 域 ) ， 都 存在 (标准 的 ) 同 构 . 已 知 的 标准 同 构 的 
更 详细 的 叙述 , 见 [2], [3]. 非 标准 同 物 的 重子 是 : 


PSL-(F,) = PSL,(F.), PSL,(F;) = PSLa(F;), 
PSp.(F;) = PU. (F.). 
还 知道 ， 群 PSL.(K) 和 PSI, (K') (n, m 22) fg ` 
n =m 时 同 构 , 但 要 除去 情形 
PSL,(F;) = PSL,(F-): 
5 m =n>2 BF, (Z 3 KA K' JE |F] P ER E. |P] Hg pt. 4 fE 
同 构 ， 当 m=n =2 h KA K 是 域 也 是 这 样 , 但 除去 
情形 


PSL,(F,) = PSL;(F,). 


群 PSp,( 名 和 PSp, (K) X Š n=m A K = K yA 
构 , 除去 情况 m=n=2, K=F, Ë K =F, 外 .在 
PSL, (K), PSp, (Ky, P(1(K , f H FKEA R) BB), 
除了 上 面 指出 的 以 外 没有 别 的 同 构 . 

上 面 列 出 的 关于 典型 群 构 造 和 它们 的 同 构 的 结果 
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是 用 钱 性 代数 和 射影 几何 的 方法 获得 的 . E BU 3 WI 2 
于 上 典型 群 的 特殊 .元素 及 其 几 柯 性质 的 研究 ， 主 要 的 是 平 
延 . 对 合 及 二 维 的 旋转 . 后 来 将 Lie 群 和 代数 几何 的 方 
法 引入 到 典型 群 理论 中 ,因而 典型 群 埋 论 战 为 线性 半音 
代数 群 的 一 般 理论 的 一 部 分 ,其 中 典型 群 作为 型 出 现 ， 
TR BE 5928 ( form of algebraic moup): PR K F £ f 
类 型 (好 a... Bpo C. D. 类型} 的 线性 单 代 数 群 的 每 个 
型 引出 典型 群 ， 即 它 的 KARAER ( D, 的 型 是 一 个 
例外 , 它 具 有 一 个 三 阶 的 外 自 同 构 ). `S K R: R së C 
时 ,典型 群 自 然 地 赋 有 Lie 群 结构 , 对 p BE be M WQ r 
进 解析 群 的 结构 , 这 使 得 能 够 将 拓扑 方法 用 到 这 种 典型 
群 中 ,而 且 反 过 来 ,也 能 从 对 它 的 代数 结构 的 了 解 获得 
上 典型 天 的 承 坊 艇 的 拓 扩 结构 ( 健 如 关 十 它 的 胞 腔 分 解 ) 
的 信息 . 

在 让 是 环 关 的 模 的 较 一 般 的 情形 ,典型 群 的 结果 
不 如 此 详尽 { 见 [3]). 此 时 典型 群 的 理论 与 代数 天 理论 
相 联 系 ， 
**x 
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ARESA [classical orthogonal polyoomials ; 
KIACCHYECKHE OpTOTOBAJIEHbE MHOL OS IE Hia | 

对 Jacobi 多 项 式 (Jacobi polynomials}, Hermite 
SMA (Hermite polynomials) 和 Laguerre 备 项 式 (1a- 
guerre polynomials) 的 统称 ,这 些 正 交 和 多 项 式 (ortho- 


gonal polynomials } 系 具有 下 列 共 同 的 性 质 : 
H RAR p(x) 在 正 交 区 间 (a, b} ME Pearson 
微分 方程 {Pearson differential equation) 


Pe) o Pep o AL ein b) 
pix) qu Tq ix t qyz? T Bix) 
且 在 正 交 区 间 的 端点 上 满足 干 列 条 件 : 
lim gO Bx) = lim POO Br) - ü 
xat ` 中 一 个 


2)n 阶 多 项 式 y=P (x) 满足 微分 方程 
Bix)y tuot B rN -aip tint 127 - 0 


3) 存在 推广 的 Rodrigues 公式 (Rodrigues formu- 
la) 

s d 
@(x) dx" 
其 中 c, 是 正规 化 系数 . 

4) 经 虎 正 交 和 多 项 式 的 导数 亦 是 经 典 正 交 事项 式 ， 
且 在 同样 的 正 交 区 间 上 正 交 , 一 般 说 来 具有 不 同 的 权 
$. 


Plx) = [@O@29B"(x)]. 


5) 对 生成 函数 
a P, 
Fx. w) = > S". w", xeta b). 
表达 式 
Z 
Fix. w) 一 l Ea xeta. h) 
pð 1— wh (2) 


Au, PASAO w) ESKAE -xw 的 
根 , 它 对 小 的 |wi 最 靠近 x， 

私 这 三 个 提 到 的 正 奖 多 项 式 系 统 满 是 这些 性 质 ; 对 
于 由 这 三 个 系统 通过 自 变 量 的 线性 变 换 所 得 到 的 系 
Ek. 这 些 性 质 亦 成 立 ， 

在 推广 的 Rodrigues 公式 中 正规 化 系数 c. 通常 用 
三 种 不 同方 法 来 选取 ,其 目的 是 为 了 得 到 标准 正 交 多 项 ` 
式 ,起 者 具有 单位 首 项 系数 的 正 交 杀 项 式 , 或 者 所 谓 的 
标准 化 正 交 和 多项式, 它们 的 引进 是 由 于 在 应 用 中 最 方便 
且 对 它们 的 基本 会 式 有 最 简单 的 形式 . 

HR EZETA E Stum - Liouville 型 方程 某 
些 本 征 值 问题 的 本 征 函 数 .在 这 些 问题 中 每 个 正 交 多 项 
ARA (Jacobi 多 项 式 , Hermite # MA Laguerre £ 
项 式 } 是 对 应 的 方程 组 的 唯一 的 解 序列 (L. [4]) ` 

经 典 正 交 多 项 式 的 特别 情形 是 由 权 函 数 和 正 交 区 
间 的 下 列 选取 所 证 尽 的 ; 

Jarh £ B E IP (x; s.n. Ci -1 11 上 


ARER o (x)=(1 -xy +x) (a, B> —1) ER. a. 


`a = g 85 W JE w a th MRSA (wtraspherical poly- 


nomials) 或 Gegenbauer 多 项 式 (Gegenbauer polyno- 


mials) [P (x ;0)) . Legendre 多 项 式 (Legendre poly- 
nomials ) {PP, {x 对 应 于 竺 % =8=0, 且 在 [-1, 1 上 和 
权 函 数 p(x) 三 1 正 交 ,如果 x=B= 一 1/2, 即 w(x)= 
(0 一 x) (1+x)] ,那么 就 得 到 第 一 类 eras 多 项 式 
(Chebyshev polynomials ) i T, (x)}， 而 对 a=6=112 8 
得 到 第 二 类 Ubm FHA {U (x). 

2) Hermite FHA Í H (x)! EiL e, oo) L ü 8 
数 g(x)=e EX. 

3) Laguerre SHA (L (x; z)) 在 (0, oo) LARA 
数 p(x)=x"e * EZ, AE a >l. 
参考 文献 

[1] Tepoumayc, A. JI , Teopus OPTOCOHAHHEDK MHOTOTJHE- 

Hop, M. - JI. , 1950. 

[2] Bateman, H. and Erdélyi, A. , Higher transcendental 

functions. Bessel functions, 2, McGraw - Hill, 1953. 

[3] Jackson, D. , Fourier series and orthogonal polynomi- 

als, Cans Math. Monogr. , 6, Math. Assoc. Amer. , 

i971. 

[4] Huxabopos, À. D. , Yeapos, B. B. , Ocaoan reopum 

CHEDAJA ysam, ME. , 1974. 

[5] Cyerm, IL. K., Kicmecme OpTOTOHAMEHbE MEHOTOS- 

waa, M. , 1976. 

亦 见 正 交 多 项 式 (orthogonal polynomial ) 8) £ 
文献 . M. K. Cyeruu 据 
DHE 经 典 正 交 多 项 式 和 从 他 和 们 通过 自 变 量 的 线性 
变换 所 得 到 的 系统 可 以 称 为 这 样 的 正 交 和 多 项 式 素 统 , 他 
们 满足 下 列 三 个 性 质 的 任 一 个 ( 见 [A4] ) : 

1) 多 项 式 的 导数 亦 是 一 正 交 款项 式 杀 统 ; 

2) EHRE HRH PANTER 

3) Rodrigues AA (WEN ET, H B ERTS 
项 式 . 

如 果 将 向 分 换 浆 有 限 差分 或 q 差分 , 则 就 出 现 更 
一 般 的 经 典型 的 正 交 多 项 式 , 见 [1] 和 [A3] 中 的 经 典 
超 几 何 正 交 针 项 式 的 图 天 . 

对 Jacobi 多 项 式 更 通用 的 符号 是 PHP), 对 Geg- 
snbauer 多 项 式 更 通用 的 符 屿 是 了 中 x) 或 C(x) 
对 Laguerre 多 项 式 更 通用 的 符号 是 L" (x). Laguerre 
和 Hermite 多 项 式 可 以 作为 Jacobi 多 项 式 的 极限 情形 
而 得 到 . Jacobi 和 Laguerre SHAA Hga 5 3 , F, 
和 F, 型 的 有 尽 超 几 何 级 数 (hypergeometric series) . 

经 典 正 交 窗 项 式 在 数学 的 许 针 分 支 中 ,在 物理 学 中 
以 及 在 其 他 科学 中 有 很 多 应 用 .这些 奈 项 式 还 有 有 可 尺 
HREL 5 .利用 经 典 正 交 允 项 式 的 级 数 展 开 的 调和 
分 析 是 众所周知 的 , 且 帮 为 用 更 一 般 的 正 交 密 项 式 的 调 
和 分 析 (harmonic analysis) 的 -个 典型 , 见 [A5]. 
参考 文献 

[A1] Andrews, G. E. and Askey, R. , Classical orthogonal 
poimomiak, in C. Brezinski, A. Draux, À P. Magnus, 
P. Maroni and A Ronveaux (eds). Polynomes Ortho- 
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gonaux et Appiations, Lecturg Notes in Math., 
Vol. 1171, Springer, 1985. 36 ~ 62. 

[A2] Askey, R. , Orthogonal polynomials and special func- 
tions, Reg. Conf. Ser. Appl. Math. , 21, Soc. ndu- 
strial Appl. Math. , 1975. 

{M3) Askey, R . and Wilson, J. , Some basic hypergeometric 
orthogonal polynomials that generalize Jacobi polyno- 
miak , Amer. Math. Soc. , 1985. 

[A4 Chihara, T. $., An introduction to orthogonal poly- 
nomial, Gordon and Breach, 1978. 

[A5] Szeg0, G. , Orthogonal polynomia , Amer. Math. 
Soc, , 1975. 

HAE 译 


经 典 半 单 环 [ dassical semi - simple ring ; KaccHwe- 
CKA 四 0OJtynPOCTOe KOIRHO] 

Jacobson 根 (Jacobson radia 为 零 的 结合 右 Artin 
FF (或 等 价 地 ， 左 Artin 环 )，Weddermn - Artin 定理 
{Wedderburn - Artin theorem) 刻画 了 这 类 环 的 结构 . 
经 典 半 单 环 类 也 可 用 同 油性 盾 刻 画 ， 见 环 的 周 调 分 类 
(homological dassification of rings)， 当 域 的 特征 数 
SENKER. w LETAREN group 
algebra) 是 经 典 半 单 环 - 交换 的 经 典 半 单 环 是 城 的 有 限 
直 和 ， 与 经 典 半 单 环 有 关 的 Goldie 定理 (Goldie the- 
orem) 断言 : 一 个 环 的 经 典 左 分 式 环 是 经 典 半 单 的 , 当 
且 权 当 它 满足 左 零 因子 极 大 条 件 且 不 包含 任意 由 左 理 
想 组 成 的 无 和 根 直 和 . 


JL A Cropaaro6 提 E Až 


分 类 空间 [ classifying space ; Rtaccudheunpyiouree npo- 
CTPAaHCTB 办 j 

万 有 纤维 从 ==(E0, Po B.) REZA By 

是 吉 的 万 有 性 应 按 下 述 意义 理解 . 设 k G HCW 
FE XEU G 为 结构 群 的 局 部 平凡 从 (甘于 (覆盖 大 
的 恒 等 喘 射 移 ) 同 构 ) 的 等 价 类 集合 .如 果 &={E, p, B) 
是 结构 群 为 6 的 局 部 平生 只 ,8B' 基 一 个 拓扑 空间 , 且 f. 
g: B' 一 BB 是 同 伦 映 射 , 则 8' 上 的 诱导 从 (5) 和 8 
MF kB) pA. RAR ERA ¿S= (EG, p, BG) 
称 为 是 万 有 的 (universal), 如果 对 任何 X, et [X, 
BG] 一 Ke 了 一 三 (5) 都 是 一 一 ( 且 到 上 ) 的 .这 
the group) .-- 个 结构 群 为 G 的 主人 处 (在 CW 复 形 上 的 
局 部 平凡 从 类 中 ) 是 万 有 的 , 如果 该 从 的 空间 有 平凡 同 
伦 群 ， 

分 类 空间 最 重要 的 例子 是 相对 于 群 0,, 50,, UU,， 
SU, 的 BO,, BSO., BU ，BSU, ,它们 可 构造 如 下 ., 今 
Gin, k)28 Gressatann 流 形 (Grassmann manifold); 
即 以 Stiefel NOK: (Stiefel manifold) 为 全 空间 的 主 O, 从 
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EEEH. ARKA G On, k) S G(n, k +1) 和 下 全 ,生生 
Kin, k +1) 8 34 18548 3E Ga =U Gin, kM 
Finen, k A (V m), p G (nD) 是 万 有 的 ,年 
G(n)=BO, E O BaS B] (对 于 i<k 一 1, mV (n, 
k)=0, B 3fBR i, n, V m)=0). Grassmann 流 形 Gn , k) 
(H RETHA) n 维 平面 组 成 的 空间 ) 以 相似 的 方 
式 导 出 关于 群 SO, 的 分 类 空间 U2,G On, k)=G (n) 
=B5SO,. 群 BU, 和 BSU, 的 分 类 空间 训 以 业 似 地 构 
造 , 所 不 同 的 是 这 时 研究 的 是 复 Grassman 流 形 ， 

对 任何 O, A (E, p, B) EF B $ CW 复 形 ), 都 
存在 一 个 映射 了 : B — Gin), EE BERORI. S5 (E 
p. B)I]389. 54 BAA n ERE. B + O. A (E, p, 
号 相伴 于 B HEREA. BREA: 对 充分 
AB k, ME B al A Euclid $4 R"** Hx} x €B, aR 
了 C0 为 了 中 由 瑟 在 x 处 切 空 间 平 移 而 得 到 前 # EF 
空间 . Grassmann 流 形 担 人 殿 了 构造 向 量 从 分 类 空间 的 
一 个 简便 方法 .还 有 一 些 构造 法 ,可 以 使 我 们 函 子 式 地 
为 任何 拓扑 群 构造 分 类 空间 ,最 经 常 使 用 的 是 Milnor 
构造 (Milnor construction)ws (MEEF K (principal 
fibre bundle)}, 其 中 o, 在 任意 拓扑 空间 上 所 有 可 数 G 
然 的 更 广 的 范畴 中 是 万 有 的 , 

分 类 空间 BG 对 于 CW 复 形 B 土 的 球面 从 BG. 
的 研究 起 着 重要 作用 ;对 于 空间 BG, (以 及 可 定向 球面 从 
BSG, 的 } 构 造 , Milnor 攀 造 不 青 适 用 ,因为 同 伦 等 从 S" 
一 多 的 梨 合 不 是 群 面 是 一 个 正 空 间 .在 [2] 中 给 出 了 这 
些 室 间 的 一 个 明晰 的 构造 . 对 于 分 段 钱 性 的 及 拓扑 的 微 
从 也 有 分 类 空间 BPI É BTop,. 

对 应 于 1 维 平 凡 从 与 向 量 从 的 相 如 ,有 一 个 自燃 映 
射 BO. 一 BO,,, .这 个 映射 可 以 看 必 是 一 个 居 入 ,因而 
可 以 考 碟 在 并 集 BO=L 凡 BO, 中 采用 归 钢 极限 拓 
扑 . 空 间 BSO, BU, BSU, BG, BSG, BP], BTop 等 
% 30 H522: 3840092; ARAE. ERRE RAR 
CW 复 形 上 上 某 些 适当 的 具 等 价 类 的 分 类 字 间 . 所 有 这 
ERRARTE EA Whitney MEGER AI H = M 
结构 . 

“分 类 空间 "这 个 词 不 仅仅 在 与 纤维 共 相 关 时 下 使 
用 .有 时 分 类 空间 指 由 同 伦 范畴 到 集合 范 团 的 任意 一 个 
TEREF T: H — Ens 的 表示 空间 (对 象 ] , 空间 BT, 
是 这 种 分 类 空间 的 一 个 例子 , 在 某 种 意义 上 , 它 将 流 形 
上 余 维 gy 的 叶 状 结构 (foliation), 或 更 一 般 地 , 将 任意 拓 
扑 空间 上 的 Haefliger q 结构 予以 分 类 . 
参考 文献 

[1] Husemoller, PD. . Fibre bundies, McGraw - Hill, 1966. 
[2] Boardman, J. M. and Yogt, R.M. , Homotopy invar- 
iant alæbraic structures on topological spaces , Springer, 

1973. A. ©. Xama W 
【 补 注 了 两 个 向 量 处 ¿, ú TRARA AE) 是 


* * a * +à 


To 8345 Whitney f (Ë 81) Oy # ¿ @ y, 在 选 定 的 意 
X LP]. 

HIZR- RANAU} 是 可 数 的 tnumerable). 
如 果 存 在 一 -个 局 部 有 限 的 单位 分 和解 {u,}, 使 得 对 于 所 有 
i u ([0, ]])=U, 一 个 B 上 的 6G 从 是 可 数 的 , 如 果 
AATRE E (U). 使 得 对 所 有 i, Z|, EEL. 

在 文献 中 , 群 的 分 类 空间 常常 被 定义 为 完全 零 调 的 
主 纤 维 从 的 底 空 间 , 我 们 也 可 以 (如 向 上 面 所 向 的 ) 考虑 
以 晤 为 结构 群 的 局 部 平凡 纤维 从 类 ,并 把 分 类 空间 定 
义 为 万 有 局 部 平凡 从 的 廊 空 间 . 原则 上 讲 , 这 样 定 义 的 
分 类 空间 也 就 会 依 贺 于 特定 的 纤维 类 型 .但 是 正如 在 立 
献 中 所 证 明 的 那样 , (在 同 伦 等 价 的 意义 上 )} 分 类 空间 是 
独立 于 纤维 类 型 的 . 

有 关 BPI 和 BTop, 那样 的 分 类 空间 , R [A2]. 4 
kS, Ai BSO, BU, o 的 上 同调 环 中 的 元 
素 ,以 下 面 的 方式 定义 了 示 性 类 (characteristic dass): 
对 于 一 个 给 定 的 元 过 ce 晤 (8BD) ,把 上 同调 元 素 ef) 
=f;(e)e H` E 5 在 上 的 m 维 复 向 量 丛 “其 中 /.: 
X — BU, Æ y zt 同 构 于 上 “上 的 (在 周 伦 意义 上 唯一 
的 ) 映射 , {其 中 如 是 BU 上 的 万 有 得 向 量 从 ); cE 
为 由 < 确定 的 “的 上 同调 未 性 类 
purn 

[AI] Minor, J. W. and Stasheff, J. D., Characteristic da- 
sses, Prinœton Univ. Press, 1974. 
[A2] Madsen, J. and Milgram, R. J., The classifying 


spaces for surgery and cobordism of manifol 岂 , Prin- 
ceton Univ. Press, 1979. 张 平 译 Tía E 


Clebsch 条 件 [Clebsch condition ; KreGma ycaosne ] 

变 分 法 茶 件 极 值 问题 中 ,最 优 性 的 一 个 必要 条 忻 ， 
为 民 . Clebsch 所 建立 ([1]). 设 极 值 曲线 x(tf):R 一 了 R" 给 
出 Boz 问题 (Bolza problem): 

Jr) = fu. x XI + 9(1 x, 12. iD. 

f:RxR'XR'— R. g:RXR'XRxR' — R. 

Pix xy = 0. PRXR XR — R". men, 
Axin = 0. FRXR'XRXR" > R. 

p < 2m + 2 


rhiZ 8 ha pik hi. 2. IST ik, E E ñ 
JEU. x. å Addr tiag + Sienu a) 
ft u | 


HERRA. 这 里 


Fii x. x. À) = Aof HAP + +A, WP, 


AAG Sa m e. RR 1 . .F 


是 Lagrange Æ F (Lagrange multiphers). tz [H tš x (t) 
-起 须 由 省 函 (1) 极 值 的 必要 条 件 来 决定 -个 这 样 的 
必要 条 件 是 Clebsch 条 件 ， 

AT xG) 在 上 述 问 题 中 是 极 小 的 ，Clebsch 条 性 
DWR. 它 要 求 对 于 满足 方程 

Se — ,Koln 

Pe OX, . 
Bie (i=l mr) 的 任何 非 平凡 的 集合 ,直面 的 二 次 
型 是 非 负 的 : 

Kaa x<. X. À) L£ > O 
i RA, 

Clebsch 238 3 #F t E D E g tF — Weierstrass 
条 件 ( 关 于 变 分 概 值 的 ){Weierstrass conditions (for 
a variational extremum)) A Ë # X: R, 3Ë H 8388 +E 
为 后 者 的 一 个 推论 而 得 到 . 

在 变 分 法 的 元 条 件 极 值 问题 中 .特别 在 变 分 法 的 最 
简单 的 问题 中 , 与 Clebsch 条 件 相 似 的 是 Legendre 条 
忻 (Legendre condition) . 

在 量 优 控制 问题 中 , Clebsch 条 件 等 价 于 Hamilton 
函数 (Hamilton function) 二 阶 微分 的 非 正 性 ,后 者 对 
F -个 开 区 域 中 的 最 优 控制 ,是 使 Tonpa RA i 
原理 (Pontryagin maximum principle) 得 以 满足 的 一 
个 必要 条 件 . 
参考 文献 

[!] Clebsch, R. F. A, J, fiir Math, 55 (1858), 254. 
[2] Bliss, G. A, Lectures on the calculus of variations, 

Chicapo Univ. Press, 1947. 
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Clifford 代数 [Clifford algebra ; mnn 中 中 op a w'eópa ] 

交换 环 上 的 有 限 维 结合 代数 ;1876 年 它 首 先 由 Cli- 
ford 研究 ， 设 下 是 具有 单位 元 的 交换 环 ,E 是 一 个 自 
由 天 模 且 是 上 的 二 次 型 , 二 次 型 Q (或 偶 对 
(E, Q)) h Clifford RAIRE KE EKARA TE) 
HUH x Ox Qeli S E) E A BJ X Ui E g 
到 的 商 代 数 C(@). 瑟 的 元 素 与 它们 在 C (Q) rh sJ 2 BJ 
陪 集 被 视 为 相同 的 .对 任意 x,?E 五 有 xy+hx= 遇 人 x ， 
y)' 1, R hoi E x E KÆRT Q f) xf pa XZ sk 
x F 3 — K O J) W E. CQ) 即 是 E 的 外 代数 
(exterior algebraj A (E). WE K=R Jp. H Q E 
R EEn 维 虱 量 空 间 E 上 的 非 退 化 二 次 型 , 则 C (Q) E 
交错 数组 碟 的 代数 4 其 中 1 是 总 的 标准 增 中 正平 方 
项 的 个 数 { 见 交错 教 (alternion )). 
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ite, oo e E KE EHE. ZHE Le, … 
e (h < <i RR K 88 C(Q)0038. 特别 地 , COR 
AMB H Ki. WR e, o e AF Q WF gr E 3 
的 , 则 CCQ) 可 以 看 作 是 -个 具有 生成 于 1 e, l, e, 的 
长 代 数 ,它们 满足 关系 ee = 一 ee, (ij) 5e =Q ie) H 
中 侦 数 个 所 案 的 乘积 生成 的 CO) 的 于 模 构 成 CQ) 的 

个子 我 数 , 记 为 C7(Q). 

设 站 是 域 共 二 次 增 避 是 非 退 化 的 ， 当 nn 是 偶数 
时 , C(Q) 是 KK 上 的 2" 维 中 心 单 优 数 (oentral simple al- 
Bebra), 子 代数 C(O) 是 可 分 的 , 且 它 的 中 心 Z 在 KK 上 
只 有 维 数 2. mE KERHA, M n AAR, CO) 
PEERAA HOCE WW T E RR RAR. (5 — A 
面 ,如果 nt 是 奇数 , 则 CQ) 是 知 队 代数 且 忆 (从) 是 两 个 
短 阵 代数 的 积 .) 

C(Q)( C (Q) BMS E sEs =E KIPIR s 构成 
TKE Q 的 Clifford 群 (Clifford group) CG(Q) {或 特 
#& Clifford RË (special Clifford group) G* (Q y. 变换 


x — $ | (xe G(Q)) 


在 子 空间 E 上 的 限制 定义 了 一 个 同 坊 p: G) 一 O (0), 
这 里 OEKE Q 的 正 变 群 (orthogonal group). 
É Ker g 由 代数 ZZ 的 可 道 元 构成 有 (Kero OGO) 
=K" mM n 是 偶数 , MU GYO) T pG 
=0* (OQ) 是 OQ(Q) 中 指标 为 2 的 子 群 ,在 下 的 特征 不 为 
2 的 情况 下 ,此 子 群 就 是 特殊 正 交 群 SO(O). 如果 是 奇 
i, MU 


AG) = AG (ON = SHQ) 
Py n: C Q). -CC 地) 是 由 张 量 代 数 了 (E) 的 反 自 同 构 


y @ 区间 — x Q OI 
诱导 的 CC 从) 的 反 自 问 构 .这 时 , 群 
Spin(Q) = (seG*(Q@)y Bu) sl) 


称 为 二 次 型 Q (或 Clifford 代数 C (G) HERR (spinor 
group), 

同 态 2: Spin (Q) -- OQA {+1}. 如 果 K= 
Cm K=R RQ EZH. M In g = O' (0) =SO(0), E. 
Spin ( 避 ) 等 同 于 经 典 的 旋 量 群 (spinor group). 
$#* x 

[1] Bourbaki, N., Elements of mathematis, Addison - 
Wesley, 1966 -1977 ( 译 自 法 文 )， 

[2] Dieudonne, J. A. , La geometrie des groups classiques ， 
Springer, 1955. 

[3] . Kapanen, À A. , Doea ToopHU OpETAR IEHHË , 
M. . 1972 ( HA: Kiriliov, A. A. Elements of the 
theory of representations , Springer, 1976). 

[4] Cartan, E. , Leçons sur la théorie des spineurs, Her- 
mann, 1938- H. B. Jonras I 
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[ 补 注 】 由 自由 天 模 王 的 偶数 个 匹 素 的 乘积 生成 的 代 
# C (OWARE Q 的 惕 Clifford 代数 (even Cli - 


fford algebra), % T Q =0 的 详情 可 和 参见 苯 日 外 代数 
(exterior algebra) (或 Grassmann 代数 (Grassmann 
algebra )) É Cartan 外 形式 法 (Cartan method of exterior 
forms). 
参考 文献 
[AI] Chevalley, C. , The algebraic theory of spinors , Co- 
lumbia Univ. Press, 1954. 
[A2] O'Meara, O. T.. Introduction to quadratic forms, 
Springer, 1973. 
[A3] Chevalley, C., The construction and study of certain 
important algebras, Math. Soc. of Japan, 1955, 
Chapt. IW. RHM 译 


Clifford 平行 各 [Clifford parallel ; Kmpthopma mapasa, ] 

椭 区 空间 中 与 一 条 给 定 的 { 基 ) 直线 距离 为 常数 的 
直线 .通过 一 给 定 直线 和 它 的 极 线 外 的 每 一 点 ,有 该 直 
线 的 两 条 Clifiprd F} ék. Clifford 平行 线 娆 它 的 基 
直线 旋转 而 形成 的 曲面 称 为 Clifford 曲面 (Clifford sur- 
face). Clifford 介面 的 Gauss MEEST, 

W. Clifford (1873) 首先 证 明了 Qlifford 曲面 的 存在 
#* 

H] Borses, C. A , Beemen B Heesvnunomy reoserjpuso 

Piana ,本 - M. 1934. 

[2] Poxempems, B A ，Heearrntnnoab mpocrpancrha , M. , 

1969. A E Haaaob IE 
【 补 注 〗 W E E (n+1)3ËE Euclid 空间 , P=P(E) A E 
的 由 所 有 过 原点 的 直线 组 成 的 相伴 射影 空间 .对 工 ， 
L'EP, 设 d 工 ,ef0,r72] 为 在 互 中 直线 工 和 工 ' 之 
间 的 角 ,那么 具有 这 个 度量 的 疡 称 为 相伴 于 五 AG ip El 
空间 (elljptic space}， 由 这 个 度量 诱导 的 拓扑 是 通常 的 
一 种 , 即 三 一 严 的 商 拓扑 .本 条 目 处理 n=3 的 情形 . 

通过 P(R) 的 两 点 x=(x0: x : x,! x.) l y=(y,: w: 
yiJ 的 线 1 69 (8824) RR, BAME <x, zy=<y, 
2》>=0 的 所 有 点 z=(z:z :zi 3) 组 成 的 直线 ， 这 里 
< ,> 表示 通常 的 内 积 ， 

在 P 人 人 的 二 重 覆盖 P EtA Clifford Y. 行 性 
(Clifford parallelism) 的 概念 [A2]. 
参考 文献 

[A1] Klein, F. , Vorlesungen über nichteuklidische Geome- 
irie, Springer, 1928. 
[A2] Berger, M. , Geometry, Il, Springer, 1987 (中 译本 : 
M. 贝尔 热 , 儿 何 ,第 二 着, 科学 出 版 杜 , 1989). 
NR 3⁄2 BE PE 


Clifford 3: 8% [Clifford semi - group; Ka 中 中 opaosa nony- 


group ) 

一 个 半 群 , 它 的 每 个 元 素 皆 为 群 元 (Broup dement), 
即 处 于 某 子 群 中 . 半 群 的 元 素 是 群 无 ， 当 且 疏 当 它 是 
完全 正则 元 (regular element). 3E E S R Clifford 半 
群 , 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 成 立 : 1) 对 每 个 4s5 有 
aed sí Sat; 2)S 的 每 个 单 边 理 想 1 都 是 丈 立 的 
(isolated ) (或 半 素 的 {semi - prime )), B x ,出 
对 任何 自然 笋 m 有 x" 车 工 ， 

与 道 半 群 (inversion semi- poup) 一 道 , Clifford 
半 群 是 最 重要 类 型 的 正则 半 群 .它们 的 研究 开始 于 A. 
H. Clifford 的 基本 论文 ([11). 每 个 Clifford 半 群 有 一 个 
( 瞧 一 ) 的 群 分 解 , RRRA EL a= 类 ( 见 Gren S£ dy X: 
系 (Green equivalence relations)). 这 样 的 分 本 不 一 
定 是 举 群 的 带 (band of semi- group); 已 经 知道 { 见 
BB) 这 件 事 成 立 的 条 件 , Green 关系 Fr 和 2 # Clifford 
半 群 上 是 一 致 的 ,每 个 完全 单 举 群 ( completely - 
simple semi - group ) 是 Clifford ¥ f; Clifford 半 群 
是 完全 单 的 ， 当 且 疏 当 它 是 单 半 群 (simple semi- 
group). 每 个 Clifford 半 群 5S 可 分 解 成 完全 单 半 群 的 半 
格 ; 这 个 分 解 是 唯一 的 , 它 的 分 量 正 是 多 类 , 且 对 应 的 
商 半 格 同 构 于 3 的 主 理想 的 半 格 ， 反 之 ,可 分 解 成 完全 
单 半 群 的 半 格 的 半 群 是 Clifford 半 群 . 

对 于 Clifford 半 群 9, 下 列 条 件 等 价 : 1) S Bb oR 
群 ，2) S 的 每 个 医 等 元 在 中 心中 , 即 它 与 8 的 每 个 元 来 
都 可 交换 ; 3) 5 的 每 全 单 边 理想 丝 为 双边 理想 ; 4) 
£ S E Green X £ 2 far 一致;，5) S 是 群 的 半 格 ; 6) 
5 是 群 与 具有 党 的 群 的 次 直 积 . 

任意 Clifford 半 群 的 完全 单 半 群 的 半 格 分 解决 定 
-了 它 的 "全 局 结构 "这 个 分 解 的 分 量 中 的 元 素 的 乘法 
规则 由 Res 定理 给 定 , 见 完全 单 半 群 ， 对 Clifford 半 
群 的 进一步 的 研究 在 很 大 程度 上 是 要 搞 清 它们 的 “精细 
结构 ”, 即 决定 不 同 分 量 中 元 素 的 必 法 规则 当 所 有 分 
量 是 群 时 〈 即 对 于 逆 Ciifford 半 群 } 利 用 所 谓 群 的 直 谱 
的 和 (sum of a direct spectrum of groups) 可 以 有 一 
个 构造 性 的 描述 . 令 {G.},. ,是 一 族 互 不 相交 的 群 , S 
4 是 一 个 半 格 ( 见 需 等 元 的 半 群 (idem potents , semi- 
moup 0f))}， 对 于 每 对 元 素 z, Edfe 关 及 ,都 有 一 个 同 
态 @, G, Gp 使 得 对 每 个 ,gq,,。 是 恒 等 自 同 构 , 又 
a 2B2yBS pg Pg= On, EHM S= aG E 
以 定义 乘积 。: 对 任意 GE 人 MbEG, Ga b=ap, a 
bps o- 

于 是 5 成 为 一 个 道 Clifford Æ. m 2 5 A 
Clifford 半 群 都 可 以 这 样 得 到 . 

一 般 地 , Clifford >É FE ñ 38 Hi bi FJ ts] 8 E 5 > SE 
杂 的 . 至 今 (1987) 对 它 还 没有 满意 的 答案 . 在 [5] 中 
可 以 找到 ,用 完全 单 半 群 ,用 它们 的 平移, EF. 以 及 具 
有 特殊 性 质 的 映射 包 来 描述 Clflord 半 群 的 某 些 很 复杂 


Ut 


的 构造 . ESE Clifford 半 群 的 情 撒 己 取 得 很 大 进展 ， 
REMAR (regular semi - group) ; 这 样 的 半 群 称 为 正 
统 群 (orthogroups)， 对 于 它们 有 一 些 相当 繁重 但 是 清 
楚 的 构造 (LRD. 所 有 提 到 的 构造 在 某 些 方面 推广 了 
{切中 得 到 的 逆 Clifford 半 群 的 构造 . 
参考 文献 
[1] Cifiord, A. H. , Semigroups admitting relative inverses, 
Ann. of Math. , 42 (1941), 4, 1037 — 1049. 
[2] Clifford. A. H. ,A structure theorem for orthogroups, J. 
Pure Appl. Algebra, $ (1976), 1, 23~ 50. 
[3] Ctifford, `A. H. and Preston, G. B., The alpebra:c 
iheory of semirours, 1-2, Amer. Math. Soc., 
1961 — 1967. 
[4] Jam, E. C., [lonrpymn:i, M.. 1960 (3 W £: 
Lyapin, E. S. , Semigroups Amer, Math. Soc. , 1974). 
[5} Petrich, M., The structure of compleicly regular 
semigroups, Trams Amer. Math. Soc., 189 (1974), 
211-236. Jl. H. Herpu EE 
[ 补 注 】 前 文中 ,函数 符号 写 在 了 变量 后 面 , 这 在 半 群 
理论 中 是 共 间 的. 
涉及 Clifford 半 群 近代 工作 的 广泛 书 日, TAEA] 
以 及 [A2} 中 本 Meakin 和 K. S. S. Nambooripad 的 
文章 中 找到 . 
strn 
[AL] Petrich, M. , Inverse semigroups, Wiley, 1984. 
[A2] Pollåk, G. , Schwartz. St. and Steinfeld. O. {eds.), 
Semigroups, Coll Math. Soc. J. Bohai 39, 


North - Holland, 1985. 
石生 明 译 MA 以 


Chiford 定理 [Clifford theorem ; Em 中 中 opaa Teopema ] 
在 代数 曲线 上 一 个 特殊 除 子 的 次 数 与 维 数 之 间 建 
立 不 等 式 的 定理 . EH W. Cliflord 证 明 . 
RXRA SEWA E E, DE X F BE 
+. WË DERA deg D, 维 数 为 D. fEI(K- D)>0 
的 正 除 子 五 称 为 特殊 除 子 ,这 里 天 是 X 上 的 典范 除 
F. Clifford 定理 断言 : 对 任何 特殊 除 子 DD, deg D 2 
21(D) 一 2, 而 且 当 DD=0 或 D= K sË # X J bü W 88 Hi 
线 , 了 是 工 上 唯一 的 二 次 特殊 除 子 的 倍数 时 ,等 式 成 立 . 
Clifford xE FB H 34 Wr S y E: dim |D| < (deg D)/2, 
HEDE DÉ SRAE3 I. M Clifford 定理 可 以 知道 ， 
3f X EW BE O Sdeg D Ss2g—2 的 任意 除 子 D, 上 述 不 
等 式 都 成 立 , 这 里 = (Ky: X 5 R. 
+ Y É 
H] Walker, R. J. , Algebtaic curves, Springer, 1978. 
[2] Heĉorapes, H. T. , Teopua aneópamwecxux yemmi, M.- 
JI. , 1948. 
[3] Hlapapesus, Fl. P. , GCHoBbI 37IeCpanserkoñ ICOMETPHH, 
M. ,1972( 英 译 本 : Shafarevich, 1. R., Basic algebraic 
geometry, Springer, 1977). 
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[4] Hartshorne, R. , Algebraic geometry, Springer, 1977. 
B. A. kromki $ 


【 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Griffiths, P. A. , Harris, J E., Principles of algebraic 
geometry, Wiley, 1978. 
[A2] Arbarello, E., Cornalba, M., Hamis, J. E.. Griffiths. 
P. A., Geometry of algebraic curves, 1, Springer. 1985 


克隆 [clone ; kion], 这 等 的 

形 如 山 : 4" -~ 4 的 有 限 元 运算 的 集合 ， 此 集合 关 
于 运算 的 ( 某 种 ) 复 合 是 封闭 的 .并且 包含 所 有 射影 运算 
D A — A. 0, 定义 为 : 对 4 的 任意 正二 组 (0 
a,), 


e (G. ...,.a....,G.) = 


其 中 m >1, i=1, 2，…,4 是 任意 - -个 固定 的 集合 . 
这 里 说 的 运算 o (xU. 与 O (ya, ) 
的 复合 指 的 是 由 公式 


ET teta Xa) 


所 定义 的 一 个 运算 o (zp) OFA S< n) 其 中 
变数 集合 大 一人 和 
Z= {1,… ,zz 满足 等 趟 


Z =(XN[x,) U Y, mi>]. 


B. B. Kynpspucs EE 
[ 补 注 】“clone ”这 个 词 是 P. Hall 创造 的 . 它 第 一 次 
出 现在 [A] 中 (第 一 版 )， 
参考 立 献 
[A1] Cohn, P. M., Universal algebra, Reidel, 1981. 
FRR H 


HJAR [ dosed category ; 3anmasyrag KATEroOpEN) 

一 个 具有 附加 结 攀 的 范畴 ， 其 中 内 部 Hom Ar HT 
以 十 来 作为 抽象 张 量 积 的 右 伴随 函 子 . 

一 个 范畴 观 称 为 闭 的 (closed) 如 果 己 经 给 定 了 - 
TRETO: M x 3 — 3 (ML EF (Rmctor)) 与 一 个 
特定 的 对 象 工 容许 自然 同 构 

acil BBIE > AS(BG@C) (结合 性 )， 
IBA >A 【在 单位 元 ) ， 
PADI A ( 右 单位 元 )， 
kat AOB — B@A ERPE). 
使 下 列 的 条 件 都 满足 : 1) 自然 同 构 x A. p. RER 
RK, 2) 每 一 个 沙子 
H(X) = Hy(A Q X, By: — Š, 
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METR, HEH GREKER. 表示 对 象 通 
常 记 作 Hom, (4, B), # B EW Ef 8 AR NKT 
Hom, : Mx M -= M ARE Hom ÉP EHEER. A 
果 双 函 子 贸 与 一 个 积 重 合 , MIEN 的 右 零 元 ( 终 对 
RIMM 称 为 一 个 Descartes 闭 范畴 (Cartesian -dosed 
category) . 

下 列 的 范畴 都 是 Descartes 闭 的 : 集合 的 范畴， 小 
范畴 的 范畴 , 在 一 个 拓扑 空间 上 的 集合 的 层 的 范畴 ,下 
列 的 范畴 是 闭 的 : 有 单位 元 的 交换 环 上 的 模 的 范畴 ， 
与 实 (或 复 )Banach 空 间 及 范 数 不 超过 1 的 线性 映射 的 
Hw. 


参考 文献 
[1] Byere, M., ¢Marewaruma», 16 (1972), 2, 11—46. 
[2] Lawvere, F. W., Introduction, in Toposes, alge- 


braic topology and logic, Springer, 1972. 
[3] Dubuc. E.J., Kan extensions in enriched category the- 
ory, Springer, 1970. M. HI. awo FR 
【 补 注 】 


参考 文献 | 

[A1] MacLane, $., Category for the working mathemati- 
cian, Springer, 1971, Chapt. [IV , Sect, 6; Chapt. 

WI, Sect. 7. RAHA 译 


， 闭 公式 [dosed formula ; samkuyran $opmyna ] 
AERA (arithmetic, Formal) . 

GHJ 闭 公式 是 形式 (93) 语言 中 不 含 自 由 变量 

的 公式 . 


闭 测 地 线 [doed geodesic ; JAMKHYTAR reqneammcwan | 
É Riemann 流 形 (Riemannian manifold )M E, 
本 身 是 测 地 线 (geodesic line) 的 闭 光 滑 曲线 .更 一 般 的 
概念 是 环 路 测 地 线 (geodesic loop). BI 14 =a 和 t=b tf 
通过 同一 点 了 的 济 地 线 y(r) (a< rSb); 作为 闭 曲 线 它 在 
点 了 可 能 有 一 个 角 . 一 条 环 路 测 地 线 是 一 条 闭 测 地 线 ， 
YERA A M y(t) 在 :=a 和 t=b 有 相同 的 切线 ,在 
自然 射影 TM— M F. M BHA TM 中 的 测 地 流 
(gpodesic flow) 的 闭 罗 线 被 投影 成 闭 测 地 线 , 同一 条 


闭 测 地 线 被 绕 行 多 次 而 得 到 的 项 线 称 为 作 重 闭 测 地 


闭 测 地 线 和 环 上 路 测 地 线 的 定义 可 逐 字 不 变 地 搬 到 

M 具 有 Finsker 麻 量 (Finsler metric) a t S E tk (affine 

connection) KE. 如 果 M 是 一 个 度量 空间 【此 时 测 

地 线 定义 成 局 部 最 短线 ), 环 路 测 地 线 的 定义 仍 是 相间 

的 ,但 闭 测 地 线 的 定义 需 稍 必修 收 , 因为 光滑 性 或 角 的 

. 概念 并 不 存在 . 考 上 中环 路 测 地 线 yea Srb), 这 里 ya) 
=wWby=p B y£ Ej T K B] EFF A E W IË, 如 此 对 充分 


小 的 8>0, 线 


ts —8<s =Ü. 
YO) tas) O=s<e, 


BD y B W ECU BJ E: BBE y(b — ƏƏ3iiy(b)=p, E 
BREE p—y(a) Ñi yate), BERRA y(b— z) fll y (a +5 
之 间 的 最 短线 ,那么 ?的 是 闭 测 地 线 ， 

对 闭 测 地 线 的 已 有 研究 主要 是 闭 Riemann 流 形 的 
情形 ; 对 Finsler 流 形 也 有 一 些 结果 ;在 具有 某 种 特殊 性 
质 的 更 一 般 的 度量 空间 { 称 为 Busemann G 空间 ; 见 
测 地 几何 学 (geodesic geometry)) 的 情形 已 经 得 到 -… 
HARD. 这 些 研究 是 由 J Hadamard ([2] ) H. 
Poincaré (13]) 和 GG. Birkhoff ([4]) 开创 的 ， 

Hadamard 是 研究 负 曲 率 流 形 上 (无 须 基 闭 的 ) 测 
地 线 的 先驱 ， 重要 的 现代 结果 涉及 到 其 上 各 点 所 有 二 
维 方 向 的 曲率 都 是 负 的 闭 流 形 M .对 这 种 流 形 MH 上 的 
闭 调 地 线 已 经 证 明 , 测 地 流 的 闭 轨 线 在 TM 上 是 处 处 稠密 
的 { 见 [外 ) (类 极 的 现象 在 几 个 具有 正 曲率 前 情 子 中 已 
被 发 现 , 虽 然 并 不 总 有 {[6])); 对 长 度 不 超过 1 的 闭 测 地 
钱 的 数目 ,作为 1 的 递增 西数 ,存在 对 它 的 增长 的 一 种 
thtt OLID. Hadamard 用 闭 测 地 线 来 近似 非 团 测 地 
线 的 长 线段 一 一 这 可 认为 是 符号 动力 学 [symbolic dy- 
namia) 的 开端 . 

Hadamard 的 另 一 定理 是 利用 基本 群 (findarmental 
groupn (M) BJ FE Bi, S iH HB MAATE BS Bi E 
的 任何 假定 ) L BLS Hb o Du 3 e s a. 一 条 有 向 闭 曲 
ByE m (M) 中央 定 了 一 个 共 因 类 []; 同一 个 共 元 类 中 
所 有 的 曲线 可 通过 曲线 的 自由 同 伦 (homotopy) 互相 导 
出 , ARRA: BT ETERA, i M) 
BJ 8 — O34628 K 满 是 [?]= 基 的 团 曲 线 y 的 集合 含有 
最 短 的 闭 曲 线 ,这 些 最 短 闭 曲线 是 闭 测 地 线 . 这 个 定理 
(EAS LN Riemann 度量 或 Finsler 度量 成 立 , 而 且 在 
一 般 的 Busemann G 空间 也 成 立 ) 是 大 范围 查分 学 - 
(variational calculus in the large) 最 简单 也 是 历史 
上 最 先 的 结果 . 然而 , 作为 一 个 独立 的 研究 领域 , 大 范 
国 变 分 学 则 是 产生 于 变 分 学 对 研究 与 球面 同 胚 的 流 形 
- B BJ 88 80 £ ñ5 SE ba Ps BJ 2 BJ, 对 这 种 流 形 (更 一 般 
地 , 对 单 连 通 流 形 ) 上 面 的 定理 是 没有 音义 的 . 

在 这 种 流 形 上 闭 测 地 线 的 征 究 由 Poincare 提出 
{精确 地 说 : 他 关心 的 是 卵 形 面 (ovaloid) , 即 二 维 凸 闭 曲 
面 ). 由 于 [3] 中 的 讨论 ,产生 了 下 面 的 狂想 : 在 “一 般 " 情 
J, 一 个 孵 形 面 上 存在 三 条 无 自 交 点 的 闭 测 地 线 ; 其 中 
两 条 按 线性 近似 是 稳定 的 ,而 另 一 条 是 不 稳定 的 . 闭 测 地 
线 的 存在 性 , 它们 个 数 的 估计 以 及 它们 的 稳定 杜 问 题 之 


“加 的 这 种 联系 ,构成 了 Poincare 的 富有 启发 性 论证 的 一 


个 基本 特色 ,这 种 论证 主要 涉 六 动力 系统 理论 , 不过， 
仅仅 对 充分 接近 于 "标准 "度量 (Eudid 空间 中 球面 


Uw 


N Er 


£ eE ep ie 


mi. 


x 二 由 二 2 二 1 上 的 常用 度 基 , 见 [8] ) 的 那些 度量 ,这 种 
论证 才 可 以 在 完全 严格 的 水 准 上 完成 ， 对 于 远离 标准 
度量 的 那些 度量 , 关于 闭 测 地 线 假定 的 Poincaré 稳定 性 
不 一 : 定 有 效 ([9]). 

其 创 单 连通 流 形 上 闭 测 地 线 的 变 分 方法 的 荣 准 归 
F Birkhoff ([4]). 他 证 明了 在 同 胚 下 球面 的 流 形 上 ， 至 
少 存 在 一 条 闭 测 地 线 . 以 后 , JL A. JIocmepadk 和 
JL. T. HlrperxsaH 证 明了 关于 在 - 维 球面 上 三 条 无 
自 交 上 气 的 闭 帮 地 线 存 在 性 的 Peincare 猜想 ( 见 [10])， 

关于 * 典 型 "Riemann (或 Finsler} 度 量 { 邮 在 具有 
给 定 光 背 性 阶 数 的 所 有 上 度量 组 成 的 空间 中 构成 第 二 范 
畴 集 的 度 其 ) 的 闭 测 地 线 的 性 质 已 有 研究 ( 见 [11] 一 [13]， 
[16]). 

球面 | 的 标准 度 基 具有 这 样 的 性 质 : 它 的 所 有 测 地 
线 都 足 闭 的 县 长 度 相 等 ;球面 上 还 有 具有 这 个 性 三 的 其 
他 度量 [tl41). 对 流 形 的 拓扑 性 质 以 及 它们 的 具有 
上 述 性 质 或 其 变种 性 质 的 度量 等 问题 也 已 补考 虑 ， 

闭 测 地 线 理论 的 详细 并 述 可 以 在 [15] 中 找到 . 


参考 文献 ‘ 
[0] Busemann, HL. , The peometry of geodesis, Acad Press, 
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leurs lignes pgëodésujue, J. Math. Pure Appi. , 4 (1828), 
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[3] Poainaare, H., Sur les lignes géodésiques des surfaces 
convexes, Trans Amer. Math. Soe. , 6 (1904). 237—274, 

[4] Birkhoff. G. D. , Dynamical systems with two degrees 
of freedom, Trans. Amer. Math. Soc. , 18 (1917), 
199 — 300. 
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MATEM. Hayk È, 201947), 1, 166—217. 
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Symp. Pure Math. , Vol. 14, Amer. Math, Soc. 1970, 
1—3. 
12] Klingenterg, W. and Takens, F. . Generic properties of 
godes flows, Math. Ann. , 197{1972), 4, 323—334. 
[13] Klingenberg, W., Existenoz of infinitely many dosed 
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geodesia, J. Dif. Geom. , 11(1976), 299—308. 
[14] Zol, O., Ueber Flachen mit Scharen geschlossener 
geodetischer Linien, Math. Ann. , 57 (1903) 108—133 


[15] Klingenberg, W. , Lectures on closed godais, Sprm- 
per, 1978. 
[16] Anosov, D. V. , On generic properties of closed geode- 
S, Math. USSR (Es... 21 (1983), 1, y— 29 (izv. Akad. 
Nauk. SSER Ser. Mat., 46(1982), 4, 675-709) 
A B Arocoa E 
I 补 注 】 ERAK THERE EJ BU RH E Je: aR Hl 
流 形 M 称 为 具有 人 负 截 曲率 (negative seaional curva- 
ture) (证 类 似 地 定义 正 截 曲率 (positive sectional curva- 
ture)). 
一 条 道路 或 环 路 的 自由 同 伦 (free homotopy) 就 是 
无 需 有 固定 基点 的 同 伦 , 
著名 的 Jocrepanr- -中 er 定理 (Lyusternik - 9094 
rem) (AI 说 ,在 每 个 紧 Riemann 流 形 M LFE 
闭 油 地 线 , 因而 拓 广 了 Birkhoff 的 结果 . 对 紧 Rimaw 
流 形 上 的 闭 曲 线 的 系统 研究 是 由 M. Morse 开创 的 . 他 
的 主要 结果 是 将 闭 曲 线 中 的 闭 测 地 线 描述 为 能 最 积分 
的 非常 值 临界 点 . 这 种 处 理 方法 的 现代 和 精炼 的 形式 
应 归于 W. Klingenberg: 按 照 -- 种 规范 方式 , 紧 Riemann 
流 形 M LE H KAARS E -个 Hilbert WIE AM. 
ERAI Bl TH 4 pš A R Riemann 度量 并 
HETER SAER AE En E O (2) 
EH. B) #h Jy E BE 9 E- # L: E 
上 总 存在 无 限 多 条 财 测 地 钱 , 如果 M 是 单 连 通 的 . 
D. Gromoll 和 W, Meyer WE: 如 果 AM 的 Betti 数 序 
列 (B,AM) 基 无 界 序列 ,那么 这 个 结论 甚至 对 上 +H 
度量 都 成立 (Gromoll -Meyer 闭 测 地 线 定理 (Gromoll- 
Meyer theorem cn closed geodesics), [A2]). 详细 的 并 
述 见 [15]. 
参考 文献 
[AL] Lyusternik, L. A. and Fet, A. 1 , Vartational proble ms 
on dosed manifolds, Doki. Akad. Nauk. SSSR, 81 
(1951), 17—18 (f Yr). l 
[A2] Gromoll, D. and Meyer, W.. Periodic geodesia 
on compact Riemannian manifolds, J. Dif. Geom. , 
8(1973), 207—223. EE FE 


闭 图 象 定 理 | closed - graph theorem ; 33M19NyYTh rpa. 
中 mx(TeopeMa o sawaamaroM TPn 中 use 站 

设 半 和 Y 了 是 具有 和 位移 不 变 距 离 ( 即 p(x.v) = 
p(x+a,y+a), xy ae X 对 于 了 类 位] 的 完全 度量 
线性 空间 ，4 是 由 下 到 了 的 线性 算 子 ， 如 果 读 算 子 的 
图 象 GrA={ (x, Ax): x EXI 是 Descarties H X x Y 
HATE., WAAT ARER. AEREA A H 
Ey”; aa., AABE B ha 80 48 51 2 aA E 
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空间 的 线性 映射 是 连续 的 . 
定理 和 Banach f M E M. 
参考 文献 
OJ] Rudin, W., Functional analysis, McGraw - Hill, 1979 
(中 详 本 : W. Rudin, Z 8 2 fr. Mig eh KE, 
1989}. 
[2] Robertson, A. P. and Robertson, W. 
vector spaces, Cambridge Univ. Press, 1964. 
B. H. Coñoes # 
【 补 注 】 ¿5 5LJ3FRRSHIESE(open -mapping theorem) (其 
rh th GEFI Banach Il H E g 1. 史 树 中 译 


紧密 相关 的 定理 是 开 映 射 


. Topological 


闭 流 形 【elosed manifold; samkeyroe maorooĝpazze } 

KEANE CHAR (WM ) (boundary (of a ma- 
nifold))). 例如 ,一 个 大 维 紧 流 形 的 所 有 边界 点 的 集合 
是 一 个 (k 一 1) 维 闭 流 形 ， 徐 森 林 译 


闭 映 射 [dosed mapping ; samkuyroe 0T06paxemej 

一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 的 映射 , 使 得 每 个 
闭 集 的 象 仍 是 初 集 . 连续 闭 映射 类 在 一 般 拓扑 学 及 其 
冬 用 中 起 荐 重要 的 作 由 . 连续 闭 紧 映射 称 为 完满 映射 
(perfect mapping). T, = ELF 09 PE sak 9 f: x> 
YOS Y) EAK, SERSA Aexcannpos 意义 下 
(上 连续 ) 分 解 (f yy EF) RER, RA A rh š$ 
TREA U RAJ 二 fyeY:f"'yeU} 是 U 中 开 集 .后 
一 个 性 质量 上 半 连 续 (upper semi- oontinuous) 多 值 
号 射 定义 的 基础 , 也 就 是 说 ,7 是 闭 的 , 当 且 仪 当 它 的 (多 
慎 ) 逆 映射 是 上 连续 的 . Hausdorff 紧 统 到 Hausdorff 空 
间 上 的 任何 连续 上 映射 是 闭 的 .7 空间 上 的 任何 连 总 闭 映 
HERRI EZAR. 平面 到 直线 上 的 正 交 投影 是 连 
RRF, ETER. 类似 地 , 并 不 是 每 个 连续 财 映 
HEERS. WEJ X-- Y 是 连续 的 并 且 是 闭 的 ,着 了 
完全 正则 ,那么 ,对 任何 点 jy EY 了 "1y = 二 [fy]BX， 这 里 
BX E. Stone - Čech E £ (Stone - Cech compactifi - 
cation), J :BX — BY E j B 91 3J X 和 了 的 
Stone - Čech Rit E 6 8 Selak; 在 正规 空间 类 里 ,其 逆 
EREM. CERRAR Z F. SPE T Fui +E 
质 : 正规 性 ; 族 状 正规 性 ; 完全 正规 性 ; D RH, 538 fh W 
性 ， 而 完全 正则 性 和 强 仿 紧 性 在 连续 症 喘 射 一 一 甚至 
在 完满 上 觅 射 -一 一 之 下 末 必 保持 ， 在 连续 闭 映 射 下 ,前 
象 末 必 保持 上 述 性 质 ， 关于 这 一 点 需要 说 明 : 在 连续 闭 
上 映射 之 下 ,点 的 前 象 未 必 是 紧 的 ,尽管 在 很 多 情况 下 , É 
续 闭 映射 各 完满 映射 之 闻 上 只 有 很 小 的 差别 ， 加 果 E 
度量 空间 到 庙 是 第 一 可 数 性 公理 的 空间 了 上 的 连续 
河上 映射 ,那么 了 是 可 度量 化 的 ,并 且 对 每 个 yeY, 前 象 
J'y 的 边界 是 紧 的 , WRS REREN Ya T G N 
了 上 的 连续 闭 映 英 ; 那 么 ,使 得 了"y 非 紧 的 所 有 点 


ye 了 的 集合 是 6 离散 的 . 
#-+ s 
[i] Apamemea, A. B., € Yenext MaTem. Hayk 2, H 


(966), 4, 133—184. 

[2] Apamemea, A B., IlIonosapes, B. M, Omosa 
oO Tonronomn E mawar H yoipasmemnar, Mi., 1974 
(ŻE $: Arkhanpel'skii, A. V. and Poncmwev, V. L, 
Fundamentals of general topology: problems and exer- 
cises, Reide], 1984). 

[3] Engelking, R., General topology, PWN, 1977. 

B. H TIopovapes # 
[ 补 往 】 财 映射 的 概念 可 引出 空间 的 上 半 连 续 分 角 
(upper semi - continuous decomposition of a space ) 
的 概念 , 这 就 是 字 间 X 的 分 解 E, 它 使 得 商 上 映射 4: 
X— X/ EJ BJ. 
ERILEHE, [A] 表示 集合 4 的 闭 包 , 所 以 在 这 一 
REE, [y] BX 是 在 空间 BX 中 纤维 fy 的 闭 包 
( 亦 苑 集合 的 闭 包 (dasure of a set). 


HRE RER. VHE 译 


闭 掉 学 [qosed operator ; 38Mayraai oneparop 

一 个 算 子 AD, -> Y, 使 得 x,ED,, x 一 X ÉE 
Ax, — y WM x € D, B Ax=y ( B X, Y 是 相同 数 域 上 
的 Banach FEL, D, < X R. À ËJ E W 38 ) 闭 算 子 的 概念 
可 以 推广 到 定义 于 可 分 线性 拓扑 空间 上 的 算 子 ,此 时 民 
替 序 列 {x,}, 须 考虑 任意 的 定向 觅 {x.}. 如 果 Gr 4 是 
ABAS., WA ARAH HEAS Gr A 是 Descartes 
F X x 了 的 闭 子 集 ， 这 个 性 质 常 常 取 作 闭 算 子 的 定义 . 

闭 算 子 的 概念 是 定义 且 连 续 于 一 个 Banach 空间 
的 某 个 闭 于 集 上 的 牌子 的 概念 的 推广 . -AATE 
的 算 子 的 出 于 是 A=d/dt, C EXTER C[a , b] 中 连 
续 可 微 函 数 集合 Cla, b] 上 -数学 物理 中 的 许多 等 子 
是 闭 的 但 并 非 连 续 的 . 

一 个 算 子 4 有 闭 包 ( 即 是 可 陋 的 ) , 指 它 允许 一 个 财 
扩张 .一 个 算 子 有 闭 包 , 当 且 仅 当 Hx, x, ED, 3: R. 


limx, = lim.x,, limAx, = y, limAx, = y, 


可 以 导出 y=y”, 一 个 算 子 的 最 小 的 闭 扩张 称 为 它 的 闭 
包 (dosure). Hilbert 空间 上 具有 稠密 定义 域 的 对 称 算 
子 常常 具有 闭 蚀 . 
有 界线 性 算 子 4 :于 一 了 是 闭 的 , 反之 ,如 果 À ë 
义 子 整个 疏 上 并 且 是 团 的 ,出 它 是 有 界 的 .如 果 4 是 闭 
的 ,并 且 4 -存在 , 则 4-! 也 是 翔 的 ， 由 于 A: X — X E 
闭 的 , 当 且 权 当 4-47 是 闭 的 ,因此 ,如 果 至 少 对 参数 
Ae C A 3 FË TEA R.(A)=(A-1D 存在 并 且 
有 界 , 那 么 4 是 闭 的 . 
- WRD EX RAEN, AMPARATA : D 一 
X, Dec Y°, 瞧 … 地 被 定义 , 则 尘 是 闭 算 子 , 此 外 , 如 果 
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D EY PEREAT, H X, Y 是 自 反 的 ,那么 4 是 一 
个 可 闭 算 子 ,并 且 其 团 包 是 A". 

一 个 闭 算 子 能 够 通过 在 它 的 定 实 域 上 引进 一 个 新 
范 数 而 成 为 有 界 的 . 令 


和 xj = [x +] Ax |. 


那么 带 有 这 个 新 范 数 的 卫 , R Banach 空间 .并且 4 
作为 由 (D ,上 :ji,) 到 YY 的 算 子 是 有 界 的 . 
参考 文献 
11] Yosida, K., Functional analysis, Springer, 1980 (中 译 
本 : 吉田 耕作 , EAH 高 等 教育 出 版 杜 ，1980 ). 
[2] Kato, T., Perturbation’ theory for linear operators, 
Springer, 1980. E H. Coone # 


【 补 注 】 把 整个 Banach 空间 映射 到 一 个 Banach 空间 
中 的 闭 线性 算 子 是 连续 的 , i P 59, 90 B PHI BI @ së 38 
(dosed - graph theorem). 


#*x 
[AI] Goldberg, 5. , Unbounded linear operators, McGraw- 
Hill, 1966. 李 炳 去 W 


Ë g [dosed set; awayroe Maoaecypo] , 丘 扑 空间 中 
的 
含有 它 的 所 有 极限 点 { 见 侨 合 的 概 限 点 (Jimit 
point of a set)) 的 集合 ,于 是 , 闭 集 的 补 集 的 所 有 点 都 
是 内 点 , 所 以 闭 集 可 定义 为 开 集 的 补 集 , 闭 集 的 概念 是 
把 拓扑 空间 定 尽 为 具有 满足 下 列 公 理 的 特定 集合 系 
ARARE A ANER: X Á 5 l> EE HI 
集 ; 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 梨 ; 有 限 个 闭 尘 的 并 是 闭 业 . 
#*x 
[1] Kuratowski, K., Topology. 1, Acad, Press, 1966 (F A 
法 文 ). A, A. Mama R JAH YE 


闭 子 概 形 [dosed subscheme ; 2aMiyran nmoncxess j 
由 概 形 天 的 结构 屋 c, AMERRE E JETEN 
式 定义 的 子 概 形 : 子 概 形 的 拓扑 空间 让 (是 商 层 2, I 
的 支撑 集 ,结构 层 则 是 ox /了 在 它 的 支撑 集 上 的 限制 . 
概 形 的 态 射 站: Y — XR plik À. (closed imbedding), 
如 果 fE Y ËJ 居中 基 闭 子 概 形 上 的 同 构 ; 闭 嵌入 是 概 形 
范畴 内 的 单 态 射 ， 对 于 任 前 煞 子 集 了 c 无 ,存在 以 了 为 
空间 的 一 个 极 小 闭 子 概 形 , 称 为 空间 Y 的 约 化 亲子 概 形 
{reduced dosed subscheme), 如 果 了 Y 了 是 著 的 子 概 形 ， 
MÜ X y Bp Y ËJ k PI TPE Y 称 为 子 概 形 了 在 大 
内 的 (WEOE) BY E ((schematic ) dosure). 
B. H. amio 所 
【 补 注 了 
参考 文献 
[A1] Hartshorne, R., Algebraic geometry, Springer, 1977. 


HLR AR ) 系 [closed system of elements (functions) ; 
33MKHYTAN CHCTEMA 3uteMetroa ， JAMKHYTAN CHCTEMA 
yman | 

某 些 赋 范 线性 空间 H PRAA (e, y, fE 4 zH E 
意 元 素 EH, #E n] 1 FI 2 ü 3 3 HARALA B RE 
HAGE H PRERE AAR, 也 就 是 : 对 
EH s>0. 可 以 找到 数 6,……, 6, 和 使 得 


<. (1) 


I 
举例 说 来 , 等 函数 系 {x"j(a=0,1，…) 在 空间 二 (la B]. 
du(x)) 中 是 闭 的 ， 后 者 是 措 在 有 限 区 间 [a,b] F 38 
{积分 ) 权 (x) 的 p(p2: 1) K EE nf BL (sË p IT EA) H Ag 
空间 ， 此 时 ,不 等 式 (1) 的 形式 为 


b 
JIAO |” dx) < #, (2) 


RPO OE kit, Bayo a R.O YE 
Hilhert 空间 H FI9345 b E 2 SEE P|. wm, Me% 
(D 348 P F NI 3 E: REAK fe RAT 


lZ] = So (3) 


其 中 的 {4,} 是 / 美 于 元 素 系 {8p} 的 Fourier 系数 .在 三 
角 郴 数 系 的 情形 ,条 件 (3) Bl 38 m ñ) Parseval 恒等式 
(Parseval identity); 更 准确 地 , 它 的 形式 是 


L id = H, Sith 
r 2 = " "° 

这 一 等 式 曾 被 M. Parseval (1 806). Ch. J, de la 
Vallée - Poussin (1890) Ë A. Hurwitz (1901 — 1903) 
研究 过 , 它 ( 对 有 界 的 廊 成 立 的 严格 证 时 是 由 A.M. 
Jlsnysos (1896) 给 出 的 ， 

B. ACEmop (1898) 由 于 解决 某 些 数学 物理 问题 
而 首次 详细 研究 了 闭合 条 件 (3) 的 一 般 情形 . 他 引进 
了 专门 名 词 * 闭 合 性 ", 并 从 这 个 观点 研究 各 种 具体 的 正 
TERR, FF j E: Sturm - Liouville 方程 的 基本 解 { 见 
Sturm - Liouville 问题 (Sturm - Liouville problern)). 
因此 ,等 式 (3) tB, 8⁄2 #K Parseval - Crexnon 闭合 条 性 
(Parseval - Steklov closure condition). ° 

闭合 的 概念 广 泛 地 应 用 于 正 交 多 项 式 (orthogonal 
polynomials) 理论 . mR EZH KARARKA, 则 对 
于 任意 权 范 数 , 正 变 多 项 式 系 帮 明 闭 的 .对 于 无 穷 的 
正 痰 性 区 间 ,Crewoe 建立 了 关于 权 通 数 的 各 种 条 件 ， 
它们 对 于 保证 相应 的 下 交 多 项 式 系 的 闭 台 性 是 充分 
的 ;特别 是 ,他 证 明了 Hermite puit # K Laguerre £ 


taa o 
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项 式 系 是 闭 的 ， 对 于 区 间 (a,So), Creio 给 出 的 一 
个 充分 条 件 是 : 存在 正 数 译 列 { ae, 小 使 得 


， tha 
lim a, = z, lm — =0 


n — o noa H 


tim 四 fhiex" ax = 0, 
daj 2 


n= 


EP h(xy R (a , oo) 上 的 微分 权 (ERM) (differential wei- 
ght (function) (Fl du) =A (x) dx). ATE EM- co, 
二 0) ARAE.: hO) JLF hah E. F h AAE 


不 等 式 


hix) = cexp(—a| x D. a>0, xel(—-%, x) 


在 某 种 意义 下 这 AERE RUER 事实 上 , 正 
如 Cerios 所 证 明 的 那样 , 如 果 微 分 权 函 数 的 形式 为 


2m 
2m + | ` 


MEMKE wF CE J, SEEMALA 
E L. ((a b), du (x) rh AA 3 P fH] ER h — 4" B W ñ se k 
JE Hh M. Riesz (1922) 给 出 的 .他 证 明了 : 多 项 式 系 在 
La, b), da(xy it BI 0. 1 B D 35 sk 8 F Ez h5 3E 
问题 (moment probiem) 是 确定 的 , 或 者 在 不 确定 的 情 
形 时 , BA jx) 是 算 问 题 的 所 谓 N 极 值 解 . 

与 闭合 概念 密切 相连 的 概念 是 函数 系 的 完全 性 : K 


hix) = expl—| x ]f)} 8 = m=1.2...., 


数 系 称 为 完全 的 ,如果 由 有 界线 性 泛 函 了 作用 在 隙 数 系 


{9,} 的 所 有 元 素 上 都 等 于 合 便 推出 f 二 全 . 在 Hilbert = 
关中 ,完全 性 与 闭合 性 是 等 价 的 . MRE ip) 在 空间 L, 
中 的 完全 性 等 价 于 该 系 在 空间 L FHRA HF pal, 
4 之 1 K lp+l1/4=1. I 

对 于 多 项 式 系 及 更 一 般 的 画 数 系 ,不 等 式 (1) 或 
{2) 在 复 域 中 的 类 似 形式 已 详细 地 研究 过 { 见 正 交 多 项 
式 ( 复 域 上 的 ) (orthogonal palynomials on a complex 
domain)). l 
# x Rt 

[1] Kaczmarz,S. and Steinhaus, H., Theorie der Orthogonal- 
reihen, Chelsea, reprint, 1951 , 

[2] Tepommyc, A. JI., TeOpHA ODTOrOHAIDHDIX MAOTOTTICHOR. 
OOP NOCTHECHHÄ OTEECTECHHOŠ hiTeMGTHKNH M . — Jl., 
1950, 

[3] Cerë, F., QPTOrOHAJLHbE MHOTCALIEHHI, Oep. c arn., 
M., 1962 (Hif: Szego, G., Orthogmal polynomials , 
Amer. Math. Soc., 1975). 

[4] Crexnos, B, A., & ari. Akan. Hayk 3 (Qnno.- MaTe.cep 
30 G911),4, 1786; 33(1914),8,1—59 ， 

[5] Crexnoe, B. A, Omo sanaw ë MATEMATIMECKOÑ 
dbusakg, 1—2, TL. 1922—1923. 


[6] Riesz, M. Sur le problórng des moments el le 
théorème de Parseval correspondant, Arta Szeged Sect. 
Mah., 1 (1923), 209 — 225 (Arta Litteram uc 
Scientiarum Regiag Unmergtatis Hungaricae Francisco - 
Josephine , Sec. Sci. Matk.. 1 (1922—1923). 209 一 
225). 

[7] Hewitt, E., Remark on orthonormal sets in L. (a,b), 
Amer. Math. Monthly, 61 (1954), 249 一 250. 


. T. K. Cyerus #E 
【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Geronimus, Ya. L., Polynomials orthogonal on 


Girdle and interval, Pergamon , 1960 (E ARA). 
[A2] Alexis, G., Convergenee problems of orthogonal 
series, Pergamon , 1961. 
[43] Freud, G., Orthogonal polynomials , Pergamon , 1971. 
朱 学 贤 译 Arm F 


HERH [dosure condition ; saamoawata yeon | 

网 几何 学 (webs, geometry of) 中 的 条 件 ， 据 此 
条 件 ， 网 中 的 点 和 线 的 某 种 关联 蕴含 新 的 关联 . PJ 
如 , 下 面 的 Thomsen 闭 包 条 件 (Thomsen dosure con- 
dition) ( 见 图 a). 用 平行 直线 表示 网 的 第 一 族 和 第 
二 族 线 , 用 曲线 表示 它 的 第 三 族 线 ; 闭 包 条 件 萄 含 : 如 时 
A, B, C, D 2 88 — WE 2 E, WA E Fi F tb hnk. 


Bla. 
WE x, y 和 zz 是 定义 这 三 族 线 的 参数 ,那么 闭 包 条 件 可 
用 抽象 形式 表示 为 一 个 方程 组 , 其 中 将 z 看 为 和? 的 
“ 舱 ?: z=xy, 
Xoyi X Vo, Xoy2 SX2y0 F X 3 SXi 
如 果 将 =o R 3⁄2 — TE 8. Bñ 2, Thomsen 闭 包 
条 件 等 从 于 这 个 氢 群 同 痕 于 一 个 Abel 群 . 


Hi b AH c aR Reidemeister 闲 包 条 件 (Reide- 
meister closure condition) 和 六 角 条 # ( (hexagonality 
condition)({ 对 于 一 个 平面 三 维 网 ， 即使 不 假定 可 微 性 ， 
这 三 个 条 件 也 是 等 价 的 ). 在 抽象 形式 中 ,这 些 条 件 产 
生 和 在 同 的 拟 群 类 和 环 路 类 ; 在 多 维 网 几何 党 中, 则 导致 
不 辣 的 网 类 . 

射影 儿 条 中 一 些 定理 桔 质 上 是 闭 包 茶 件 { 鲍 如 ， 
Desargues 定理 和 Pappus 定理 ). 
prre 

[1] Blaschke, W., Emfūrmg m dhe Geometrie der Waben, 

Eirkhšuser. 1955. 

[2] Eenoycoga, B. JL, Phiaxoe, B. B., p c6. , orh Baym n 

TeXHHKH. Amoa. Tononom Deomerpra, T 10, M., 

1972 , 159 — 188. 

[3] Benoycon ,RB D., AsmeGpavwvsecxae om H KEASATpYINIH , 

Kum , 1971. B. B Poros $E 
【 补 注 〗 PRR ARE AEA (isotopy). WFR 译 


算法 的 闭 包 [doue of a oomputational algorithm ; samh- 


KAHNE BbPIHHC INTO JIBHOr0 AJITOpPHTMA | 


方程 组 
Lu = f. 0<z<Z. (1) 
作为 已 分 步 求 解 的 方程 组 
Lhu = fs, m=0.....M. 2 


当 上 一 0, z(m, h) — z 时 的 极限 而 得 到 . 方 称 组 (2) TË 
述 解 方程 

Etut = fh (3) 
(例如 有 限 差 分 方程 ,这 时 此 是 空间 步 长 ) 的 算法 的 逐次 
步 双 , 当 上 -= 0 时 方程 全 ) 通 近 方 程 

Lu = f. (4) 

REBELL f= Ly B ia 3 W f, 并 且 fi 
(Dy y'=ut, WARE MERTE (3)85 8 58 
解 . BRY zím, h) E B m Hš fn B) (BI E R Vt 88 Pñ 
ZO., J W P MM y 3 W z(0,h)=0, z(M, h) = 
对 =o 的 情形 是 允许 的 ,这 时 下 .此 ,zfoo. 有 可 以 理解 
为 变量 L) fE Zm, hy: m = 0 时 的 极限 . W JE 
M =o 对 应 于 求解 方程 (3) 的 选 代 法 . 

如 果 方 程 (1) 中 的 算 子 L. 关于 > ERRAR, A 
么 就 说 算法 (2) 有 一 个 正则 闭 包 (regular closure). 5 
热 具 有 正则 闭 包 的 算法 集合 与 实际 上 稳定 算法 的 集合 
并 不 一 致 ,但 团 算法 的 构造 常常 有 助 于 研究 在 各 种 扰动 
{特别 是 计算 误差 ) 下 的 算法 的 稳定 性 ( 见 [3]. [4 ] )， 

闭 算法 的 概念 在 站]j 中 引进 ， 在 那里 得 到 并 研究 了 
求解 逼近 方程 4} 的 有 限 差分 方程 的 逐次 消 元 算法 农 
包 , 其 中 Lu=u- Au. 4 是 Fredholm 积分 算 子 . 

算法 闭 包 的 构造 和 递 运算 一 一 闭 包 是 .给 定 连续 


-一 一 一- 
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EELK A A A RO E —— k 1 YT 88 F L 38 p ik ii 
是 有 用 的 . 特别 业 , 大量 迭代 法 容许 定常 过 程 作为 闭 
E. 例如 ,Laplace 差分 方程 的 葵 单 千代 解法 对 应 T E 
HTE u, = Au; 而 两 步 选 代 法 对 应 于 定常 过 程 u ,+au, = 
Au, a> 0 (R [5]). 

#* x Rt 

IL) Coors, C. JL, é Hæ. AH CCCP Cep. MareM. b, 2 
(1956), 4, 413 一 436. 

[2] Ba6ynua ， H., Tiparep, M., Baracek, D., K. armc. 
MATEM. H MaT0M. Hj. $, 4 (1964, 2, 351— 1353. 

[3] Baxsanos, H. C., BbrmcmamenbHbE METONbIE PeIDEHHS OÜbLIk- 
HOBEHHDIX JI 中 epehriaaIRE ypa, K., 1970. 

[H Baxmanon, H. C, UncmenmpE MeTOJbL 2 H306. ME, 1975 
(iE: Bakhvalov, N. S., Numerical methods: analysis, 
algebra, ordinary differential equations, Miir, 1977». 

[5] Cayea, B. K , Hererpaponanne ypanHcuqñ napato mec- 
KOPO THHA MEIONIGM CeTOK M., 10. 

[6] Hann, A. Q. &3K. ICA MATEM, H MATéM. dua, 
7 (1967), 2, 411-416. A 中 .IIameom # 


【 补 注 】 
trk 
[A1] Babuška, L [L Babushkal, Prager, M. and Vitasek, E., 
Numerical processes in differential equations, Wiley, 
1966. RHR 译 


集合 的 闭 包 [dosure of a set; amke MuxecTaa]， 
括 村 空间 中 的 
宣 有 访 集 合 的 所 有 闭合 (closed set) 的 交 . 
A. A. Mame 所 
[ 补 注 】 EREA h, 36 4 的 闭 包 记 作 [4], 或 
LA] X 2 8 PB 08k E 2 E| X H, 在 西 交 文献 中 ， 用 
A. £. CA, 或 Cl 4 表示 . | 
O 闭 包 的 另 一 个 定义 如 下 : 4 在 著 中 的 闭 包 是 所 有 满 
足下 述 条 忻 的 xe X 8538: x 的 任 一 郎 域 都 和 4 和 相交. 
mu w (closure operation) 满足 : 1) AUB= 
AUB; >) A= À; 3) @=@;4) A=A. 满足 1), 2), 3), 
和 4) 的 运算 称 为 闭 包 运算 . 用 闭 包 运算 可 以 定义 拓扑 
空间 : 时 集 是 等 于 其 贸 包 的 那些 集合 


这 种 做 法 取 自 [A1] . 
# x Rt 
(A1] Kuratowski, K. , Topology, 1, Acad. Press, 1966 ( + 
” 自 法 文 ). JAM H 


HB% É [ dosure relation ; JAMEIKAHRN OTBomeaee ] , 
闭 包 运算 (dosure operation), 偏 序 业 M. 中 的 

MIE B ARARA, ETER a EM ， 映 为 元 
KIEM, WA a 的 闭 包 [glosure), 使 得 下 列 条 忻 成 立 : 
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Da Sa; 车 a <b.W Z< b; 8 3) 五 = 有. 如 果 元 
F a AEE BCH E, W a 是 闭 的 (dlosed)， 在 集 
M P, SURE 1 TZ PR 3 A, RHE — g ih 85 T M Y 
-THEZA. 特别 在 M EIRE xHRE TE 
HERREG FOR Sht SEAT, RTE EW 
谈论 闭 包 返 算 ， 在 任意 集合 入 上 ， 一 个 闭 包 运算 可 以 这 
样 来 规定 : 任 取 一 个 由 子 集 所 成 的 族 ,其 中 包含 二 自 
身 , 而 及 甘于 任意 密 的 变 是 封闭 的 ,以 这 个 三 作为 天 的 
闭 子 和 集 族 ,两 个 带 有 闭 包 运算 的 偏 序 集 , 如 果 存 在 一 个 
偏 序 集 的 同 构 , 使 得 闭 集 的 象 和 闭 集 的 原 象 都 是 闭 的 ， 
则 称 它们 是 同 构 的 . 对 于 由 无 的 所 有 子 集 所 成 的 集合 
来 说 , 一 类 在 数学 上 有 相当 重要 性 的 闭 包 运算 楼 求 满足 
F 述 附加 和 条件: 空 集 是 闭 集 ,的 二 个 子 集 的 并 的 闭 世 
等 于 它 位 的 阔 包 的 并 . 满足 此 条 件 的 闭 包 运算 称 作 集 
AX L ft {Lopology on the set). 
参考 立 献 

[t] Cohn, P. M. , Universal algebra, Reidel . 1981. 

[3 Kypow, A.T. , Jemna no oned anreópe, M. , 1962 

CHEE: 库 袜 人 逢 ， 一 般 代数 学 ， 科 学 出 版 社 ，1964). 
O. A. Finanopa #E 


【 补 注 】 闭 包 运算 又 称 作 闭 包 算 子 (closure operator) 
RWT oin operator) (RHP. 集合 六 的 一 族 子 
集 ,如 内在 任意 交 下 是 封闭 的 , 则 称 之 为 闭 包 系 (closure 
system )， 例 如 仿 射 空间 4 中 所 有 子 空间 所 成 的 族 , 如 
上 记述 , 它 给 出 4 的 子 集 上 的 一 全 闭 包 运算 
与 有 限 并 可 交换 的 闭 包 运算 , 为 表示 学 艇 [Ai] 的 作 
者 ,党 称 作 Kuratowski 闭 包 运 算 (Kuratowski dosure 
operation) . 具有 闭 包 运算 的 Boole 代数 (Boolean alge- 
bra) 有 时 称 作 闭 包 代 数 (closure algebra) (W [A2]). 
参考 文献 
[A1] Kuratowski, C. , Sur l'operation À de l'analysš situs, 
Fund. Math. , 3 (1922), 182 — 199. 
TAJ] McKinsey, C. C. and Tasski, A. , On dosed eleme- 
nts in cosure algebras, Ann. Math. (2). 47 (1946), 
122 — 162. 戴 执 中 译 


回旋 曲线 | dotboid ; iuroroswama ] 
同 Comu 螺 线 (Cornu spiral). 


FHAA [ cluster set ; peneme MEOkecrBo ] 

定义 二 区域 Gc CERF Riemann 球面 只 中 的 
KAG — QEA z € G ike T RQ Sc GES) 
的 集合 C (7. zo S), 它 由 满足 下 述 条 件 的 值 oe 人身 组 
成 :存在 点 列 {z js (ze S), lim, .名 =20; 使 得 


lim ftz,) = a 


每 个 数 g ECIS, za;S) 称 为 了 在 3 处 关于 号 的 一 个 
K. 聚 和 值 集 理 论 是 函数 论 的 一 个 分 支 ,通过 各 种 聚 


”点 z (28 G) 3 3 5 KAK L: 


f SE TF IE B YE N A Pn HE. 

如 果 取 3S 为 整个 区 域 6, MAA? RAE (full cus- 
ter set)C(f, z: G)=C (f, z); m E ta 3 g S = G 
是 严格 的 , 则 有 时 称 相应 的 集合 C (f. z, S) 353 R S TH 
集 (partial cluster set). RAE C (f. z,) 是 闭 集 ; 
MWERA SES z,e5 处 局 部 连通 ,了 在 3 上 连续 , VSE 
值 集 C (f. z; S) 或 者 是 退化 的 ， 即 侈 由 一 个 点 构成 ， 
或 者 是 上 韭 退化 的 连续 统 , mn 3 C (f, z, ; S) 与 口 相 
同 ， 则 称 为 完 爹 聚 值 集 (total cluster set). # a 8 O M 
于 了 在 z 处 关于 5 HENIE R(f, z, ; S), 如 果 存 在 
AES (n=l, 2，…) 构 成 的 满 吓 lim， ,2,=zo 的 序 
Azt 使 得 a=f(z On=l, 2, …). EARO., z,; 
NECES, 20; 5). 如 果 对 于 某 个 a e Q, 在 G 内 存在 以 
z=z (t) (O01<1), 
lim, z(t)=z , 使 得 lim .f(z (t=a, 则 称 a 3 f fE 
z 4b (Yr LOHARE (asymptotic value), f # z, 处 所 有 
渐 近 值 的 集合 AU. zG) AAEE (asymptotic set). 

BE IB 3E 2: N IK E P. Painlevé F 1895 年 清晰 地 
表述 (他 称 它 为 “不 确定 性 区 域 ”, 见 [1]), 他 是 在 研究 解析 
页 数 接近 其 某 个 奇 点 时 的 性 态 并 对 解析 函数 的 奇 点 进行 
分 类 时 引进 这 个 概念 的 . 当时 基本 上 是 研究 豪 值 集 理 
论 的 三 种 几何 上 最 简单 的 情形 : a) z, 是 边界 0G 的 孤立 
点 或 是 GH b G=D=(::|zi<11 ERAM, 
者 一 般 地 是 Jordan W, za 是 边界 T =D EER c) 
F E= 8G 是 平面 上 的 处 处 不 连续 紧 统 { 即 不 包含 任何 
非 公 化 连 续 统 的 完全 不 连通 的 紧 集 ) 且 z, EE， M EPS 
数论 的 许多 经 典 结果 可 由 豪 慎 集 瑚 述 . 例如 , 某 种 加 强 
形式 的 Coxouia 册 定理 {Sokhotskii theorem} 可 陈述 
为 : 如果 为 是 处 处 不 连续 紧 统 一 G 的 孤立 点 .了 是 CAE 
EHEAR, URAR C, z; G \E) 或 者 是 退化 
的 ,或 者 是 完全 的 . 补充 上 述 定 理 的 是 Picard 定理 (Pi- 
card theorem), EWE: WEC, z, G NE) 是 完全 的 ， 
即 如 果 如 是 本 质 告 点 , 则 集 CR (f, z; G NE)= 
NR (U, a GE) 至 包含 有 两 个 不 同 的 值 . 此 时 还 有 

CRIS, 20:G\E) C A(f. z0: GNE) 
(iverson EI (Iverson theorem)). 

HEARRE “BR” A E 25 BJ 3 10 (Painlevé 
理论 (Painlevé theory) ) 有 关 的 主要 结果 其 (W. [1), 
Pp: WERA E= G 的 线性 Hausdor 信 测度 为 零 , aE) 
=u (E)=0, 函数 /在 G N E PER, MI ESAE E, 
Ne d C (f, a G \ 上 5) 或 者 是 退化 的 , 或 者 是 完全 
的 ; 而 在 第 -种 情形 ,了 在 z, 处 也 是 亚 纯 的 . 因此 , K 
ER C(f. ziGAE) 为 退化 的 点 zoEE 是 f AEN 
点 ;对 各 种 次 数 类 的 可 去 集 的 研究 可 以 看 作 带 值 集 理论 
的 一 个 分 支 . 

T'ony6es 定理 (Golubey theorem) 是 Picard 定理 


的 重要 强化 ,如 果 有 CC ,AGE)=0 , f 在 GME 内 亚 
纯 , 则 在 每 个 本 质 奇 点 2 五 处 , 集合 CRIP z; G NE) 
的 租 析 容量 (analytic capacity) 为 零 (从 而 其 平面 测度 
h, (CR)=0). 

P. Fatou (1906) 关 于 单位 圆 盘 p=!z:|z| <11 内 全 
纯 函 数 ftz) 和 的 边界 值 的 工作 是 连 综 边界 情形 的 识 值 集 
理论 的 出 发 点 . 如 果 这 样 的 函数 了 在 万 内 有 界 , 则 它 在 
A 工 ={z :1z|=1})} 上 几乎 处 处 (在 Lebesgue 测度 意义 下 ) 
有 径 向 与 角 ( 非 切 向 ) 过 界 值 (Hatou 定理 {Fatou theo- 
rem)). 设 =e"ET 是 任意 的 点 ,以 h(E,wp) 表 未 吕 的 以 兹 
为 次 点 并 与 如 处 的 半径 构成 人 角 pan <o <n/2) Él 
Z. HAG p, pp 表示 以 ET 为 顶点 ,由 只 中 位 于 


BIR h (U, SAC p) (Cy <0 <9:< £ ) 之 间 ' 


ñ) < SH I Jü PR. 称 点 上 se 工 为 Fatou 点 (Fatou 
point) HATES FU), 如 果 对 所 有 和 角 域 A 信 ,的 , p) 
取 的 并 


U EU, A D, 2.) 


BANE Se ER. AMERA f & ¿ 处 的 角 边 界 值 
angular boundary value). Fatou 定理 的 另 一 表述 
为 :对 于 DD 内 的 有 界 全 纯 函 数 站 分解 式 人 =F (DUE 
(mes EE=0) 成 六 ,FF, Riesz AI M. Riesz 唯 -- 性 定理 
(F. and M. Riesz uniqueness theorem，1916) 补充 
了 上 述 结果 :如 果 f 6 D 内 全 纯 并 有 界 , 且 在 某 个 集合 
MEF (f)(mes M >0) 上 有 前 边界 值 了 (5) =a(te M), 
则 了 (z) = a .这 个 陈述 由 H. H. Jlysan 和 Á. H. Mpa- 
BOB 各 自 独 立地 证 明 (1919)]， 李 和 们 还 得 到 了 它 对 任 
意 亚 钝 函数 情形 的 实质 性 的 推广 ， 同 年 他 们 发 表 了 径 
向 边界 值 情形 的 边界 唯一 性 定理 : 如 果 函 数 /在 D 82: 
Bh. 集合 MARAN, H f tK Y= T E B E 38 
EEES MERA HAR # I) yb 3 8 a e Q RI 
lim _ J(re')=a(e'*e M), Ñf ftz)=a. 

Tipunayoa 于 1936 年 注意 到 , 当 在 点 之 = eee M 
处 值 a.=lim _, f re ) 不 一 定 相等 但 属于 -个 (对 数 ) 
容量 为 零 的 集合 时 ,上 述 J (z) = 常数 的 结论 仍然 成 
3F. 证 明 Jiysua - peanon 定理 的 基本 想法 和 要 素 可 
应 用 于 只 的 连续 映射 了 的 一 般 情形 , 天 后 并 为 许多 论文 
所 运用 . 

称 ALET = (z:|z|=11 为 Plessner 点 ( Plessner 
point) 并 属于 集合 IO), WMR A £ 35 TE 509 Br235 ffi bR 
AC, @ , PRBE 

MCU, yv. AlE, Pi, Pa) 
与 只 相 同 . A L Plessner 证 明 (1927), 对 DD 内 的 亚 纯 
函数 站 边界 工 的 几乎 所 有 点 局 于 下 (四 或 1 了 ), 刀 T= 
F(JUIO(UE, mes E=0. 称 点 ET 为 Meier 点 
(Meier point) 并 属于 集合 MU) WAC, ¿, DFR 
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HAHI B ¿Él FF f 32 k 9 32 RMA 2 3 YC (f, t; 
,与 忆 (f ,4D) 相 同 K. Meiser $v T (1961) 
下 述 以 Baire 范畴 表达 的 类 伏 F Plessner 定理 的 结果 : 
如 果 六 在 避 内 亚 纯 , 则 可 能 除去 一 个 第 -范畴 集 上 外 ， 
过 界 工 的 所 有 点 属于 并 M (DOO. C447) Meter 
定理 的 更 精确 的 陈述 ,其 中 五 是 第 一 范畴 的 上 ,型 集 
(w 012] 一 [1 必 ; 在 这 些 文献 中 得 到 了 Plessner 定理 与 
Meir 定理 的 推广 ,并 给 出 了 后 者 的 道 定理 以 及 和 M7) 
的 刻画 ). 

Fatou 的 工作 是 发 展 关 于 解析 应 数 边 界 性 质 的 基本 
WRH. F. Riesz 和 M. Riesz, JIysm, Tpwnaoa, 
R. Nevanlinna, Plessner, B. H. CuMupaos 以 及 其 他 
A AIi BL T Painleve 的 想法 ， 他 科 的 研究 
的 特征 是 使 用 与 测度 和 积分 论 有 关 的 方法 , 包括 
Baire 范畴 概念 ( 见 [4] 一 [9]). 

F. Iversen 和 W. Gros 研究 的 基本 对 象 是 具有 Jor- 
dan 边界 工 = 如 的 区 域 D 内 的 亚 纯 钞 数 了 在 任意 点 Ç, 


定义 如 下 ; 如 果 以 M. 表示 对 所 有 点 
eNEAN iz: z-o] er} 


WA UCS., ü; D) BAE, WE, ü; T)= 
[Y,., M, .他 们 两 人 相互 独立 地 得 到 的 主要 定理 之 一 
言 ,在 上 述 条 件 下 , 对 性 何如 E 工 , 集合 
CU Èn BD) = C(f. to: DN CU, ty; T) 
是 开 的 ,并 且 可 能 除去 两 个 便 外 值 ,所 有 属于 C (f. š; 
D) Ai a 属于 回归 值 集 R(f,t6; D). 此 外 , 每 个 例外 
E (如 捍 存 在 的 话 ) 是 了 在 与 处 的 渐 近 慎 . 

# A. Beurling, W. Seidel (他 在 1932 年 也 引进 
了 “ 防 值 集 " 这 个 术语 ) 太 其 他 人 的 工作 ( 见 [- [9]) 
th, Iverson 和 Gross 的 研究 得 到 了 进一步 的 发 展 . 4 
HEERE LES 属于 边界 五 上 一 个 具有 零 
线性 测度 或 替 容 量 的 “小 "集合 互 时 .研究 其 定 S 5 
Cif ia T) 38 46 E CS, 和; P NE). 在 这 些 研 
究 中 还 应 用 了 位 势 理论 方法 . 

下 面 对 于 辆 各 D={2:|z|<1} 的 情形 陈述 这 个 方向 
PBI IRR. HEE D 的 边界 本 的 张 y E ise T W E 
mes E=0 WEA EBR ¿e E. 对 每 个 点 ey NE 指 
定 一 终点 为 和 的 Jordan WL A, G D. EM) 是 对 所 有 点 


C e(yNE)fY(: |z—1 [< r) 
取 的 并 UCIS. L, A.) 的 闭 包 并 设 
CF RT E) = AM, 
则 集合 ü 
SE) = CO tai D)N CO G: UN E) 
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是 开 的 ,集合 SC ONR(f. L DIRI SBE, 并 且 每 个 
#aeS((ONR (J.C; 中) 是 了 在 点 名 处 或 在 某 个 序列 
Iz) GRET, n=1, 2, 0, lim, = t.) WJ 8 4 5 
HERRE. mR ERARA, 则 对 (50) 的 每 个 
WE pK SENEL, 2 集合 SERU, S D) 
H£ £W4- ABLA. 

下 述 Lindelif 定理 (Lindel5f theorem) E A M IE 
规 族 (normal fmily) 得 到 证 明 : 3 8 2 Sb 88 3⁄2 f fE D 
HARHA GEDANKE #， 则 它 在 该 点 处 以 aW 
ARÉ. KE G AMEH A yA F= 
{f(z)} 的 正规 性 可 以 用 所 谓 球面 导数 (spherical 
derivative} , 

an dfe)! 
D= EOT 
来 刻画 . 

确切 地 说 ,FF 为 正规 族 当 瑟 仅 当 球 面 导数 p( f (z); 
VEFE GN 3 — 34 M.I AJ ES KC G. 存在 
W C=C(K), 使 得 

plzp < CIK). zeK, feF 


然而 ,在 聚 值 集 理 论 中 ,正规 族 最 重要 的 作用 显示 
BO EER SIM r. 单 连 通 域 6 内 的 亚 纯 范 数 fiz) 称 
* G 内 的 正规 函数 (normal fonction} ,如果 当 5 遍历 
GG 的 所 有 共 形 自 同 构 构 战 的 访 时 , 族 {f(Stz) 是 正规 
的 , 称 fz) 6 SERA 如 内 正规 ,如 果 它 在 如 的 通用 机 
AH LER. 在 呈 内 亚 纯 的 函数 CAEM Hi 
#&W3 C=C(f/)(0< C< >), 使 得 
gjeja | < CT 
上 式 左 边 是 Riemann $A O _L zT 88 3 w= 2)? 的 所 
谓 纺 度量 的 线索 , 而 表示 式 do(z)=ldz| (1 -zP ED 
的 双 曲 度量 的 线 素 . + He = 4 El ë B) 8 1 2 Sh Pa 3k 
和 亚 纯 函数 是 正规 的 .而 且 所 说 类 中 图 数 的 某 些 性 质 
可 以 移植 到 任意 的 正规 苯 数 上 . 例如 , Lindelóf 定理 的 
结论 对 任意 的 正规 函数 成 立 ，D 肉 所 有 正规 亚 纯 函 数 
的 类 与 有 界 特 征 阔 数 ( 见 有 界 特 生 函数 {fonction of 
bounded characteristic ) ) 的 类 有 某 些 相似 之 姓 , 热 而 也 有 
本 质 的 差别 . 例如 ,存在 没有 渐 近 值 从 而 没有 径 向 边界 
值 的 正规 亚 纯 函 数 , 但 对 有 界 转 征 函 妆 ,这 是 不 可 能 出 
现 的 . G. R. MacLane 进行 了 关于 渐 近 届 的 重要 研究 
([7] , [9]). 用 MacLane 理论 可 以 得 到 正规 眶 邹 口 知性 
质 的 新 证 明和 例如 .正规 全 纯 函 数 f[z) 在 其 上 具有 渐 
近 值 从 击 有 具有 第 边界 值 的 点 Ee 全 的 集合 在 上 是 向 
密 的 . 
亚 纯 销 数 的 值 分 布 与 正规 性 概念 紧密 相 联 ，D 中 
点 2 的 满 吓 lim,. ,|z,1=1 的 序列 1z,) 称 为 对 于 DD 内 
亚 纯 函数 tz) 的 了 序列 , 如 果 对 每 个 无 穷 于 谨 列 1z.,} 


和 每 们 8 >0, 集合 


RRIJA z: Ut{zeD: olz. >, ZE] 
L | , 
33 AB AB. CER: f 3 p s — 4 P BJ. 3-4 (z 
当 


lim sup qz) = +æ, gA = 0- TO A 


于 是 , 亚 纯 函 数 f(z) 的 值 分 布 与 连续 男 数 9 00 9 8 
集 的 缚 构 有 关 . 

关于 一 般 映射 产品 一 站 (有 =1z :1 <1) B5 E fË 
集 理论 也 已 取得 实质 进展 . 1955 年 ,下 述 歧 点 定理 (4m- 
biguous point theorem) 得 到 证 明 : 设 f: D aR 
映射 , 则 祷 是 下 述 条 件 的 点 š e P 8k £ £ af SE 8: 6 
¿REH P S e Sk i P L, 上; ,使 得 


ARED Æ CU. t. LL). 


Collingwood # 大 性 E Æ (Collingwood maxima!ity 
theorem) 断言 : 设 L, 是 吾 中 使 得 工 ,站 下 =1=1 hft 
一 连续 统 , L. 是 把 工 , 弗 坐 标 原点 旋转 9 所 得 到 的 连续 
AFD 一 0 是 任 一 映射 则 使 得 

CU ihel= CYL D) 


Aa ¿=e er ARTES- W 3 Saul el W 
FRAC. WR RIS C (/. U. D)S5S TH IK X U: 
的 所 有 角 域 取 的 交 


AMEY. FA pp) 
相同 .已 经 证 明 {[10]), 对 任 一 映射 了 : D 一 Q. 有 
T= ADUE, 

其 中 是 FF, 型 的 第 一 范畴 集 . 反之 ,对 任 一 下 型 的 第 
-EPR ECI., 存在 了 内 的 有 和 界 全 纯 阔 数 六 ,使 得 
E= T\C (fy 集 忆 {四 是 集 天 (让 的 子 集 . K (f) E W 
足下 述 条 件 的 所 有 ET 构 感 :在 点 处 ,对 性 柯 两 个 角 
BA. 的, MRA p 2.) A 


CU, s; ALS, Pis PICE, Ç; A(S, Ps P I 


REST, ter HE0, Ure PRAT 
上 包 会 于 + 的 8 邻 域 {e' :|8-argt|<et 中 旦 与 E 没有 
公共 点 的 最 大 开 更 的 长 度 ; 如 果 不 存 在 这 样 的 开 组 ,而 
* r(Ç.s. E)=0. 集合 下 称 为 在 TT 上 是 多 和 孔 的 
(porous), 如 果 对 任何 点 2EE., 有 

lim sup /CE E) >0:; 

E-D E 
a$ {LE (e - porous set) 是 指 至 包 可 数 个 多 孔 集 之 
M. JE- o ELRES -范畴 的 , 且 具 有 誉 线 性 测度 . 
对 任 - -映射 f. D— Q. TSKE RE, E h E 


是 GG;, 型 的 9 多孔 集 . 反之 ,对 任 一 g 多孔 集 玉 , 存在 
DAHAR EAAS /, Er) E. 

关于 多 复 量 范 数 的 售 值 集 理 论 , 见 ,例如 ， 
[15s]—117]. 
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B. H. Tapas, E. JL. Comomanes PË 
[ 补 注 】 关于 线性 Hausdor 下 测度 和 平面 测度 的 概 
£., 见 Hamsdorff MÆ (Hausdorff measure); X: F AE 
NE SEPRILHE NM), 见 扩充 复 平 面 (extended complex 
plane). 沈 永 欢 译 


余 代数 [oo - algebr ; kos.ure6pa | 
交换 环 大 上 模 4 且 具 有 两 个 同 坊 映射 9 :4 一 
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AQRA EA “此 ,使 得 图 
p 


A 一 ABA 
Pp ee 
AQA > AQAQA 
gal 
和 
AGA AB A@A 
EQ) | ige 
4 
可 变换 . 换 句 话说 ， 余 代数 是 环 大 上 结合 代数 概念 {在 
范 团 理论 意 放 下} 的 对 偶 概 念 ， 


余 代 数 在 许多 拓扑 应 用 方面 有 重要 意义 .例如 ， 
拓扑 空间 的 单 复 形 基 一 个 余人 代数 . 和 余 代数 紧密 联系 
的 是 Hopf 代 数 ， 它 同时 具有 代数 和 余 民 数 结构 . x. 
Hopf 代数 (Hopf algebra}. 
参考 文献 

[1] MacLane, S., Homology, Springer, 1963. 

I B E Tosopoa 所 
[ 补 注 了 给 定 上 上 一 个 余 代 数 A, $ 4 =Hom (A, k) 
是 从 4 到 大 的 所 有 上 大 模 同 态 组 成 的 模 ， 对 于 fjg ea, 
SE SRE: 4 一 点 它 由 公式 fo(ay= (f @ g)(ə (a) 确 
定 ， 这 里 把 kk @ k; kj. 对 任 音 两 个 上 模 M. 
N, E 9 p: M O N° > (M @ N) 它 由 公式 p(f @ g) 
(m @ nimy (n) 确 定 , WAA EB) 3641 p| 8 9 SI 
AOA — AQA E A GK eA — k hf 45 4” 
RARA EMAA A HA dual algebra)) 
WARE RT. RA, p R A, 
并 且 不 存在 自然 上 模 同 坟 (MW@N) :~ M `@ N. 
这 样 ， 即 使 当 大 为 域 时 ， 也 不 存在 一 个 自然 构造 方 
法 ， 能 把 一 个 上 上 已 数 和 一 个 余 代 数 联 系 起 来 ， 但 
E., kAj, FERF C | C l) BE RE as + ado- 
int functor) A i— 中, 它 把 -- 个 余 代 数 和 它 的 对 倘 代 
数 联 系 起 来 ， 即 有 ,vn tA, C 2... (A. C) AE 
Ek， 这 里 Q RI 安 - 分 别 表 示 上 代数 
范畴 与 上 余 代数 范 哮 {([A2] , 亦 见 Hop 代数 ). 但 是 如 果 
Bk ES Rh) B H | p: Q B'— (B @ B) 是 
同 构 映射 ， 且 可 以 定义 对 偶 余 代数 (dual oo - alæbra). 

WS EDIS. SU É KS= O ks, ÆN 


e (s)=Y ss ,8 (5)=1. 
则 上 是 一 个 余 民 数 . 


(morphism of œ- algebras) Œ k At a:4 B, 使 得 
yo amlang) g fla, ame. RR 4 的 余 理想 (oo - 
idea Rk — + k TEV, 使 得 e(V)C V & A+A @ V #i 
s(F)= 0. 


A 


e8 CO - BASIS 


余 代 数 (C, p) 上 余 模 (co- module) M 是 一 个 天 模 ， 
RAAH yM- MOC, EFUB’ p=(1%o) 
c, (Qe) y EER M — M Q k. REHAR 
有 作 模 的 间 杰 等 明显 概念 . 

夭 考 文献 
[A1] Sweedler, M., Hopf algebras, Benjamin, 1969. 
[A2] Abe, E., Hopf algebras, Cambridge Univ. Press, 1980, 
AEA VE 


共 基 { co - basis ; koam ] 

对 饮 或 伴随 空间 (adjoint space) 的 一 组 基 (basis). 
DIRI 共 基 也 称 为 对 偶 基 (dual basis). 专门 名 词 E' 
的 "对 偶 基 * 或 共 共 "常用 来 表示 E 的 满足 e e), 
(Kronecker 符号 ) 的 一 组 基 (e")， 这 里 (e) 为 王 的 一 组 
给 定 的 基 . 这 对 基 (e), (er) 称 为 对 个 基 对 (Pair of dual 
bases). 陈 公 宁 译 


上 Eudid 空间 [eo - Euclidean space : koeskimmoeo npoc- 
TYpaacrraol， 对 偶 Euclid 空间 (dual Euclidean space) 
应 用 对 偶 原 理 从 Euclid 空间 得 到 的 间 一 维 数 的 射 
影 空间 ， 记 为 R;， 这 里 为 空间 的 维 数 ， 上 Euclid = 
间 及 具有 射影 度量 ， 它 按照 引入 射 影 度量 的 一 般 方 式 


来 定义 ,如果 Euclid 空间 R 的 射影 度量 由 一 绝对 形 定 . 


义 ， 这 个 绝对 形 由 一 个 一 1 维 平面 和 该 平面 上 的 一 个 
n 一 2 维 虚 二 次 曲面 维 成 ， 那 么 上 Eudid 空间 的 射影 度 
量 就 由 对 偶 绝 对 形 定义 ， 这 个 对 偶 比 对 形 是 一 个 二 次 
虚 锥 面 ， 称 为 绝对 锥 面 ， 且 以 上 述 绝 对 形 的 绝对 点 为 
其 顶点 ， 

考 虚 到 空间 R AFR BGAE R 中 两 点 之 
间 的 距离 可 依照 具有 射影 度量 的 空间 中 定义 两 点 之 间 
距 高 的 一 般 方式 来 定义 ， 设 


(u, x}t uo = 0, (v,y)+9 = Ü 
R fg T R 的 Euclid 空间 R, 中 的 某 些 平 面 的 法 方 


B., 其 中 


wa = l, (v.v) = 1. 


(u, x) 有 R, 中 向 量 的 内 积 。 把 这 些 平面 与 具有 坐标 


x) = puo, 


的 及 中 的 点 XE, x) 8 了 (ye y BB, Bitat 
mir in FARBE: 


(x.x) = 0° > Ü, (yy) = p?! > O 


ü 


x! = pun y? = pb. y = pu, peR 


(x”" 和 y?* 为 无 穷 远 奇 异 平面 上 的 点 AM YHES). X 
和 了 之 间 的 出 离 5 记 如 下 关系 定义 : 


cos? Š _ G> . 
p (x.xXy.y)` 


换 名 话说 ， 它 用 对 偶 于 二 和 了 的 平面 之 向 的 夹 角 来 表 
未 ,按照 点 七 和 了 的 向 量 的 规范 形式 ， 鞋 述 关 系 网 与 


为 
Š 


cos 一 = 
p 


实数 p 称 为 上 Eudid © FMRE. 

H X, YER ETAZ Bl R. 中 的 平行 平面 
BJ, ó=0, EAA XA Y HIBUEE E 9 332 ae F 4y F 
面 间 的 Euclid PN. 

按照 对 偶 原 理 ，R* 中 两 球面 间 的 夹 角 定义 为 与 两 
平面 相对 应 的 肛 , 中 两 点 间 的 规范 化 Euclid 距离 . 这 个 
AEST R° 中 所 给 平面 的 某 两 点 之 间 的 规范 化 距离， 
这 两 点 是 该 两 平面 相交 所 成 的 mn 一 2 维 平面 关于 某 两 
个 二 次 曲面 的 极点 ， 而 这 两 个 二 次 曲面 则 由 绝对 锥 面 
在 该 两 平面 上 分 割 而 得 ， 利 用 这 个 关系 ， 总 可 以 定义 
FEAA FEZ AHEM. 特别, 上 Eudid PE R, 
中 两 直线 之 间 的 夹 角 等 于 该 两 直线 上 某 两 点 间 的 规范 
化 距离 ， 这 两 点 中 的 每 一 点 过 同 该 两 直线 的 交点 ， 调 
和 分 割 其 所 在 直线 与 两 绝对 直线 的 交点 . 

上 Eudid 空间 的 运动 定 多 为 该 空间 由 相应 的 对 偶 
空间 及, 的 运动 所 诱导 的 变换 ; 因此 ，R; 的 运动 可 由 
正 交 算 子 来 描述 ， 

E Eudid Y M R, 的 几何 具有 平面 R, 的 对 但 性 
质 ， 恒 如 ， 从 三 角形 ABC 的 边 长 在 好 ,的 运动 之 下 的 
不 变性 知道 ， 在 及: 的 运动 之 下 ， 角 盘 A=4+C- B E 
不 变量 旦 总 是 正 的 (这 里 以 及 下 面 ， 我 们 都 假定 在 R 


Honi 


. 中 三 角形 ABC 的 内 角 甩 包含 绝对 点 ) R; 中 三 角形 面 


积 $ 与 角 熏 成 比 鲍 ， 它 是 三 角形 的 一 个 加 性 函数 : 
3=maA， 
作为 BB 中 三 角形 角 的 大 小 和 边 长 之 间 的 对 候 特 征 
的 一 个 推论 ， 对 于 三 角形 ABC 有 如 下 三 角 学 关系 : 
b = a+. 


42 = B+? -ICh cos Z, 


sina /p _ sinb / p — sine / p 
A B | C 
在 平 而 及 ; H, (WK PPN At SBlhi, AE 
度量 是 抛物 的 ， 在 空间 R 中 ，( 直线 上 )9OS EB E 
AERAN FEE. EMPERAN., MEERE. 
THI. 

”上 Eudid 空间 R° ER S BRI JloGasescxañ 2 Bl 
的 极限 情形 : RS 的 射影 度量 可 以 通过 上 述 空 间 的 射影 
度量 的 极限 过 镀 而 得 . 

#** 
[1] PosxmQbema, B. A., HeegwmaoBh rpocrpascrma , M., 
1969. JI A Capo = 

【 补 注 】 


参考 立 献 
[A1] Sommerville, D. M. Y., Non - Eudidean geometry, 
, Dover, reprmt, 1958. 
É B. KET, RER 译 


上 五 空间 [co - H - space ; ko - H - mpocrpasscrno ] 

具有 上 乘法 的 拓扑 空间 ; 32 25 8 25 E: H 空间 
(H - space). 
{ 补 注 】 在 有 点 拓扑 空间 的 范畴 里 ,两 个 对 象 【 苇 ,xz ] 
Bs (Y, w) B fi (sum) EH x S n FARAH YEZ 
并 , 这 个 等 同 的 点 作为 基点 ;可 以 把 这 种 并 理解 (并 具体 
E)E Ax YRT XX fjLHao}x 了 . T 5 E H Bl 
为 有 点 拓扑 空间 ， 它 具 有 有 点 空间 的 称 之 为 上 乘法 
(co - multiplication) KE A i g — o vg, 使 得 
KERHO OVE =P OV ig gg QV 
0e o RATES (hht). h EE Q 0 r 3 
点 入 的 瑞 射 ， 若 两 个 复合 OQ 一 "QVQ 一 "VQ 
VQ HiQ — QV OQ -novo NQ EHHII 
伦 , 这 个 上 条 法 就 丈 为 癌 伦 上 二 全 的 homotopy 


* w a > a un 


on - associative) ( 


tie). 有 点 空间 的 连续 映射 1r:0 — VA 
fè EX (homotopy œ- inverse), WREATH ATO + 

VQ > Q Rg oV — "Q 都 同 伦 干 8: 9 
— Q. 这 里 对 三 -~ Z, g:Y— Z, (f, 8) AAAA 
thE JBE] BS f. 8 VS I B 8 se tE pt Pr Th E BI ak 9; , BH (f, 
na 素 上 的 厄 制 等 于 了 在 了 上 的 限制 等 9 HA 
结合 及 有 闻 愉 上 道 的 上 乘法 的 上 五 空间 称 为 -AH 
bi o - group). 这样, 互 上 群 症 在 有 点 拓扑 空间 
和 了 易 射 同 伦 娄 的 范畴 >. 里 的 一 个 上 群 元 (co- group 

object). 

参考 文献 
[A1] Spanier, E., Algebraic lopology. McGraw - Hill, 1966. 
Chapt. 1, Sed. 6. RE. RER. FEG 译 


共 面 向 量 [mo- planer vectors; Kosnutaimpsmiae BeKYTODb1| 
平行 于 一 个 平面 的 向量 .三 个 向 量 


à = (xy Zi], 83 一 Lenya zih 


a = [XF Z} 
Hee E 
Xi Yi Zi 
X, y> u| = Ü. 
X3 Pa Z3 
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jf Eudid 空间 [ co - pseudo - Euchidesu space : xon- 
Cem IOenkK'INIOBO0 MpPOCTPARCTEO] 

Hih Euclid 空间 应 用 同 维 9138 2 [B| 09 xt W a =8 #8 
AMEE SIRI. E fb Eudid Z JE F # t E F at 
空间 , 按照 射影 度量 的 一 般 定 义 , 这 个 射影 庶 量 可 以 通 
过 具体 指定 对 应 维 数 的 射影 空间 中 一 个 绝对 形 卡 引 
A. f Euclid SAR, 的 射影 度量 是 用 -TAE g š 
的 ,这 个 绝对 形 由 一 个 (nr 一 1) 维 超 平 画 和 该 超 平面 一 
个 实 的 (xn 一 2) 维 二 次 曲 交 组成 ;因此 对 惕 的 上 伪 Eudlid 
空间 妥 : 的 射影 度量 是 用 这 个 绝对 形 的 对 偶 来 定 久 多 : 
即 有 一 个 项 点 的 实 ( 绝 对 ) 二 次 锥 面 ,这 个 顶点 被 取 年 绝 
对 点 . 这 个 绝对 锥 面 将 只 - 分 成 两 个 区 十 ,在 每 个 忆 域 
中 向 量 与 自身 的 数量 积 具 有 固定 的 符号 ,这些 区 域 表示 
与 给 定 R' 对 个 的 伪 Eudid 空 介 中 相应 超 平面 的 流民 . 
fh Eudid 空间 的 迷 向 超 平面 代表 久 , 中 绝对 形 的 点 . F 
照相 对 于 绚 对 锥 面 和 绝对 点 {顶点} 的 位 置 , 直线 被 十 成 
四 种 不 同 的 类 型 : 椭 圈 直线 (elliptic lines) .它们 与 绝 $f 
RZAD i: 双 曲 直线 (hyperbolic lincs:. 它 
们 与 绝对 锥 面 变 于 两 个 夹 点 ; 抛物 直线 (parabolic tin- 
es)} ,它们 通过 绝对 点 ;以 及 这 向 直线 (isotropic line»), 
lines), 它们 是 与 绝对 锥 面相 切 的 执 物 线 . 

FW DD Eudid 空间 的 对 偶 原 理 , 前 陶 种 类 型 的 让 线 
分 别 是 用 相交 成 Euclid HA tà Eudid H (n — 2) 8 8 F 
面 的 超 平 面 把 来 表示 的 ; Pà 380 B #k Hi FAFE 
AS; M Æ Ia] A k HI| HJ HA 22 Ë E [p| (m -32) 维 超 平 面 的 超 平 
HIEN . 

按照 对 侦 的 观点 ,上 伪 Eudid $ E'R, 中 点 之 疗 芍 赴 
离 星 参照 相应 的 盆 Eudid ZER EEH. RAAY 
ÈR PRH ENSET R, 中 规范 方程 为 


(i. x) tug = Q; m yj+r = Ü 
的 平面 ,因而 
X? = Pig pp 
此 外 ， 
(uFw) = +I. (vEv) = =1. 


IB FE oe X R SRE 2TENR T. MAAAC) 
A Yey., y) 之 间 的 距离 5 定义 为 


cos È = CEY _ 
p (xExMyEy) 
其 中 p 是 一 个 虚数 或 实数 , 称 为 中 ,的 曲率 半径 . 
如 果 氏 ,中 对 应 于 点 蔷 和 了 的 超 平面 是 平行 的 . 那 
么 这 两 个 点 之 间 的 历 离 可 定义 为 这 些 诅 平面 之 间 的 曙 
Ed: 


4 (xEx)> 时 ， 


d= ijt] , 58% (xEx)< B. 


d= [ye — x° | 
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Ri 中 不 同类 型 直线 上 的 几何 学 是 根据 它们 的 射影 
度量 的 类 型 案 定 义 的 . 因此 , 双 曲 直线 具有 站 曲 空 间 的 
HERE KAH. 

Eth Eudid š lB] R! 中 两 张 超 平面 之 间 的 角 定义 汰 
fB Euclid 空间 只 ,中 对 应 的 (对 偶 ) 点 之 问 的 规范 距离 ， 
这 个 角 等 于 这 两 个 趋 平面 上 它们 交 成 的 年-2) 维 趋 平 
面 关于 次 对 锥 面 在 超 平面 上 截 成 的 . :次 曲面 的 极点 之 
间 的 规范 距离 .在 所 有 的 情形 , 已 定义 的 角 蚌 不 包含 绝 
对 点 的 ,特别 在 R 中 ,两 条 直线 之 间 的 上 距离 等 于 这 两 条 
直线 上 和 它们 的 交点 一 起 调和 分 郧 它们 与 绝对 直线 的 
交点 的 那 两 个 点 之 问 的 规范 蝶 离 ， 

IR? 的 由 对 偶 伪 Euctia 空间 的 运动 诱导 的 变换 称 
A'R, BU ash. 'R' 的 运动 R'R. BU ia sh— Ph) r] HIS bn 
16845 E 3638. 

由 于 对 侦 性 支配 着 室 间 !'R; 和 :只 ;的 性 质 ， 平面 RC 
的 几何 可 从 平面 琢 ; 的 几何 导出 ; 这 特别 适用 于 R 中 三 
角形 的 几何 -表示 边 长 和 角度 之 间 基 本 关系 的 公 趟 和 
上 Eudid 空间 {oo - Euclidean space}) 中 三 角形 的 公式 类 
似 , 只 是 后 者 出 现 的 三 角 阔 数 必 须 用 相应 的 冯 曲 函数 民 
替 . 设 ABC 是 一 个 三 角形 , 它 的 内 角 召 包含 一 个 绝对 
点 ,那么 关于 边 a, b, c 和 角 A, B, C 的 值 有 如 下 关 


#; b = ate, 
4 __ 38 CC 
sinh(a / p) sinhth / p) sinhie ¿p)` 


A? = B? + C2—2BC cosh + 
p 


平面 'R; 上 的 距离 度 基 是 一 个 双 曲 射影 度量 ,而 角 
度量 是 抛物 的 , 在 3 维 空间 R 中 ; 平 疝 上 的 射影 度量 
是 并 则 的 ,而 直 弘 上 的 射影 讼 量 是 椭圆 的 ;在 平面 把 中 
的 度量 是 抛物 的 ( 伪 Eucid). 

L b Euclid 空间 构成 双 曲 宅 间 的 极限 情形 . 
参考 文献 

[1] Posxendenpa, B. A., Hecerimnoem ppoerpancwa, ML, 

1969. 

[2] Anom, H M , Posocbemza, B A , Hameka , E. Y, 

Yee marem Bayr, 19 (1964), 5. 51—113. 

` JE A Cunopon #E 
【 补 注 】 Ef Eudid 空间 也 称 为 对 倘 盆 Euclid 空间 
(dual pseudo -Euclidean space). WFE EE 


tfh Galilei 空 闻 {co - pseudo - Galilean spaoe ; koncem 
noranuneso npocTpaucTBo] 
t Galili 空间 (pseudo - Galilean space) 的 对 侦 


TE. #8 hT A (semihyperbolic space) 的 特殊 情况 ， 


WETA Galite: 空间 (dual pseudo-Galikan space). 


参考 文献 [1] Poseubenea, B. A., Heesgznunogur mpocr- 
Pancea, M., 1969. 张 普 林 译 


上 伴随 表示 Í coadjoint representation ; Konpucoeumen- 
Hoe npencraneuue | 

WEF Lie 8 GBERA Ad 的 表示 { 见 Lie 群 
HEMAT (adjoint representation of a Lie group)). 
上 尾随 表示 作用 于 Lig 群 6 的 Lie 民 数 3 的 对 偶 空 间 。" 
L. 

É G 33 i Eq. W Gin, ORT., H a Xn 
阶 实 矩阵 空间 Mat.(R) 的 子 室 间 . Uat N q Z FOR 
tE 


(X, Y) — tr XY 在 Mat 好 中 


BEH. W V A Mat,(R) 的 补 于 s+ 的 某 个 子 空间 ， 
Pha 了 上 平行 于 94+ ARE, H| 8" 可 看 作 是 ,而 
土 伴 随 表 水 可 用 公式 


K(g)X = P(gXg !y, geG, XeV 


给 出 ， 工 论 代 数 a 的 对 应 表示 也 称 为 上 伴随 表 水 ， 在 
EEEE HER 
K(XYY = P(XY- YX) Xe Yer. 


EMET EUNA HE (orbit method) ( WL. [2]) 中 扮演 
了 基本 的 角色 ,在 上 伴随 表示 中 每 个 怠 轨 道 如 具有 一 
TARER G F E $ it H (symplectic structure). 换 
HRR, ERTELE O PTEE eE E G 
不 变 闭 微分 2 形式 B,,( 由 此 也 可 推出 上 伴随 表示 中 所 存 
GRAEME) 为 了 求 出 B 的 明显 表达 式 , 进 
行 如 下 : RFE, 入 为 过 点 天 的 轨道 ， 设 二 并 为 过 点 
上 对 总 的 切 向 量 . 在 9 PF X M y E 

š = KAF n5 KYE 
于 是 

Bali m) = <F [X Y]>. 


HES EKOE, V Xë 3, XF Bu% Hamilton 
的 ; PEX a LATERM, LUR X Ë HEACH ER 
TORAX). 

在 上 伴随 形 示 中 ， 有 具 朋 最 大 维 数 的 轨道 的 点 的 稳 
定 化 子 是 可 变换 的 ([1 扫 .在 每 个 轨道 土 作出 的 Poisson 
HME E T Berezin WM, ECA a' 上 光 油 函数 空间 
中 定义 了 局 部 Lie 代数 (Lie algebra, local) 8 t ( W 
BD. ti Berezin MA EIR ERA 


= k 
{fi,f2} = 292597 Dw 
其 中 C 为 9 的 构造 常数 . 
参考 文献 
[I] Bernat. P. et al., Representations des groups de Lie ré- 
solubles, Dunod, 1972. 
[2] Kamos, A A, HIEMEN TEOPHA npencras;ecusñ, M., 


1972 ( 英 译 本 : Kirilov, A. A., Elernents of the theory 
of representations, Springer, 1976). 
[3] Kupunnmos, A. 由， 六 YETICXH Matem Mayx», 31 (1976), 4, 
57—76 
A A Kapamos 88 许 以 直译 石生 明 校 


联盟 【enalition ; Koaumuwa ]， 对 策 论 中 的 
在 发 生 冲 突 时 作出 决策 (行动 联盟 (coalition of ac- 
tions)) 或 维护 某 些 利 益 (利益 联盟 (Cooalition of in- 
terests DD 的 个 人 或 集团 的 组 合 ， 见 对 策 论 (games , theo- 
ry of ). A. C, Mixajknosa {R 
GREL 形式 上 ,在 # 局 中 人 对 策 中 ,一 个 联盟 就 是 局 
th K Pp 的 一 个 子 集 (局 中 人 组 合 ).， 集合 P 有 时 称 为 
“KEH (grand - coalition) ”. 通常 在 这 样 的 组 合 中 有 
一 个 有 关 该 组 合成 员 如 何 作 出 选择 的 协议 ， 一 般 情 况 
下 ,成 员 们 将 联合 行动 以 保证 使 他 们 得 到 比 他 们 独立 行 
动 时 可 能 确保 的 更 多 的 增益 ( 见 增益 函数 (pain func- 
tion)). 
一 个 联盟 结构 ( coalition structure ) RK Ë P É) — 
个 互 不 相交 的 非 空子 集 族 ( 亦 见 [Al1]). 
#=* x 
[AL] Szép, J. and Forgó, F.. Introduction to the theory of 
games, Reidel, 1985. 
[A2] Friedman, J. W. , Oligopoly and the theory of games, 
North - Holland, 1977. E: 


联盟 对 第 | coalitional game ; Foammpsoeuas urpa ] 

行动 的 联盟 免 和 利益 的 联盟 R. PE P X E IB) 
不 同 的 (一 般 有 是 相交 的 ) 子 集 族 的 一 种 对 策 , 其 中 对 于 每 
个 利益 的 联盟 玉 E 名 的 偏好 是 用 它 的 支付 函数 H, ( M. 
对 策 论 《可 mes , theory of) 来 描述 的 . HARER 
的 情形 被 研究 过 ， 

ESR 自然 可 方便 地 理解 为 有 顶点 集 上 的 单纯 复 
E. 的 某 些 拓扑 性 质 有 对 策 论 意 尽 ;特别 是 , 如果 多 
是 堆 维 的 ,那么 对 策 就 变 为 非 合 作 对 策 . 

联盟 对 第 的 进行 也 可 解释 为 局 中 人 对 于 每 个 行动 
联盟 (在 “联盟 会 议 " 上 的 ) 所 作 的 联盟 策略 (多 策 酚 {对 
策 论 中 的 ) (strategy (in game theory 胃 的 协调 选择 ， 
经 选择 后 ,各 种 行动 联盟 形成 形势 5*, 而 每 个 利益 联盟 天 
收 到 支付 H, G). 

联盟 对 策 中 的 最 优 性 可 坡 自 己 独 有 的 方式 看 作 “* 冲 
帘 的 局 部 化 ", 即 形势 s 在 下 列 条 件 满足 的 意 尺 下 基 稳 
定 的 : 利益 联盟 兵 不 倾向 于 离开 它 的 * 中 的 联盟 策略 ， 
即使 某 信行 动 联盟 兵 ' 离 开 它 的 策略 时 也 -FF. Nash 
意义 下 的 平衡 被 这 一 原则 所 包括 ， 
参考 文献 

[1] Bopoñses, H. H. , Koamnmommas wpa, 《Teopmx peposm 
n ee npm}, 12 (1967), 2, 289 —306. 
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H H. Bopo6ses 所 
GEI EAH PROF i 8 p X WK HAA, 
而 是 作者 及 其 学 派 所 特有 的 . tpb 详 


Cobol 语言 [ Cobol ; Kofor ] 

商 向 数据 处 理 问 题 的 算法 诺言 (algorithmic lan- 
guage) (COBOL 为 COmmon Business Oriented Lan- 
guage (Hp R LENEA ET 0988247). 程序 的 书写 方法 
接近 自然 语言 {英语 ), AET, RA - Fi 
计算 机 向 男 一 台 计 算 机 的 移植 . Cobol 诸 言 是 1959 年 
开始 在 美国 开发 的 ; 它 已 全 面 推广 , 并 已 成 为 -种 国家 
标准 I]. Cobo i š 09 R X WR E: 1968 年 发 表 的 
([2]), 1978 年 采用 了 国家 标准 〔[]) 

Cobol 语言 的 源 程序 由 4 个 部 分 组 成 : 

1) 标识 部 分 (identification division) Efi REA 
作者 的 名 称 . 编 扫 日 期 和 其 他 参考 信息 

2) 环境 部 分 (environment division) AER ER 
序 ， 目标 计算 机 . 专用 硬件 特性 和 输入 /输出 控制 的 
配置 . 

3) 数据 部 分 (data division) 包 括 与 机 器 无 关 的 输 
人 .中 间 和 输出 数据 的 类 型 和 结构 的 说 明 . 允许 使 用 数 
值 和 非 数 值 的 基本 数据 结合 成 组 ,组 的 组 等 . 这 种 结构 
mls RAER a aE il 

， 疝 类 或 异类 记录 的 集合 构成 文件 (iles). 允许 有 提 
A ME A ANIR EI AMIE IIEA 

4) R (procedure division) HA $ gë thE 
操作 ， 它 具有 语 名 序列 的 形式 ,命名 为 段 和 节 , 包括 命 
令 语 句 , 条 性 语句 和 直接 编译 语句 . 

Cobol 语言 的 成 分 按照 其 日 的 分 为 核 ， 程序 { nuc- 
gules)， 核 心 程序 包括 计算 机 内 部 存储 器 中 数据 处 理 必 
需 的 语言 部 分 .功能 模块 分 别 包 括 : R (table 
handling); 外 部 文件 访问 级 织 的 存 取 ( access). 随机 
存 取 (random acess} 和 索引 输入 -输出 ( indexed 
input - output) ;分 类 合并 (sorting - merging); 输出 报 
表 书 写 (output report writing); 热 行 时 涂 羞 的 程序 分 
Ë (sëegmentation); 程序 库 (library) 中 Cobol iË ñ T 
文 的 修改 并 将 它们 包含 在 程序 中 ; 数据 和 过程 的 调试 
idebugging) 与 控制 ; 号 其 他 程序 间 内 部 程序 通信 (in- 
ter- program communications); 此 外 ， 还 有 发 送 和 接收 
信息 的 通信 设施 . 

在 其 体 实 更 编译 程序 时 ， 选 择 Cobol 语言 标准 f 
$E (standard subsets) 的 灵活 性 是 以 区 分 核心 程序 和 
功能 模块 的 某 些 国定 层级 为 基础 ,这 种 语言 的 成 分 该 
层级 排列 ,以 司 较 高 层级 保证 相应 功能 的 较 全 面 实现 ,， 
并 包含 较 低 层级 作为 适当 的 子 集 ,有 些 功 能 模块 包括 零 
集 作 为 它们 的 最 低层 级 . 

Coba 语言 条 以 后 发 展 的 主要 方向 是 组 织 与 数据 座 
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的 变 扎 作用 和 运用 晴 和 构 化 程序 设计 的 思想 . 
参考 文献 
[1] American National Standard Programming language 
COBOL, ANSI X 3.23. 1974 
12) Ea6cuxo, JL TI. [a rp .], B m., Tp. 1 Boecomngon Kon- 
depesmar no oporpavmponanuto, H. AJTrOPHTMHMCCKHE 
m, K. , 1968. 3-15. 
B] TOCT 22558-77., ax nporpaMtposdH9 KOBOJL 
[4] Ouse, E. JL [a sp], KOBOM, 2 aa, K. 1974. 
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Eii [cobordism ; wo6opmum ] 
论 {cobordism theory) 

由 Thom 空间 的 谱 所 确定 的 ,并 与 流 洪 的 稳定 切 从 
或 法 从 的 各 种 结构 有 关 的 一 种 广义 上 同调 论 . KARE 
(在 3 对 旭 性 (5S - duality) & V F ) 3348 F F Bei (bor- 
dism) 理 论 . 

配 边 的 最 简单 例子 是 正 交 或 非 定向 配 边 . 设 0, 表 示 
Euclid 空间 下" 的 正 交 变 换 群 ,BO ,为 其 分 类 空间 (dassi- 
fing spaœ) WERA — 0 n Æx- TRAH j: 
BO — BO,,, , 它 将 80,,; ERATARA Yai 映 成 从 
nDo, RE rh 0 BO. 上 的 一 维 平凡 从 ,如 果 TEBO, E y, 
的 Them 空间 (Thom space), 则 得 到 由 j, 诱导 的 映射 s: 
STBO. — TBO, 其 中 S RHE (suspension). FA 
{TBO,.,s5} 组 成 一 个 空间 的 谱 (spectrum of spaoes), 
从 而 定义 了 一 个 上 同调 论 , 称 作 正 交配 边 理论 (orthogo- 
nal oobordism theory) 或 非 向 向 配 边 理论 “tnon - oriented 
cobordism theory) Ñ O 配 边 理论 ( 0- cobordism the- 
ory), 记 作 O` WX, Ah n E ORAR o, 
DELA 


ERARE, AR 


lim [SX / A} TBO, ;,], 
i 


其 中 [P,Q] 是 从 到 外 内 的 映射 的 同 伦 类 的 集合 .这 里 
O"()=0"(X,0). 0 as, X/@ =X' 意味 着 天 与 一 
个 点 的 无 交 并 . OX, x) (x€ X) 3838 X Ej n $$ O 
配 边 约 化 群 reduced group) Ó " (X). 对偶 于 O RA 
论 的 广义 同调 论 称 为 DO 下 配 边 理论 (0 - bordism theo- 


r . . . 


ry). A (X. A4}) 的 n 维 下 配 边 群 O,(X, 4) 定义 为 
lim T, (X / ANA THO, 


一 个 点 的 nn 维 口 下 配 边 群 记 为 03 ,而 一 个 点 的 n 
锥 日 下 配 边 记 为 Or; 后 者 可 以 纯 几 何 地 加 以 描述 . 进 一 
步 , Qo a QO = Tin(TBO0W), N>>n, 故 可 将 其 理解 
为 配 边 群 和 下 配 边 群 两 种 意义 ( 见 下 配 边 (bordism) , 那 
里 它 记 必 N,) O 配 边 理 论 的 全 系数 群 (其 分 次 群 Q= 
@ 了 200) 是 一 个 环 : 剩 法 由 流 形 的 Descartes 积 给 出 . 
进而 , 对 任何 有 限 CW XE x, H 0 (=G 12 O" O E 
相对 于 下 的 自然 环 ,因为 由 髋 大 On x O, 一口 ,诱导 的 


映射 BO. x BO, — BO... 定义 了 一 个 映射 TBO, A 
TBO, — TBO, , $ (TBO, ) 是 空间 的 乘法 谱 . 

一 般 情 形 可 如 下 描述 . 一 个 结构 序列 (structural 
series) (B,q) 意 指 一 列 从 wp : B. LBO, ERHI :B, 
一 B. ER o. oi =k pp. ， 映射 o MET B. E 
0) — BIR A ¿ = gly ,教训 +o 0. 设 TB, E 
从 名 的 Thom $0; ESAME Y — TAA s: STB, 
一 TB.,; ;使 得 序列 T(B, w)= (TB ,s.Y 是 一 个 空间 
谱 , 因而 定义 了 一 个 上 同调 论 ， 称 之 为 (8B, p RAA 
论 , 记 为 (B, o). Am 


(BØy{X, A) = dim [SM(X/ A), TB, +u] 


(B, p 配 边 理论 的 系数 群 记 为 全 (B, o) ik, QU o= 
中 p =m F (TB,), N>>i, REOOO RRA (B , p) F 
配 边 理 论 的 系数 群 , 它 上 其 有 称 之 为 (B, pB, o)- 
structure) 概念 的 几何 定义 ; 先 定义 (B, o) FEAH 
((B,@)-bordancy), M Q% P TRAA, o) 
下 配 边 流 稍 的 类 . 

乱 边 理论 的 量 厅 例子 从 线性 群 列 中 产生 ， 例 
如 , 正 交 群 列 (O) E X Y Sha (B. p}. Wah B.= 
BO , g, =id. 序列 {185 人,} 定义 结构 序列 {B,, p3, 其 中 B,= 
BSO ,@ : BSO, — BO, 是 相应 于 包 省 50,50, 的 万 有 二 
N š ,相应 的 配 边 理论 称 为 定向 配 边 理论 【oriented 
cobordism theory); 记 为 SO . 枉 灶 序列 {UU} 定义 了 西 配 
W (unitary cobordism ) 或 复 配 边 (complex cobordism). 
拟 复 配 边 (quasi - complex cobordism). PARA 《al - 
most - complex cobordism ) 的 理论 ; EA U”. 此 处 序列 
全 ,9 可 如 下 构造 : B, =B,. BU, 是 UU 的 分 类 空间 ,而 
Pars Pari EST B) h SRA LS OocCarl 诱 导 的 分 类 
空间 的 映射 BU, 一 BO, Ë BU, — BO, — BO, ,,. 辛 群 
序列 {Sp,} 定义 了 辛 配 边 理论 (symplectic cobordism 
theory) Sp” ,其 中 B,=B,. = Barra T Baras BSP, M p, 40 
RERE ETRA (Spin ,1{ SU ) ， 
等 等 的 配 边 理论 ,最 后 ,单位 群 列 (E), 其 中 多 :再 一 
BO 是 具有 可 缩 B 的 纤维 内 ,定义 了 一 种 与 稳定 上 同 伦 
群 理论 相间 的 配 边 理论 ,因此 对 侦 下 配 边 理论 同 构 于 稳定 
RERE, E, (K) x x Q (SX), N >> i. SR E BLR Etik 
架 的 (平凡 化 的 }, 是 因为 EE 结 构 恰 为 稳定 法 从 的 标 架 ( 平 
Aik). 五 配 边 理论 称 为 平凡 化 的 (trivialized) 或 标 架 配 
边 理论 (framed cobordism theory). 它 的 1 维系 数 群 记 
为 Or, , EH Qa FF =m, @ (S). I E Soil WJ 38 i 
例子 ; 它 属 于 JN. C. Mompam (1955), 他 把 球面 的 稳 
定 同 伦 群 解释 为 (几何 化 定 久 的 ) 4 的 一 个 点 的 标 架 配 
边 群 ,其 目的 是 计算 群 x (S). 

所 有 这 些 产 生 于 线性 群 列 的 配 边 理论 是 乘法 
的 ,因此 ,对 任何 有 限 CW 复 形 X, 全 (分 次 ) 配 边 群 是 
一 个 环 . 例如 ,对 群 列 IU], HA U x U. — U... 


诱导 映射 

BU, x BU, > BU. .,. 
因而 诱导 出 映射 TBU, A TBU, 一 TBU, ARM 
i U` W IM) M, —TBU , M,, -STHU,, 
四 此 存在 映射 M. A M.— M ,使 得 空间 的 谱 { M) 
是 可 渠 的 . 

配 边 理论 的 发 展 起 始 于 群 Q, o Qro 的 几何 定义 
和 计算 ，IIorpamaa 定理 起 着 重要 的 作用 , 它 指出 妃 下 
配 边 流 形 具有 相同 的 Stiefel 数 . 配 边 理 论 的 研究 为 R. 
Thom 所 推动 . 他 引入 空间 TBO, , TBSO, .并 且 证 明 
了 同 构 xitw(TBOw) zz Q ç ;使 我 们 可 以 将 同 伦 拓扑 的 
一 些 方 法 带 进 配 边 环 的 计算 中 .Thom 构造 刺激 本 
TBU, ,TBSp, 等 及 相应 配 边 的 引 人 . 配 边 理论 发 展 第 
一 个 阶段 的 基本 阿 题 是 一 点 的 配 边 环 的 计算 . 

在 一 点 的 配 边 的 研究 中 , 示 性 类 起 着 很 人 作用 : fo 的 
BF38. Oo 的 Stiefel 类 和 Qo 的 TIogTparm 及 Stiefel 类 
(ETIE (characteristic class); 陈 (省 身 ) 类 【Chern 
class); TIogr pares 2 (Pontryagin class)). 一 般 地 ,给 定 
EAHA. po RERE LAWE k, B, 
ERAH £ PÍ Em, RIR E R tt 25 4ËE 3 ë h BR 
素 , 其 中 了 =jlim(B ,六 )， 进 一 步 ,其 相应 的 示 性 数 , 即 
环 扩 (pt 的 元 素 , 相 对 于 (B ,yg} 配 边 柱 是 不 变 的 . 设 
o= (是 站 的 一 个 分 割 , 和 是 相应 于 o ñ n 
元 对 称 通 数 ， 示 性 类 S. (0c ，… 6) ( 见 陈 (省 身 ) 类 
(Chern class) E» St. 对 Ionprparaa 类 和 Stiefel 类 


HAMARA SAS. 

1) AEM (unitary cobordism). I fv 是 可 数 个 
章 次 生成 元 上 的 自由 分 次 多 项 式 代数 

Re = HX] degx = 72i 


集合 {x,} (deg x,= -2n)} 是 多 项 式 生成 元 系统 , 当 且 仅 当 


+l,n=p'- 1, 对 任何 素数 p 和 整数 r， 
+p, n=p- L HARA p 和 整数 7， 


Et (n) E: n Bi 8 648 yy. 有 一 种 2 的 多 项 
式 生 成 元 系统 可 以 如 下 揪 述 . 设 C P' E n 维 复 射 影 空 
间 .CPix CP: 中 双 度 数 {1, 1) 的 复 代数 超 曲 面 是 一 个 
复 流 形 ， 它 的 丁 配 边 类 记 为 H, dim H, ,= 
2(i+j 一 1). 由 于 


t +j 
5, +; (H) = i ` 


于 是 再 ,的 元 素 的 一 个 合适 的 整 系数 线性 组 合 定 史 了 
-个 阶 为 2 一 /一 门 的 Du 的 生成 元 .. 
由 于 Q, 5, HAU DZ, U. g UY, 
其 中 c, 是 陈 类 ，deg c, =2n ( 见 陈 (省 身 ] 35 (Chern da- 
55)) ,因此 陈 (k B) ËR (Chern number}) 完 全 确定 了 -一 


soo)=| 
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个 殖 复 流 形 的 商 配 边 类 . 

Btn 是正 整数 ,并 设 (i, U, k) i, >0, Yin 
是 其 分 割 . 对 应 于 每 个 2n 维 ( 实 维 数 ) 殖 复 流 形 M, 
f OMS ta E “e (My Oh: iki 
ii,… À POR n HRAD 这 样 整数 {5b,,…, b. 1 
BE Sri F 9|0rE n[ 1 4E22 36 AEAEE > 3⁄ C; 
实现 . 设 55 (e) SHU”(BU;Q) 是 用 变量 e* 一 1(i= 

,| 多 |) 代 兰 $5 表达 式 中 吴 生 成 元 x, 给 出 的 示 
WE (characteristic dass), 并 设 TE H”(BU;Q)E h 
Ky x. (e" —1) WJ SR ES HARER. i x (M) 2226 FE 
2 x € H"(BU,Q) EA UA TM 的 确 复 流 形 对 的 基 
本 类 [M] € H.(M, Z) EE. 

对 同 态 y: H'(BU QI) 一 总 ,存在 一 个 闭 殖 复 流 形 
M ,使 对 任何 xe B"(BU;Q), p(x)= x (M), 当 且 仅 当 g 
在 每 个 示 性 闫 5S,te)T 的 所 有 n 准 分 支 上 取 整 数值 
(Stong 定理 (Stong theorem), 见 [1], $ ? 3). 等 价 
地 , Hurewicz 同 态 

Taan (TBUx) > Kuren (TBUN), 


其 中 站 六 炎 , 是 到 一 个 直 和 因子 上 的 单 同 坊 { 服 部 定 
Œ (Hattori theorem))， 此 处 凑 表 未 约 化 下 理论 
(K - theory). 
本 one eqn) 环 Qo 的 每 个 元 素 具 有 
阶 数 >， 
Mhin e x, Y deg x= —1, i#2—1, 
Ba 是 一 个 自由 多 项 式 了 2 代数. 5J Ll Sk RE S: (M) 
FO 的 任何 元 素 [M] 作 为 生成 元 x, , 例如 x, = RP? 在 
这 个 理论 中 ,将 CP 换 成 最 P* 可 得 到 流 形 月 ;的 类 似 
物 ;一 个 合适 的 流 形 占 ， ,可 作为 (1 一 i 一 门 阶 的 生成 元 . 
Stiefel 数 (Stiefel number) 完 全 确定 了 流 形 的 非 害 向 
配 边 类 , 下 述 定理 给 出 了 Stiefel A EWER: 给 定 一 
Ah] gp: H"(BO.Z,)— 五 ， 存 在 一 个 所” 维 流 形 M., 
使 得 对 所 有 x E H'(BO; Z) p= R, š H 
仅 当 对 所 有 b € H` (BO:2,,), g(Sqb +ob)=0, 其 中 v= 
SY iw. 这 里 Sg 一 3g 十 SF 十 … 是 全 Steenrod 运算 
(Steenrod operation) A w =w +w,+ = 是 全 Stiefel 
3. 3 (Go) 是 同 态 Do 一 Q, 的 象 ， 
3) 具有 环 OQ; 的 定向 配 边 (oriented oobordistm ) . 
这 个 环 的 挠 子 群 Tors 的 所 有 元 豪 有 具有 阶 数 2. 环 
Q. Tor 是 荆 上 一 机 阶 的 类 x 的 多 项 式 环 , 生成 元 由 
bL F 3 M: 
十] 对 任何 素数 p 
d (x,) | 和 整数 r+， 
+p, 2'=p'—1, 对 某 素 数 p MER r. 
流 形 的 SO Ei h IIomrrpmazm 数 (Pontryagin num- 
ber) A Stiefel 数 确 定 . NJE W f B E (signature) 也 


, 2 pr Í, 
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是 配 迪 类 的 -个 不 变量 ，Ste 人 El 数 之 间 的 关系 由 如 下 
事实 给 出 EE AA ho~ G, 的 象 恰 由 包含 类 w 的 
所 有 (Stiefel) 数 均 为 0 的 那些 配 边 类 给 成 ， 对 任 一 分 割 


Sip hh, 
PM) mod 2 = Wia = (Wa, ` wa (M Yl. 


Bh p, EHER Tlourparun 数 . 在 Horper # 2 
间 , 不 存在 任何 2 EAE. 

类 似 于 酉 配 边 类 32(e) 之 引 人 ， 可 引进 S2feh 它 
是 e*+e “一 2 ARRAN. 设 工 是 确定 HiTzePruch LẸ 
#& (L - genus) 的 示 性 类 . IIotrmparn 数 之 间 所 有 关系 由 
ItorrpmyH 数 是 整数 以 及 (Sr{feyL)[M1eZ[121 这 -- 
m risi. AA OQ, GQ. /Tors 是 满 的 . 
cobordism ). —*#* U ME M HSU s, 5 BAL e (M= 
0. BTH Tos 的 所 有 元 素 有 阶 数 .局 术 (lu, 一 总 ,的 
核 恰 为 Tors H Os 是 有 限 生 成 的 , 且 人 :6 加 QQ 是 Q 上 
—2i rC >1)0928 x MER. ngk +l, Sk+2 
时 , 挠 子 群 Tor 形 如 Tors "=ü0 WW 4n=8k+1, 8Sk+2 
时 , Tos "是 ZZ, 上 的 向 量 空 介 ,其 礁 歼 尼 上 的 分 着 数 . 
两 个 SU 流 形 是 下 配 边 的 , 当 且 仅 当 它们 在 整 上 同调 及 
KD 理论 中 有 相同 的 示 性 数 . 

n E SU W. io Bk $$ 2 fal A 3: 3 f F #8 Hi: 对 所 
Ao, A e e (M)=0 B (S; (eyT) [M]EZ; 如 果 n == 
4 mod 8, 则 对 所 有 四 ，($ (ey TIM E2Z. 同 态 Osv 
一 ARH% [MT 组 成 ,其 中 M EPF 06238 p R 
Tlonrpmuu 数 为 偶数 的 有 向 波形 ， 

环 fm 和 fspnc 也 完全 计算 出 来 了 , 环 Os, A (y, 
迄今 {1986? 尚 未 算出 . 环 Os, 四 Z11/2) 是 (一 4 维 
生成 元 上 的 密 项 式 环 ，Tors fs, 中 所 有 已 知 (1986) 
元 有 阶 数 2. (尽管 如 此 ,有 人 宣称 在 维 数 > 100 时 有 一 
个 4 阶 元 ,} 甘 于 fr, 这 里 的 主要 结果 是 关于 这 些 群 的 
有 限 性 的 Sere EH. 自 翌 配 边 环 frc 也 被 研究 过 , 其 
AREARE, 它 具 有 把 复 结构 同 构 映 成 伴随 结构 的 
法 其 中 已 给 的 算 子 . TBSC 的 谱 已 经 构造 出 来 . 至 于 
群 Qsc, 知道 它 仅 有 2 Ri. 但 不 同 于 经 ,对 任何 大 ， 
有 阶 为 4* 的 元 素 ， 即 [RP* 1], 利用 形式 车 (formal 
多 oup} 的 技巧 ， 象 im {fsc 一 Qy tE aE IH. 

一 个 配 边 理 论 到 另 一 个 配 边 理论 的 频 射 ,例如 , SU 
-= U'A FHRS TBSU — TEU. 在 堪 范 随 下 ， 
这 个 映射 的 疏 纵 出 了 广 各 上 同调 论 ， 如 此 得 到 的 理论 
中 点 的 环 有 以 下 的 几何 解释 . 设 (U, 5SU) 为 边界 (可 能 
空 ) 上 具有 纵 定 SUHKRU WO. Sl A & 6 W (U, 
SU) WW B) FK 3: 38, WEA Qv, su. BË Oe r, Nosa 
等 用 同样 方式 引入 . 

直到 现在 ,所 考 虚 的 是 光 清 流 形 ,或 等 价 地 是 线性 
PFR GAHI BSO, KAME). 可 以 考 虚 拓 扑 流 


形 上 各 种 结构 , 即 从 R' 的 - -个 同 是 (甚至 鼻 同 伦 等 价 ) 
群 出 发 ,下面 是 所 知道 的 例子 .{ 字 和 母 $ 总 是 表示 过 渡 
到 有 向 情形 . ) 

外 分 段 线 性 配 过 {piecewise -linear cobordi- 
sm). 对 象 是 分 段 线性 流 形 ， 对 应 的 下 配 边关 系 导 致 群 
pL 全 sm. 通过 定义 群 PL. (或 SPL) A R" 到 自身 的 保 原 
点 (或 也 保定 向 } 的 分 段 线 性 同 且 群 ,可 以 引进 分 类 空 疝 
BPL, (或 BSPL,) 和 Thom 空间 TBPL, (或 TBSP 1,)， 
并 档 造 一 个 PL( 或 SPL) 配 边 埋 论 . 在 这 种 联系 下 ， 
Qn = n, ( TBPL) E Qin =m ( TBSPL). #Ë Qu CEA 
出 ,分 段 线 性 流 形 的 配 边 类 由 示 性 数 , 即 号 (8PL : Z,) 
中 的 元 京 完 金 确定 . 

6) 拓扑 配 边 (topological cobordism) .对象 是 定 
X TË OÁ 和 msre 的 拓扑 流 形 .考虑 及 "到 自身 的 保 
RARR Top., 可 定义 空间 BTop 和 TP Top, . 
RE x ( TPTop ) 和 和 百 (BTopi ZEH. Eik. P$ 
Ore == x, (TPTop) 对 除 i=4 外 的 所 有 1 成立. 这 个 同 
构 还 缺少 证 明 , 它 与 以 下 事实 相关 联 : 对 拖 扑 流 形 , 同 构 
Ore 和 有 (但 , 呈 罚 以 成 立 的 传递 性 定 瑶 在 一 般 情 形 
还 没有 证 聘 (但 也 没有 被 推翻 (1986 年 )) . 
of Poincaré complexes ) 对 象 是 有 Poincare 对 m 性 
(Poincare duajity) 的 复 形 ,下 配 边 是 相应 的 等 价 关 
EK. 这 样 的 复 形 有 一 个 由 BG (K BSG,) 上 的 万 有 从 
诱导 出 的 正规 球 处 . 此 处 G(R SG ARMS AARE 
( 度 为 1 的 ) 同 伦 等 价 的 五 空间 (H - space) . 它们 产生 的 
Thom 谱 TBG 和 TBSG 有 有 限 同 伦 群 , 而 符号 差 定 久 了 
一 个 非 平 凡 同 态 六 Qe — Z. 因此， 映射 Rg 一 
fr xfTBGv) 不 是 一 个 同 构 . 

的 而 ,另外 一 些 例 子 由 具有 特殊 类 型 的 奇 点 的 流 形 
HEHA. (这 是 构造 各 种 有 特 姑 性 质 的 上 同调 论 的 
很 好 的 技巧 . ) 沿 这 个 方向 可 构造 一 种 配 边 理论 , 它 与 通 
常 的 奇异 上 同调 论 及 与 有 关 的 KAAM. 

配 边 理论 发 展 的 第 二 刚 段 是 将 配 边 作为 特殊 的 广 
LLAWAR. FERE R, CHURKA H 
中 的 一 个 , GF ER EKRA CGR =0,, GC, =U, , GH, 
二 SP.]，GF' 是 相应 的 配 边 理论 .一 个 乘法 广 EE 
论坛 称 为 F 定 向 的 (FF- orientable) ,如 果 任 意 下 向 量 从 
是 如 定向 的 ,或 等 价 地 , 如 果 典 范 一 维 下 向 量 从 一 
FP" 是 及 定向 的 ,其 中 FP” 是 射影 空间 ,理论 上 的 正定 
向 指 的 是 从 的 及 定向 U. OERO), B R-5 së 
定向 的 理论 称 为 定向 的 (oriented). 因为 有 等 式 FPT 
TBGF,, 故 GF 配 边 理论 有 一 个 典范 定向 ,理论 GE 
在 所 定向 理论 类 中 是 万 有 的 , 即 对 任何 有 下 IE 
ED 全 的 下 定向 理论 h, 存在 理论 阁 唑 一 的 霖 法 间 态 o 
GCF" 一 上 ,使 理论 GF 的 典范 定向 映 为 UU . 进 -- 步 , 当 
F EWR R CZ, gA F, 定向 理论 六 和 任何 有 


R CW 复 形 瑟 ,满足 下 式 的 谱 序 列 五 (X) AEX) 
El (X) = Toz (GF0(XY, h (pt), 
E(X = Ex (GFO, h (pity) 


KAE kO, HERE X fl hh E B p B, Kh RO 
助 同 态 "(pj 成 为 一 个 Qer 模 . WRA ES F SË PIB) 
上 同调 论 上 i 对 偶 的 同调 论 , 则 有 一 同志 g: GF h... 5 
.是 通常 的 同调 论 时 , 它 与 闭 链 的 Steenrod -Thom 实 
现 - 致 ( 见 Steenrod 问题 (Steenrod problem)), 配 边 
理论 中 强 有 力 的 方法 与 形式 群 [formal groupy 有 关 
([5]). 

配 边 理论 最 重要 和 最 成 功 的 应 用 是 : 38 IN W T Br) 
Atiyah - Singer 指标 定理 和 一 般 Riemann - Roch 定理 
的 证 明 ; 群 作用 的 不 动 点 研究 ;给 定 同 伦 型 的 汉王 { 或 分 改 
光滑 ? 流 形 的 分 类 ;有理 onpa 类 拓扑 不 变性 定 
理 的 证 明 及 拓扑 芝 形 可 谢 性 问题 的 般 决 . 
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[ 补 注 】 字母 寻常 用 来 囊 示 Thom 空间 和 Thom 
H. 因此 ,例如 , MU(n) 用 来 表示 Thom 空间 TBU,, MU 
代表 所 有 MU (n) 的 谱 ; 类 从 地 ,用 MSO (n) 代表 TBSO, 
等 等 ， 其 相应 的 广义 上 同调 论 按 照 对 由 谱 确定 的 广 况 
上 同调 论 的 习惯 ,用 相同 的 符号 标 出 ; 因此 . MU (X 是 
让 的 第 nn 个 复 配 边 群 ， 而 MU 是 其 复 配 边 环 . 

妨 上 定义 的 结构 列 (B, p) W Pr29 (B, f 2848 (W. 
(B.o) A (B.o) -structure), ([1]),. 

X Tn (B. f)W JE Q (B.S) FEH H w 
同 构 于 im. _. x... (TB , ©), £ 4 — W E 38 3 E 3k 
知 的 IIorrpmnm - Thom 定理 (Pontryagin - Thom the- 
arem). EA 

HE 财 上 实 向 量具 所 的 复 结 构 是 一 个 向 量 共 射 ) : 
五 一 瑟 , 使 天 = 一 1 如 果 M E 3 9 W RARE 
MC", EZ A E, 与 i 的 来 积 就 确定 了 
那个 从 ( 视 为 实 雁 ) 上 的 一 个 复 结构 ，-- 个 轴 复 流 形 
(weakly - complex manifold) (ORIBE MERE 
{stably (almost) complex manifold EEE 的 稳定 法 从 
(normal bundle) 上 有 一 个 复 结构 的 实 流 形 ; Bl 13 F 


Differentiable perio- 
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表示 M 的 法 从, 则 有 定义 在 某 个 下 是 gr 上 的 复 结构 ,其 
中 9" 表示 村 上 的 平 几 +r 维 从 9 =M x R'. 空间 $ 的 复 
下 配 边 群 常 记 作 MU, (5), 现 在 也 可 以 解释 为 映射 让 ;他 
一 号 的 配 边 类 ,其 中 M B 331 S S NE. FS MH 
群 MU*(S) 有 类 似 的 解释 , 见 1A3], 并 有 其 他 下 配 边 和 配 
边 群 的 解释 . 

配 边 理论 { 以 及 其 他 (r X) E B] W ie ) 55 6 =° 8& 
formal group) 理论 之 间 的 关系 叙 述 如 下 . 广义 上 同调 论 
hESAM Complex oriented }， 如 果 它 有 第 一 陈 类 
{在 适当 的 意义 下 ; 见 上 文 及 [Al], p.121; [A5], #0 
部 分 , (21). 设 # 是 C" 中 直线 的 空间 CP 上 典范 


, RA H B 26 (H E xECP 09 SF 3 E Pr 28 x). Hs Z 


h'(CP*)=h'(pD[[£]] EA (CP? x CP”)=k (DIE @1, 
19 四 .因为 CP”=BU (0) 是 复线 从 的 分 类 ,所 以 存在 一 
个 m: CP x CP” — CP”, iq m'(HEH Q H , H 
诱导 一 个 环 同 态 (CP) 一 (CPx C P”). ERRE 
二 元 寨 级 数 ， 这 里 记 为 A(X, Y)=}, a X Yi a,€ 
h"(pt), 其 中 天 代表 二 因 1, 了 代表 1i. Ft, F, E 
RRE h'(pt) HE a (H QO H)=F,(e' (H@1), e 
Q Hy 6 fo t. FAR F, ë 2 T W oN E EI 
(formal group law). 

反之, 出现 了 是 否 每 个 (一 维 交 换 ) 形 式 群 可 由 广义 
上 同调 论 的 形式 群 产生 的 问题 . 这 里 ,具有 特殊 奇 点 的 
流 形 的 下 配 边 ( 配 边 ) 的 研究 是 重要 的 ， 

结果 是 (D. Quillen [A4], 也 见 [A12]) 对 = MU, 
mal group law)， 这 种 万 有 性 用 拓扑 术语 以 定理 的 形 
LERA MR 六 是 任 一 复 有 向 广义 上 同调 论 , 则 唯一 
存在 上 同调 论 赣 的 变换 p: MU 一 KRE AT 
RK ) ER O.F (X, Y=F(X, Y), 其 中 p. 意味 着 ; 
将 9(pt} 作 用 到 F, (X, 站 的 系数 上 .这 个 形式 群 定律 
Fuu 的 对 数 可 以 算出 (A. S. Mishchenko, 见 [A12]; 关 
于 形式 群 定律 的 对 数 概念 见 形式 群 (forma: group)). 
它 等 于 


log F y (X= m, X', 


m =l, m =i [CP], i22, 


HF [C P'] S MU (pt) EZ ( 复 ) 维 数 n 的 复 射影 空间 
的 复 配 边 类 ， 

另 一 方面 ,对 于 也 [ai, u,, …] 上 万 有 形式 群 定律 
的 对 数 , 有 可 能 写 出 显 式 , 见 [A2], 第 1 章 . 那里 的 结 
果 有 采用 [ 忆 P"] 的 术语 的 MU (pty=Z [u , u,, t] AE 
项 式 生成 元 的 显 起 .这些 公 式 采 用 了 对 上 同调 论 MU 
的 “p 典型 "如 已 特别 有 用 的 形式 . 广 光 上 同调 论 BF. 对 
于 素数 p 的 Brown - Peterson 上 同调 (Brown - Peterson 
cohomology), 见 [A6], 由 谱 BP 决定 ， H fë BP (pt) = 
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Ze u, 1. b HRA —2(p'— 1). ERRA El 
X, MU (X) OZ Æ BP (各 的 ( 维 数 移动 了 的 ) 拷 由 
的 直 和 , 且 在 无 中 可 示 子 化 . 此 处 , Z. 代表 p 处 局 部 化 
的 整数 环 , 即 Z. =[a/beQ:(p,b)=1). 理论 BP 也 可 
以 定义 为 一 个 矫 零 上 同调 算 子 MUOZ, -~ MU'@Z,, 
的 象 (例如 , 见 [A1], 第 4 章 ). 这 个 运 算 对 应 于 形式 群 理 
论 中 的 p 上 典型 化 (p -typification》. BP'(pt) 的 Haze - 
winkel 生成 元 (Hazewinkel generators ) ([A1], 137, 
369-370) v, 刀 ，…, 递归 地 定义 为 


P pi = 


=o, tm, api tm pd ` ` Tm coal 
它们 由 pp 典型 万 有 形式 群 的 显明 构造 产生 
人 [ 和 8 S. Araki 给 出 了 一 族 不 同 的 生成 元 广 ，…, b, = 
v mod p , ([A7]). FER E (Araki penerators). 
在 某 种 精确 意义 下 , BP 理论 是 一 个 素数 的 MU 理 
论 , 而 现在 大 部 分 复 配 边 理 论 的 思想 是 用 BP 而 不 是 用 
MU 本 身 的 术语 写 出 ， 与 上 同调 运算 理论 有 关 的 形式 
群 理论 (MU 和 BP 的 运算 MU(MU) 和 BP'( BP) 的 环 
也 可 用 形式 群 的 术语 解 又 ， 见 [AA]，[A9], [A10]), 4 
BUFAL 特别 是 Adams - Hosios 谱 序 列 ( Adams - 
Novikov spectral sequence) 和 色谱 序列 (chromatic 
spectral sequence ) ( g, [A1], [ A11]) 相 结 合 , 复 配 边 和 
Brown -Peterson 主 同 育 已 成 为 代数 拓扑 中 强 有 力 的 
计算 工具 , 例如 对 球面 的 稳定 同 伦 群 . 
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Hik HJ K uH Toobordism of knots ;Ye Rofopmnm], 
(HREN TEH, M FEA (bordism)) 
AARS L i — Sha re K. 聘 于 侣 痕 型 关系 ， PS 
TEM n EAA KE, k A K,= =(S" ) 称 为 配 
边 的 (cobordant), 如 果 存 在 [0 ， 1] x 8"+? 的 光滑 有 向 
n+l EFREN, Et r AEF [0 1]xs" H óoV= V (1 
{0,1} x (5°) =(0 x KUO x-k). 此 处 茂 号 表示 
REM. 与 平凡 纽 结 配 边 的 组 结 乏 为 配 边 于 零 的 (oober- 
dant to zero), 或 片 纽 结 (slice knots). ERE TI 


( 配 边 ) 等 价 类 的 集合 记 为 C . 连通 和 运算 定义 了 C. 
上 的 一 个 Abel 群 结构 . 纽 结 配 边 类 (S "t? , k" ) 的 逆 是 
纽 结 配 边 类 (8, —k'). 

对 每 个 偶数 nn ， 群 C, 是 零 .奇数 维 组 结 的 纽 结 
配 边 类 由 其 Seifert EPF {Seifert matrix) ME . 一 个 整 
数 方 阵 À SEE ¿UI T S BJ) (cobordant to zero), kna E 
是 么 模 相合 于 形 如 


的 矩阵 ,其 中 加 ， N, , N, 是 同 维 方 阵 ,0 ETER, 两 
个 方 阵 A, A RARAHI (cobordant), WRH H 


A, Ü 

o -al 

EATE. 一 个 整数 广 阵 4 称 为 = 矩阵 ,其 中 8= 
十 1， 或 一 1, WẸ det( +e 47)= #1. t (24 —1)8 
纽 缚 的 Seifert 矩阵 是 {-1)9 EBR. 对 每 个 5, 配 边 
关系 是 所 有 5 第 阵 集 上 的 一 个 等 从 关系 . 等 价 类 的 集 
合 记 为 G. 直 和 运算 定义 了 Ge: 上 的 一 个 Abel 群 结 
构 . 存在 Levine B £ ¿Levine homomorphism) p: 
Cu- I Gop WAH 玉 的 配 边 类 联系 到 KH Seifert 
矩阵 的 配 边 类 . 对 所 有 的 4 之 3, Levine AAE — F š8. 
同 态 gq :Cj 一 G. EREE, BREG, 中 一 个 指标 
为 2 的 子 群 ,由 满足 4+4' 的 符 导 善 被 16 整除 的 
(+ 3EPF05 28 d k. Sg: Ci 一 G_, EMA 
A 其 核 非 平凡 . 


0 N, 
Na N; 


为 了 研究 群 和 .,, 和 G_, 的 结构 政 纽 结 配 边 类 不 变 
量 完全 系 的 构造 ,我 们 使 用 以 下 构造 法 . 域 Ff 上 的 等 路 
结构 (isometric structure) 指 个 对 (< , >; T). Èh F 
LA 3EIDJ R s [s] V 中 非 退 化 二 次 型 <, > SEF 
换 了 :『 一 下 组 成 .如 果 上 包含 一 个 在 了 下 不 变 的 维 数 
是 其 维 数 一 半 的 全 迷 向 子 空间 , 则 称 等 距 结 村 (<， >; 
站 是 配 边 于 零 的 (cobordant to zero). CRER EXA S 
等 距 的 直 和 运算 定 光 了 等 距 结 档 集 合 上 的 一 个 运算 1 . 
两 个 等 距 结构 (< ，>; T)5S(<, >T) EA E 
(cobordant), 如 某 等 距 结 构 (< ， >:T) | (< >T) 
是 配 边 于 零 的 , 设 G, 为 满足 条 件 A X 好 ( 一 1) 寺 0 的 
FERH, >; T) 的 配 边 类 的 集合 , AF AE 
等 中 了 的 特征 多 项 式 . ERG WG HWM p. E 
重要 作 玫 的 是 将 在 下 面 构造 出 的 赃 人 人: G 一 Go 
R x-.:G I Go, 每 个 :第 阵 的 配 边 类 包含 一 个 非 
BER. 若 4 是 一 个 非 退 化 8 短 阵 , $ B= 一 4 ! A”. 
Q=A+A' , 设 (< ,>; T) A PHA 其 型 < ,> 有 
HEERO. ASETHER B. 这 就 给 出 了 一 个 定 
义 好 的 同 术 义 , 且 满足 ker %,=0. 

a =(< ，>;T) 是 同 量 空间 了 上 的 等 距 结构 , H. 
LEFUN. 用 V, 表示 下 的 4 准 束 分 支 , 即 对 大 的 N. V. = 
ker A( 本 六， 如 果 对 所 有 i, a = a,,, 则 和 多项式 (U) 
=f ta t'e +1% EBH ( reciprocal) . 对 每 个 
不 可 纳 百 反 多 项 式 EQN. 用 ge,(m) 表示 1 除 等 距 了 的 
PEETA Ar 的 约 化 模 2 指数 . 对 每 个 在 R [t] 上 不 可 
' 葛 的 互 反 赂 项 式 1(E 了 [II ,用 a (ze) 表 未 < 过，> 在 
(V 辐 民 ), 上 限制 的 符号 差 . 对 性 一 素数 p 及 在 Q. [tf] 上 不 
可 的 的 互 反 凶 项 式 AQL A< >Re, > # 
(VU x Q,, ER R. K rH Q. E p -adic 数 域 , 令 


Wla = (~ YD det < >n, —1YS(< ,> 外 


其 中 { )ÉE Q, 中 的 Hilbert 符号 , S E Hase 符号 , 2r 
E<, SBR., 两 个 等 距 结构 c. B 配 边 ， 当 且 仅 当 
e, 0)=& s, (a)=o (B) E u: (z)=ut (B) 对 所 有 悚 这 
些 不 变量 有 定义 的 71, p 成 立 ( 见 [3], 14]). 

Levine $. HAMER e, o 的 复合 联 将 
每 个 奇数 维 组 乡下 联系 到 数 忆 (下 JE 0,11 s, (K) E 
Z, u} (k)e{-1,1}. WA (24-1) Ai K A 
Kig >1) EH, 4HRS 


EK) = eR) oR) = (Kah WK) = WiK) 


对 所 有 使 这 些 不 变量 有 定义 的 4 和 pp 成 立 , Ua (K) 
TAA KORSA ( 见 纽 结 和 连接 的 二 次 型 (lmots and 
links , quadratic forms of )) ,其 中 求 程 延 折 记 形 如 
一 2+ cos 8 十 1 的 所 有 X40) 上 ,0<9g<x, 且 在 和 式 中 ， 
NR S Tm. 

类 似 地 可 定 只 局 部 平坦 或 分 段 线性 纽 结 的 配 按 
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群 ,分 别 表 为 CY? 和 C™. 对 所 有 nn， 有 辣 构 Cw x 
C, .对 n>3， 自然 映射 C. 一 CTO E — l #8, mi 5 
n=3 时 , 它 是 一 个 具有 指数 2 的 象 的 单 同 态 . 特别 
地 ,这 意味 着 在 89 中 存在 一 个 非 光滑 局 部 平坦 的 拓扑 三 
维 纽 结 ( 见 [5 
纽 结 的 配 边 理论 与 余 维 数 2 的 非 局 部 平坦 或 分 跋 
EIL A BJ A SH X. A P — iint) 
维 有 向 流 形 , fE 9 T 8 E k A S (+3) 维 流 形 M 中 ， 
x€ P, B. N Ë x # M hÉ0— 4 h E. 3 3858, HPE M 
中 的 能 人 在 x 处 的 奇异 性 可 如 下 渍 量 . 边界 ON 是 
(n 十 2) 维 妹 面 ,其 定向 由 M 的 定向 确定 ;P 门 BN Ë n 
维 球面 ,其 定向 由 P 卫 的 定向 确定 .这 就 定义 了 一 个 nn 维 纽 
H (QN, avw 门 P), 称 为 在 点 x 处 联 信 PM 的 奇异 性 ， 
参考 充 献 
[1] Fox, R. H. and Milnor, J. W. , Singularities of 2- 
spheres in 4- space and œbordim of knots, Osaka 
Math. J., 3(1968), 257 — 267. 
[2] Kervaire, M. A., Les noeuds de dimensions superi- 
ures, Bull. Soc. Math. France, 93 (1965y, 225—271. 
[3] Levine, J. , Knot cobordism grou in codimension 2, 
` Comment. Math. Helv, , 44 (1969), 229 — 244. 
[4] Levine, J., Invariants of knot cobordism ， 
Maith. , 81969), 98 — 110. 
[5] Capel, S. E. and Shaneson, J. L., Topological knots 
and knot cobordism, Topology, 12 (1973), 33-40. 
[6] Stotzfus, N. W. , Unraveling the integral knot concor- 
ddan group, Mem . dAmer. Math. Soc. , 121977), 192. 
M. I. bap6cp $ 


rvent. 


【 补 注 ] 
cordance of knots }, 相 应 地 有 纽 结 和 谐 群 (knot ‘coneor- 
dance group). " 
#3 x 
[AI] Kaufmann, L. H. , On knots, Princeton Univ. Press. 
1987. 徐 森 林 译 


+Ë [ cochain ; Konenb 1 

— Abel 上 链 群 C "的 齐 次 元 素 (或 者 ， 在 一 般 情 
癌 ， 一 个 模 ]， 即 一 个 分 次 Abd 群 ， 附 有 一 个 次 数 为 
+1 É B JE 8, 使 % =0. 外 同 态 5 称 为 上 边缘 映 
射 (coboundary mapping) 或 上 边 (ooboundary ) 

一 个 上 链 群 C" 通常 来 自 一 个 群 Hom(C., 艺 ) 或 
Hom(C., G)， 其 中 的 如 是 一 个 性 意 的 Abd 群 ， 称 为 
系数 群 (coefficient group)， 而 ,是 一 个 链 群 (chain 
moup), Bl — 45k Abel 群 、 附 有 一 个 次 数 为 一 1 的 
AMA 8( 边 缚 热 射 ， 或 边缘 )， 且 60=0. 在 这 种 情 
m, F.W C`= Hom(C., G) 上 的 映射 8 EA 0 : (óf)o 
= 所 6o) 的 伴随 ,这 里 了 EC s= C.. 

给 定 一 个 插 扑 空间 X, 我 们 定义 次 蜡 链 的 群 C.( X) 
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HERA 8 12 as 所 成 的 Abel EE, Pa, Ezi s 
È X'h80fE 6 Esa. W, AEREA 的 连续 
映射 . X h) — F 38 # EE GAR i E tE (singular 
cochain) $Ë ARE CX, G) =Hom(C.(X), Gb — + 
MAKI E. 

类 似 地 ， 斑 中 的 一 个 单纯 复 形 的 一 个 系数 在 一 
Abel 群 台 内 的 单纯 mn 上 链 (simpiicial z -cochain) 定 义 为 
一 个 同 态 C.CX) = G, 其 中 心 ( 台 是 天 的 上 链 的 群 , 即 ， 
ERAMA Das 所 成 的 群 ，a, ez, ms EE X rh ËJ n 
单 形 ,特别 地 ,在 Aleksandrov -Cech 意义 下 的 个 任意 
拓扑 空 闻 芋 中 的 一 个 上 链 是 六 的 一 个 开 覆盖 的 神经 的 
一 个 上 链 . 

# X k — T CW 复 形 (总 表 大庆 的 上 上 骨架)， 则 
Abel È F'(X, X. 小 就 称 为 复 形 X É n 维 胞 腔 上 和 链 
(cellular cochains AR. CLARAE: H (X.. `x. a) 

> HUX OFRET LA (Xe X, Xr) 的 
连接 映射 . 

实际 上 ， 群 C" 常 被 添上 另外 -- 种 乘法 绪 构 ， 即 ， 
它 是 一 个 分 次 代数 . 在 这 样 的 情 帝 下， 上 边缘 映射 6 
县 有 Leibniz tE: 5 (xy) = (6x)y + (— 1)%x (8y)， 这 
里 ,元 素 EC 被 假定 为 齐 次 的 ， 其 次 数 为 deg x. 这 
样 一 个 分 侈 的 上 链 代 数 的 一 个 例子 是 一 个 光 清 的 流 形 
上 的 微分 形式 的 代数 ， 在 这 个 流 形 内 ， 外 微分 起 着 上 
边缘 的 作用 . 
$x 

[1] Hiton. P. J.and Wylie, S. , Homology theory. An In- 
troduction to algebrai topology, Cambridge Univ. 


Press, 1960. 
[2] MacLane, $., Homology, Springer, 1963. 
A. b. Xapumame # 
【 补 注 ] 
参考 立 献 


[Al] Steenrod, M. E. and Filenberg, $., Foundations of 
algebraic topology, Princeton Univ. Press, 1966. 

[A2] Spanier, E. H., Algebraic topology, McGraw - Hill, 
1966. 

[43] Maunder, C. R. F., Algebrai: topology. v. 
Nostrand - Reinhold, 1970. MA 译 


蜗牛 线 [cochleaid ; oxieouna ] 
平面 赵 越 曲线 之 一 , 它 在 极 坐 标 中 的 方程 是 
sin @ 
可 一 
e 
蜗牛 线 具 有 无 穷 儿 个 通过 概 点 并 与 极 轴 相 切 的 时 2 线 . 
极点 是 无 限 重 的 奇 点 . 任何 通过 极点 O NHRA 
牛 线 相 交 ; 在 这 些 交 点 上 的 蜗牛 线 的 切线 通过 同一 点 . 


参考 文献 
[!] Caseroa, A. A., flnocgue xpiumae, M. ,1960 . 
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A. N. Corone # 
【 补 注 ]】 


参考 文献 
[A1] Lawrence, J. D., A catalog of special plane curves, 


Dover, reprint, 1972. 张 鸿 林 FÉ 


上 闭 链 [cocyde ;Ronan] 

一 个 在 上 边缘 映射 下 消失 的 上 链 (ooclain)， 换 言 
之 ， 在 边缘 链 上 等 于 0 的 一 个 上 链 ， 上 闭 链 的 概念 推 
广 了 光滑 流 形 上 一 个 闭 微分 形式 的 概念 ,该 流 形 具有 
一 个 在 其 一 个 边缘 链 上 等 于 总 的 积分 . 

根据 上 链 的 概念 的 不 同 的 提 法 ， 上 闭 链 也 有 不 同 
的 提 法 . 例如 ， 在 一 个 拓扑 空间 内 的 一 个 上 leksandrov- 
Čech 上 闭 链 是 这 空间 的 某 个 开 覆 盖 的 神经 的 上 闭 链 . 
只 有 具有 非 Abd 系数 的 一 维 上 闭 链 需 要 特别 讨论 . 
一 个 其 系数 在 一 个 非 Abel 群 委 内 的 单 形 集 兵 的 一 维 
上 暑 链 是 一 个 函数 ec 一 f(g)jE G, Z g X + K ñ)— k 
单 形 的 集合 兵 ; 上 ,使 得 对 任何 二 维 单 形 a € K, fo). 
fOM=f(o t). 两 个 上 闭 链 了 与 9 称 为 上 同调 的 
(cohomologous) ， 如 果 存 在 一 个 卫 数 总 K, — G. 使 对 
任何 一 维 单 形 t+ e K, EASO hka) Sha gl). = 
维 上 闭 链 的 上 同调 类 组 成 一 个 有 点 集 昌 (KK;G)., 类似 地 ， 
我 们 在 Aleksandrov- Ceck 意义 下 定义 一 纵 上 闭 链 与 其 上 
HW, 其 系数 在 非 Abel 群 的 一 个 层 内 . 这些 上 财 链 的 上 
间 调 群 是 与 具有 结构 群 的 纤维 从 相关 的 . 

#> NK W. F S8 (cochain) . 

A. 中 . Xapumae 押 MHE 译 


码 [code ; Kon ] f 

在 编码 与 译 码 (codling and decoding) 理论 中 研究 
HR ARTER (alphabet ) 的 字 (word) 的 有 限 或 
TAA. 见 算术 误差 校正 码 (code with correction of 
arithmetical errors); 删除 与 揪 入 误 羞 校正 码 (code 
with correction of deletions and insertions); H438 


{error - correcting code). wE 泽 


SARRAR [code with oomection of arithmetical 
errors ; KON C ucrpanressiesN 2pR 中 Metinecnax OMHÕOK ], 


算术 码 (arithmetic æde} 
一 种 用 于 控制 加 法 峰 运 算 差 错 的 码 。 当 加 数 为 一 


- 


=. L. — — 


-i =! s: 
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HREN ANEA E PE AEE E n 
运算 结果 改变 的 某 次 办， 因此 ,一 个 (单一 的 ) 在 整数 
环 工 中 的 算术 误差 (arithmetic “Cro Wp xti 
N 到 -TENS BN + 7(i= RER. Z x Z 


LMAS pN, NORE X 9 i 到 N BARRER 


最 小 个 数 , 它 是 -全 距离 度 重 ， 和 任 一 有 限 子 集 (一 个 
WKE Zh EAER (minimum distance) ` 


AK) = minp(Ni, Na) 


来 刻画 , 其 中 最 小 值 是 对 所 有 不 同 的 如, N. £ 天 取 的 ， 
少 于 或 等 于 1 个 算术 误差 的 集合 可 将 一 个 数 育 变 为 一 
个 以 由 为 中 心 1 为 半径 的 度量 球 ， 这 样 ,如 果 以 一 个 码 的 
尾音 两 个 数 为 中 心 .以 上 为 半径 的 度量 球 互 不 相交 { 即 码 
的 最 小 距离 大 于 20 ， 则 称 这 个 码 能 校正 t 个 算术 误 
2, 如果 以 一 一 个 码 的 任意 数 为 中 心 . 以 s 为 半径 的 度量 
成 不 包含 码 的 其 他 数 ( 即 码 的 最 小 距 HA Fs) MA 
个 码 能 检测 s TERRE. EAER p p| A- Fb T 
述 ; 
MN I. N) = w(N, —N;). 


其 中 w OVER N H ER) b (weight), BRE, # N 
的 表示 式 


k 
N = DN, N=0,+l; k=0 l. 0) 
=Ü 


中 的 最 小 的 非 替 系数 的 个 数 . ST FE N. (s) 的 表示 
Æ N, #0, N, NI=OIi=l:…, 大 一 1 时 是 唯一 
H, HERRAT A wN). 例如 ，23 一 24 十 22 十 
2 ++29 一 2 一 33 一 2 HB w233. AA pPLN, +N, N,+N) 
=p(N,, N) F TfEfs N, No NEZ 成 立 , 我 们 可 限制 
这 个 码 不 会 负数 KAEKEHE (length of a code) M 
[log: 如 (天 )+1 来 表示 ,其 中 B(K) AB KHR EKA. 
对 于 一 个 长 度 为 于 的 码 的 任意 -个 数 且 有 唯一 的 字 
PIB) =b, u bo, b R yE ASK 10, 1} 且 使 B= 
Dnub 2'. 如 果 码 天 c 世 能 纠正 上 + 个 算术 误差 ,那么 码 
[B(B): BEK) 可 到 正 t 个 谋 差 {置换 型 的 误差 ), 这 是 由 
于 4d(B(B), B(B,) 2 p(B, BIA Adn’) 
是 Hamming EE (W HHE (error - oorrecting code). 
在 加 法 器 控制 问题 的 研究 中 , 人 们 常常 研究 编码 
三 10 M-1)— Z ( W, šÑ 38 15 H #Š (coding and 
decoding) HE fü += D+H ST i +j < MEE OX 
等 价 于 让 站 =4 i EP A=f0). EAE, x T 
运算 由 被 编码 的 数 与 AARAA. Xx ih é# j= WD: 
差 的 检测 可 通过 验证 加 法 运算 的 结果 是 否 被 4 整除 
来 实现 . SK. =Í0, A. . (M-1)A1 称 为 AM 
码 (AM - code). AM 码 的 最 小 距离 是 w (A + i) 
(i=1, …,M-1) 的 最 小 值 ， 例 如 .344 码 的 最 小 距离 为 
2; 这 个 码 可 检测 单个 算术 误差 且 在 计算 机 中 经 常 使 用 


( 取 控 制 模 为 3), 最 好 的 研究 结 朱 想 M= (2" + 1)/A 的 
AM 码 [循环 的 与 非 百 环 的 ); 它 们 被 这 样 -- 个 性 质 所 刻 


` m: 如 果 数 B= 了 "bp,，2'(b,=0, DATHTE. W 


Wp B'=t b iTyibp 2 也 属于 这 个 码 -. 这 样 的 
码 称 为 (4, 4] 码 [Ka , 4)- code), 为 方便 起 见 , 它 能 名 
被 看 作 -TERZI N, = (0, = m-l, m =2"+ 1) 
的 子 集 ,距离 度量 为 2 (x ,J) 二 wn x ymin {wx -— 
y), w(x— y—m)), 这 个 (n, 4) 码 的 最 小 距离 在 度量 p 
与 p。 中 是 相等 的 . 每 个 (n, 4} 码 有 一 个 相伴 的 (n, 
A) 码 , 其 中 A-A =m; 它 被 称 为 对 偶 码 (dual 
caode)]， 如 果 2 或 ~2 ÆRE p 为 模 的 本 原 根 ,那么 
(tp 一 1)12, pp) 码 条 纠正 单个 算术 误差 且 在 距离 度量 p， 
中 是 完满 的 . 邯 以 这 个 码 的 数 为 中 心 半径 为 1 的 度量 球 
两 两 互 不 相交 且 充 满 了 整个 N... 在 对 偶 码 中 ,所 有 不 
同 的 数 之 间 的 距 元 等 于 [(p+1)7 人 ,这 个 结果 类 似 于 二 
元 线性 循环 纠 错 码 的 结果 ， 同 时 ,我们 不 知道 与 B. C. 
H. (Bose -Chaudhury „Hocquenghem ) W 2 4 É 8 E 
码 : 也 不 知道 在 算术 码 中 , 对 于 给 定 码 的 长 度 与 距离 是 否 
存在 与 纠 错 码 类 供 的 关于 码 的 大 小 的 最 小 上 界 ， HE gq 
进 算术 误差 的 码 (gq>2) 具 有 更 名 的 特征 (一 个 gq 进 算 
REEE- TAMNIH N =N +a RER., Hr 
a=l, ,9 一 1; i=0, 1, …)， 随 着 计 算 技 术 的 发 展 
对 这 种 码 的 兴趣 在 增加 .与 给 错 码 不 同 的 是 在 9=2' 
人 >1) 时 它 没有 纠正 单个 9 进 等 术 误 差 的 完 渍 AM 
码 ; 对 十 9=6 存在 这 样 的 码 的 例子 . 完满 AM 码 的 存 
在 条 忻 由 数论 特征 来 刻画 ， 并 且 与 数 域 中 的 互 反 律 的 
研究 相 联系 . 
参考 文献 
[1] Mames, IO. T., ApubMucTrusecxuae Og, HCHDanrIsrOUDE 
òm, M., 1969. 
[2] Peterson, W. and Weidm, E. 
codes, M. I. T. , 1972. 
[3] Massey, J. L. and Garcia, O. N. , Advances in infer- 
mation systems scen, Vol. 4, New York - London, 


， jr, Error- correcting 


1952, 273—325. 
[4] Bospor, H. M. , KaGarancenii, D. A. ,Tlpob nem 
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WK: MER [ code with correction of dele- 
tions and insertions ; KOI CÇ HCMDARJEHHEM BLIHUNETEMH H 
BCTABOK | 

` — Sh ERE EA B FE 338 ria B P| 5 ES 2 25 8 & 3 
的 码 ， 从 一 个 长 度 为 n 取 值 于 字母 表 B 的 字 B=b, :-: 
bp, 删除 {deletion) 一 个 字母 的 过 程 可 用 一 个 从 字 上 到 长 
EH n-i 的 字 8 二 b， … b. baa U b, f ë 3 & 
示 (1 所 [和 ). 记 向 ;(B) 为 由 删除 5 个 字母 所 得 到 的 
字 的 个 数 ， 对 此 有 以 下 司 计 式 


830 CODIMENSION 
2 y+) =< NB < Wi 


这 里 5 有 是 的 级 数 的 个 数 【 字 p= b. “的 级 
数 (series of a word ) 38% E W. bUF & É 8 一 个 字 
b. “ b (j2i+1): 1) b= = =b; 
那 和 bba EIME jen, 那么 b. xb). 在 特殊 情 
IEF, NE=). AAF Abb, 8 A (insertion) 
一 个 字母 的 过 程 可 用 一 个 从 字 ERKE A n+l 的 字 
B=-…bbb,…bh 的 变换 来 表示 , HP be B, 1SiSn. 
由 任意 一 个 长 度 为 上 的 字 B JSE k ë 8 中 增加 3 个 字 
母 所 得 到 的 字 的 个 数 等 于 


ze. 
15 


其 中 + 是 吝 中 字母 的 个 数 , — 4 EZER B 中 取信 的 
FHRA KRATRE s WDR (MO A.. 删除 或 揪 
Ab WEM K BJ fE PIB + J 05 F F # 5 W 5: (E 
人 ,期 除 或 插 人 )s 个 字母 不 能 得 到 站 中 取 值 的 同一 个 
=. 定义 一 个 在 BF PRERE, 甩 ) 上 的 函数 为 
遂 过 对 删除 和 插 人 字母 变 为 及 的 最 小 的 字母 数 , 那 
么 这 个 函数 是 一 个 距离 度量 , 一 个 在 字母 表 B PRA 
的 宇 的 集合 站 是 一 个 可 纠正 ;个 删除 {插入 , 删除 或 插 
AKE, 当 且 仪 当 玉 的 任何 两 个 不 同 的 字 的 距离 大 于 
25 ,因此 以 上 三 种 码 移 定义 是 等 价 的 . 一 个 可 纠正 
一 个 蔓 除 或 一 个 插入 的 码 的 例子 是 长 度 为 n 的 取 值 于 
FER B=10, 1 ) 的 字 的 集合 {8=b,… 
=0 (mod n +1). BFF TAST 


a+ EEL 
ZT 1) Tarh 2042 


其 中 求 和 是 对 所 有 n+1 SP SS T d m Hz. (dj) 是 
Fuler 函数 ; 当 n 一 时, 它 接近 于 最 大 慎 . 
B. H. Jemenom 3 wki 译 


RR ( oodimension ; topa3mepHocip ] ` 

1) 向 量 空间 的 子 室 间 (subspace) L i R 8 3⁄ (或 
商 维 数 (quotient dimension) 或 因子 维 数 (factor dimen- 
sion)) 是 商 空 介 WY/ 上 的 维 数 , 记 为 odim, L, AA 
cadim 工 , 它 等 于 工 在 WV 中 的 正 交 补 的 维 数 . 这 些 维 数 
HAFA 


dim L +codim L = dim F. 


如 果 朵 与 睛 是 ?的 两 个 有 腿 余 维 数 的 子 空间 , 则 
MI NS M+N BN IB sk. B 


codim (M + N)+codim (M [1 N) 


= codim M + codim N. 


29 í >1, 


b.}, 使 7%,ib, 


2) 微 分 流 形 M 的 子 流 形 (submanifold) 只 的 余 维 
KEE xs 处 切 空间 TCM) 的 切 子 空间 T. (N) 00 
维 数 . 如 果 本 与 入 是 有 限 维 的 , RU 


codim N = dim M —dim N. 
WE MSN EB SYD IE, L K NB TRE. HB f: M — 
NERE LEITHA, 
codim f '(L) = 


IARR RA SE E) XRB (algebraic sub- 
variety) (或 解析 子 空间 (analytic subspace)) 了 的 余 


ega 


codim L. 


codim Y = dim X — dim Y. 


参考 文献 
{1] Bourbaki, N., Elements of mathematis . Algebra: Al- 
gebraic structures. Linear algebra, 1, Addison - Wesley, 
1974, Chapt. ] ;2 { 详 自 法 文 ). 
[2] Bourbaki, N. , Elements of mathematis . Diffe rentiable 


and analytic manifolds, Addison - Wesley , 1966 { 译 自 
EE). 
[3] Golubitsky, M. and Guillemin, Y. . Stabe mapping 


and their singularities, Springer, 1973. 
B. E. Popopop, A. b. Xapwuangæ #8 
【 补 注 ] 向 量 空间 六 的 子 空间 上 的 余 维 数 , SF L ñ: V 
中 的 任 一 补 空间 的 维 数 ,因为 所 有 的 这 种 补 空间 (与 
正 变 补 } 均 有 相同 的 维 数 . EATE 


PERAS [ coding, alphabetical ; IDOsaatie Ia 
18 BEERA (standard form) 的 表示 ,在 这 种 
表示 下 消息 语言 中 的 基本 句法 单位 GE BE SE Bak ch É s= 
母 ) 依 次 对 应 于 某 一 图 定 字母 表 上 的 编码 字符 组 合 ， 
【这 里 .信息 指 的 是 一 字符 串 ) , 著名 的 Morse 电码 恒 是 
字母 表 编 码 的 一 个 示例 . 在 Morse 电码 中 ， 英 文字 
母 (包括 窗 格 ) 忆 次 对 应 于 字母 表 {，, 一 ， 八 } 上 的 
字 ; 英文 语句 被 逐 字 母 地 编码 . 计算 的 十 进 制 是 一 个 
自然 产生 的 编码 ， 但 却 不 在 字母 表 编 码 之 列 . 字母 表 
编 玛 的 研究 思想 一 方面 是 源 于 信息 过 程 与 系统 的 控制 
论 观 点 ， 另 一 方面 是 庚 于 通信 工程 中 的 实际 要 求 ( 在 那 
里 经 常 需要 把 信息 变换 成 一 种 在 某 --- 方 面 更 为 合适 的 
JÉ K); 研究 的 起 点 是 C. Shannon 1948 FRR KA 
基 性 著作 ([1])。 字 母 表 编 码 理 论 是 应 用 数学 中 的 一 个 
分 支 ， 胃 在 运用 各 种 数学 方法 研究 通信 信道 的 各 种 数学 
模型 .研究 得 最 为 透彻 的 要 算是 一 致 码 即 分 组 码 , 这 时 
编码 符号 组 合 是 定 长 的 ， 对 于 这 类 码 现 已 发 展 了 一 整 
套 的 数学 理论 (LH (error - correcting code)) .最 
一 般 的 抽象 体制 是 自动 编码 ， 这 时 语言 字母 表 中 的 字 


母 与 编码 符号 组 全 之 间 的 对 应 关系 由 - -个 有 根 自 动机 
XA. 在 实际 中 , 一 致 编码 通常 都 能 给 出 引 人 兆 意 的 结 
果 ; 因此 当 使 用 其 他 编码 方法 时 ,这 些 编码 方法 必须 具 
有 显著 的 优点 (例如 ,实现 了 信息 的 压缩 ), 而 且 它 们 的 
缺陷 (编码 和 详 码 的 复杂 程度 } 不 能 过 上 严重. 
RARER B TA A (此 时 相应 的 编码 自动 机 
只 有 一 个 内 部 状态 ) 能 够 叙述 一 般 性 的 基本 结论 ， 这 是 
因为 这 些 结 论 的 现 有 推广 没有 什么 实质 性 的 意义 , 而 关 
于 其 他 模型 的 研究 在 理论 上 又 没有 导致 有 意义 的 进 


展 , 考 虑 下 列 通信 信道 模型 : 
an a -Jex 
Ct -E ee 


这 里 ，4={4,,… ,au,} 是 通信 信道 的 字母 玫 ， 即 能 在 
人 
{b,，…, b } 是 消息 语言 的 字母 表 . 在 最 简单 的 情形 
中 ,信和 源 是 一 个 离散 的 概率 信 源 ， 其 输出 为 B 中 的 字 
母 在 离散 时 间 的 每 一 个 时 刻 出 现 ,而 且 出 现 的 概率 p = 
5 (51 与 时 间 无 关 ， 一 个 编码 体制 了 把 B 中 的 字母 映 成 
A'd EA ARRIERE RA G FR) PRR, f(b,) 
CV REB BOPIEF EBAT: f(b， B.) 
=f(b o fb. k, 子 完全 被 码 V=, e, V.) 
所 确定 ， 如 果 f 是 一 个 一 一 上 映射， 那么 详 码 体制 的 
问题 是 要 实现 映射 了-!, 恢 复 传送 的 消息 . 


由 码 了 的 选择 所 确定 前 信息 传输 速率 (infor- 


mation, transmission rate of ) 3 PE BH AERIS 


以 上 通信 信 塌 模型 的 两 项 指标 ， 传 输 速 率 (transmis- 


sion rate) 由 传输 消息 中 单个 字母 所 需 的 时 间 的 数学 
期 望 定量 地 刻画 : PE b, 的 传输 时 间 为 


rp] = Zora) 
EL 


其 中 o, RPA a. EFV 中 出 现 的 次 数 ; 要 求 的 数 
学 期 望 为 


E, = 之 pr 


(E, 也 称 为 编码 了 的 费用 (cost of the coding)). #— 
般 的 情况 下 ,E/， 依赖 于 三 F 的 结构 ,后 者 由 如 下 的 结构 
多 项 式 描述 : 。 


SAX1,.... x.) = 之 ng 


结构 多 项 式 叉 称 为 生成 函数 , 它 枚 举 了 码 六 中 的 所 有 码 
F. Æ ra= …=zrfa,)=r 的 特殊 情况 下 .有 E =+ 
Du pin ME; 仅 由 码 字 长 度 的 谱 ti, L, t Pr tE 
定 ， 其 中 了 是 码 字 V E. W hh. FERRIS 
(optimal code) 【 即 费 用 最 小 的 码 ) 的 问题 已 经 完全 解 
决 ; 已 经 证 明 ([21) ,唯一 可 译 玛 存在 的 充分 必要 条 性 
Je sg 1 RE BS RR E 


[3] Hafman, D. , Kibernet, Sb., 
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Sn’ = 1. 
r= 1 
文献 4 中 己 经 证 明 , (1) 和 和 条件 
edi... k) = 1 


的 码 存 在 的 充分 必要 条 忻 ， 自 同步 的 含义 指 的 是 , 详 码 
中 的 误差 以 概率 1 自动 定位 ， 

从 抽象 的 观点 看 , 译 码 复杂 性 (complexity of deco- 
ding) K) F A E EWE E 十 分 有 趣 的 ， 译 码 中 的 延迟 
应 该 具有 有 限 性 性 质 ( 指 的 是 诺 友 可 由 有 限 自 动机 实 
更 )，、 对 自动 机 的 线路 实现 的 复杂 性 进行 定量 的 估计 ， 
超出 了 编码 理论 的 范围 所谓 的 前 级 码 (prefix 
code) { 即 具有 如 下 性 质 的 码 ; 码 中 的 尾 何 一 个 字 都 不 
是 另外 一 -个 字 的 前 绕 ) 都 具有 这 种 有 限 性 性 质 , 已 经 证 
H {[2]) ,任何 一 个 使 得 了 是 一 对 -- 的 码 都 谱 等 价 于 一 
个 前 缀 码 ， 这 里 谱 等 价 的 合 久 呈 它 们 具有 相同 的 谱 . 
相 比 之 下 ,前 育 码 更 受 人 们 的 青 肪 ; 对 于 Tt)=… = 
t(a,) 的 情形 ,所 有 的 成 功 结果 都 是 用 前 她 码 来 解 琶 
的 . 

伍 一 般 情形 下 ,已 有 算法 能 够 识别 码 的 一 对 一 性 贰 
及 其 译 码 延迟 的 有 限 性 性 质 , 三 的 .- 对 一 性 质 可 以 被 看 
作 足 码 下 的 噪声 稳定 性 的 最 低 水 平 . EERE ER 
是 有 限 的 一 般 情形 下 ,已 有 算法 计算 任意 码 的 实际 纠 错 
能 力 ， 自 上 由 码 ( 即 叭 一 可 译 码 ) 具有 请 寄 复杂 的 结 棕 ， 
但 是 对 它 的 极 值 材 求 往往 会 导致 本 质 的 限制 .例如 , 已 
经 证 明 , 对 于 最 大 (t B 8 S R X OBR FF K 5 X; 
(1) 变 成 了 等 式 ; 最 大 码 又 称 为 完全 码 , 这 是 因为 只 有 
在 最 大 码 中 信道 字母 表 才 被 充分 使 用 , 妈 4 中 的 尾 一 
字 都 是 某 一 编码 消息 中 的 一 部 分 }， 有 限 延 迟 性 质 成 立 的 
充分 必要 条 件 是 最 大 码 具 有 前 统 性 . 
$A 
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控 一 定 的 标准 形式 表示 信息 (information) Ait # 
以 及 依据 信息 的 这 种 表示 恢复 其 原 信息 的 道 过 程 ， 在 
数学 文献 中 ,编码 (enooding) 就 是 一 个 从 任意 集合 4 到 某 
-FRE BLH ARA ( 字 ) 和 集 的 映射 ; 它 的 道 映射 
便 称 为 译 码 (decoding). 编码 的 例子 有 : 自然 数 的 r 
进 制 表示 ,在 这 个 表示 下 每 一 个 自然 数 N= 1， 2,… ,都 
对 应 于 字母 表 妊 =10.…，r-i 上 的 一 个 字 己 ob, 
H b #0 B. rm! 二 … 十 b=NN; 异 助 于 电报 代码 所 实 
现 的 俄 文 报 文 到 脉冲 串 的 变换 ;以 及 在 (俄国 的 ) 邮 政 编 
码 数 字 的 书写 中 所 应 用 的 法 则 ( 见 图 )， 在 最 后 一 个 
向 子 中 ,每 一 个 十 进 制 数 字 对 应 于 字母 表 B,={0, 1} 上 
的 一 个 长 度 为 9 的 字 , 其 对 应 法 则 是 ,如果 第 i 条 线 被 
使 用 ,那么 在 0, 1 序列 中 第 i 个 位 置 上 的 符号 便 是 t. 
(例如 , 字 110010011 对 应 于 数字 5.) 


9427954702 
.| A 

编码 与 译 码 的 各 种 性 质 以 及 各 种 具有 指定 性 能 且 在 
一 定 意义 上 有 效 的 编码 的 构造 ,是 编码 理论 (coding the- 
oy) 的 主要 研究 对 象 .通常 ,编码 有 效 性 的 准 刘 总 是 以 
革 种 方式 与 码 字 (集合 4 中 的 元 素 的 象 ) 长度 的 最 小 
化 相 联系 ; 编码 的 指定 性 能 总 是 与 保证 编码 具有 一 定 的 
在 某 种 意义 下 的 抗 卓志 性 (noise immunity kK PAX. 
特别 地 , 抗 千 拢 性 的 含义 指 的 是 , 在 码 字 没有 失真 或 具有 
可 容许 失真 的 情况 下 能 够 唯一 地 译 码 .除了 抗 干扰 性 以 
外 , 对 编码 还 可 附加 其 他 一 些 要 求 ， 例 如, 在 邮政 纺 码 
数字 的 编码 选择 中 ,考虑 所 选 的 编码 机 与 数字 的 通常 写 
法 相 匹 配 是 必要 的 .与 复杂 性 有 关 的 限制 ( 指 的 是 实现 
编码 和 译 码 的 方案 应 具有 可 容许 的 复杂 性 ) 也 经 常 作 
为 附加 条 件 而 加 以 考虑 ， 编 码 理论 中 的 问题 大 体 上 是 
ÆC. Shannon 所 创立 的 信息 传输 理论 ([1]) 的 影响 下 产 
生 的 . 新 的 问题 则 来 源 于 信息 搜集 ， 存 储 、 传 输 及 处 
理 的 自动 化 系统 的 建立 与 完善 .在 编码 理论 中 解决 问 
题 的 方法 主要 是 组 合 学 的 、 概 率 论 的 及 代数 党 的 方 
法 . 

任 柯 一 个 用 字母 表 B8 上 的 字 来 表示 字母 表 A 中 的 
字母 的 编码 了 都 可 扩张 到 4 上 所 有 字 的 集合 4《{ 消 息 ) 
+: 

flar ay = faj): fah 
其 中 ae4ti= 1 k). BERRA SA =B 称 为 


+a e * > 


一 般 的 消息 的 编码 是 自动 编码 (automated encoding), 
由 初始 非 同时 化 的 自动 机 (automaton) 实现 ， 在 每 一 个 
瞬时 自动 机 输出 字母 表 呈 上 的 一 个 ( 空 或 非 空 ) 字 . 这 
种 推广 的 重要 性 在 于 ,自动 机 在 不 同 的 状态 下 能 够 对 同 
一 个 消息 字母 表 实现 不 同 的 编码 ， 逐 字母 编码 是 由 单 
一 状态 的 自动 机 实现 的 自动 编码 ,在 编码 理论 中 ,特别 
有 一 个 分 支 专 门 研 究 编码 的 一 般 性 质 以 及 识别 这 些 性 
质 的 算法 的 构造 ! 见 字母 圳 编码 (coding, alphabetical )) . 
特别 地 , 对 于 自动 编码 和 逐 字 母 编码 ,已 经 找到 了 它们 
具有 下 列 性 质 的 充分 必要 条 忻 : 1) 译 码 是 单 值 的 ; 2) 存 
在 一 个 译 码 自动 机 , 即 存在 一 个 能 够 实现 该 译 码 的 自 
动机 ( 涡 有 某 一 有 界 的 迁 迟 ); 或 者 3) 存在 一 个 自动 
调节 的 译 码 自 动机 (使 得 在 有 限 的 时 间 内 消除 输入 序列 
中 的 或 自动 机 本 身 工作 中 的 错误 所 造成 的 影响 成 为 可 
BË). 

编码 理论 中 的 大 多 数 问 题 归结 为 对 字母 表 B. 上 的 
字 的 有 限 或 可 数 集合 的 研究 ， 这 种 集合 称 为 码 
(codes) .特别 地 , 对 于 每 一 个 单 值 编码 f: B. 一 B' 
(及 逐 字 母 编码 f 了 :8 — B'), €B) 中 有 一 个 码 
(0) (1),… ,fm 一 1 与 之 对 应 . 编码 理论 中 的 基 
本 早 论 之 一 便 是 ， 连 字母 编码 矿 : 妃 -一旦 :的 单 射 性 
条 人 忻 对 码 字 DREE) =1L 门 施加 以 下 的 限制 : 

Sr < 1 (l) 
=% 

上 述 结论 的 道 合 是 同样 成 立 - 如 果 (U, L E — 
组 满足 (1) 的 自然 数 ,那么 存在 着 一 个 一 对 一 的 逐 字 和 母 
编码 三 B, 号 使 得 码 字 (i) 具有 长 度 L. 进 一 
步 .如 果 L 是 递增 地 排列 ， 则 可 取 f( 让 为 部 or 的 7 
进 制 小 数 展开 式 中 小 数 点 后 面 的 前 1, 个 字符 (Shannon 
法 (Shannon method). 

编码 理论 中 最 完善 的 结果 都 是 与 有 效 的 一 对 一 的 
编码 的 构造 有 关 . 这 里 叙述 的 编码 构造 在 实际 中 被 用 
于 信息 的 压缩 和 信息 在 存储 器 中 的 存 取 . 编码 的 有 效 
性 概念 往往 依赖 于 成 本 准则 的 选择 ， 在 一 对 一 的 囊 字 
母 编码 厂 : B. — B RA {oost) 上 (站 的 定义 中 ,总 是 
假定 对 每 -个 数 ieB8,、 有 一 个 正 数 p, 与 之 对 应 , 并 记 


P={po, t Pai} Fk L (f ) 的 定义 的 下 列 形式 一 直 
为 人 们 所 研究 

l L...) (=F pil, 

LN (og, Pri pir") / t, 0<t<oo， 

3) L Y=MAX perem- (TP) 


Eh: 在 前 两 种 情形 下 , p, 是 某 一 Bernoulli Ai 
产生 字母 表 B. 中 相应 的 字母 的 概率 (于 "0 p. =1); 而 
在 第 三 种 情形 下 ，p, 是 期 望 的 码 宇 长度、 在 第 一 种 定 
At, 成 本 等 于 码 字 的 平均 长 度 ; 在 第 二 种 定义 中 , 随 
着 参数 ! 的 增 大 , 较 长 的 码 字 对 费用 的 影响 也 随 之 增 大 
LASD co L. (f), EO) aao — max, aa hN 


le M L 


在 第 三 种 定义 中 ,费用 等 于 码 字 长 度 L 超出 期 望 的 长 度 
P, 的 最 大 超出 量 . 构造 -个 一 对 -~ 的 逐 字 母 编 码 六: 
B. =B 使 得 其 成 本 上 (站 达到 最 小 的 问题 ,等 价 十 在 
满 中 条 忻 (1) 的 委 热 数组 (h, o h 让) 集合 内 ,求解 使 
KA 工 (7 达到 最 小 的 问题 ， 对 于 上 述 二 种 成 本 药 定 
六 ,这 一 问题 的 解 已 经 求 得 . 
RAR L (y) ENE 3 PF01003 (+ > E BA 

组 ) Hano 14,_1} 集合 上 的 最 小 值 等 于 上 ,(P}， 且 在 
(LGP). U. a PERN. EREILI- 
L (PRAI f 0 T R BE redundancy), I(7)/ L (f) 
称 为 编码 f 09 8 x Ú AR BE (relative redundancy), 对 

FA Shannon 法 在 长 度 L (L (PSI, =< L+) L Brt8g 
造 前 一 对 一 的 编码 f: B' — B 其 元 余 度 满足 不 等 式 
工 门 <1， 对 于 最 常用 的 第 一 种 成 本 的 定义 , 即 把 成 本 
定义 为 信 源 所 产生 的 消息 的 单个 字母 所 需 的 码 符号 的 
THRE, E L (P) 等 于 该 信 源 的 Shannon h (Shan- 
non entropy} 


HP) = - Xp. lop p. . 


而 L(P)= —log pe MRE ISL namni) H (P)<1 
的 界 可 以 通过 使 用 所 谓 的 长 度 为 的 分 组 编码 (block 
coding) 来 加 以 改进 ,而 在 分 组 编码 中 ,用 Shannon 法 
来 进行 编码 的 对 象 是 长 为 上 的 请 息 { 而 不 是 单个 的 字 
BJ) ,这 样 的 编码 ( 指 分 组 编码 ) 的 元 余 度 不 会 不过 L/k. 
间 样 的 方法 也 可 由 于 相关 信和 源 的 有 效 编码 中 . 在 由 
Shannon 法 构造 的 编码 中 ,长 度 1 的 确定 是 基于 对 信 
源 的 统计 知识 ， 与 这 一 事实 相 联 系 ， 对 于 某 些 信和 源 
类 , 现 已 研制 出 了 构造 通用 编码 的 方法 , 这 种 通用 编码 
能 保证 一 个 明确 的 适用 于 该 信 源 类 中 任何 信 源 的 部 余 
度 上 界 ， 特 别 地 , 现 已 构造 出 了 一 个 组 长 为 上 的 分 组 编 
码 ， 它 对 于 Bernoulli j# 882 Ay U 9 BE 89 86 wr (Ë E s 8 
((m —1)/2k)log, kin, r EE. k — 00), 而 且 这 一 渐 近 
的 极限 不 能 再 改进 . 

在 考虑 信息 的 有 效 压 缩 问题 的 同时 ,具体 类 型 的 信 
息 的 元 祭 度 估计 阿 题 也 在 研究 之 中 . piin. i PEE A 
热 语言 (特别 是 英语 和 俄语 ), 在 假定 它们 的 文本 是 由 状 
坊 数 目 很 大 的 Mapgoe 信 源 产生 的 条 件 下 , 它们 的 相对 
TAEDE RIH. 

在 关于 有 效 的 抗 干扰 编码 的 构造 问题 的 研究 中 ,通常 
FERRA f: B. 一 哩 :都 具有 这 样 的 性 质 : 同 它 对 
ERBIO, …，f(m — 1 M T FFE B. 上 的 长 为 
的 字 的 集合 B'"， 这 里 消息 字母 表 B, 中 的 字母 被 理解 
为 等 概率 的 ， 对 于 这 样 的 编码 , y N B YE m G k E 
I()=n-—log, m 或 传输 速率 (transmission rate)R(/y= 
(log, m) jn iiit. 而 在 编码 的 抗 干 扰 性 的 定义 中 , 则 要 
涉及 误差 概念 的 形式 化 定义 以 及 产生 误差 的 模型 . 
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a (error)) 是 宰 间 的 这 样 一 个 变换 : ERR 字 
FEFE RB 中 的 另 一 字符 所 取代 ， 全 如 ,在 俄国 的 
邮政 编码 数字 的 书写 中 ,多 写 一 条 线 会 导致 码 字 中 的 一 
个 0 被 1 所 取代 ， 而 少 写 一 条 线 由 会 导致 玛 字 中 的 一 
个 1 被 0 所 取代 ， 检 错 与 纠 错 之 所 以 可 能 ,基因 为 如 下 
这 样 的 事实 : 对 于 任何 一 个 具有 非 零 元 余 度 的 编 玛 人 
其 译 码 了 ”可 以 以 任意 的 方式 扩展 到 B" 中 其 他 +" 一 
个 非 码 字 的 字 上 . 特别 地 , WE B BARNA m 个 互 不 
相交 的 集合 D. D. 并 使 得 8) ED, ,如果 详 码 £ 
被 扩展 成 为 (DD,)=i, 那么 在 译 色 中 ,所 有 把 码 字 G) 
FBR D (i=0.-, sm 一 1) 中 的 字 的 误差 都 将 得 以 到 
E. 对 于 其 他 类 型 的 误差 , 如 字符 的 疑 符 ( 指 的 是 被 另 
一 个 不 同 的 字母 家中 字符 所 代替 }, 码 字 的 数值 的 增 减 (GR 
RRE, MEE tbr’, b=1, ,r+-1, i=0, 
1.…)，, 空 符 的 删除 与 插 人 ,等 等 , 类似 的 可 能 性 同样 存 
在 . 

在 信息 传输 (information transmission of ) 的 理 
论 中 ,所 考虑 的 产生 误差 的 模型 是 概率 模型 ;这 些 模 型 
称 为 信道 (fchannel8)， 基 简单 的 无 记忆 信道 是 由 转 
移 概 率 和 矩阵 {p,,) 来 定义 的 ,其 中 了 ,是 字符 代替 字符 1; 
HAR. 对 于 这 种 信道 ,人 们 定 放 了 如 下 的 其 (信道 容 
8 (channel capacity)) ` 


Pi 
Dr ü h P W 


#hokRR KIA 6 AEE (q... gai) q >0, 
Ead =l. 一 个 编码 了 的 有 效 性 是 由 其 传输 率 R( f) 来 
刻画 ,而 它 的 抗 扰 性 则 是 由 最 优 译 码 中 的 平均 误差 概率 
来 刻画 ,信息 传输 理论 中 的 主要 结果 {Shannon 定理 
(Shannon theorem)) Æ, fë 8 # 8 C Fm n 下 实数 R 
HADER: 对 于 任意 的 8>0 以 及 所 有 的 充分 大 的 n, 
存在 一 个 编码 f: B, 一 B 使 得 RUER, Pse 

产生 误差 的 另外 模型 (1i (error - correcting 
œde); 算术 误差 校正 码 (code with correction of ari- 
thmetical errors); WERIN R ERER (code with 
correction of deletions and insertions)) 具有 如 下 的 
性 质 : 在 每 一 个 长 为 上 的 字 中 ,至 密 只 能 出 现 上 个 错 ， 
其 中 上 是 预先 给 定 的 数目 , 设 互 ,( 昌 是 所 有 由 f(iy 56 E 
而 成 的 得 只 有 至 多 上 个 错误 的 字 组 成 的 集合 ， 如 果 对 
于 码 


C= max S Žar, lop, 


{= = 


TORN CET: 
RAEO (i=0 下 一 1 两 两 不 相 变 ,那么 在 使 得 
E (tS D, 的 译 码 中 ,上 面 类 型 的 模型 所 产生 的 所 有 名 
差 都 将 得 以 纠正 , 这 样 的 码 称 为 + HRI (1 - error - cor- 
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recting code) .对 于 许多 类 型 的 误差 {例如 , 代 换 误 
差 ， 算 术 误差、 区 了 六 插 人 误 善 1， 函 数 册 xz ， 妇 是 一 
TEB. SE FS ES Xs B: 变换 成 字 yE 刀 所 产 
生 的 瘦 定 类 型 的 误差 的 最 小 数目 ,而 E50) 则 是 该 距离 
下 的 一 个 半径 为 1 的 球 ， 因 此 ,在 BB" 中 构造 最 有 效 的 
{ 即 , 码 字 数目 站 最 大 的 ) + 误差 纠正 码 的 问题 等 价 于 用 
半径 为 1 的 球 最 笛 密 地 填充 上 距离 空间 中" 的 问题 . 用 于 
书写 俄国 邮 致 编码 数字 的 码 并 不 是 -- 个 1 纠 错 码 , 国 为 
.d(f(0), f(8))=I, dG), f(8)=2 ,尽管 其 他 码 字 间 
的 距离 至 少 是 3， 
对 有 "中 的 # 个 代 搞 型 纪 异 码 的 最 小 元 余 度 于 人 各， 站 
的 研究 分 成 两 种 情形 . 在 第 一 种 情形 下 ,+ 固定 而 n 一 
©, 这 时 ,下 列 渐 近 关系 成 立 : 


Ti(n, t) ~ tlog; n, (2) 


PK — “3k E BI SË xz IK Ph T wj E tš 289 t B5 PR 8 3 K: He 
为 站 的 字 的 数目 的 计数 ， 当 + 芝 2,r 关 2 时 { 除 t2, 
r=3 或 4 以 外 ), 工 人 日 的 渐 近 行为 全 今 仍 是 一 个 有 待 
解决 的 向 题 (1990) ， 对 于 许多 其 他 类 型 的 误 善 ( 屋 
如 ,算术 误差 ,删除 及 播 人 误差 ), 即 使 是 在 r=2,1 之 2 
的 情况 下 ,这 一 问题 仍 是 一 个 难题 (1990)， 在 第 二 种 
情形 下 ，i=[p#1, Win — oo ,其 中 ?是 一 个 男 定 的 实 
数 , 0 之 p< 作 一 1)12r .这 时 "功效 " 界 


Ln, (pn) Z nT,Q@) 


被 大 大 地 改进 了 ,其 中 T,(p)= -plog (p /(r— 1-0 p) 
log, a-p) 利用 随机 编码 的 方法 ,可 以 得 到 下 列 上 界 


Ln [pnD) < nT,Qp), G) 


当 r=2 时 ,这 一 上 界 已 被 猿 想 为 是 渐 近 精 确 的 , 即 T.O, 
[pn — n TOP) 然而 ,这 个 猜想 是 否 成 立 ， 迄 今 仍 是 
编码 理论 中 的 中 心 问题 之 一 . 

大 部 分 抗 干扰 码 的 构造 都 是 有 效 的 ,只 要 它们 的 碍 
字 长 度 足 够 大 ， 在 这 一 点 上 ,与 实现 编码 和 译 码 的 系统 
(编码 器 和 译 码 器 ) 的 复杂 性 有 关 的 问题 便 有 了 特别 重要 
的 意 灸 .对 可 用 的 译 码 医 的 类 司 或 译 码 器 的 复杂 性 的 
限制 会 导致 完 余 度 ( 指 的 是 为 了 保证 预先 给 定 的 抗 干 拓 
性 而 所 必需 具有 的 袖 余 度 ) 的 增加 例如 ,对 于 B35 中 的 1 
误差 纠正 码 , 如 果 要 求 其 相应 的 译 铀 器 是 由 一 个 移 位 需 
存 器 和 一个 最 优 元 素 组 成 , 则 其 最 小 的 宛 余 度 县 有 Sn 
的 量 级 (比较 (2) ), ATANES EGEA ERR 
人 图 通常 被 看 作 是 它们 的 数学 模型 丙 加 以 考虑 ， 而 它 
作 的 复杂 性 则 指 的 是 图 中 所 志 含 的 元 件数 目 ， 对 于 现 
已 知道 的 几 类 纠 错 码 ， 它 们 的 编码 和 译 码 算法 一 直 是 
人 们 的 研究 对 象 ; 站 应 的 编码 器 和 译 码 器 的 复杂 性 上 
_ 界 已 经 求 得 .不 仅 如 此 ， 编 码 的 传输 率 、 编 码 的 抗 拓 
性 以 及 译 码 器 的 复杂 性 之 间 的 某 此 关系 也 已 被 揭示 ( 见 


[5]). 


对 编码 理论 的 研究 ， 述 存在 另外 一 种 研究 方向 , 它 
与 如 下 的 事实 相 联 系 : 编码 理论 中 的 许 铸 结果 (例如 ， 
Shannon EMMA LE (3)) 都 不 是 “构造 性 的 ”, 而 是 
关于 无 穷 码 列 { 基 ,上 {KK 全 81) 的 存在 性 定理 .在 这 一 
点 上 ,已 散 了 很 多 工作 来 加 强 这 些 结 果 ， 以 便 能 够 在 县 
有 如 下 性 质 的 码 列 【 天 ,} 所 组 成 的 集合 中 证 明 它 们 : 对 
TRA (K. 1, 存在 一 个 Turing 机 使 得 集合 US K. 中 
的 性 何 长 为 [的 字 都 能 在 适当 前 时 间 (关于 1 具有 较 低 
HKE, W lop ARIZ Turing 机 识别 . 

某 些 建立 界 的 新 方法 和 新 构造 (这些 方 法 与 构造 已 
在 编码 著 论 中 得 到 发 展 ) ,在 一 些 囊 面 厦 起 来 与 编码 型 
论 的 传统 问题 相 焉 甚 远 的 销 域 , 导致 了 实质 性 的 进展 . 
这 里 值得 提 及 的 是 : 纠正 一 个 错误 的 最 大 码 在 实现 ( 通 
过 触 点 模式 (contact scheme)) 逐 辑 代 数 函 数 的 渐 近 最 
优 方法 中 的 运用 ; n 维 Euchd 空间 的 球 填充 密度 的 上 
界 的 重要 改进 ;在 实现 ! 由 公式 ) 一 燃 脖 辑 代数 函数 记 需 
的 复杂 性 的 估计 中 ， 趟 等 式 (1) 的 适用 . 编码 理论 的 思 
想 与 结果 在 自 纠正 系统 和 不 可 碍 元 组 成 的 可 靠 系 统 的 
综合 中 获得 了 进一步 的 发 展 . 
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系数 【roe 后 Gent ; K03 中 由 uneur ) 

代数 表达 式 中 的 数值 因子 ,未 知 数 的 图 前 面 的 已 知 
因子 ,或 与 变量 相当 的 常数 因子 ， 例 如 , 单项 式 一 人 (31 向 
,hp 中 的 系数 是 一 314; 在 方程 x+ 2px+q=Q0 h, x° 
的 系数 是 1, x 的 系数 是 2p ;在 图 周 长 移 公 式 1=2xr 中 ， 
系数 是 2x， 在 直线 方程 y=kx+h 中 , 数 上 表示 该 直线 
与 x 轴 所 成 之 角 的 正切 ， 称 为 角 系 数 (angular oef- 


ingame .. 


ficient). BC 3-3 张 鸿 林 译 
FEEN (coeficient of variation ; ap Ha 中 kteenr ] 

随机 变节 分 布 的 离散 程度 的 一 种 无 量 拨 的 度量 . 
这 个 系数 可 以 用 儿 种 方式 定义 . 在 实践 中 , 景 常用 的 定 
多 由 公式 


Hi, RP o 是 方差 ,六 是 数学 期 望 (up h hh E BD). 
这 种 表示 法 常 采取 月 分 比 形 式 , 即 下 = 100 cin%%, 这 个 
定义 是 1895 年 由 K. Pearson 提出 的 . 

T. C. Jemmy Ë 刘 秀 芳 译 


系数 问题 [coefficient problem ; wosdabamneuron npoine- 
Ma], X +£ S 的 
关于 图 盘 1z|< 1 内 正则 单 叶 函 数 


fü) = z+ Ye" 
n=? 


所 组 成 的 函数 类 的 一 个 问题 ， 即 对 于 每 个 n(n 之 2) 确 
定 该 类 函数 的 系数 组 {c,,，…,c,} 的 值 城 , 特别 是 误 在 类 5 
中 求 出 |6| 的 精确 界 眼 ，n 22 (W Bieberbach 狂想 
(Bieberbach conjecture )), 关于 |z|<<1 内 正则 函数 类 民 
的 系数 问题 是 对 于 每 个 n(n 21), 88 SE R PARET: 
的 每 级 数 展 开 式 中 前 n 项 系数 的 值 域 ， 特 别 是 要 在 类 
及 中 求 出 这 些 系数 的 精确 界限 . 对 于 Carathéodory ž% 
(Carathéodory class), Œ JE Æ M 88 g, 以 及 |z|<1 
内 有 和 界 正则 函数 类 ， 系 数 问题 已 经 解决 . 

已 知 V, ERR | el < 2. 关于 类 5 的 系数 问题 已 得 
到 一 些 诬 肇 的 定性 结果 ( 见 [7]) EAV RARER; 
点 6=0 c =0 E V. BAA V. AEF (2n —2 81 
球 ; WV, 的 边界 是 有 限 个 部 分 [1,…, H. 的 并 , 每 个 部 分 
上 上 的 点 (5c,,…,6) 的 坐标 是 有 限 个 (所 2n 一 3 个 ) 参数 的 函 
B. 对 应 于 卫 的 每 个 边界 点 ， 有 类 S rhik— B — 4 Š 
数 . FW 的 边 算是 两 个 3 维 超 平面 条 1 和 II; 的 并 以 及 它 
HRZ: 平面 位 ; 和 I 及 一 条 曲线 IL. wf IG. 和 H;, 
参数 公式 可 用 初等 函数 表达 ， V, 同 平面 Im ec =0 的 交 
关于 平面 Ree,=0 及 masoi. n 同 平面 
Imc,=0 HREN Im c.=0 Ë Rec,=0 对称， 对 
应 于 II1 上 的 点 的 函数 w= 了 f(z] 把 |z1<1 映射 为 着 去 一 
条 通 疝 无 穷 远 点 的 解析 曲线 的 * 平面 . 对 应 于 HHI, 上 一 - 
点 的 函数 w = f(zyin |z |< 1 现 射 为 制 去 三 条 解析 弧 的 w 
平面 ， 这 三 条 弧 从 一 个 有 限 点 引出 且 在 该 点 彼此 交角 
为 2x 13 ,其 中 一 条 位 于 直线 arg w= 常数 上 并 且 通 向 无 
F UEA 

在 其 余 的 特殊 区 域 中 ,已 对 下 列 区 域 作 了 研究 : 由 
c: 和 6 是 实数 的 那些 函数 组 成 的 S 的 子 类 中 的 {e,， 
c RI 在 $ 中 可 表示 为 - 
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fl2) = z+ Pez az "1 
n=] 


HARAR TEE. 当 meg m cn 0 时 的 
flek eanl Mian eza AR S 中 有 界 函 数 
子 类 上 的 {es ,cs BR IS PRAKAK c, c, c4 的 
函数 组 成 的 子 类 上 的 {c;, c;, c,} 值 域 ， i 

已 既得 到 的 |c,| <€ A, (n 2 2 JE K B Z 89k 38 AR 
限 :对 3 中 的 凸 函数 子 类 A= rh te Mara) 
(oonvex function (of a complex variable))), at S h 
的 是 形 函数 子 炎 4, 二 nn, 对 5 PAREMATA A.=1, 
n=3, 5,00, wÍ K F E PR $K E A =n. w S rh 
jR T (83 TE 4,=#， 对 于 类 5S 本 身 4, =n (B, 
Bieberhach 狂想 (Bicberbach conjecture}. [8]). 对 于 
|z1< 1 ARE KE H| Pn #⁄ ' 


flz} = z+ Y n 
n=} 


组 域 的 函数 类 有 精确 界 委 |c| 乞 mn, 严实 2, 而 对 于 
Bieberbach - Filenberg 西数 (Bieberbach - Eilenberg 
function) f(z) =a z+a t e 有 精确 界限 |a | Sl, 
n=l. 


3 T | ¿| >1 内 亚 纯 单 叶 函数 
加 b, 
= ¿+ — 


及 组 成 的 函数 类 E, 已 知 的 精确 界限 有 


l - 
Ia <l als pale gte" 


对 于 x 中 的 星 形 函数 子 类 有 精确 界限 


I, | < — n=l. 
S fü y É — Es Jt fb T 25 Ë) 5 $k PR A 2 EB 3F O SI e ( 见 
[四 一 中 )， 并 县 也 已 得 到 关于 某 些 p 叶 函数 类 和 平均 
叶 隐 数 类 的 系数 精确 界限 { 见 [5]}. 
#*x 
[1] Tony3m, T. M. , Teomerpmecras topar 由 mrnarai komn- 
TeKDHOrO rnepeyendoro, 2 mg., M. , 1966 【中 译本 
T. M. ERF, ROS LD, HAH, 
1956). 
[2] Eames, H. E., p w., MaresearTuya a COCP sa GOPOK 
wT. 1917—1957, t.1, M. ,1959, c. 444-472 ( dh i& 
本 ; HE, 巴西 列 维 奇 ， 苏联 数学 四 十 年 (1917 一 1957 })， 
[3] Jenkins, J. A. , Univalent functions and conformal mapp- 
ing, Springer, 1958. 
[4] Hayman, W. K. „Coefficient problems for univalent func- 
tions and related function classes, J. London Math. 
Soc. . 40 (1965), 3, 385—406. 
[5] Goodman, A W.. Open problems on univalent and 
multivalent functions, Bull. Amer Math. Soc. ,741 1968), 
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é, 1035-1050. 
[6] Phelps, D., On a ooefficent problem in univalent fun- 
ctions, Trans. Amen. Math. Soc. , 143 (1969), 475-485. 
[7] Schaeffer, A. C. and Spencer, D. C. ,Coelficient regons 
for schlicht functions, Amer. Math. Soc. , 1950. 
[E] Branges, L. de, A proof of the Bieberbach conjecture, 
Ara Math. , 154 (1985), 1—2, 137—152 
- E T Toyama J 
[ 补 注 】 .上面 提 到 的 基于 类 x T ib, 和 | 吕 1 的 估计 分 
别 出 自 M. Schiffer [A1] 和 P. R. Garabedian 与 
M. Schiffer [A2]. 关于 E FEE 68 g h AE Él 
J. Clunie [A3] #ll C. Pommerenke [A4]. 公认 的 英文 参 
考 文献 有 [A5] [A7]. 
参考 文献 
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强制 边 慎 问题 [ooercive boundary value probiem : KOP- 
OHTHERAS Kpacnaq jaana | 

满足 强制 性 不 香 式 (coerciveness inequality) 的 边 
HFA. 有 时 把 精 圆 型 方程 的 强制 边 值 问题 称 作 椭圆 
型 按 值 问题 (eliptic boundary value problem) ([4]). 


BPE E m 次 齐 次 多 项 式 ,而 


Š :| a) 


Bx 


P(Du = f, D = 


是 2m 阶 椭 图 型 方程 ， 对 方程 (1) 在 半空 间 R Ix, >0) 
中 考虑 具有 十 面 边界 条 件 的 边 值 问题 : 


gD =P, /=1,... m. 对 x, =0. 2) 


h q (0, E p (= 1, m) ik agri X. 
PBO). (2) £ R 中 是 强制 的 ,如 果 所 有 算 子 4 


关于 8/6x, 的 阶 小 于 2m, 并 且 这 个 问题 没有 如 下 形式 
的 有 界 解 - 


u(x) 一 w(x,)expi(x Š) 二 +X- 1-1) (3) 
£ = (Ë... . £. i) 2 0. 


#IhzËP(¿ ,Tt) 关于 7 在 上 半 平 面 Im r>0 HAm + 
aon. 如 果 所 有 这 些 根 都 不 同 ,那么 问题 (1)， 
(2 没有 形 如 人 1) 的 有 界 解 就 等 价 于 满足 不 等 式 


[Tc -| qaqa Eo A 


i 


这 个 条 件 有 时 称 作 互补 性 条 件 (complementarity condi- 


tion). 


对 域 G 中 的 2m 阶 线性 椭 加 型 方程 的 边 值 问题 
Pix, Du = f, xeG, q(x, Du = @,, x€0G, (5) 


j= 1... . m, 


在 域 G 的 边界 TT 上 一 点 x, 是 强制 的 ,如 果 下 面 的 问题 
是 强制 的 : 
Px (xo, Du = f. g) (xa D)u =P, j=1,...,m, 


其 中 已. 和 q 是 相应 的 多 项 式 的 最 高 次 齐 次 分 量 . 

为 了 研究 强制 边 值 向 题 ,应 用 边界 校正 法 是 有 成 效 
的 .利用 定义 在 域 G 边界 工 上 的 点 五 的 邻 域 UX) 上 
的 某 个 同 胚 映 射 , 它 把 交集 U (OC rB: AFE 为 =0 的 
oR TEUNGA EE z,o, y, HE E 
Rip. 由 于 这 样 的 映射 ,对 具有 充分 光滑 边界 工 的 任 
意 域 G 的 强制 边 值 问题 的 研究 就 化 为 对 及; 的 问题 的 
研究 . 

在 问题 (5) 的 情形 , 条 件 (4) 表 明 , ER G WA T 
上 点 的 邻 域 中 给 出 的 微分 算 子 组 


gix Du, j=1,... m 


的 特征 方向 在 的 任何 点 处 都 不 与 荆 相 切 ， 当 满足 此 
条 忻 时 ,问题 (5} 的 解 满足 强制 性 估计 


iu llamo < cias Her Nam -pr 
1=1 


+||u lach 


RE, ut Co6oncs Z A WG) 中 的 范 数 用 4 在 L(G) 
hier oR f E LOPA p EWY”, m) 
PARA kh o a EW. 9 的 阶 . 

38 H (8 BJ B W EE 2: nl E 38 B 3! 3 35: A. f 
对 一 个 椭 圈 型 方程 的 强制 边 值 问 题 成 立 的 研究 方法 和 
结果 ,可 推广 到 对 燃 圆 型 方程 组 的 强制 边 值 问题 


([31)， 对 椭 图 型 方程 和 方程 组 的 强制 边 值 问题 , 例如 
用 所 基本 解法 (parametrix method), 常 可 化 为 奇异 积 
分 方程 组 的 研究 ， 这 个 组 是 Noether 型 积分 方程 组 ( 见 
[2].[6]), 痢 条 件 (4) ,或 在 方程 组 情形 中 这 个 条 和 件 的 类 
似 式 ,保证 了 积分 方程 组 的 正规 性 ， 强 制 边 值 问题 总 是 
Noether 型 的 , 即 当 给 在 方程 右 端 和 给 在 边界 茶 件 中 的 
已 知 郴 数 上 的 有 限 个 正 交 性 条 件 满 足 时 非 齐 次 问题 是 
可 解 的 ,而 对 应 的 齐 次 问题 则 有 有 限 个 线性 无 关 解 . 

任 一 椭圆 型 方程 为 强制 的 边 值 问题 的 一 个 鱼子 是 
Dirichlet 问题 . 在 此 情形 


3 — 
qix, D) = FPE J=1.....m. 


其 中 GiBn 表示 消 已 给 藉 圆 型 算 子 的 余 法 钱 方 向 的 导 
数 . 然而 Dirichlet 问题 并 不 是 对 任何 桶 圆 组 都 是 强制 
边 值 问题 . 这 样 的 组 的 一 个 例子 是 两 个 方程 的 组 , 它 写 
成 复 形式 称 作 Baoe 方程 (Bitsadze equation). 
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A. H. Suyunyckac E 
[ 补 注 】 互补 性 条 件 也 称 作 容 许 性 条 件 (admissibility 
condition). ` 
其 他 茶 卡 文献 有 [A1],[A2j, 补充 的 重要 文献 有 
[A3], [A4]. 
参考 文献 
[A1] Agmon, S, Douglis, A. and Nirenberg, L., Estimates 
near the boundary for sohtions of eliptic partial 
differential equations satisfying general boundary condi- 
tions, Comm. Pure Appl. Math ., 12(1959),623 — 727. 
[A2] Agmon, S., Douglis, A. and Nirenberg, L., Estimates 
near the boundary for solutions of eliptic partial 
differential equations satisfying general boundary cond- 
itions l. Comm. Pure Appi. Math, 17 (i964), 
35—92. 
[A3] Lions, J. L. and Magnes, E. Non- homogeneous 
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boundary value problems and applications, 1-2, 
Springer, 1972( EAH > ). 
[A4] Friedman, A., Partial differential equations, Holt, 
Rinehart and Winston, 1969. ` 
HAE 译 上 陆 柱 家 校 


强制 性 不 等 式 [coerciveness inequality ; inəpusmrunaocru 
BepanetcTeO ] 

对 某 个 双 线 性 形式 给 出 下 界 佑 计 的 不 等 式 ,或 者 用 
已 知 卫 数 的 范 数 和 边界 数据 的 范 数 给 出 某 个 精 图 型 方 
程 解 的 范 数 的 上 界 估计 的 不 等 式 . 


设 
L= $ a,(x)0“, 


|a | 62 


(-l"'Re YX ax > cj” 
Ja’ 2m 

是 具有 系数 a QG) EC (0) 的 ， 空间 R" 中 域 9, 上 的 一 致 
HARAT RRRA F HEROA S 
的 某 个 邻 域 中 已 给 这 样 的 j 阶 微分 算 子 MO=0,1,…， 
m 一 1) 使 得 这 些 算 子 的 特征 ,在 曲面 5 的 性 何 点 上 都 不 
与 $ 相 切 . FRESKER PEE jm, =, 
加 一 上 ) 阶 的 微分 算 子 Ni, 使 得 


X (Fv, aegu) (o Lu = (1) 


jaj €m. 
[B]e m 


- z | M,(0)Ny, /aa 


对 所 有 的 5,wEC”() 成 立 ， 这 里 (,) 表 示 LPA 
HWRE. 
形式 
D (G9, angu) 
| ajam, 
[8] Sm 
被 称 作 空间 世上 的 强制 形式 (coercive form), 其 中 
Wi cxe WY (OY 如果 存在 常数 CC>0 和 4130 使 得 


ReD(w u) > C |u fia- hig (2 
对 所 有 we 成 立 . 2 8 W? 是 Cobones 空间 (Sobolev 
space), Wi 证 不 是 它 的 具有 紧 支 集 的 元 { 即 在 域 的 边 


界 附 近 为 零 的 元 ) 的 于 空间 . 不 等 式 2) 是 对 形式 Dlv,n) 
的 强制 性 不 等 式 ， WRC PTAS AA=0, BA D, 


DU, u) = 


mh Laa=f 的 解 在 5 上 满足 条 件 M to)=0 
0=0.70,m 一 1), 那 么 下 列 不 等 式 成 立 : 


lu sa < C Et loata lulos, O) 
其 中 Cu>0, 1120836 e k. "JE L (u) = f hR E 
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5 上 满足 条 件 M.u)=Qa(j=0,--, mm 一 1) 时 ,代替 不 等 式 


(3) 的 是 下 列 不 等 式 成 立 ; 


| u |... 8 < C cly L(a) oa 


+z O, | at |a he] 


这 个 不 等 式 通 过 用 4 在 L, (Q) 2 8] h BJ 6 £ 30 58 $ç f 
E oG=0, m— 1) ZE #l F # l rh 83 8 # 5 25 H 3 gz 
L(u)= f BW u fE Cofones 空间 W 2" (q) rh ñE 348 É 45 
计 ， 不 等 式 (4} 是 对 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 强制 性 不 等 
式 . 

利用 不 等 式 (4) 可 以 得 到 更 一 般 的 不 等 式 : 


ju loseoscj Lw) i s 


mil 
+ 2 l°; | m-ks tliu laa} 


E l FE 439 K TE DE AE 38 l U) 8 E LA PE BH 8 IE] ==; 
方程 解 的 光滑 性 时 起 车 重要 作用 ,特别 地 , 在 证 明 解 析 
椭 辐 型 方程 的 解 的 解析 性 时 更 是 如 此 . 


$x 
[1] Agmon, S., Lectures on eliptic boundary value prob- 
lems, N. Y., 1965. 
[2] Morrey, C. B., Nirenberg, L., Comm. Pure App. Math, 
10(1957), 2, 271—290 . A.H. Anyaya 所 
【 补 注 】 3003). (4) PP H wH Lu: 48 ij A H_E R 
估计 的 不 等 式 ， 通称 为 桥 圆 边 值 问题 的 边界 估计 ， 而 不 
称 为 强制 性 不 等 式 ， 对 双 线 性 形式 的 下 界 估计 通常 出 
HEITE AM ith O REHA E (variational 
equation))， 还 可 见 强 币 边 值 问题 ( coercive boundary 
value problem). 
JARAM es 是 由 西数 a, 通 过 分 部 积分 表达 
式 (e. Lu) 来 得 到 的 ， 显 见 ，(2) 中 限制 40 EEEE 
的 . 孙 和 生 译 MER 校 


代数 余子 式 [ (algebraic) cofactor ; wrreGpamieoDe mono 
mm], TA (minor) M 的 
M 
{ 一 ] detA. E, 

这 里 MEn BEARRA i, e ih aA 
j U AW) k BFR det Al A RA ARE MAP 
AF DIEREN n — k PERERA R Sih LU Tik, 

t=j + +j. 下 述 Laplace 定理 (Laplace theorem) 

成 立 : 如 果 在 一 个 nn 阶 行列 式 中 任意 得 定 + 行 , 则 对 


应 于 这 些 固 定 行 的 所 有 r+ 阶 子 式 与 它们 的 代数 余子 式 
的 狠 积 的 和 等 于 这 个 行列 式 的 值 ， 
B. H. PeMecJHHukKop HPE 
NEI 此 Laplace 定理 通常 称 为 行列 武 的 Laplaoe 展 
JF (Laplaoe development of a determinant). 
参考 文献 
[A1] Turnball, H. W., The theory of determinants , ma- 
tries, and invariants, Dover , reprint, 1980. 


上 媳 维 化 [cofibration ; kopaccwenne | 

一 个 三 元 组 (下 i, 了 ) ,其 中 天 和 了 为 折 扑 空间 ， 
i X— Y — EK A., RA F 3E FACE RE ñu a 
何 多 面体 K, 任何 映射 f: Y — K RE B Flwia=fei 
的 同 伦 


F: XDx|0.1] > K 
都 存在 一 个 同 伦 
G: Yx[0, 1) — K 
使 得 
Glyx = f 和 GoiXxid) = F, 
其 中 


G xid): Xx [0,1]— Y x [0,1]. 


如 果 这 个 性 质 关 于 任何 拓扑 空间 都 成 立 , 则 上 纤维 
化 (X, i, Y) 称 为 Borsuk 对 (Borsuk pair) {事实 上 “上 
纤维 化 "一 词 有 时 也 在 “Borsuk 对 "的 意 多 上 使 用 ) .空间 
Y / i (X) fs (X, i, Y)85 F E E (cofibre). 映射 柱 (ma- 
pping cylinder 构 造 把 任何 连续 映射 转变 为 上 纤维 
化 , 并 且 使 我 们 有 可 能 构造 拓扑 空间 的 序列 


X = Ye Yi > C e ‘e’ 


HF C, SX (SX 是 XHA E (suspension) ) ERS} Y 
-了 Ai 的 上 纤维 , 它 将 映射 转化 为 上 纤维 化 ; 
C,— SYEKH Y/i (X) — C, 的 上 纤维 , 等 等 .如 果 
(X, i, Y) 是 有 基点 空间 的 上 纤维 化 ,那么 ,对 任何 有 基 
点 的 多 面体 到， 诱导 序列 


[X, K] c [Y, K] = [Y /HD K] C [C K] =: : : 


是 有 基点 集合 的 正 合 序 列 ;这 个 上 序列 从 第 四 项 起 都 是 
群 ,而 从 第 七 项 起 都 是 Abel 群 . 
#-+ x 
H] Spanier , E. H. , Algebrai topology, McGraw - Hill, 1966. 
《中 译本 : E. 斯 潘 尼 尔 ,代数 括 扑 学 ,上 海 科 学 技术 
出 版 社 ,19871 . A. 由 ，Japtrmmanse £# 
【 补 注 】 在 西方 的 文献 中 ,上 纤维 化 总 是 指 我 们 这 里 


所 说 的 Borsuk xf. 张 平 译 tA t 
Cohen - Macaulay 环 [Cohen - Macaulay ring ; Koosa- 
Makea wmo], Xk Macaulay 环 (Macaulay ring) 

交换 局 部 Noether 环 A , 它 的 深度 prof 4 等 于 维 数 
dim A. A A Wit 3518, Cohen - Macaulay 环 可 这 样 刻 
Mi: PE Ext! (k, 4 或 局 部 上 同调 群 H: (相对 于 一 切 i 
dim A 都 等 于 0， 其 中 心 是 4 揭 极 大 理想 ,大 是 4 的 剩 
余 类 域 ， 另 一 个 可 替代 的 定 尽 用 到 正则 序列 (regular se- 
quenee ) 的 概念 . 正则 序列 是 由 m 中 元 素 组 成 的 序列 
a. U, ap, 使 得 对 性 何 i, 元 素 @ REE A/a, 
… a PPR FAF. 一 个 局 部 坏 A Æ Cohen - Ma- 
caulay #F, 如 果 存 在 一 个 正则 列 gj,…， a E 
H Ajlan o a E Artin 3, 在 此 情形 时 有 点 = 
prof A=dim A. 

Wp 是 一 个 Cohen - Macaulay 环 4 HH REA, 
得 它 的 高 ht (p) (FB 388038 (height of an ideal 满足 
X E xk 

ht(p) + dim(A / p) = dim A. 


特别 地 , Cohen - Macaulay 环 是 等 维 数 的 且 足 县 链 线 
环 . 关于 Cohen - Macaulay 环 的 基本 结果 足下 述 的 非 
混合 性 定理 (unmixedness theorem). W A E — + d 
Æ Cohen - Macaulay 环 , a1,…, a, 是 4 中 元 素 的 序 
到 ,使 得 dim (A/(a.. ， ay d4a—-k, Wa c. G 
EFA, ERA X =(a,, -- a, ) dF 5 bJ. Bl IL 
f 5 W HE fF00 K 88 4 D A k 和 余 商 4 一 k， 这 个 非 
混合 性 定理 是 由 F. S. Macaulay([1])#l L S. Cohen 
RD ARRE ph yK PF30125 A $K EH H . 

Cohen - Macaulay 环 的 例子 . 一 个 正则 局 部 环 
(一 般 地 , 任 和 有 Gorenstein 环 ) 是 Cohen - Macaulay 
环 ; 任何 Artin 环 , 一 纵 约 化 环 ,任何 二 维 正规 环 , 所 有 
这 些 都 是 Cohen - Macaulay I. 车 4 是 局 部 Cohen - 
Macaulay 环 , R| 4 的 完全 化 、 4 上 的 形式 苦 级 数 环 和 尾 
何 有 限 平坦 扩张 此 是 Cohen - Macaulay 环 . 一 个 Cohen - 
Macaulay 环 的 完全 交 (oompiete intersection), HI 商 
H Afla a,), 是 Cohen - Macaulay 环 ,其 中 的 a,， 
ap E EMES .最 后 , Cohen - Macaulay 环 对 于 一 个 
素 理 想 的 局 部 化 仍 是 个 Cohen -Macaulay 坏 ,这 使 得 有 
可 能 将 Cohne - Macaulay 环 的 定义 扩大 到 任意 环 和 概 


EE. 一 个 Noether 环 A ORJE X) 称 为 Cohen - 


Maculay 环 (Cohen - Macaulay 概 形 {Cohen -Macaulay 
sheme))， 如 果 对 任何 素 理想 ?yc4( 相 应 地 ， 枉 一 
点 xc 下 )， 局 部 环 A. (相应 地 ,DO，.) 是 一 个 Cohen - 
Macaulay 坏 ; 重 如 ,对 十 性 意 半 样 环 玉 [G6 人 门 2"] 这 就 是 
对 的 ,其 中 如 旦 民 " 中 的 一 个 凸 多 边 形 锥 ( 见 [6])， 
Cohen - Macaulay 坏 在 过 波 到 不 变 子 环 时 是 保持 


COHEN - MACAULAY RING b39 


RER. WE 避 是 一 个 必用 在 Cohen - Mactulas H A 
上 的 有 限 群 另外. 若 殷 的 阶 在 和 中 可 道 , 则 不 变 fi 
AS 也 是 Cohen - Macaulay 坏 . 

WRA 是 分 次 环 , 则 它 是 Cohen - Macaulay Hrt -- 
性 质 在 射影 概 形 Proj (A) t. by uj w 2 bJ F PL H Té 
rto temi K (WL [4]. EFR AE A"! rh BJ 534 
EE X cpi EAE- Cohen - Macaulay 环 ， 
ipg 称 为 算术 Cohen - Macaulay Ë (arithmetica! Co- 
hen - Macaulay variety). 这 时 环 4 H F CD... H (X. 
Z (v), B 0 < i< dim X, # HX, 2 (y))=0 对 一 切 
YE 成 立 , Rh z (0) k X F0584k0 W E 2 (1) BJ v> 
KERR. 这 个 性 质 对 于 射影 空间 及 其 乘积 ,完全 交 . 
Grassmann MÆ .Schubert + # ([7]) 以 及 旗 流 形 和 推 
广 的 旗 流 形 都 是 成 立 的 ([8]). 

局 部 环 4 上 的 模 My ， 若 其 深度 等 于 维 数 , 则 称 为 
Cohen - Macaulay 模 (Cohen - Macaulay module). 
Cohen - Macaulay IPE A) {R £ #š RAET A Cohen - 
Macaulay 机 上 来 ; Pin. a AR usr E E. A 
人 猜测 : 任何 局 部 完全 环 4 都 有 Cohen -Macaulay # 
M, 悚 得 dim M=dim A. 
参考 文献 

[1] Macaulay, F. $., The algebraic theory of modular 
systems, Cambridge Univ. Press, 1916. 

[2] Cohen, L. S., On the suructure and ideal theory of 
complete local rings, Trans. dAmer. Math, Soc.. 
59 (1946), 54 — 106. 

[3} Zariski, O., Commutative algebra, 2, v. Nostra 
ng, 1960. 

[4] Mumford, D., Lectues on curves on an algebrai 
Surface , Prinæœton Univ. Press., 1966. 

[5] Serre, J.-P., Algèbre locale. Multiplicites. Lecture 
Notes in Math. , 11, Springer, 1965. 

[6] Hochster, M. , Ring of invariants of tori, Cohen - 
Macaulay rings generated by monoinials , and poly- 
tops, Ann, of Math. , 96 (1922), 318—337. 

[7] Hochster, M. , Grassmannians and their Schubert sub- 
varieties are arithmeticaly Cohen - Macaulay, J of 
Algebra , 25 (1973), 40 —57. 

[8] Kemp, G. R., Linear systems on homogeneous 
spaces, Ann. of Math. , 103 (1976) , 557—591]. 

B. H. Namo #Ë 
【 补 注 】 关于 深度 . g ERRE, E EE #F 8 Gor- 
enstein 环 分 别 见 模 的 深度 (depth of a module). 维 数 
(dimension). 局 部 环 (local ring). 正规 环 (normal 
ring) Æ Gorenstein 环 {Gorenstein ring) 等 条 目 . 关于 
mE D, (1) 的 描述 见 射 影 谱 (projective spectrum). 
有 关 局 部 上 同调 群 H, (A) 的 讨论 见 局 部 上 同调 (local 
cohomology) 及 Koszul 898 Jë (Koszul complex). 
GAT 泽 


64) COHERENT ALGEARAIC SHEAF 


MREMA | coherent algebraic sheaf ; korepenTaeiÑ 
AeÇPAHECKHÄ myox ] 
代数 生 或 概 形 上 的 旺 聚 模 层 ， Noether 概 形 及 必 
为 其 特例 的 代数 篮 的 结构 层 都 是 凝聚 层 . 
凝 训 代 数 层 是 研究 代数 艇 的 一 个 方便 的 工具 . 直观 
E, 瞩 聚 代数 层 可 看 成 姨 上 线性 空间 的 一 个 连续 代数 系 
( 见 代 数 亦 未 的 向 量 只 (vector bundle)), 而 且 出 现在 
下 面 的 研究 中 , 即 除 子 的 线性 艇 及 代数 往 ， 往 到 射影 空 
FRKA. WAER, WIAA A R, 8 5 TME 5 
形变 .总 而 言 之 ,出 现在 代数 几何 学 所 有 各 类 问题 的 线性 
化 中 t 兄 [3]}. 这 里 的 结果 是 用 雍 保 代数 层 的 上 同调 的 
术语 表述 的 ERLE LEWE: a) (代数 
LAZH AMEEE (finiteness theorem), CHA 
ER X LS3E LAWE H(X, =), (i 之 0) 维 
数 的 有 限 性 ，b) Rieman - Roch €% (Riemann - Roch 
theorem), HW TERIH Euler - Poincare 特 
征 标 ，c) Serre 型 定理 (PARRE (afine schems)) 
或 小 平 消失 定理 ( 见 小 平定 理 (Kodaira theorem)), 
(WL [4], [5]); d ) 对 偶 定 理 ( 见 代数 几何 学 中 的 对 但 性 
(duality)),; 它 把 33638 36_E FEB) iS (ni E. [F] 
调 空 间 联 系 起 来 ; e) Künneth 公式 (Kiirmeth formu- 
la), 它 给 出 了 在 艇 的 积 上 某 些 昨 的 同调 空间 的 表达 式 ; 
f) 把 代数 下 何 学 中 的 定理 与 其 他 上 疝 调 定理 一 一 解析 
的 、 形式 的 、 平 垦 的 相 比 较 ; g) 局 部 上 向 调 (local co- 
homotogsy) 理 论 . 它 在 研究 非 完全 能 上 的 凝聚 代数 层 时 
AA. 它 的 最 重要 的 应 用 之 一 与 比较 艇 及 其 超 平面 截 
门 性 质 的 Lefschetz 定理 (LeRchetz theorem) AŽ. 
许多 结果 可 推广 到 把 单 狼 一 个 入 下 换 成 一 族 禾 的 
情形 . 即 态 射 了 :天 一 了 的 情形 . 在 这 种 情形 下 ,上 向 
, 调 空间 被 正 象 函 子 了 .导出 的 层 R" 了 .并 替 ; 在 这 里 这 些 
BEME (base change) 时 的 行为 起 着 重要 作用 . 
IMARA (quasi - coherent sheaf); R 8 # E: 
中 的 上 同调 (cohomology) . 
参考 文献 

li} Serre, J.-P. ,Faiscaux algébriques cohérents, Ann. of 
Math. , 61 (1955), 197 —278. . 

[2] Grothendieck, A., Eléments de geometrie algébrique 3, 
Pub. Math. IHES, 11 , 17 (1961). 

[3] Mumford, D., Lectures on curves on an algebraic sur- 
tae Prineeton Univ. Press, 1966, 

[4] Kodaira, K., On a differential - geometric metbod in 
the theory of stacks, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 39 
(1953), 1268 — 1273. 

[5] Mumford , D. , Pathologies I, Aner. J. Mam. , 89 
(1967), 1, 94 —104. 


[6] Hrora Hayka u tregoa. AJretpa. Teomerpua. Tononoraa, 


T. 10, M. , 1972, 47 — 112. B. H. Jlantrroa 所 


【 补 往 了 


参考 文献 
[A1] Hartshorne. R. . Algebrac geometry, Springer, 1977. 
陈 志 杰 E 


REMAP [coherent analytic sheaf ; Korepenuruusi 
RHAJHTRNECKHH nyuokx] 

在 一 -解析 空间 (analytic space) (X, z) E e WB 
凝聚 层 . 一 空间 (X, ARAR (coherent), mE z 
EHER. 代数 闭 域 上 的 任 一 解析 空间 是 凝聚 
的 .在 这 样 的 空间 (于 ,>) 上 的 凝聚 解析 层 的 最 重要 的 
于 层 2? 的 解析 层 } 以 及 一 解析 和 集 (analytic set) Y < X 
的 理想 层 (sheaf of ideals), BB Y F % 3 0 的 解析 函数 
ñ 3 B! ((1]). 

如 果子 是 在 一 解析 空间 ( 瑟 , 2) 上 的 凝聚 解析 其 ， 
那么 当下 可 分 时 , 它 的 截面 的 空间 (X, =) 8 — Ë 
然 拓扑 而 成 为 一 Frechet 空间 ， 当 .=2 时 ,这 个 拓扑 
与 紧 集 上 解析 函数 的 一 致 收 伍 拓扑 是 相间 的 . 在 这 种 


”情形 下 , 7 ÆA Fréchet Æ (Fréchet sheaf). 即 对 任 


意 开 集 UcVcX， 限 制 映 射 和 (VV 六 ) 一 工人， 让 是 
连续 的 . — BE 3 EB AWANA = — = 诱导 一 连续 线性 
有 映射 TT(X, .一 rX, y). WR Q É X Lh 8 9 8 
析 层 又 MES xe XÉ — l Tis, MAXHE 
W U FH (ser(U, s): sG08M ET (U, >) 中 是 
BB). 上 同调 空间 H"'(X,.=ytB fi — B tik. — 
来 说 当 p>0 时 它 不 是 可 分 的 (它们 是 Fréchet 空间 的 商 
空间 ) ((2], [4]). 

凝聚 远 析 层 的 引进 是 与 和 "中 区 域 上 的 解析 范 数 理 
论 的 问题 相 联 系 的 ( 见 [3], [5])， 以 后 凝聚 解析 层 和 它 
们 的 上 同调 就 成 为 解析 空间 整 体 理论 的 基本 工具 . A 
别 取 值 于 一 此 栋 解析 层 的 上 同调 成 为 零 ( 见 小 平定 理 
(Kodaira theorem); 丰富 向 量具 (ample vector bun- 
dle); Stein 空间 (Stein space) ) HAAS EA A EEA 
可 分 性 (见解 析 空 间 理论 中 的 有 限 性 定理 (finiteness the- 
orem) 的 准则 在 这 个 理论 中 起 着 重要 的 作用 ， 

亦 见 解析 空间 理论 中 的 解析 向 量 点 (vector boun- 
dle, analytic); Wt (duality). 
$ xt 

[1} Abhyankar, S. S., Local analytic geometry, Acad. 
Press, 1964. 

[2] Bania, C. and Stanasila, O., Algebraic methods in the 
global theory of complex spaces, Wiley, 1976【 译 自 罗马 
EEX). 

[3] Cartan , H. , idéaux et modules de fonctions analytiques 
de variables complexes, Rull. Sac, Math. France, 78 
(1950), 28- 6d. 

[ Gunning, R.C. and Rossi, H. , Analytic functions of 
several complex variables, Prentioe - Hall, 1965. 


HU +` 


[5] Oka, K. Sur les fonctions analytiques de plusieurs varia- 
bles (YI. Sur quelques notions arithmėétigues), Bul, 
Sor. Math. France, 78 (1950), 1--27. 

À. JI Omu $ 
[LEl AMARE (coherent sheaf) 
参考 文献 
[AL] Grauert, H. and Remmert, R., Coberent analytic she- 
aves, Springer, 1984 (WAWE), #t n] 8 译 


Hik [coherent numbers ; gorepenrsss waca | 


TARRE (quasi - prime number) 为 其 不 同 除 
数 的 正 整数 . 在 求解 加 性 问题 (additive problems) 
时 ,经常 利用 这 样 一 个 事实 ; 某 些 加 性 问题 对 于 不 同 的 
相仿 数 的 解数 是 新 近 相 等 的 . 

B. M. Spemma FE MAN 译 Kuas SL 


RENESA [coherent ring ; Korepeurnoe Nautano ] 

一 个 环 ,其 中 每 个 有 限 生成 左 理想 都 是 有 限 可 表示 
的 (finite presentabie)， 这 就 是 说 ,是 一 个 有 限 生成 自 
由 模 对 一 个 子 模 的 商 模 , 该 子 模 是 一 个 有 限 生成 自由 樟 
BS S $E . X Fb PF PF 3 2E WE 8 SF (left coherent ring}. H 
EEA Mb EA ERI (right coherent ring). 
— T Z= #& 35 pF+1b BËE FH TF 2 PS 4" 38 ffr s£ PF sh 05) fE p| — 
作为 定义 : 1) 枉 何 有 限 可 表现 的 左 R WB Sp T h Ei E 
ETREARTERK, 2) THE R 80 8 L k: — 4" 
FHA RE. 

REMA XF Noether 3 (Noetherian ring). E 
BS 8 BJ 98 ë R 58 38 O EH ER I 0088 tb E] ER. M 
如 ,在 -FSEMEPE E 952 Say Bor SUA h — tham 
T ERRER R HER. 同时 ,凝聚 环 类 比 Noether 
环 要 产 , 例 如, 它 包 含 所 有 正则 环 (在 von Neuman 意义 
下 的 ) (regular ring (in the sense of von Neumann )) AI 
Noether 环 上 任意 多 个 { 有 限 或 无 限 } 变 量 的 多 项 式 环 . 
参考 文献 

[t] Bourbaki, N. , Flement of mathematic, Commuta- 

tive algebra, Addon - Wesley, 1972 , Chapt. | (E 

HAX). . B. E. Tonopoe $ 
GHE) 一 个 左 A4 模 EE 是 有 限 可 表示 的 ， 如 果 存 在 一 
CEAFA (exact sequence > 

AF— At — FE"0,r,sEeEN: 
-PEAH 是 伪 疑 聚 的 {Pseuao - coherent ), 如 果 


每 个 有 限 型 的 ( 即 具有 有 限 个 生成 元 的 ) 了 于 模 昨 有 限 可 
RSR. WRR E HAEE ARE A, Uy ERR 
coherent module). -PA E PERH, 3 H. iy 4 
HTE TEB EBI F — E tr FEW), f 
的 核 是 有 限 型 的 ， 因 此 , 4 E — + 2 SESE DE Et: 如 果 
将 轧 视 为 左 4 模 , 则 是 一 个 凝聚 左 4 模 . 这 等 价 王 要求 
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每 个 有 限 可 表示 的 堪 模 是 凝聚 的 . 

更 … 般 地 ,在 适当 的 范 栈 中 ,可 以 定义 凝聚 对 象 (co- 
herent object) 、 这 是 一 个 有 限 型 对 象 工 ， 使 得 对 任意 
态 射 :了 一 多 ,了 为 有 限 型 ，Ker 了 也 是 有 限 型 的 
([A1]). 
参考 文献 

[At] Popescu, N.. Abelian œtegores with applications to 
rings and modules , Acad . Press , 1973. 
ny 译 


A E E [ coherent sheaf ; Korepenrussi nyaok-], SG 23] 
(X, 2) L ë 

WE z 上 的 模 层 Ss, Ri FEB: 1) EES 
限 型 (finite type) 的 层 ， 即 在 2 上 局 部 地 由 有 限 个 夫 
面 生成 ; 2) 在 开 集 Uc X EBE DJE B F] £ ?i 一 
Fle 的 核 是 一 个 有 限 型 层 , WEE 2 模 层 的 正 合 序 列 0 
中 ,三 个 层 ,中 的 两 个 是 此 
束 的 ,那么 第 三 个 也 是 具 束 的. 如 果 gp wr 一 7 R E 
2 # 2 BS 125, U Ker o, Coker g, Im ç 6k 88 Se J. 
如 果 2 Et 3: B) , RJ 了 四 ,了 和 Hom , (z, Sy ta 
ERE ([4]) . 

结构 层 2 AKAIK NERIA (coherent sheaf of rin- 
g). mk z fE ËB 5 E 08 E R Sh, 这 和 归结 到 
条 件 2)}. Eo ERRER Mo 模 层 了 是 凝聚 的 ， 
当 且 避 当空 间 坟 的 每 个 点 都 有 一 个 邻 域 U， 其 上 有 Z 
檬 屋 的 正 合 序列 : 


OP |; 一 Oj => F |, — Ü 


( 见 计 ]). 此 外 ,在 这 个 条 件 下 , AERE +. .>， 
BARAR p, Ext (2, 2 RRR (W. [2]). 
RN 88 Sh EL 2 的 环 空间 的 基本 类 是 : JÚ W PH 
域 上 的 解析 空间 ([1])，Noether 概 形 ,特别 是 代数 此 
([4]). 一 个 古典 的 特 钢 是 C" 的 一 个 区 域内 的 全 纯 函 数 
HFRS; * > y p a 
[5] 8 8 L E SF 52 05. A E [B| i 8 E — 般 不 
EER. 
亦 见 凝聚 解析 层 (coherent analytic sheaf), 3839 
EA (coherent algebraic sheaf). 
参考 文献 
[1} Abhyankar,S. S. , Local analytic geometry, Asad. Press, 
1964. 
[2] Bänid, C., Stingsid, O. , Metode algebrice În teoria glo- 
bal a spatiilor oomplexe, Buc. , 1974 { 英 译本 : Banica, 
C., Stanasila, O., Algebraic methods in the gobal the- 
ory of complex spaces, Wiley, 1976). 
[3] Gunning, R. C., Rossi, H. , Analytic functions of se- 
veral wmplex variables, Prentiœ - Hall, 1965. 
上 Serre, J. - P., Faisosaux algóbriques oohérents, Ann. of 
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Math. , 61 (1955), 197 — 278. 

[5] byw, B. A., CHEANA Tafh TOPAT aH3aIHTWVKCKHX 
YERUME MHOTHX KOMILICKCHLIX IEPeMERHEPI、 M., 1963 
(AHA: Fuks, B. A., Special chapters in the theory of 
analytic functions of several œmples variables, Amer. 


Math. Soc. , 1965). A. JE. Omp 摆 BEN PE 


HFA [coherent states ; orepeamaeae cocrowgly ] 
【 补 注 】 fË Lie 群 不 可 约 表示 的 Hilbert 空间 中 其 些 
EZEREK. i 6G 为 一 Lie 群 ,并 设 T(g) (g £ G) 
A Hilbert 空间 只 中 作用 的 一 个 木 可 约 西 表 示 ,选取 一 
BEHE yeH. HEARRE v= Tig) i H . 
这 是 相干 向 量 (coherent vectors EA ICE H H (Bs 37 
LARARE y 和 如 ,如 果 仅 相差 一 个 相 因 子 : 多 = 
exp{ig) 由 ,, 则 它们 定义 相同 移 量 子 力 学 态 . 设 寺 为 6G 的 
+f. BARA h Ë 8 T (h) ü, =exp Ga (R) ú, , HE W, 
的 迷 向 子 群 .于 是 相干 态 由 通过 齐 性 空间 G / H m 54k. 
经 典 情况 ,可 以 据 潮 到 E. Schródinper 和 了. von 
Neumann ,涉及 由 通常 的 Schrödinger (或 Dor) RIR 
(R bog 空间 (Fock space) 5348 30 E 24 8 RENZ 
示 (cornmutation and anti- commutation relation- 
ships, representation of )) 作用 的 Heisenberg - Weyl 
ERA 和 为 box 真空 . 一 个 自由 度 的 情况 (量子 谐振 
F) F. Heisenberg - Weyl 群 (Heisenberg - Wey! group) 
TARR W =f ak tER, z€ C), (t ,=) (s, B)= 
(t+s+Im(af) atp) Ek 808 F.H EEATE 
0). 结果 是 相 十 态 由 平面 C 参数 化 .在 von Neumann 
应 用 相干 态 来 研究 量子 测量 (quantum measurements) 
([A1]) Pf, RTEA C ih 48 5 38 ba Ry 88 su 2: + 
REREH ATARATA B. 2238 T W 6 SE B5 
WE (421. 1A3]), m 2 EEATT AAMA k. 以 
后 ,相干 态 已 变 成 数学 中 【Lie 群 表 示 , AAN, 0 
数 ,再 生 核 Hilbert 空间 ) 和 理论 物理 学 各 分 支 中 的 一 个 
重要 工具 ([A4], [A5}). 
#*x 
[A1] Neumann, J. von, Mathematgche Grundlagen der 
Quantuhmechanik, Springer, 1932. 
[A2] Glauber , R., J., The quantum theory of optical o- 
herenoe Phys. Rev. 130 (1963), 2529 —2539. 
[A3] Glauber, R. J. Coherent and incoherent states of 
the radiation field , Phys. Rev., 131 (1963), 2766 
— 2788. ` 
[A4] Pereiomov, A., Generalized coherent states and 
their applications, Springer , 1986. 
[A5] Klander, J. R. and Skagerstam, B. S. , Coherent sta- 
tes. Applzations in physks and mathematical physic , 
World Scientific , 1985 徐 锡 申 译 


Cohn - Vossen 变换 [Cohn - Vossen transformation ; Kon- 


Boccena mec6pa30aagRe ] 
-- SEE EB m F, F. is PF W 53 rh IB h q F. É) x 
窃 小 形变 之 闻 的 -种 对 应 :如果 x 和 x, eH F 和 F, 
的 径 ( 位 置 ) 向 其, 那么 F. DS els E x E (x +x.)/2 给 
H, TANE E Z BJ BE Et z R (x —x,)/2. EEH S. E. 
Cohn- Væsen ([11) 引信 的 . 如 果 F. 8 F, E 88 Wi Bi, 
并 且 和 下 .上 在 等 距 下 互相 对 应 的 曲线 的 半 切 线 t 和 元 
之 间 的 角 小 于 元 那么 知道 F, 是 沦 滑 的 .这 个 事实 ,已 
经 使 得 在 许 雪 情形 下 ， 能 驶 将 对 咖 Hl F, 的 等 距 的 研 
究 , 化 成 对 所 的 无 穷 小 形变 (infinitesimal deforma- 
tion) AmA. t F, EE EA M, A F EEA M, 
Colm - Vossen 34685 XT ERIE RE ORRE F, EA h 
形变 的 斜 对 称 宪 阵 的 一 个 Cayey 变换 , E O RTRA 
F, 的 切 空间 到 F, 的 切 空间 的 等 距 . 
Cohn- Vossen 谈 换 能 推广 到 常 曲率 空间 的 情形 
《[2]) 
参考 文献 
[] Ko -中 ecer C 2. , HEKOTODBE: BOUDOCBL mi 中 depetmm- 
abAON TEOMETPEN E menom, M. , 1959. 
[21 Toropenoa, A B , Bennori reOsPerDpaq BbIYEINA 
nopepxuocreñ, M... 1969. M. H. Boiinexoepcxnit $ 


【 补 注 】 对 这 种 类 型 的 无 窃 小 形变 也 使 用 无 穿 小 弯曲 
(infinitesimal bendin 外 这 个 术语 .中 则 曲 而 是 空间 中 
将 连接 户 和 只 上 对 应 点 (在 等 康之 下 ) 的 线段 分 成 比 
F A (A L AAR E RY G E h E F, A F, AO É Ht dš 
H (mixture of isometric surfaces) # ¿= 1⁄2 时 的 特殊 
情形 .对 这 些 配 比 曲面 的 研究 是 白 ir MI 38 PE (iso - 
topy problem of convex surfaces) 中 的 一 AES LR (W 
E ÉS IÑ] convex surface) 和 [2]， 第 3 章 第 3 Et). 
HE 译 


上 同调 维 数 [cohomological dimension ; xnrowouorte- 
CKAN paysepsnx"rs ] 

1) 拓扑 空间 X 38 x T RR G 的 上 向 调 维 数 
(ddim; DEFE XS HIT A, 使 上 同调 群 H(X, A; 
CGI) 非 零 的 最 大 整数 p. 可 类 似 地 定义 同调 维 数 h dim, X 
{ 见 空间 的 局 调 维 数 (homological dimension of a sp- 
ace)) .如 果 避 是 整数 群 (或 实数 横 1 群 } 的 子 群 , 则 有 限 
Lebesgue 维 数 ( 巴 盖 维 数 ) 与 dim (或 h dima) t ,对 
Eudid ZM X— R" $Å dim, X= p $ fr F 天 被 (系数 取 
自 G 的 )n 一 p -1 ERRER 8 hits. wh E = a| 五 ,不 
FA dim ç X < p 5 [t T fF fE S BE 3 PR GARIE (u, 
HA (soft sheaf) 与 分 解 (resolution)) .由 于 软 层 是 等 
调 的 ,以 此 方式 就 建立 了 与 同调 代数 中 关于 维 数 的 一 般 
定义 的 联系 ;例如 ,一 个 模 的 内 射 (或 投射 ] 维 数 - 过 ,如 
果 它 有 一 个 长 麻 为 中 的 内 射 { 或 投射 分解 ; 环 的 总 体 维 
数 是 这 个 环 上 模 的 内 射 (或 投射 ) 维 数 的 最 天 慎 , 这 嘎 对 


X 的 Lebesgue 维 数 的 类 比 . 
参考 文献 
[1] Aleksandrov, P.S., Ann. of Math., (1929), 101—187. 
[2] Aleksandrov, P.S., Dimensionstheorie: Ein Beitrag zur 
Geometrie der abgeschlossenen Mengen, Math. Ann., 
106 (1932), 161—238. ~. 
[5] Anercanapos, M. C., 
TEOPHIO D3sA92DHOCIH H OGIO XOMÕHHATOpPHYIO TOMOJIC - 
mo, M. , 1975, 


Baenermre B TOMOJOMIKCKYHO 


[4] Xapan, à. 3., € Mar. c5, 2, 96 (1975), 3, 347-373. 
[S] Kysesamos B. M., Yenea matem. Hayk», 23 (1968), 
5, 43—49. 


[6] Bredon, G., Sheaf theory, MeGraw - Hili, 1967. 
[7] Cartan, H. and Eilenberg, S. , Homological algebra, 
Princeton Univ. Press, 1956. E. P. Cxngpernzo FEE 
2) 概 形 的 上 同调 维 数 (cohomological dimension of 
a shemo FERETE 同调 论 的 代数 艇 或 概 形 上 ,拓扑 
空间 上 同调 维 数 概念 的 类 比 . 设 六 为 一 个 代数 簇 或 n 维 
Noether 概 形 . 关 的 上 则 调 维 数 定 义 为 整数 cd (X) E 
等 于 当 j>i 时 使 拓扑 空间 多 上 的 所 有 Abel E: > HA 
H'(X, r) =0 的 所 有 那些 i 的 下 确 界 ， 不等式 


cd(X) < n 

成 立 . 概 形 X KERERE (ooherent cohomolo- 
gical dimension) 是 数 cohod (X), 它 等 于 当 j>i 时 使 天 
上 的 所 有 洲际 代数 展 (coherent algebraic sheaf) s34 
# H: (X, .9)=0 的 所 有 那些 i 的 下 确 界 .根据 定义 ， 
cohcd (X) < od {X). W # Serre 定理 (Serre theorem}, 
SEHA X EARJE, obd (X)=0. 5 — m, 如 
# X Jë BR k E 5 v Sk 8. W| “q B 0 33 X& Kk F E W 
时 , cohod (X) =n (Lichten baum = i { Lichten baum 
theorem}, 见 [3]). 

设 半 为 域 上 上 的 一 个 正常 慨 形 ,了 为 装 的 一 个 余 
HE d 的 闭 子 概 形 , H U=xX Y, HJ F 3 Shi R sr 
([2]— [4]). 

如 果 了 是 无 上 丰富 除 子 的 集 论 完全 交集 , HI 


cohced(U) < d— 1. 


iE x ESE Cohen - Macaulay 8 (0m, — + FARR 
E) H YETH, H cohed (U)=n 一 1 .条 件 cohod (tD) 
到 mi -2 等 价 于 了 为 连通 的 .如 果 天 = P" 是 射影 空间 ,而 
Y 是 连通 的 且 维 数 =1, W 


cohcd(U) < a-l. 


如 果 X E 8 06 3E, W| PJ DL 8 8 3 Bz ha B] 
X(C) HE |a] E $k E X 29 Noether 概 形 的 一 般 情形 
下 ,上 同调 维 数 的 类 比 概念 为 概 形 X i tale 上 同调 维 
数 (Etale cohomological dirnension) .更 精确 地 , 设 X. 
为 Grothendieck 概 形 的 étale Hitt (etale topology) Ë ! 
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ATER. E X BJ FIAN 1 ERER étale 上 同调 维 
数 ) 指 的 是 数 cd, (X), 它 等 于 当 j>i 时 ， EX ERAL 
Abel E y HA H(X, 7 )=0 ARE ; FAR. 如 果 
X=Speç 4 是 仿 射 概 形 , 则 od,{Spec A) ERAF A WE 
同调 维 数 .特别 地 , 如果 4 是 一 个 域 ,那么 cd1(4) 的 概念 
与 在 Galois 上 同调 (Galois cohomology ) 理 论 中 所 研究 
的 域 的 上 辣 油 维 数 相 同 . 

WR XER k EH nR EL Pe char k , W 
ad, (X) & 2n ted (k). FEMI. WR k EATR, 
则 od,OD2n. 如 果 半 是 可 分 闭 域 上 上 的 一 个 优 射 代 
H, D| od, (X)= dim X. 

设 大 为 具有 有 限 特征 p 的 域 ; RJ zJ k _E É) HE fT 
Noether 概 形 X, FER 

cd (X) < cohcd(X) + | 


成 立 .特别 地 ,对 任何 Noether 交换 环 A, 
cd,(A) < 1. 


如 果 关 是 可 分 煞 域 上 上 的 拟 射 影 代数 秘 , 则 od (X) 
= dim X, HF p 为 上 的 特征 . 
参考 文献 

[1] Grothendieck, A. , Sur quelues points d'algèbre homolo- 
gique, Tohôku Math. J., 9(1957), 119 —221. 

[2] Hartshorne, R., Cohomological dimension of algebrai 
varieties, Ann. of Math. , 88 (1968), 403—450. 

[3] Hartshorne, R., Ample subvarieties of algebraic varie- 
ties, Springer, 1970, 

[4] Hartshorne, R. , Cohomology of non - complete algebraic 
varieties, Compositio Math, , 23(1971}, 257 -- 264 . 

[5] Artin, M. , Grothendieck, A. and Verdier, J. L. (eds ), 
Théorie des topos et cohomolopie étale des schemas, 
Sem. Geom. Alg. , 4, Springer, 1972 ~ 1973. 

H. B. Jomas # 
DHE) 
参考 文献 
[AL] Iversen, B., Cohomology of sheaves, Springer, 1986. 
张 FE EKER 


上 同调 [cohomology ; koromoJtorna | 

相对 于 具有 同 谓 性 质 的 函 子 而 使 用 的 一 个 词 . 不 
同 于 同调 , 按 规 定 它 反 变 地 依赖 于 它们 在 其 上 有 定义 的 
基本 范畴 中 的 对 象 . 与 同调 相 皮 , 正 合 上 同调 序列 中 的 
连接 同 态 升 高 维 数 .在 典型 情形 , 上 同调 与 相应 的 同调 
同时 出 现 ， E. 工 ， Crmperzxo # 

拓扑 空间 的 上 同调 (cohomology of a topological 
space) 是 一 个 与 拓扑 空间 X 31 Abel 群 台 相关 的 分 次 
群 


H(X, G) = BHX, G). 


næ 
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上 局 调 概念 是 同调 概念 的 对 但 ( 见 同调 论 (homology 
theory) ;同调 群 (homology group}; Anexkcannpos -Čech 
周 调 与 上 同调 (Aleksandrov - Cech homology and oo- 
homology)) .如 果 G ES. ME HX, G) 中 定义 了 一 
种 自然 的 乘法 (Komoropoa - Alexander 积 (Kolmog- 
orov - Alexander product } 或 U 积 (Uproduct)) ,把 这 
个 群 变 成 分 次 环 ( 上 同调 环 (cohomology ring) - 当 关 是 
MAET, LEWS H(X., R) 可 以 借助 世上 的 微分 
形式 计算 ( 见 和 e Rham 定理 (de Rham theorem)). 

BF Abed RER HARLEEN (cohomology with values 
in a sheaf of Abelian groufs), 这 是 拓扑 空间 通常 上 
同调 的 推广 .有 两 种 取 值 于 (或 系数 在 ) Abel 群 层 中 的 
上 同调 论 : Čech 上 同调 和 Grothendieck 上 同调 ， 

Čech 上 同调 (Čech oohomology) .设计 是 一 个 拓 
扑 空间 ,7 是 天 上 的 一 个 Abel 群 层 , ü = IU, Ë X 


PEMOS. 出 的 一 个 六 维 上 链 ,是 指 一 个 映射 广 它 对 每 
个 满足 ' 

U, = U, (Y: YU, ED 
HAF ip …, ie 1 WBS U... ERR 元 的 一 个 
RE f,,.,.， AA n 维 上 链 的 集合 CU, 7), AFNA 


是 一 个 Abel 群 .上 边缘 算 子 
ê: c, F) — CH, F) 


EMF: 
a+ 
(2 六。 OET] = DOYA ` po CESE 


1=0 
其 中 符号 “ 表示 与 之 相应 的 指标 省 略 ， 
序列 


， 8 & 
C'U, Fy: CU, F) — C(L F) > 


是 复 形 (Čech 复 形 (Čech complex )). 该 复 形 的 上 同调 
记 为 H"(1， s) ARDEX Ú BOB T v 的 Cech 上 
同调 . me H° (u, s) 5 yR (X, 六) 相同 ,计算 
上 同调 时 , Čech 复 形 可 以 用 交错 上 链 所 组 成 的 子 复 形 
代替 ,所 谓 交 错 上 链 . 是 指 上 链 在 两 个 指标 交换 时 变 号 ， 
而 两 个 指标 相同 时 为 0. 

MES EDE 器 ={V;} 的 却 细 , 岂 对 每 个 ie1, 存 
EGEJ 使 得 U,V 则 定 尖 了 一 个 典范 同 态 
H'(%W,.)-= H"'(ü, 7), E Af 8 T M z. 空间 天 取 
信子 s B) n Čech 上 同调 群 由 下 述 公式 定义 : 


Ř'(X, F) = lim H"(ü1, F), 
其 中 归纳 极限 在 开 材 盖 的 等 价 类 (两 个 材 盖 等 价 , 当 且 仅 
当 每 一 个 是 另外 一 个 的 加 细 ) 的 有 向 (相对 于 加 绍 ) 集 上 


We. Cech 上 同 育 的 定义 也 适用 于 预 屋 ， 
Čech 上 几 调 的 一 个 缺点 (对 于 非 仿 紧 空 间 ) 是 它 不 


攀 成 上 同调 函 于 { 见 同 调 酉 子 (homology functor)). = 
了 是 对 应 于 Abel 群 的 常数 层 时 , 群 PP'(X, 六) 与 系 
救 在 .x 中 的 Arcagapos - Cech 上 同调 群 相同 ， 

Grothendieck 上 il 调 (Grothendieck cohomolo- 
gy). IE X F Abel 群 层 范畴 到 Abel 群 范畴 的 函 子 
7 — (X, 32). IPS T bD h Shiha8 T (mH (der- 
ived functor)) 称 为 取 值 于 层 .的 n 维 Grothendieck 上 
同调 群 , 3Ë ie 9 H" x, F) (n=0, hnb 相应 于 
Abel 群 层 的 正 合 序列 


0— Fi — %#, — S, — Ü 


有 正 合 序列 
HK Fa) > HX, Fi) > H"(X, F) > 
— H(X, Fi) — H'A, F) — - --, 


H'A, 7)},_。 ,组 成 上 同调 函 子 ,此 外 , H° (X, 2) 
= 工作 ,中 .车 s EEES flabby sheaf), 则 H"(X, 7) 
=0 (n >0), Grothendieck 上 同调 群 的 这 三 个 性 质 在 同 
HAEE AET AF 一 "(X01 

为 了 计算 层 z BJ Grothendieck 上 同调 ,可 以 用 s 
HERR, E HERA Grothendieck 上 同调 为 零 的 
层 组 成 . 司 如 ,对 性 意 拓扑 空间 ,可 以 取 松 弛 导 分 解 ; 对 
仿 紧 空间 ,可 以 取 优 屋 {[fine sheaf) $ $% A (soft 
sheaf) 分 解 . 

Grothendieck 上 向 调 与 覆盖 的 上 同调 有 以 下 联 
K.W Ú =[U,1., 是 空间 关 的 开 覆 盖 , 则 存在 收 敏 于 
[(H"(X, s) BRUA {E} W4 


ERI = HEU, X, F y), 


H#Fiha (X...) B ü EL. Z 8 E JE 3 V CX E B) SË E 
HV, 3). WRAAE z 中 的 U... 的 上 同调 在 正 
维 数 上 为 零 . 则 序列 退化 ,并 且 


H"(U, F> = HX, F}, n=0,1,. 


eny 定理 (Leray theorem ) ) 在 一 一 般 情形 下 , 谱 序 列 
一 个 函 子 式 同 态 


HU, F) > HX, F) 
ARIER BATARA 
H"(X, F) — HX, F). 


R-RAS n=0, 1 HERA, q n=2 时 是 单 射 (一 


BETERI. 当 关 和 念 紧 时 , 对 所 有 的 n 是 双 射 , 因 


而 ,对 伪 紧 空 生 X, 
ÜX, F) = H"(X, F), n=0,1,... 


以 上 定义 的 上 同调 群 的 推广 是 支 集 在 族 @ 中 的 上 


同调 群 HX. 2). X -DAPRE @ 称 为 支 集 族 
(family of supports), 如果 t) 生 中 成 员 的 任何 闭 子 集 
ETO, 2) 二 中 任何 两 个 成 员 的 并 在 十 中 . B HEX, 7) 
定 尽 为 明子 了 To SSES HES T. 其 中 T (X, 
F)=H'(X, s) EB Ss HEt ot BJ SRI PE E 
成 一 个 上 同调 函 了 于 .如 果 中 是 所 有 闭 集 族 , 则 Hs (X, >) 
` =H'(X, z). 另 一个 重要 的 特殊 情形 : gc， 所 有 紧 
TRER AHH, sA E EEK E A AR (co- 
homology groups with compact supports). 

当 .” 是 环 屋 时 , 群 

HY, FB) = YHX, F} 
mÜ 
A-T ARE ARE, 从 而 把 它 变 为 分 次 坏 ( 上 同调 
环 (cohomology ring)) . 2 BE 中 的 结合 性 导出 
五 《五 ,四 中 乘法 的 结合 性 .交换 环 或 Lie 环 的 层 分 别 
给 出 分 殉 交 摘 环 或 Lig 上 同调 环 .如 困 7 是 环 层 > 上 
的 模 层 , 则 HX, .六 ) 是 环 T(X, .x) 上 的 模 . 
关于 取 值 于 非 Abel 群 层 的 上 同调 , 见 非 Abel 

ENA (non - Abelian cohomology) . 
参考 交 献 

[1] Grothendieck, A. , Sur quelques points d'aigėbre homo- 

logique, Tohoku Math. J., 9 (1957, 119—221. 

[2] Godement, R., Topologie algébrique et théorie des fais- 

waur, Hermann, 1958. 

[3] Serre, J.-P., , Faiseaux algébriques cohérentes, Ann. of 

Math. , (2), 61 (1955), 2, 197- 278. 

A. A. TIonomapes B 
[ 补 注 〗 aji PNA E A R ENA (singular ho- 
mology}. 
参考 立 献 
[A1] Serre, ].- P. , Homologie singulióre des espaces fibre. 
Applications, Ann. of Math. , 54 (1951), 425-505. 
[A2] Steenrod, N. E. and Eilenberg, S. , Foundations of 
algebrak: topology, Princeton Univ. Press, 1966. 
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HEF S [B] Bi E PJ 调 (cohomology of spaces 
with operators ). 在 其 上 定义 了 群 作用 的 拓扑 空间 的 上 同 
调 不 变量 . 设 C 是 一 个 作用 在 空间 不 上 的 群 ,其 中 对 每 个 
gEG, WJ xi gx k — F le X — X, Ni X E Abel 群 
H GERI X EÉ Abel REE ,连同 群 G 的 作用 ,这 个 作用 
是 连续 的 ,与 在 半 上 的 作用 人 协调 并 且 在 层 的 蔚 之 间 同 
Hekit. GE s AREE E - 般 地 . 十 同 调 群 H"(X, 
.9 有 上 定义 了 自 热 的 怠 模 结构 . 瑟 上 Abel 群 的 恕 层 组 
成 一 个 Abel 范畴 ,其 每 个 对 象 可 髓 人 另 一 个 肉 射 对 
象 中 .从 该 范畴 到 Abel 范畴 中 的 函 子 < — DT (X, >), 
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Rh OX, y R: G Et z WJ G + 3 8 ñ BE, AGTE 
F.o HX, G, #)(n=0, 1，…)》， 成 为 一 个 上 
同调 函 子 ,其 中 HY, G, rX, “Y. B HX, G, 
*) 在 研究 空间 X, BTA Y= X/G aR G 2 l| ñi 2: = 
时 起 着 基本 的 作用 ,存在 第 二 项 是 E59=H?(G,， HX, 
.的 谱 序 列 {E,}， 并 且 收 侣 于 有"(X, G, 7) W n 
象 f.( 六 天- 了 是 自然 投影 ) 看 作 空间 Y F05 G E, 
在 其 上 GG 有 平凡 作用 , 设 .x? 是 关 ,.z 的 不 变量 的 层 .如 
£ G # X L ñ fE RJ Së 2 A É S 3: B. Ë AAR E 
k RE (discrete group of transformations)), WJ H ` (X , 
G, .#)=H (Y, 2 F(W.[1]). 特别 地 ,如 果 4 是 G 模 , 则 
下 上 的 常数 层 .了 =4 有 自然 的 对 层 结构 , 并且 层 9 在 
了 上 是 局 部 常数 .这 时 谱 序 列 15,} 满足 条 件 Eb = 
H(G, H(X, 4 并 收 仇 于 H'(Y, =) (NE m 80) 8 A 
(spectral sequence of a covering). 更 进一步 , 如果 X 
是 连 道 的 并 且 对 g >0, HX, 4)=0, Mj H'(G, A= 
H*:(Y, £), 2 85 IB T # G BJ E EJ 8 ñ) — FT YF $ë SE 
ED- WF G ZERERH Y thE, MR HX, G, =) 
可 以 用 计算 Cech 上 同调 的 同样 方法 ,用 无 的 G 不 变 覆 
盖 来 计算 ( 兄 [1]). 

在 G 是 Lie 群 ,并 自由 地 可 微 地 作用 在 微分 流 形 忆 
上 时 , 汪 / G 也 是 光 谓 流 形 , 类 似 的 覆盖 的 谱 序 列 {E,} 
是 热 知 的 ([3]) .序列 {EE,} 收 傅 于 六 上 6G 不 变 微 分 形式 
的 复 形 的 上 同调 ,并 县 E =H (G, HX, R), Et G 
的 上 同调 是 借助 C” 类 的 上 链 计 算 的 . 

亦 见 群 的 上 周 调 (cohomology of groups); FJ gë L 
同调 (equivariant cohomology). 
$Ó mt 
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A. JI. Omane, JI. A. Honomapes Ë AE 泽 t F 


EEN A F [cohomology functor; KOTOMAIOTRqeCKB 首 


$yuxrop] 
mAWAF (homology functor). 


+ Ë) N RE [eohomology group ; KorovogJorgñ rpynmma], 
Abel 群 的 上 链 滥 形 K=(K, , da) 的 

IRR H(K}=P HK), Eh H"(K)=Ker dp) 
Im d,( 见 复 形 (complex)). EHUK ORAHE K Ë n 
维 或 第 n 个 上 同调 群 . 这 个 枝 念 对 偶 于 链 复 形 的 同调 群 
(LEEREN (homology of a complex )). 

在 模 的 范畴 中 ,上 链 复 形 的 上 同调 横 也 称 上 同调 


do COHOMOLOGY MANIFOLD 


群 . 

谈 和 是 一 个 具有 单位 元 的 结合 环 ,4 是 ~- 个 上 A 模 , 系 
数 或 值 取 自 于 4 的 A 模 的 链 复 形 (chain complex) K. = 
(Kd, ) 的 上 同调 群 (cohomology group) 是 上 链 复 形 


Hom, (K ， A) 一 (Homa (Kn, A ), d;) 
Ry E fa 8 Bë 


H (K, A) = BHK. A). 


RF di ()=yo dp y E Hom, (Ko 4). 这 种 构造 的 特殊 
情形 是 多 面体 的 上 同调 群 , 拓扑 空间 的 奇异 上 同调 群 ， 
以 及 群 或 代数 的 上 同调 群 等 等 ， 

mE O — K. — FL. -= fM. 一 0 为 本 横 的 复 形 
的 -个 正 合 序 列 ,其 中 兵 , 的 象 是 上 ,的 直 和 因子 , 则 自 
然 有 如 下 的 正 辣 序列; 


E i £ 
oa HYM ,Ay— HLA) > HK, Ay — 
r 
—H"'*'(M,A)—--:. 


A AH WE KA A 8806306. HANA K, 均 为 投 
影 模 ， 则 对 太 模 的 每 个 正 合 序列 OO 一 A— B — C 
闻 必 , 均 有 相关 的 上 同调 群 的 正 合 序 列 


<- — HK, A) — H"{K, B) — H'(K ,C)— 
—H"''Ü(K,A)— : : 


见 拓 扑 空间 的 同 说 群 (homology group of a topo- 
logical spaoe) ;( 关于 拓扑 空间 的 上 同调 群 的 ) 上 同调 (oo- 
homology). 
参考 文献 

[1] Cartan, H. and Eilanberg, S. . Homological algebra, Pri- 

noeton Univ. Press, 1958. 

[2] Godement, R.. Topologie algébrique et théorie des fais- 
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[ 补 注 】 上 面 给 出 的 上 同调 群 的 正 合 序列 通常 改称 为 
与 复 形 的 短 正 合 序列 相关 的 上 同调 群 的 长 正 会 序列 


(long exact sequence of cohomology groups). 
AA F ERER 


上 局 调 流 形 [ceohomalogy manita; koromorormeckoe 
MuorooÜpasue ] 
LEMEE (homology manifold). 


复 形 的 上 同调 [cohomology of a complex; KonoWMoTOrta 
KOMIINe KC | 
见 舞 形 移 同调 (homology of a complex). 


代数 的 上 同调 [cohomology of algebras ; Morowomoraa 
antep] 
Ë 
H"(R, A) = Exth(K, A), n=0 


(LEF (funqtor}Ext)， 这 里 下 是 交换 环 上 上 的 结合 
代数 ， 并 配 有 固定 的 天 代数 同 态 es: 只 一 天 ( 增 广 映射 ) 
使 得 可 将 兵 看 成 尺 模 ，4 是 R 模 , 这 一 定义 包括 了 车 
干 类 型 ( 泛 ) 代 数 的 很 多 上 同调 理论 . 

群 的 所 有 维 数 的 上 同调 群 是 首先 由 S. Ešlenberg 
和 S. Maclane ([3]) 在 加 世纪 物 年 代 联 系 拓扑 党 研究 
UEA K daneen ([5]) 从 一 个 纯 代 数 观点 一 一 作为 
广义 商 系 统 类 的 群 -一 而 引入 的 . 低 维 上 同调 群 以 这 
样 那样 的 方式 在 更 早 就 被 研究 过 ( 见 11], [2], [4]). 

上 条 调 焙 的 例子 ，1) 车 上 = 工 是 整数 环 ，C 是 一 
tR, R=ZG 是 6 在 世上 的 群 环 ， 并 且 


e (Ere) = Èn, n 87, eEG, 


ME H (R À) BARBRA ATF RE AWA G 
的 上 同调 群 (cohomology groups of the group); 记 为 
HGA AM LERE, MTT 似 地 定义 乏 半 
群 上 的 上 同调 群 (cohomology groups of the monoid) 
EG, aD. 

2) 车 5 是 一 个 结合 KRE SERE KS, 3 


且 
R = SxS, :| Zex] = Dsi. 


RIFE Ext (S AJ RARS TF S 双 模 A MAFRA) 
的 闭合 代数 S 的 上 同调 群 cohomology groups of the 
associative algebra); iü 39 (S, A). 如果 K E E. 
则 群 H"(S, 4}) 称 为 下 代数 5 的 Hochschild 上 同调 群 
(Hochschild cohomology groups) . o 

3) 3 S B 8 KEM Lie 代数 ，R=U, 是 其 具有 增 
M e: R — K BJ F 85846 ÉS (universal enveloping 
algEbral)， 则 群 中 (及 ，4) 称 为 系数 属于 U, A E 
于 LieSs 模 4A) 的 Lie 代数 5 的 上 同调 群 (cohomology 
groups of the Lie algebra); E% H'(S, A)- 

n=0, 1 和 2 时 的 上 同调 群 在 若干 情况 下 有 简单 的 
解释 . 

a) 车 G 是 一 个 群 ， 则 H° G, 4) 同 构 于 4 的 不 动 
TETE 

A ={aEA:ga=7a 对 一 切 gE G} 

H'(G,A) Mt FAH Der (G, A)/ Ider (G, A), 这 里 


(f : G—A: f(xy)=xf(y)+ Ax) 
对 -- 切 xyeG] 


Der(G, A) = 


R Sh f. Be (sk 3 X P| 58). 
Ider(G, A) = (f: G—A: Jac À (fx)=xa—a 
对 - 切 xEC) 


是 内 导 子 群 {或 主 交 瑟 同 态 料 ); 
0 — AF > A > Der(G, A) — H'(G, A) > 0. 


对 于 交换 群 G, Hi(G, 全 同 构 于 4 通过 加 的 扩张 群 ( 见 
Baer 局 法 (Baer multiplication)); G 的 三 维 上 局 亩 群 
与 扩张 的 障碍 有 联系 ( 见 [9]} 第 4 章 ). 

by 车 5 是 结合 外 代数 ， 则 HYS, A) 同 构 于 群 


fas A:xa=ax 对 一 切 xeS}; 
五 (S, A) PIA F AR 
Der(S, A) / Ides, A), 


此 处 有 正 合 序列 


这 里 
Ders, A) = (f: S— A: f ÆK 一 线性 的 
和 füxy)=xf(y) t fy wx yes), 
lder{ $, A} = {f :S>A :; Ja cA (fx)=xa-ax 
对 一 切 xeS)}; 
HS, A) 刻画 了 8 双 模 4 通过 环 S 的 扩张 ( 见 114 了 3 . 


c) 车 8 是 Lie 代数 ， 则 H°(S, ARAF KE 
[aeA|xa=0, V xeSs); H'(S, 4) 同 构 于 商 群 


Der(S, A) / Ider(S, AY, 


这 里 
Ders, A) = (f :S—4: f(x, 7D= 40) yfi) 
对 一 切 x. yes), 
lder(S, A) = (f: S—A: aed (f(ix)= xa 
对 一 切 xe S); 


点 代数 的 二 维 上 同调 群 HE(S, A) 对 应 于 Lie 代数 的 处 
分 型 扩张 { 见 [6] 第 14 章 ) 在 有 些 情况 下 ， 五 5, A) 
中 元 素 是 扩张 同 题 中 的 障碍 . 

上 同调 群 在 代数 的 各 个 分 支 中 获得 了 广泛 的 应 
用 . 例如 GER, 并且 对 所 有 ZG # A# H G,A 
=0, M] G E À g 8Ë (Stalling 定理 (Stalling theorem), 
见 同调 礁 数 (homologieal dimension)). # 9 是 有 限 
#, C' 是 复数 域 的 科 法 群 ， 刚 群 M(G)=H°(G, C) 
# G I“) Schur 85 +. (Schur multiplier). 它 存 群 的 中 心 
扩张 的 研究 和 有 限 群 的 射影 表示 理论 中 起 着 重要 作用 
0 着 G 是 群 ， 4 是 ZG 模 ， 并 且 对 一 个 紊 数 口 满足 
pA=0, W 


Ext; (Z, A) = Extz (k, Ay. 
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RE k=GF(p Ë p 36 38093. € GEAR p3, Mj 
d (G) =dim, H'(G, k) B. GHEREA Js + 3, 
r(G)=dim, H (G, h EH 怠 考 虞 成 射 有 限 p 群 时 的 定 
突 关 系 的 最 小 个 数 r (G) = R(G), 这 里 RIC) 是 离散 群 局 
的 定义 关系 的 最 小 个 数 . 在 d4(G)— o hf r(G)— dG) 
趋向 无 限 这 -- 事 实 引出 了 类 域 塔 问题 ( 见 类 域 论 ( class 
field theory), EZAR ZA ypom 问题 (u iR 38 +ç 9 
(nil algebra) AGER HH Burnside 问题 (Burside prob- 
lem) 前 否定 解决 ([10]). 

ME G 是 射 有 限 群 , { 以 ,人 是 它 的 一 族 开 正规 子 
群 ， 则 群 

lim H"(G / U, A”) 


称 为 条 数 属于 ZG 38 À 009141 Be G ËJ n 维 上 同调 群 
{n -th cohomology group of the profinite group): 记 为 
H"(G, A). Æ E EH LH) Galois 扩张 , (Galois 群 G = 
G(E|L)), 则 台 是 射 有 限 的 ; 在 这 种 情况 下 , We HY(G, A) 
称 为 Galois LAWR. # HG, E`) 起 着 重要 作用 ， 
RE E*E E sy Hm H YG, E" y=0; W — s s: 
的 一 个 推论 是 Hilbert 定理 90{ 关 于 循环 扩张 ), FEE 
于 的 可 分 闭 包 , 则 H'(G(E/L), E ) 称 为 十 工 的 Brauer 
(Brauer group of the field)( 见 Brauer 群 (Brauer gro- 
up). Hg (1987), 3363585 Galois 理论 正 得 到 发 展 ， 
而 交换 环 的 Galois 上 同调 和 Brauer 群 是 其 基本 部 分 ， 

ASRA., mE P2(S.S)=0, M| S ÆRE 
的 { 见 代 数 的 形 塞 (deformation)). 

从 菜 种 意义 上 说 ， 上 同调 群 H"(R, A) 对偶 于 结合 
KIRA R 653 88 T RE 4 的 同调 群 


H,(R, A} = TorR(A, K). 


WE GER, R=ZG, K=Z, UE H. (R , ARSAN 
属于 只 模 4 的 群 G 的 同调 群 (homology groups of the 
group): WA H (G, A). 车 $5 是 结合 玉民 数 ，R= 
S G S", MR Torts, 4} 称 为 系数 属于 S 双 模 4 的 结 
合 代数 5 HIAR (homology groups of the associative 
algebra}; EAH, A). Wi S E Lie R, R=U, 

是 其 泛 包 络 代 数 ， 则 群 H. (RR,4) 称 为 系数 属于 Lies 
# A BJ Lie 代数 3 的 同调 群 (homology groups of the 
Lie algæbra}. jÜ 39 H, (S4) 在 一 些 情况 下 , 低 维 同 
调 群 有 简单 解释 ,例如 , 若 G 是 群 , 则 HGD Z, 
H (G, Z)=Z G/[G, G]. 

如 果 在 一 个 Abel ñr, KF Hom A = B Pš 
Ext， 并 且 也 定义 了 函 于 O 和 其 导出 画 子 Tor. Mig 
上 步骤 也 可 定 尽 这 种 范畴 中 的 上 同调 和 同调 理论 ， 构 
造 上 同调 理论 的 -个 非常 一 般 的 方法 可 利用 余 三 元 组 
发 展 而 来 {[11]】) ，( 余 ) 三 元 组 的 概念 来 源 于 对 构造 单 
形 分 解 所 必须 的 最 少 工具 的 分 析 ， 范畴 W 中 三 元 组 
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ttriple) T=(T,k, p E — TAFT: 四 一 外 并 配 有 自 
RETEA: L> T, pT 一 了 ,满足 以 下 条 件 


poTk = pskT = 1, prlp = Pop 了 


余 三 元 组 概念 与 此 对 贫 ， 就 是 将 稍 兴 扩 向 得 到 . 

如 果 对 象 Xe 有 ul MAg : TCX) 一 了 使 得 q ekl: 
-XT(9)=9 p(X): T (X) X, MA (X, DRA 
个 了 代数 . 设 %T 是 了 代数 的 范畴, HR Xe, M| 了 (2X) 
=(T(X).p(Xy=eWN7T, Bi X YÑ T F: y + MT (3E 
种 意 匀 上 ，F(X) 是 X L J B ANS). BUN — 
W 是 忘记 补 结 构 的 孟子 ， 则 了 和 是 伴 贿 孙子 
(adjoint functor), UF=T, B G=FU: A7 ~» Y7, 
配 上 1:G lr, q: G >G'3R RE 2 T # = 8 (G, I, 
DARE 


dy di hi 
X e G(X) GM e GUN e- 


RRA MAd, =E (lO 1G'( 这 个 复 形 类 似 于 对 象 
主 的 典范 自由 分 解 式 ). 如 果 y 是 一 个 Abel 范畴 并 且 
这 样 得 到 的 复 形 是 零 调 的 ， 则 函 子 Hom (或 者 @ ) 的 
标准 应 用 就 给 出 了 对 象 互 的 上 同调 群 (或 同调 群 ) 的 构 
造 . 一 般 地 ， 需 要 构造 荆 代数 (XX,q) E (X. 4588489 2 
的 一 个 新 Abel 范畴 ， 使 得 在 这 个 范 因 上 有 一 个 自 热 的 
祭 三 元 结构 可 以 构造 群 ， 它 们 便 称 为 原 范 畴 的 上 同调 
群 (相似 于 群 范畴 ， 结 合 代 数 范畴 和 工 ii 代数 范畴 的 上 
同调 群 的 构造 )， 这 种 格式 包括 了 群 ， 结 合 代 数 和 Lie 
代数 的 上 同调 ， 也 包括 了 一 些 其 他 的 上 同调 理论 ( 交 挤 
代数 的 Harrison EA W, Andrė- Quillen 上 同调 ， 
Amitsur 上 辣 调 等 ， 见 [8]). 

这 里 说 明 的 所 有 结构 都 是 关于 某 个 Abel P BER . 
同时 ， 一 些 数学 分 支 { 例 如 群 扩 张 理论 ) 需 要 构造 系数 
属于 非 Abel 范畴 的 上 同调 理论 (i kb, + E G W e 
下 ， 系 数 属于 非 交 换 GG 模 A) ( 见 [8], [11]) ， 和 构造 代数 
的 者 种 非 Abel 上 同调 理论 的 出 发 成 是 上 同调 在 0 ER 
1 维 上 的 解释 ， 便 是 经 典 理论 的 某 些 方面 (上 同调 的 群 
鱼 构 等 ) 不 得 不 舍弃 了 . 拓扑 代数 结构 的 上 同调 已 经 有 
所 研究 (例如 ， 拓 扑 群 的 上 间 调 ([5])，Banach 代数 的 
上 同调 等 ). 
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【 补 注 】〗 在 以 上 8Schur ATHER h, + eR p E: 
有 限 的 . 不 过 ， 在 无 限 群 情况 下 ， 定 义 术 语 并 未 取得 
一 致 、 
在 20 世纪 60 Ffi, S. U. Chase, D. K. Har- 
rison Bi A. Rosenberg (|A1]) 发展 了 交换 环 的 一 种 
Galois 理论 .特别 地 ,他 们 建立 了 一 个 七 项 的 正 合 序列 ， 
合并 了 Hilbert 定理 90 和 Brauer 群 ， 利 用 Amitsur 
上 同调 作为 Galois 上 同调 的 一 个 适当 推广 .1982 
E, A C. Meppen 和 AA A Cymm ([A3]) üF HH 
T. — 5 和 nn 天 charF, 存在 HHF, p, © p) 和 
代数 天 理论 (algebraic K-theory) h tR KEN n K, (F) 
之 间 的 局 构 ， 这 里 心 E n ikattu R GA. 42 F 
含有 一 个 本 原 n KAR, WL SSS H f F M 
Brauer 群 的 n 次 挠 率 的 精确 计算 . 

较 全 面 她 论述 Banach 代数 (上 } 同 调 的 专著 是 [A4]. 
关于 非 Abel 上 同调 可 逢 见 [A2]. 
参考 六 页 

[A1] Chase, S. U, Harrison, D. K., and Rosenberg, A., 
Galois theory and cohomology of commutative rings, 
Memoirs Amer, Math, Soc., 52, Amer. Math. Soc., 
1955. 

[A2] Giraud, J., Cohomologie non abélienne, Springer, 1971. 

[A3] Merkurev, A. S. and $Swtin, A. A, K-ahomology of 
Severi- Brauer varieties and the norm residue homom- 
orphism, Math. USSR-izv., 21(1983), 307 — 340 (Izv. 
Akad. Nauk SSSR, 46(1982), 1011 — 1046). 

[A4] Helemski, A. Ya., Cohomology of Banach and topo- 
logical spaces, Reidel, Forthcoming ( ië BJ ffe X: )- 

H W 


Banach 代数 的 上 同调 [cohomology of Banach algebras ; 
KOMO ah Earstxorszx arep) 
定义 为 下 列 上 链 复 形 的 上 同调 群 的 群 吾 " (4, X). n 


20: 
s 
0 — C'A, X) — -oo — CA, X) — 
Cit (A, X) > 


jË X R: Banach 代数 4 上 的 双边 Banach 模 , 其 中 的 rr 
维 链 是 由 AR XNE n SRE W, H 


Efla. ana) = a fla; srg FAEG + 
+ S- 1¥ Aa, tr. 
k= 


Rt 


+(— H+ Aa, ti yn t- 


Banach 代数 的 上 同调 也 可 以 通过 孙子 Ext 的 Banach 类 
似 来 引 人 ， 并 且 也 有 一 种 公理 化 的 定义 ， 

类 似 于 代数 的 上 同调 ，Banach 代数 的 ~-- 维 上 同调 
8 H'(X, 4A) 可 以 解释 为 由 有 4 到 并 的 “ 按 内 求 导 的 模 ” 
的 连续 求 导 ， 而 二 维 上 同调 群 的 元 素 可 解释 为 4 的 通 
过 二 的 且 使 二 有 补 空间 的 扩张 的 等 价 奖 ， 同 时 ， 一 系 
列 特殊 的 分 析 和 拓扑 概念 也 可 以 用 Banach 代数 上 同调 
的 语言 来 表达 ， 

使 得 H'A, 站)=0 对 子 折 有 X REBRE AHE 
在 于 它 的 所 有 奇异 扩张 都 是 分 多 的 . Banach 结构 的 标 
志 特 性 上 反映 在 下 列 非 常 苛刻 的 破 求 上 ; 全 分 离 交 所 
Banach 代数 必定 有 有 限 谱 ( 极 大 理想 空间 }， 特 别 是 ， 
全 分 离 函 数 代数 是 有 限 多 个 复数 域 @ 的 直 和 . 

对 于 具有 高 维 (n 之 3) 平凡 上 同调 的 Banach 代数 
类 没有 着 么 多 限制 ， 例如 ， 它 包含 双 射 影 代 数 类 ， 即 
作为 双边 Banach A4 模 为 射影 的 代数 4, 紧 群 的 上! 代数 
AC 代数 都 是 观 射 影 的 ， 在 所 有 的 经 典 Banach 空间 
中 的 核算 子 代数 也 是 双 射 影 的 ， 当 在 Banach 结构 上 附 
加 一 定 的 条 件 时 ， 拓 扑 单纯 的 双 射 影 代数 就 可 完全 刻 
画 ， 且 每 个 半 单 克 射 影 伐 数 是 这 种 代数 的 拓扑 直 和 . 

一 个 交换 代数 称 为 弱 遗 传 的 ,如 果 它 的 极 大 理想 是 
射影 的 . 这 一 性 质 等 价 于 HA XHEL, Jtrh yx 
mwe VERH: 对 于 所 有 xEX A a EA, xasi 成 
3. 为 个 一 个 交换 Banach 代数 4 中 的 理想 是 射影 的 ， 
必要 条 件 为 它 的 谱 是 仿 紧 的 . 如 果 A-C), 38 Z X 
个 条 件 也 是 充分 的 . HAE, C) 是 弱 遗 传 的 , 33 H 
仅 当 所 有 形式 为 呈 \{1}(t E OO) 的 集合 是 仿 紧 的 . 

对 侦 于 双边 A 模 考 的 空间 自身 也 是 双边 4 模 . 对 
于 所 有 区 和 下 >0 有 HA, X") =0 的 代数 称 为 是 顺从 
的 (amenable }， 因 为 对 于 A=L' (G), 这 一 性 质 等 价 于 
G 的 顺从 性 (可 平均 性 ). 在 一 般 情形 下 ，4 是 顺从 的 ， 
当 且 仅 当 代数 
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a A 1 
I, = "= x Dh EA BA: Jab, =0 
k=l k=l 


具有 有 界 近 似 恒 等 元 . 
参考 文献 
[1] Johnson, B. E., Cohomology of Banach algebras. 
Mem, Amer. Math. Soc, , 127 (1972). 
[2] Xemen, A. A., < Tpyma coewmkapa mM. TicTpOE - 
coro >, 3 (19728), 223 — 242. 
A. A. Xenna EE 
【 社 注 】 
参考 文献 ， 
[A1] Helemsky, A. Ya, [A. Ya. Khelemskii] :Cohomology 
of Banach and topological spaces, Reidel, Fortheom- 
ing (FARA). 史 树 中 译 


群 的 上 同调 [cohomology of groups; KoroMonorss rpyar] 

历史 上 代数 的 上 同调 (cohomology of alpebras ) 
的 最 早 的 理论 . 

每 个 对 (G, A) CGF GER, 4 是 一 个 左上 G 模 ( 即 
整 群 环 ZG 上 的 模 )) ， 对 应 于 一 个 Abel ## H"G. A) A 
序列 , 它们 称 为 6G 的 系数 在 4 中 的 上 同调 群 
(cohomology groups)). 数 n 取 遍 非 负 整 数 ， 称 为 H'(G， 
用 的 维 数 {dimension)， 群 的 上 同调 群 是 重要 的 不 变 
N. 它 既 含有 如 的 信息 又 含 模 4 的 信息 . 

REX, H'(G, A): Hom;ç(Z, 4) 一 如，4 E 
4 中 人 不 变 元 素 的 子 模 ， 当 1m>1 时 群 百 "(G,4) 定义 
RAF A — HG, A) 的 n KŠSH dñ + (derived 
functor) AHE, & 

CA dp -1 


a P. = 


n 


REF R, GH ZE 6 模 范畴 中 的 其 个 投影 分 解 (resolu- 
tion), 即 它 是 一 个 正 合 列 , 其 中 每 个 是 投影 ZG 模 , 则 
H(G, A) 是 复 形 (complex) 


一 一 中 


ty 
0 — Hom-fpn A) — Homec(P A) 一 


的 第 n 个 上 同调 群 ， 即 H"(G, A)=Kerd; / Im d, 
其 中 由 是 由 未 诱导 而 得 . 
构造 定义 pas 处 Hom $A @。 来 代替 ， 

MF A H(G, 4) (n=0,1,…) 的 集合 有 是 左 G 模 
范畴 中 的 上 同 油 熙 子 , 见 同调 函 于 《homology 
functor); LAWA F {oohomoiogy functor). 

作 模 互 =Hom (Z [G], X), EF XÆ Abel 群 , R. G 
按 下 列 公式 作 甩 于 BB 上 ， 

{gp)(D=p(ig), pEB, tEZG, 


这 样 形式 的 模 昌 称 为 上 诱导 的 (coo- induced). # 4 
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RAHELA, WHG, A)=0 inl 成 立 , 每 
个 模 4 错 辣 构 于 上 话 导 模 8 的 一 个 子 模 . 于 是 序列 


O04A4—B—8/4—0 


的 正 合 同调 序列 确定 了 同 构 HG, B/A >H G, A) 
(m 2:1) É IE 9 


B° 5 (B / A > HG, A) — 0. 


因此 4 的 nt1 维 上 同调 群 的 计算 化 为 计算 Bi4 的 n 
维 上 同调 群 . 这 个 计划 称 为 维 数位 移 (dimension 
shifting ). 

由 维 数位 移 , 能 给 出 上 同调 群 的 一 个 公理 定义 , 即 
它们 能 定 愉 成 从 避 模 范畴 到 Abel 群 范畴 的 获 子 序列 
Ai H"(G, 4), 它 形成 上 同调 函 子 ， 且 对 每 个 上 诱导 
模 B 满足 (G, B)=0, n>1. 

xT 18 5 5E 2 85356 0 £ , BE HG A) 也 能 定 久 成 
J t 


Od Mo M2 7= 0 


的 台 模 正 合 序列 的 等 价 类 ( 见 卓 ,Chapt, 3,4). 

为 了 计算 上 同调 群 , — R1 563 PJ 31] P. R. G 85 ps in 
EPER, 在 其 中 P=Z[G**'] B 3F F (g, U, g.) 
EG, 令 


dees s g= P Lg, Ga s pa), 


Etg 上 的 符 导 “ 表示 g 被 副 去 ，Hom e( ,4) 的 
上 链 是 函数 f(g,,…, g) SEE, 
=f(gg,.', 9g.). EAN g =l, 2 =h ghh, 
g. hi: h, EB ap ap R U pi. ERAI REE fih, 
vho. 于 是 土 边 缘 运 算 如 下 : 


df hs) = Afi arora hasit 
+ S-IF, ,+ 
:=1 
HIP Ahs... ha). 


Bk, -LABEAN f. G — 4, W E g= 
fadt) 对 所 有 上旬, g, G 成 立 ,而 上 边缘 是 形 为 
f(g)=ga—a Bj 83k (wat ae ay, —k L HIS 3 
33 X. Pl 25 (crossed homomorphism), —# EH 
RAELE (trivial crossed hornomorphism). 4 G 
*.R Rh E TA B. 336] SR B W É) Bl k. HNA 
平凡 奖 义 同 态 是 零 ， 这 时 有 H'(G, A)=Hom(G, A). 

有 HM(G,4) 的 元 来 可 以 解释 成 正 合 序列 1 ~ 4 一 下 
— G- FARE G 一 下 的 4 共 恩 类 ,其 中 下 是 G 
A ARHAR (semi - direct product). H(G, 4 的 元 
素 可 解释 成 4 籍 助 于 GG 的 扩张 的 类 .HAG, A) 可 解释 
成 具有 中 心 4 的 非 Abe) BF $ BJ F G HIP K BJ REFE (N, 


shh, -1， 


EU U 8.) 


[). 3 n>3 it Ekma 1978 E) HYG. A) 有 类 
似 的 解释 . | 

WR HEGET RANIA n EARMA G A 
H WRAAE T Pa T BU BE hinl E: 


res: H(G, A) 一 H"(R. A). 


对 ==0,res IEE Ik A ACA". Æ GIH E G É 3 T 8 
PE, 则 上 闭 链 从 G/H B) GJR THAY T A + ñ 8k BE: Il 
+ 


inf: H(G / H, A"} > H*(G. A). 


* e:G'— GRAS ME GRATER G # | ix H 
EG g'a=ə(g)a(g' eG). 组 合 映射 res 和 inf 就 给 出 
上 映射 H'(G. A) — H'(G, A). 在 这 个 意义 下 ,下 (G. A) 
GARRAF. EIE GG 的 自 同 构 群 , 则 H(G, 4A) 可 
她 以 TRHA. Hin, i H E GHEAT. RE H"(H. 
4) 可 具有 一 个 自然 的 GIH 模 结构 ， 这 是 因为 G 的 肉 自 
同 构 诱 导 H"G, 4) 上 的 恒 等 爱 射 ,特别 地 ， 对 G6 中正 
HFE H, Im rec H'(H, AH 

F HE We 8 中 有 限 指数 的 于 群 。 利 用 范 数 映射 
Noni A" — A, 能 夭 助 维 数 位 移 对 所 有 nm 来 定 文 函 子 
的 上 - 限制 映射 : 


cores: H"(H, A) — H"(G, A). 


这 些 映射 满足 cores . res=(G : H). 

# H EGBERT, 则 存在 Lyndon 谱 序列 、 
它 的 第 二 项 为 E*=HP(GIH, HXH, A), 3k ak E Bi 
WHG, A (r [1], 第 11 章 ). 在 小 准 数 情况 , 它 引出 
ERA 


nf r 1 
0> H'(G / H, AWS H'(G, A) S HH, A Y S 
Ir f 
— HYG / H, A") > H2(G, A), 


FEF tr 是 超 渡 映射 . 

对 有 限 群 G 范 数 映射 叉 :4 +AWSET B 3 N 
H(G, A) 一 HW(G,A) ,其 中 瑟 (G,4)=4 4 天 是 ZG 
的 由 形 为 8-1(9sG) 的 元 素 生 成 的 理想 .映射 N. 可 
用 于 统一 正 合 的 上 同调 和 同调 序列 ， 确切 地 说 对 所 有 
n 可 定义 整改 的 上 同调 群 (也 称 Tate 上 回调 群 ( Tate 
cohomology gzoups)) H(G, A). 其 中 

H"(G, A) = H"(G, A) fna, 
BG, A) = H, (GA) angi. 
H HG, A) = KerNç 和 Ho(G,A) = Coker Ne. 


对 这 些 土 同调 群 存在 正 合 的 上 同调 序列 , 它 在 陌 个 方 


向 上 都 是 无 限 的 . GH ARAL aW F A A (coho- 
mologically trivial), 如 果 AH, 4)= 0 对 所 有 n 及 所 
AFTË HEGRA. 机 4 是 上 同调 平凡 的 , ENY 
存在 一 个 i, 使 得 对 每 个 子 群 HSG 有 H'(H, A)=0 
和 请 "MH, 4)=0 . 每 个 模 4 都 是 一 个 上 同调 平凡 的 
模 的 子 横 或 商 模 , 从 而 允许 用 维 数 忆 称 来 担 升 和 下 
降 维 数 . 特别 地 , 维 数位 称 能 使 我 们 对 所 有 整数 # 定 六 
res 和 oores (但 不 能 定义 inf). 对 有 限 生 成 的 6 # A. 
HHG, 4) 是 有 限 群 ， 

# H"(G, A) I] G BJ BUCA 3038 TE, HARHA 
ADB HG, 4) 一 @ A(G, A) 是 单 射 ,其 中 G 是 
G 的 Sylow p F, W, Sylow +Ë (Sylow subgroup). 涉 
及 有 限 群 上 同调 的 许 黎 问题 都 可 用 这 种 方法 化 为 考虑 户 
群 的 上 同调 .和 铂 环 群 的 上 局 调 具 有 周期 2, 即 H"(G, A) 
=P" (GAGNE n 成立， 

对 任意 整数 兽 An s| E X Bi 


(G, AJ@ B"(G, B) — H"*m(G, AQB) 


( 称 为 UR U- product), 上 #, (cup - product )), 
其 中 4 和 BB 的 张 量 积 被 看 成 G 模 . 在 4 是 环 及 G 的 
运算 是 自 同 构 的 特殊 情形 , ORB H PGA) 变 成 
分 次 环 ，\/ 积 的 对 企 定 理 (duality theorem for -pro- 
dut) WE. 对 每 个 可 除 Abel 群 C 及 每 个 怠 模 4 UE 


fr(G, A@ÑH-*-1(G, Hom(A, C) > H~G, C) 


€T H(G, A) 和 Hom (Hñ "1 (G, Hom (A, C), 
HYG, CZ — AR R2). š n ,m >0 Pf. 
对 于 超群 也 可 定 必 tJ 积 . 

很 多 问题 导致 必 须 考 虑 拓扑 群 G 的 上 同调 ， 其 中 
恕 连续 地 作用 于 一 个 拓扑 模 4 上 .特别 地 ,. 若 GEMA 
限 群 (pro - finite group) 【这 是 最 接近 于 有 限 群 的 情 
HE ARKIN Abel £ E E: E S£ G B. B| P Ll E G 
的 系数 在 4 中 的 上 三 调 群 , 它 可 用 连续 上 链 来 计算 
([5]). jX 3 E n E X FR 3 x] T HZ HK BR 3 69 8 B 
Im __H"O(G/U,AU) 其 中 U RD GHEARE ES T E. 
这 个 上 同调 有 着 有 限 群 的 上 同调 的 所 有 通常 的 性 质 . 如 
GB p 车 ,系数 在 世 / p 艺 中 的 第 一 .第 二 上 同调 群 在 
ZpZ 上 的 维 数 可 分 别 和 解释 为 G 的 生成 元 和 关系 的 最 
小 数目 . 

对 于 连续 上 局 调 的 各 种 演 竺 和 某 些 别 的 汪 型 的 上 
MWR ERI]. 对 其 有 非 Abel 系数 群 的 上 同调 可 做 
RAF Aba 上 同调 (non Abelian cohomology) . 
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【 补 注 】 范 数 映 射 Nopi 4A” 一 4 定义 如 下 . g, U, 


g Ë GIH # G 中 的 代表 集合 , 则 Non(9)=ghat+… +ga 
在 4 中 . 一 般 谱 序 列 中 的 超 渡 关 系 (iransgression rela- 
tion) 的 定义 可 参见 请 序列 (spectral sequence) ; 对 群 
的 上 色调 的 特殊 情形 , 对 所 有 P >0, 它 给 出 H"(G,A4) 
A H"*'(G/H, A") 间 的 一 个 关系 ,有 时 称 为 联络 (con- 
nection), WERFAN, 第 11 章 第 9 段 . 
参考 文献 
[AI] Bwown, K. S5., Cohomology of groups, Springer, 
1982. 石生 明 译 许 以 超 校 


Lie 代数 的 上 同调 [ cohomology of Lie algebras ; kromo- 
normu anreGp Jia] 

代数 的 上 同调 的 一 个 特殊 情形 . 令 区 是 一 个 有 单 
位 元 的 交换 环 KEH Lie 代数 ,并 且 假 设 纵 定 了 一 个 诺 
Gr, 即 给 定 了 久 在 天 模 下 内 的 一 个 玉 线 性 表示 .二 这 
代数 入 aqo N R p Et TRER AQ V) 
=Ext? (KV), PP=0,1…, 这 里 zB 是 久 的 通用 包 络 代 
HBP. 换 句 话说 ,对 应 V H(G, V) Eh G E 
H K Bk a We u PS r Bj p RESHEF (derived 
functor). $E Š — to eV:xe=0(x8 @)). BT V — 
H'°(8,V)=X p HG. Vy: — 4 LERE F (homology 
functor). 

在 小 维 数 时 , Lie 18 $k 89 1 fe] 8 n] E Z TRE, 模 
HG, RÆ” WEVA EGR HJ H (G. 
Hom: (F ', F) )8 Pi Si F G & P ' 8 F 8 V 851 
张 的 等 价 类 的 集合 ， 如 果 把 久 看 成 关于 伴随 表示 ad 
{ 见 Lie 群 的 伴随 宫 示 (adjoint representation of a 
Lie group))É5 @ #, J H1(6. @) 55 — BJ S + Ë) 18 
【 见 环 中 的 导 子 (derivation in a ring) 关于 内 导 子 的 
子 模 的 商 模 Der @ / ad 入 同 构 ， 如 果 久 是 一 个 自由 下 
模 ( 例 如 ,当下 是 一 个 域 时 )， 则 HG, KV} 可 以 等 他 
于 色 的 这 样 的 扩张 的 等 价 类 的 集合 ,其 扩张 的 核 是 带 
有 有色 的 给 定 表示 的 交 措 Lie 代数 下, 88 H G, 全) 也 可 
以 看 作 Lie 代数 久 的 无 穷 小 形变 (deformation) 的 集合 . 

在 Lie 代数 的 上 同调 与 结合 代数 的 上 间 调 之 间 存 
在 以 下 关系 :如 果 生 是 一 个 自由 天 模 而 VY 是 任意 一 个 冯 
边 DG 模 , 则 HUG- FEH G, V), 其 中 代数 入 在 六 
内 的 表示 由 公式 (xp xu— ux KEM. 

另 一 种 定义 Lie 代数 的 上 同调 的 方法 (W[6],[14]) 
R RJ ESFM OE C., V) = ,poC?( 世 ,VV), 这 时 
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CN ,VF)=C? 是 一 切身 对 称 p 线性 映射 G — V BS 
模 ， 带 有 上 边缘 d:C7 一 CH, 其 作用 为 


{GXY 1, ... 


,+1) = 
p L r 

= >- lytlxo(x, eras Xna Xp) t 
i=l 


+ Oo h X Rn aA 


E) 
we C; Xi: . .. 


其 中 符号 * 表示 特 相应 的 变 元 去 掉 ， 如 果 0 E- + H 
AKR, 那么 这 个 复 形 的 上 同调 模 自 然 地 与 模 H'(8,V ) 
同 构 ， 对 于 每 个 子 代表 Š < 8 X 8, ff TT E 5 
CC ,与 之 相关 联 , 导数 相对 上 同调 
(relative cohomology) SIONE 


H'(@, $; N= Z HP(@, Š; V). 


mH VE K F— Aü. G 通过 导 子 作用 在 其 上 , 那 
么 在 上 同调 模 内 产生 一 个 自然 乘法 , EEH Š; U) 
成 为 一 个 分 次 代数 . 

+ OEM EMAAR M E 35 3690 8 5 
的 (及 上 的 ]Lie ë 8, V=F(M)E 对 上 的 光滑 函数 空 
间 , 带 有 自 热 的 你 模 结构 .在 C'G OD, F(M) E Er 
缘 的 定义 形式 上 与 一 个 微分 形式 的 外 艇 分 的 定义 一 
致 ， 更 确切 地 说 , de Rahm E (UMIE 
(differential formo) EHE FM) LERH LHE 
成 的 CY(X (MH)，F0N 广 的 子 复 形 .， 另 一 方面 ,如 果 和 @ 是 
MEE Lie F G H Lie 代数 ,那么 复 形 CO, R) 
可 以 等 同 于 G 上 左 不 变 微 分 形式 的 复 形 . 类 似 地 , 如 
架 Š 是 对 应 于 G 的 一 个 连通 闭 子 群 百 的 子 代数 ,那么 
CU, $; 及 ) 自 然 地 与 流 形 G /五 上 6 不 变 微分 形式 的 
复 形 同 构 , 特别 地 , 如 果 G 是 紧 的 ,那么 由 此 得 出 分 次 
代数 的 同 构 ; 


H`(@, R) = H'(G, R); H`(@,@; R) = 


"Xp+1 E @. 


H'(G / H, B). 


H'(8,R)=ZH'(G,R) H (8, Š ; R)Z H'(GIH, R). 
ER k ee se e t Y Lie AKEE g SSH RA. 在 
此 基础 上 ，Lie 代数 上 同调 理论 的 内 容 也 应 用 到 了 主 低 
和 齐 次 空间 的 上 同调 的 研究 上 ( 见 [8], [14]). 

Lie 代数 名 的 系数 在 一 ++ ë 模 内 的 同调 以 对 
个 的 方式 定义 ，p 维 同 调 群 是 KEH (G U) = 
Tor (V, K). |b. H.,(0@, V)=V/V8,3: B 35 
六 蚌 一 个 平凡 包机 时 , 寺 (0, n= S, [@. 6]. 

在 计算 Lie 代数 的 上 局 调 时 ,以 下 的 谱 序 列 被 广泛 
地 应 用 ;它们 也 常 称 为 Hochschild - Serre 谱 序 列 
(Hochschild - Serre spectral sequences), $ Š J @ 
H- REMETO M. 如果 SAGOME 


At KA, M AA — + W PE S) (spectral sequence) 
IEP ih ES =H 9, H*(Š, V), RRT HGV) 
(W.[3), 04). 对 于 同调 来 说 也 存在 类 似 的 谱 序列 
PD. 再 者 , 令 纪 是 一 个 特征 为 心 的 域 久 上 的 有 限 维 
Lie EH. G OcU 是 岛 的 子 代数 ,使 得 @'#& 名 内 是 
约 化 的 { 见 约 化 Lie 代数 (Lie algebra,reductive)), X 
令 亚 是 一 个 半 单 久 模 ,这 时 存在 一 个 谱 序 列 {5 ,其 
H F= AG, 图 VAH G Kyk KF H'(8, 0; 
V)(m112], [14}). 

特征 为 0 的 域 上 的 有 限 维 约 化 (特别, 半 单 )Lie fÚ 
数 的 上 同 庆 已 经 研究 得 很 完满 ， 如 果 鸟 是 这 样 一 个 域 
上 的 有 限 维 半 单 Lie 代数 ,那么 下 列 结 果 对 于 每 一 个 有 
R GRET: 


H (@, V) = 0; H2(@, V) = 0 


(Whitehead 引 理 (Whitehead iemma)). 第 一 个 性 质 是 
有 限 维 代数 O 的 半 单 性 的 一 个 充分 条 件 , 并 且 等 价 于 一 
切 有 限 维 @ 模 的 半 单 性 ， 第 二 个 性 质 与 具有 交换 根 的 
Lie 代数 的 Levi 定理 等 价 ( 见 Levi -Mamaes 分 解 (Levi- 
Maltsev deoəomgposition)) ([1], [5]. [14]). 如 果 8 是 
一 个 的 化 Lie 代数 , Š 是 它 的 一 个 于 代数 , 而 下 是 一 个 有 
REER, HOG, D; =H, S; V°), 这 就 把 
EIB W 81 W 42538] R, 8 # V = K B T W. ( %, [5], 
4]) ,一 个 约 化 Lie R 8 的 上 同调 代数 HO, K) 
自然 地 与 在 ad 之 下 不 空 的 上 链 的 代数 C (8 , K)” R 
W. ERARE FHG, KE A Hopf 代数 ,因而 是 
#* jJ = Bj REAA HRA, aR m, 
1G=1…7) 分 次 ,特别 地 ，dim H'(8, K)= dim P; # @ 
的 中 心 的 维 数 ,而 Ps 则 与 则 上 不 变 二 放 型 的 空间 同 构 
{ 见 [12],[14]) .如 果 外 是 代数 闭 的 , 则 rr 是 代数 纪 的 
Fk, ER Cartan FRR A 的 维 数 , 而 mm 是 名 上 在 ad 
之 下 不 变 的 名 项 式 代 数 ( 或 科 上 在 Weyl 群 之 上 不 变 的 
名 项 式 民 数 ,这 两 个 代数 是 同 构 的 ) 的 自由 生成 元 的 次 
数 ， 在 这 种 情形 下 , 数 2m, 一 1 是 对 应 的 紧 Lie 群 的 本 
原 上 同调 类 的 维 数 ， 数 m, 一 1 称 为 Lie 代数 g 的 指数 
(exponents) ， 一 个 特征 为 0 的 域 上 的 约 化 Lie 代数 图 
的 同调 代数 HG, K) ERATE G, 六) 的 外 代数 ， 
对 于 任何 mn 维 Lic 代数 熙 来 说 ,类似 于 Poincaré 对 偶 
性 的 性 质 成 立 : 


HP(@, $; K) = H,-,, -p 9; K), 


其 中 0=p=n—m, ñ Š E 8 É tA — + m 维 约 化 子 
代数 ( 见 [14],[16]). 

关于 可 解 Lie 民 数 的 上 同调 号 知道 少数 几 个 一 般 
HEER. Aw, S ë E — 4" X: F 8 EKA R st p = 
Lie iti. V R— TS RE GH. 如 果 正 没有 平凡 的 @ + 
模 , MATA pH G VFO t 8 4 wi — + 8 


TR, 则 对 于 p=0,…,n 三 dim G Æi, H6. yV)#0, H 
对 下 1 所 pn 一 1 来 说 ,PP(@, 天 ) 基 2( 见 [71). 在 用 是 一 
个 特征 为 0 的 代数 闭 域 上 的 某 一 个 半 单 Lie ARa GMM 
PTRA 9 的 赛 堆 根 , 而 % 在 六 内 的 表示 是 GEV 
内 的 某 个 表示 的 限制 的 情形 下 , HR.) 被 很 好 地 
WULP. 这 些 上 同调 群 与 对 应 于 岛 二 果 的 复 齐 
次 空间 G/P 的 .其 值 在 GIP 上 的 齐 次 向 量 从 的 全 纯 截 面 
的 芽 层 内 的 上 同调 群 有 密切 关系 .在 计算 特征 为 0 的 
域 上 有 限 维 非 半 单 Lie 代数 的 上 同调 时 ,用 到 以 下 公式 


H (©, V) = H` (@ / ë, OSH ($, VP, 


KE Ó & G 0 3.608 0G EER. 

在 某 些 情形 下 , Lie 代数 的 上 同调 与 群 的 上 后 调 
[oohomology of groups) 之 间 可 以 建立 一 个 联系 . + G 
是 一 个 连通 实 Lie 群 ,天 是 它 的 一 个 柜 大 紧 子 群 , 令 
GSR 是 它们 的 Lie 代数 ,又 令 了 是 一 个 有 眼 维 光 清 G 
模 . 如 果 在 上 上 定义 了 一 个 自然 的 他 模 结构 , 则 上 同 
WHG $; V ) TS T Ë G( 作 为 一 个 抽象 群 ) 通 过 连 
续 上 链 来 计算 的 上 同调 ([10]). 男 一 方面 , 令 凶 是 一 个 单 
连通 可 解 Lie 群 和 的 Lie QB. r Æ G Ti. p: G 
一 GL(V ) 是 一 个 光 准 的 有 限 准 线性 表示 ， 如 果 p(T) 
x Ad rÆ p(G)%x Ad GÉ 15 S p ES A P: Zariski M 密 
H, RA H'(8,V)= HT VAR). — Oh, dim H° 
(P.V)zdimH'(@,V)(p=0,1,-: 3. HT EF HG, HAE 
ERP REAR. 如果 在 一 个 单 连通 Lie I G 内 的 格 
F 具 有 人 性质: Ad r 在 群 Ad @G 的 代数 闭 包 内 是 稠密 的 
(Win, G EEFE), WA H(G, R)=H(G ! T, R). 

近年 来 对 于 某 些 无 限 维 Lie 代数 的 上 同调 已 有 一 
些 系统 的 研究 , 这 些 Lie 代数 包括 一 个 微分 流 形 M 上 
向 基 场 的 代数 关 (M), 形 式 向 量 场 的 Lie 代数 ,这 些 代数 
中 由 无 梯度 的 , Hamriiton 的 或 典范 向 量 场所 组 成 的 子 
代数 { 风 2 ,1L3]) , 2 5 3E 06 as Banach Lie 代数 . 
piw 
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A. JL OQunumx #Ë 
DEI 相对 上 链子 复 形 CO, D; VECH, $ : 
PISEC F): fla. g )=0 Adf g.)=0. 
# ae l EXB. Sri, CO, 9 , p )=Hom, (Af 
(@ /0), V). 
Poincare 对偶 性 结果 有 一 推广 如 下 . 令 久 是 天 上 
有 限 维 自由 Lie 代数 . 对 于 一 个 入 模 M, 令 M= 
Hom (M, K) #7 M Lie 机 ,由 <uf, m >= < f, um > 
(f EM',meM,uE 当 ) 来 定义 ,又 令 M" 是 在 基础 下 
# M 上 将 名 的 作用 换 成 # 1 phe) -Traduje Endr) 
所 得 到 的 全 模 , 这 里 p 是 外 在 大 上 的 作用 .那么 存在 
一 个 天 模 的 典范 同 构 ([A1]) 
H(G, (M™))™ (H" (8, MY, 
这 里 x=dim,8. # É: Ww E O E- ÄH. E 
M” =M 
参考 文献 
[A1] Hazewinkel, M., A dumlity theorgm for the 


ohomology of Lie algebras, Math. USSR- Sh., 12 
(1970), 638 一 644. A EE 


LAWS [cohomology operation ; woroweonormwsecxkas 
Qmepa us | 

EBJHN 8 39) — F ls NER 3 ARRAES yi — 
TARER. n, m 为 整数 , z, GH Abel $, B| (n, m ; 
z, G) 型 上 同调 运算 (cohomology operation of type (n, 
mim, 四 是 对 任何 空间 关 均 有 定义 的 上 同调 群 之 间 
的 映射 [不 必 为 局 访 ) 访 py: HX; xz) > H"(X. G), 
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使 得 对 任意 连续 映射 产生 + Y EJ d gf f ogr 
(ARE) 所 有 (n, m; w, 局 ) 型 上 同调 运算 的 集合 关 
于 复合 (0+4)r=0,+ h, 构成 一 个 Abel 群 , 记 为 O(n， 
m; x. G). 

Lil Wie 8 HH. Steenrod 约 化 项 (Steenrod re- 
duæd power} Sq' A 2 '; Ioarpam 平方 (Pontryagin 
square). ; Flocrmikos 平方 (Postnikov square); 升天 
KFE nln SO (s.ksim,n). A x€ H' (X: m), AP 
n WER, (Xx) 一 x*; Bockstein AA 8; 由 系数 群 之 间 的 同 
A G AFW LARE W, A mod p: H'(X) — 
H" {X; Z). 

ERWE A E ER 8 Ti Dt T — Ae Bl 125389, 因 

KAERT Hfr hI PEAR < k F” 
上 所 不 能 解决 的 问题 ,出 , 1) W X Q Y SPS 4 al, 
x€ H"(X; xz), y SH"(Y; DHATA. ETER 
射 了 :在 一 了 使 f'(y)=x 昵 ?不 存在 这 种 了 的 第 一 个 充 
FREE gp É] g: HY m) 一 H(X; m) 
不 存在 . (用 这 个 方法 我 们 可 以 证 明 , 例如 ,关于 不 动 点 的 
Brouwer 定理 (Brouwer theorem) .如 果 g 存在 , 亦 可 按 
如 下 方式 证 明了 不 存在 : 设 站 是 上 同调 运算 ,YE O(n,m; 
z, G)fË 0,0)=0, gr (x)Z0, M 0 = gy (x) =8, (U) 
= 三 (8 (y= 了"(0) =0, 这 不 可 能 . 2) 映射 了 : S” 一 
S" Ë # JR ñj 069 令 Cs Ue, 则 (对 m +a A 
H”''(C,;G)=G,H"(C,; m)=x. 车 存在 上 同调 运算 8 e 
O(n,m+l; n, G) 使, 闫 0, 则 了 为 本 质 的 .此 时 称 运 
算 g IHH (detet) RA S RER I] E n (8°). 

FERR O(n, m; n, G)= H*(Kin, n); G). 
其 中 下 (x, n) 为 Eilenbere - MacLane 空间 ( Eilenberg- 
MacLane space), 因此 O (n. m; z, G) [K(x, n), 
K(G ,m)| (AETA F (representable functor)). 
群 H"”(K (x, n); G} 对 所 有 n,m 基 有 限 生 成 的 x, G 
均 已 算出 ([9)). 

.上 同 证 运算 8EO (n,m ;x G) ERWE (oo- 
homology suspension ) ' 0O- l1, m-l; z, G) H 
x 


dx 
HUX: m) > H'(SX; m) — H”(SX; G) 


— H” '(X: G) 
给 出 的 上 映射 'gv, 其 中 8 为 区 的 纬 生 (Suspension) . 例 
W, e =0, 1$Sq'= Sq, l =e, m En lt, g'g 
为 同 构 . O 对 任意 的 X 均 为 群 同 态 ， 
operation of type (x. G) pa 0. 8€O(n,n+k;m, 
G) E'0, 0. BRA (8.11. 这 样 的 上 同调 运算 构成 
一 个 Abel 群 O. (k; x,G)， 它 同 构 于 群 lim H” 
(Kix, n); G), 后 者 是 序列 l 


GE — 
二 
的 这 向 极限 ， "D, O (k; x, GEX O (z, G). 


Day ‘EO (2(p— Diz p Z,) (其 中 pp S2% 

AQ 以 及 Bockstein 同 杰 pe0,(l; Zn, Za). 

# 0eO(n, m;a, G), g€ O (m, 1, G, 1), 则 可 定 
X EB] po gc O(n ,如 ,可 .特别 地 ,可 定 愉 任意 
两 个 稳定 上 同调 运算 9e0,(x,G) 和 ge O0; (G, +1) 的 复 
È pog S0,;(x, 1), ER 0,(x, 吉 是 一 个 环 ; O, (Z, Z) 
称 为 Steenrod 代数 (Steenrod algebra) 4,. 

上 同调 运算 最 初 被 用 来 解决 (n+1) 维 嘱 面 体 到 
维 球面 的 驳 射 分 类 问题 (n=2 B], n>2 RL [2]) .分 类 
定理 (classification theorem) ([2]): 存在 群 正 合 序 列 


0 一 Coker(Sg2: HIN; DH TN; DT) 一 
md? sq" 
[X, S") > ker [ara = O; Z) 
>H" tX; z) >o. 


扩张 定理 (extension theorem) ([2]): 设 了 为 (n+2) 维 
LHR rU 为 其 (n+1) 维 骨架 .映射 :YY"*' 一 5" 定 
XT uE y=f'(s)e HO 其 中 5 EH"(S") 为 一 生成 
元 .映射 了 可 以 扩张 为 映射 9 :了 一 $", 当 和 且 仅 当 
Sg (z mod 2)=0, 其 中 对 于 包 合 映射 j: Y"" 一 了 有 
J(z)=y. 

相应 于 上 同调 运算 GEOM, m;n, G), AAt g: 
K{n, n)— K(G,m ), 从 标准 的 Sere 纤维 化 (Serre 
fibration) 

K(G, m — 1} 一 PK(G, m) 一 K(G, m) 


诱导 出 纤维 化 
F = KG m-l) EO Š, Kz, n) = B. 


tion) 是 空间 二 (09) 的 上 间 调 类 ,更 精确 地 讲 ， 取 定 
pE H° (E (0); H), # rR H 3 Abel 群 ， 对 尾 意 使 
PGD 二 0 的 wu EHX, n) FETE # e [X, E(0)], 使 得 
pH ,这 里 p: [X E(9)] = [X, 下] 为 由 诱导 的 
EFTE u=goi=W (@)€ H'(X ; H MKWS C EK ú É; 
选取 . B R ë key TE F S p u), BWE [X, 
F|]=H"' (X; G) £ [X, E(0)] 上 作用 的 轨道 . 当 
m<2n-1Baq<2n-1B, i f o. 3 AR, T E 6 
的 不 同 选取 羽 使 v AE Hi(X ;五 ) 的 子 群 Im (i (0): 
HUX; G) =Hš(X; Hyp=Q 中 的 某 个 元 察 所 改变 , 以 
@xy(u)=u +Q (EE +Q BLR u 唯一 决定 ) 来 定义 二 
阶 上 同调 运算 全 .因此 映射 b p Y f TE: Ker 0, E. 


rT 


i 


-i 


ñ YB HU; H)! Q. rit Q A Ell 8 8 A D ñ 
不 定 集 (indeterminacy of the cohomology operation ). 
男 一 种 说 法 是 中 为 于; oa He ; 如) 的 偏 多 值 上 
同调 运算 [partial multivalued cohomology operation). 

- 阶 上 同调 运算 在 下 述 意 义 证 是 自然 的 : 对 任意 f: 
7 一 下 及 任意 we Kerd0cH"(X; m), # f ` (b, (u) = 
Dy DU3]) 着 = , 则 对 某 9 E H%(B HA p= 
po). TE (p= e (u). AE bu =u (H= 0 u) RA 2 
AER. #0" H (B; HPE p p MEEL 
同调 运算 ,ne Ker 0, WE 0 (u)=07"00., TELAH 
运算 由 为 单 值 上 同调 运算 0 在 Ker 0 上 上 的 限制 ， 

每 个 二 前 上 同调 运算 均 对 应 着 通常 的 (一 阶 
(prmary)) 上 同调 运算 侣 的 一 个 关系 gam- N 
上 同调 运算 六 (wp)eEHAKCG, m-1); 壬 ) 可 唯一 地 表 
Ry BER HP pe g ti(K(G, m +1); H ME yog 
=0.# p E H'(E(0)X HWE i o-o )=0, W 48 H 
于 上 同调 运算 p 有 相同 的 关系 岁 =B=0， 5 Z. 
于 形 如 时 s9=0 的 任何 关系 , 均 有 二 阶 上 同调 运算 的 集 
合 {@@}， 其 中 任意 两 个 之 间 彼 此 相差 - -个 定义 在 8 的 
核 上 的 一 阶 上 同调 运算 . 

一 阶 上 同调 运算 更 : 般 的 概念 可 由 集 人 台 晶 = 
(Br e Oa) DB OEH (Kirn) G), E 3: 8 Ey, 
20,=0 出 发 得 到 { 见 [3]). 

一 院 上 向 调运 算 的 例 . 设 


* w ú b ya a * "FB 


8 = Sqgiomod 2: H'(.; Z) — HUO: Za) 


并 设 pe H"*'(E(0); Z,) A Z, l: ËJ HET A why 
于 关系 中 ?of8dzomod 2)= 人 的 二 阶 上 同调 运算 «H'O; 
Z,)— H'O RERNE E n +2)8E 3 IH 
ER n SE pR Bi Py Ma dip. n >2. 相 应 的 扩张 问题 的 解 
ETF. YA (n T3)38£ H, sn yE m hy; yal 一 

S", i pu y EH’), ye f (s). A Sa2(y mod 2)= 
0 是 了 可 扩张 到 olia EyJ— E E F. f n|jb'ak 3 
PUE Way HEN. hiyap YLSA 
仅 当 0ea(y). 而 且 a 侦 出 映射 9" 一 s s", E 
是 Hopf MA S — 5: 的 同 纬 映 象 的 复合 ,并 纵 出 了 群 
m, S") =Z, 的 一 个 生成 元 . 

(关于 Hopf 不 变量 为 1 的 元 的 存在 性 的 )*Hopf 不 
变量 问题 "的 解决 最 初 也 借助 了 二 阶 上 同调 运算 ([7]). 
对 上 映射 了: S*™! 一 S”, Hopf TÆR (Hopf invariant} 
HEZ ABR ut =H(De tth, Ep oen” fe”) 
=Z, u EH" (SU fe” =Z ARERR, 吾 ( 门 为 奇数 等 价 
FRI Sgu, #0, EP uE HSU fe; Z.)=Z,. 3 n 
关 2 时 , 运算 Sg" 在 一 阶 运 算 类 中 可 分 解 , Bj) Sq = 
Y... Sg', 寺 是 仅 当 n=2: 时 扫 ( 几 方 能 为 奇数 ,但 是 
在 二 阶 运算 类 中 ,只 要 s=1, 3, 3, B| Sq 可 分 解 ,十 足 
I a=2. 4, 8 时 了 百 ( 门 方 能 为 奇数 ， 
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除了 二 除了 同调 运算 外 ,还 有 一 阶 ,甚至 更 为 - 般 
地 ,任意 高 阶 的 上 同调 运算 ,对 应 于 一 阶 上 同调 运算 8 
及 用 来 定义 汪 阶 上 同调 运算 $ BJ yu 8 PEHE) H), 
FERH E ~ K(H ;q), EH KIH; a) 上 的 Serre 
纤维 化 诱 号 出 纤维 化 K(H, g—1) ~ E(b)— F (py. 
logy operation): maani 上 同调 类 YEHE (9); 4), 
则 可 构造 -个 定义 在 Ker 下 上 的 三 阶 上 同调 运算 (terti- 
ary cohomology operation) P: H'(X;za) — H'(X ; A), 
其 不 定 集 为 miN (在 维 数 的 适当 限制 下 ) .对 应 于 
这 个 上 同调 运算 的 是 关系 Yo 中 =0， 其 中 风力 一 阶 上 
同调 运算 ， L; iO). 归纳 地 进行 这 一 过 程 就 得 到 nB 
sz. sj AEn É: E 38153 z, 其 空间 为 E (2), 
HETA 4 EH (E (E); C), THRE XE Ker € EH 
(ai 十 1) 阶 上 同调 运算 A. Ith. Z0 EA Jt H Ph 4: 
E(2)— K(C, s) M K(C, s) EBY Serre 纤维 化 诱导 的 时 
维 化 的 空间 . [12] 中 给 出 了 高 阶 上 同调 运算 的 公理 系 
统 . 

高 阶 上 同 油 运算 后 简单 的 例子 是 高 阶 Bockstein 同 
态 (Bockstein homomorphism) , 设 给 定 税 的 短 正 侣 序列 


05 Z Z Z 0, 
则 相应 的 正 合 序列 为 


P md p å 
''— HX) > HX) — H"(X.Z,) — 


H"' (X) 一 

Fl f=mod pog: H'(X; Z) = H(X; Z.) 亦 为 
Bockstein 同 态 ; Be O.(1; Z,, Z). ZZ Bo B=0 nË 
T ETARA CALAN B, 进一步 有 
po,=0, 于 是 有 三 阶 上 同调 运算 8,. W -— Erti, g 为 由 美 
系 有 由 =0 构 造 出 的 > 阶 上 同调 运算 . p, EE 
Ker 有 .上 . 按 如 下 方式 可 以 给 出 及 的 一 个 具体 描述 : 设 
x € H"(X; Z) c 39 4Ú38 x MESRA Z, 的 上 闭 链 , 则 
FA B.  x=0 EAEE LASE c 的 整数 代表 元 z, 使 其 
上 边线 óz p W. B,x b EPBUSEsz/p' 的 mod p E 
同调 类 ,因此 关于 高 阶 Bockstein 上 同调 运算 在 群 H (X. 
过 上 的 作用 的 信息 ,能 使 我 伪 计 算 群 H'(X; DHA 
由 部 分 以 及 p 分 支 ， 

每 个 偏 上 同调 运算 中 均 对 应 于 一 个 同 伦 地 简单 空 
EELT, ERRAR TG TORNER EZ, 对 每 个 


BENSHE, SALAWZR O, SGB E 5 E(0) SS 


同 伦 等 价 ,E —* E). pim, EB E # P8 4 3E F B 
BB z (E)=x=, x, (E)=G(m >n), WARS E 一 
Kin. ny B |a] x, (E) — x, (Kir n). AARET 
KAT K(G , m ) 为 纤维 的 纤维 化 ; 该 纤维 化 由 K(G, 
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m +1) ER Serre iA EER Kin, n) = K(G, 
型 十 起 诱导 出 来 ; 后 者 定义 了 一 个 上 同调 运算 Be O(n， 
m+Il; æ, G). 

j 8k 38 FEL BJ 5 28 [38 AAT EE = RARE n 
个 [octo H F (W, Ilocrissop 系统 (Postnikov sys - 
tem) 的 一 系列 高 阶 上 间 调 运算 (k U, 来 描述 该 空间 
的 弱 同 伦 型 .例如 对 于 球面 3" (na >3)， 第 一 个 [locT- 
mon RFA Sg, PLNA 

A-KERN EHEN Rk 12 KEMA 8 Sosa W 
(Functional cohomology operation) (BD. 为 定义 它 
MEERN CAR): Y — X ÉE El Wie 808 O(n, 
m;n, G). 3 m < 2n—2 时 ,8 在 上 同调 同 纬 映 象 的 象 
内 ,而 且 为 群 间 态 .车 f uH 55k 2 ( F 2F5E E) ; X 
— (X, Y) El Bh hi, MI2Z Pñ E.T 3 6: HX; 
一 HY G) X RF At o 一 67 o 0o U) ': 

r & x, Y) t 
Br H"(X; w) + HHX, Y;m 一 Hm"”(X, Y. G) — 
Lp” (Y; Gy, 
这 一 二 同调 运算 定义 在 H"(X ohr Ker f "T Ker py 
上 ,其 不 定 集 为 虐 "” "(7Y ; G) 的 于 群 Im (!'0,)+ Im(f `). 
函数 上 同调 运算 的 构造 对 站 基 自然 的 . 钢 . 若 对 映射 六 
Y “七 ， 存 在 (一 阶 ) 上 同调 运算 日 及 空间 七 的 上 问 调 
类 u, 使 得 aí (u) fE 2 B 0 é 0. (u), W 了 为 本 质 的 
泛 范 上 同调 运算 和 一 阶 工 同 调运 算 由 Peterson -Stein 公 
式 相互 关联 ( 见 [3]). 这 使 得 我 们 在 许多 情形 可 将 二 阶 
上 同调 运算 的 计算 转化 为 一 阶 上 间 调 运算 和 活 函 二 同 
调运 算 的 计算 ,也 存在 高 阶 省 函 上 同调 运算 ([ 铝 ). 
Massey 积 (Massey product ) 在 结构 和 应 用 上 上 均 与 高 阶 
上 局 调运 算 相 似 . 

上 局 调运 算 的 概念 已 被 称 到 广 穴 上 同调 论 ( 父 nera- 
lized cohomology theory) 中 , 广义 上 同调 论 入 中 的 一 
个 (甘于 起 自 然 的 ) 变 换 严 人) 一 KORA (n, m) ° 
的 上 局 调和 运算, 这 些 关 于 群 的 上 同调 运算 同 构 和 于 群 
h" OGM.) ,其 中 Ms} 为 理论 六 的 名 谱 代表 ,所 有 稳定 
上 间 调 运算 的 群 (关于 复合 运算 ) 是 一 个 环 4A, 于 是 上 
是 对 蔚 自 然 的 一 个 4 模 .在 广义 上 局 调 论 中 亦 有 类 似 
的 偏 上 则 调运 竺 和 涝 否 工 同调 运算 的 概念 . 

原则 上 讲 , 在 普通 工 同 调 论 中 借助 篇 上 同调 运算 ， 
可 以 解决 任何 同 伦 问题 :然而 ，nm >3 阶 的 上 同调 运算 
的 具体 应 用 极为 困难 ,与 此 同时 ,经 常 有 这 样 的 情形 :一 
个 问题 的 解决 需 变 用 到 高 阶 普 通 上 间 调 送 算 , 而 用 适当 
选择 的 广 沁 上 同调 论 中 的 一 阶 上 癌 调 运算 却 可 以 很 容 
易 地 解 闫 .市 如, Hopf 不 变量 问题 "就 可 用 下 理论 中 的 
Adatns 一 阶 上 同调 运算 容易 地 解决 ([10]). # IS] h 
为 解决 球 硬 向量 场 何 题 而 引进 的 这 些 工 同调 运算 是 广 
尽 土 同 谓 论 中 的 上 同调 运算 的 最 初 例 地. 


I hU, HAEA i cobordism yi, EA AUR 
算出 ([4]) ,并 被 用 于 Adams 型 谱 序 列 的 构造 中 , 它 的 第 
一 项 就 是 代数 4" 的 上 同调 空间 .有 关 环 A ERER OO 
上 作用 的 信息 ,在 理论 上 的 Atiyah - Hirzebruch 谱 序列 
的 计算 中 被 证 明 是 有 用 的 ([11]). 
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Ky. B. Pyn # 
E 在 人 4] 中 引进 的 谱 序 列 ， 常 称 为 Adams - Ho- 
Bo 谱 序 列 (Adams - Novikov spectral sequence), 

是 大 量 后 继 工 作 的 基础 , 见 1A1]. 

PRERIO E ERK EEx EW 
论 , 则 五 "的 稳定 上 同 请 运算 环 为 EE). E E)E E (X) 
EHRAM rh 2: E — EB f: X — Egg of :XX 一 
E 来 定义 的 ,事实 上 环 E'(E) 具 有 一 个 Hopf 代数 Hopf 
algebra) 结构 .对偶 Hopf 代表 吾 .( 五 ) 也 是 一 个 极 有 用 的 
等 效 对 锭 ,而 生 事 实 上 ,有 时 从 技术 上 讲 更 容易 处 理 
([A4], [A5]). 有 关 细 节 及 E` (E)#) E.G) 的 Hopf 代数 
结构 的 定义 , UX ERWE (generalized oohomology 
theory) ,对 复 协 边 MU (se U'A Brown -Peterson 上 
F BP, 由 MU 和 BP 定义 的 形式 群 律 ,可 以 六 述 Hopf 
代数 MU (M 及 BP'(BP), RIAL, [A6]. 
参考 文献 

[A1] Ravenei, D. C., Complex cobordism and stable ho- 

InotoPy poup of spheres, Acad. Press, 1986. 
[A2] Spanier, E. H., Algebraic topology, McGraw - Hill, 


1966 (中 译本 : E. 日 .斯 潘 尼 尔 ,代数 拓扑 学 ,上海 科 学 
技术 出 版 社 ，1987)， 

[A3] Steenrod, N. E. and Fpstein, D. B. A., Cobomology 
operations, Prineeton Univ. Press, 1962. 

[A Switzer, R , Algebraic topology - hbomotopy and hormo- 
logy, Springer, 1975, Chapts. 17; 18. 

[A5] Adams, J, F., Stable homotopy and generalized ho- 
mology, Univ. Chago Press, 1974. 

[A6] Landweber, P.S., BP. (BPYand typical formal groups, 
Osaka J. Math. , 12(1975), 499 — 506. 

ERRE MARE 


上 同调 环 [ cohomology ring ; Korowororait Kobuo ] 
一 种 坏 ,其 加 法 群 是 分 次 上 间 调 群 
@ H(X A, 


RH X 是 链 复 形 , 4 是 系数 群 ， 磁 法 由 下 述 映 射 的 线性 
REX: 
vani H(X. AR H'(X, A) — H” (X, A). 


对 所 有 m,n 20, CEA E|M3828 OED. ERW 
环 有 分 次 环 的 结构 ， 

ATER v, 的 存在 性 ,只 需要 有 满足 某 些 附 加 性 
质 的 映射 加 al X... X. @ 站 ,的 集合 ,和 映射 4 OA 
— 4 即 系数 群 4 中 的 闻 法 就 够 了 , ( 见 [2]).Y。; 诱导 
映射 


Hom(X,, AYD Hom(X,, A) > Homi Xn ,,. A), 


这 个 遇 射 又 诱导 上 同 请 的 映射 vma 

W. ESKE H (G, Z= Q o H'(G, Z) LE 
灸 了 一 个 环 结构 ,其 中 GER, Z E: 8 PF. R. GEARY 
数 环 .相应 的 映射 vn, 就 是 以 积 , 这 是 ~… 个 有 单位 元 的 
结合 环 , 对 于 度数 分 别 为 p. q 的 齐 福元 a ,bs HG， 
Z), #ab={- 1 ba. 

类 似 地 , ORERE DHX, D 上 定义 了 环 结 
构 , 这 里 HHX, 下) 是 拓 打 空间 区 的 系数 在 艺 中 的 hn 维 
奇异 上 同调 群 ， 
prL 

[U Cartan, H. and Filenberg, $., 

Princeton Univ. Press, 1956. 


Homological algebra, 


[2] MaclLane , S. , Homology, Springer, 1963. 
JI. B. Kym #Ë 
[ 补 广 ] 
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上 同调 序列 [ cohamology sequence; KOTOMOTOr HYE CKAN 
mocjioronaTeTbuocTb ] 


. — O. n 
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见 同调 序列 (homology sequence). 


上 同 伦 群 [oohomotopy group ; onroMoromesecx as rpymaa | 

-… 维 上 间 调 群 的 一 种 推广; 在 某 种 意义 下 ,是 同 伦 群 
(homotopy group) H XHAM. 

ië *"(O=[X, S"] 为 由 带 基点 空间 互 到 带 基 点 球 
面 的 连续 映射 同 伦 类 梅 成 的 集合 .集合 "CO 不 总 具有 
自然 的 群 结构 . (对 n=1, 3，7， 则 不 然 , 因为 此 时 S' 
为 群 .) 群 r (KS H'(X. Z) 8. 

车 六 为 维 数 至 多 是 2n — 2 的 CW 复 形 (CW - omp- 
lex)， 则 可 如 下 定义 z"(X) F 09 86 8848. xr lal, [BI € 
TAX FERA 


(ax BxÀ: X — S"x S". 


其 中 A: X — Xx X HARRERA. o 有 :下 一 人 "为 类 
[a], [8] BREL. Ik X 的 维 数 限制 的 观点 ,存在 映射 f: 
X— S" V S"(W B S= N S" 为 带 基 点 球面 的 并 集 ) 的 
EMEX, Zm amta SYS cS x 5" 的 复合 与 
Ca xp Amt. RATH HEET EH 0° f: X 
— S" 的 同 伦 类 p fler g ra SVS ~ 人 为 
折 选 映射 ,在 这 一 运算 下 集合 nX) A Abel 群 ;于 是 函 
子 x" 通常 被 视 为 仅 在 维 数 至 多 为 2n 一 2 的 CW HE 
畴 内 有 定义 , 并 取 值 于 Abel 群 范畴 ,对 维 数 小 于 的 
CW EJE x, ='(X)=0. TRAF n" Ü fE 3E Ë n 到 
Dn — 2, 即 所 谓 的 稳定 锥 数 (stable dimension) 内 有 意 
Z. 

车 dim X< 2n—2 , Ñ| (Xa nt SX), H SX R 
X B) kE (suspension). 该 同 构 由 向 纬 映 象 函 子 [六 ,5"] 
一 [SX，SS"] 二 [SX,S"''] AR. E 六 为 任意 有 限 维 CW 
复 形 , 则 对 充分 大 的 N RA n O 有 和 群 结构 ( 当 
N 2dim X-2n +2 时 , dim{$"X) =N+dim X52 (n +N) 
一 2). 群 a= n S" X), 其 中 N 2 dim X—2n +2, #® 
为 CW 3 W b E L FB] fe HÉ (stable cohomotopy 
group). 群 x 了 0 对 所 有 整数 n (不 仅仅 正 整数 ) 均 有 定 
义 . 如 果 取 闫 为 两 个 点 (其 中 之 一 被 指定 为 基点 }, 则 对 
n20 4 m" (X)=0,x° (X)=Z; 而 对 n<0, a! (X)= 
Fyn (SU 是 球面 的 稳定 同 伦 群 ， 

若 ( 革 ;4) 为 m 维 CW RER WJ 33 m < 2 一 2 
时 , FI E S A zt E R fe R (relative cohomotopy 
group) (X, À= WTA). 我 们 有 如 下 Abel 群 的 正 合 
序列 


m(X) > (A) w XAD S r N > 
—m'(A)— w HX A o, 
该 库 烈 鳞 右 无 限 延伸 ; 但 从 某 项 开始 所 有 群 均 平凡 : 当 


í>m 8, (X, AJ=n'(X)=m(Ay=0. PF? 2 R 8b 
延伸 至 满足 m<<2i 一 2 的 i 序列 中 的 同 态 x'00) r(A) 
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及 (1A) 一 x{X) 由 自然 映射 AC XE X = X/A% 
FE. E (A 一 "(XA) 则 按 如 下 方式 构造 ， 对 
于 类 [Ext4)=[A4 ,5'] 及 其 代表 元 fA 一 $1， 选取 
定义 于 子 空间 4 c 针 并 取 值 于 $' cD"*' 的 映射 了 的 一 
DK F: X D. 映射 F 话 导 出 映射 X14 一 D1 
SSU, AAZ nX, 4A) 的 元 素 } 就 基 与 装 [f]e 
A 由 相对 应 的 . 

若 ( 革 ,44) 为 带 基 点 的 有 限 维 CW E W B, 则 有 稳 
定 上 同 伦 群 的 正 合 序列 


TA) XA) 


TN) -> 
它 在 随 个 方向 均 可 无 限 延 贫 , 由 此 我 们 可 将 稳定 上 同 伦 
群 视 为 一 种 广义 上 同调 论 . 对 任意 (不 带 基点 的 ) 有 限 维 
CW EE X, $ rin (XU)x,, x,), X EM AXU, 
X) 是 由 具有 指定 点 的 其 的 无 变 并 所 得 到 的 带 基 点 的 
CW 莫 形 . 设 


TNA) = ms(X / A) = Kertnst¥ / A) ri (pt) 


在 有 限 维 CW 复 形 范 畴 中 定义 的 函 子 75 给 出 了 该 式 的 -- 
个 广 信 上 同调 论 .该 理论 在 一 点 上 的 值 等 于 球面 的 稳定 
AeH. 

ARE RE— HE, Ete PFE iE +R W EEE 
具体 算出 ,这 严重 地 限制 了 上 述 函 季 广泛 应 用 的 可 能 性 . 
参考 文献 

[L] Hu, S.- T., Homotopy theory, Acad. Press, 1959. 
[2] Spanier, E. H., Algebraic topology, McGraw - Hill , 

1966( 中 译本 : E. H. WEER eat, 上海 科 学 


技术 出 版 社 ，1983). A. ©. Xapre ER 
IHJ 


参考 文献 
[AI] Whitehead, G. W., Elements of homotopy theory, 


Springer, 1978, FH E Aw K 
上 核 Í ookernel ; Konapo ] , 范畴 中 一 个 态 射 的 

与 范围 中 态 射 的 核 (kernel of a morphism in a cate- 
gory) 相 对 偶 的 概念 .在 向 量 空 间 , 群 . 环 , 等 等 的 范畴 
中 , 它 描述 了 一 个 对 象 中 的 一 个 最 大 的 使 同 态 gx:4 一 如 
的 象 消失 的 商 对 象 (quotient 中 ject ). 

设 惕 是 一 个 有 零 态 射 的 范畴 .一 个 志 射 xv:B 一 CC 
HARA a: 4 一 召 的 上 核 (cokemel of a morphism ) ， 
如 果 av =03E E 42581 ç RE ap =0 时 , p 可 唯一 地 
HR p =v. 态 射 的 上 核 表 以 cooker a, 

如 果 , =coker z Ë. v’ = oker a, 则 存在 唯一 的 同 
F. v = ve. 

反 过 来 ， 如果 "=ooker x, 且 R — FI 8. MH v" 
=v PE a HAER. PTA, m T 2539 z BJ Br E 
给 成 恕 的 一 个 商 对 象 , 记 成 Coker w. WẸ v =coker z, 


M|, 是 一 个 正规 的 满 态 射 ,其 北 未 必 正 确 . PANO: 4 一 
B 的 上 核 是 1 Atih 1, 的 上 核 存在 , SEMAH 
一 个 零 对 象 . 

在 一 个 有 零 对 象 的 范畴 E 中 .一 个 态 射 x: A= B 
有 一 个 上 核 , 当 且 仅 当 对 于 态 射 a 与 0;4 -=0, 外 包含 
一 个 上 Descartes 正方 形 . 特别 地 ， 如 果 虹 是 一 个 右 局 
部 小 的 范畴 ， 且 有 零 对 和 象 与 积 . 则 对 任何 态 射 这 个 条 件 
都 是 满足 的 ， M. Hl. llaneaeo IR 
【 补 注 】 AMPAH: S-= A, g: S — BB E Descartes 正 
方形 (œ -Cartesian square) 或 称 纤 维和 (fibred sum) 或 扒 
出 (pushout} 是 一 个 交换 图 (如 果 存 在 ) 


s Í A 
gł y 
B z Bis4 


hr T a A— Y, b: B =Y, NÆ af = bg, 
就 有 唯 -Hit h: BiU, 4 一 Y, 使 a=hf, b= hg. 
W 18 HE 


Hh [collinear vectors; KOImeapibie HeKTOPbt] 

处 于 一 条 直线 或 一 些 平 行 线 上 的 向 量 ， 为 使 两 个 

非 党 向量 是 共 线 的 ,其 必要 积 充 分 条 件 是 它们 的 坐标 成 

比例 ， 零 向 量 同 任何 向 量 都 是 共 线 的 ,类似 地 , 处 于 一 
条 直线 上 的 点 也 称 为 是 共 线 的 . 

A. E Hamoa 的 KAR 译 


直射 变换 [collineation ; ommeamsm ] 

射影 空间 [IL 的 能 表示 为 有 限 个 还 视 (perspective) 
之 积 的 射影 变换 (projective transformation) (射影 同 构 
(projective isomorphism)) .这 种 变换 有 时 称 为 射影 直 
射 变换 (projective collineation) . 如 果 ，* 是 射影 直射 变 
热 ,那么 对 任意 二 空间 $,, 存在 一 个 不 多 于 9 一 1 个 透视 之 
Ma, 使 得 对 任意 5, S, v(S.)=z(S). Mi, 6483: 
条 直线 的 每 个 点 不 动 的 射影 变换 是 直射 变换 ， 即 透 身 
(homology) (ER xZ F), . 

如 果 把 FL 解释 为 非 交 换 域 K E ñyzppEus s| A, (R 
BS F 25 BO K S. 则 使 射影 变 搞 是 射影 直射 变换 的 充 
ERE, CH 机 (下 的 线性 变换 所 诱导 , 所 有 射影 
直射 变换 之 集 形 成 射影 变换 群 如 的 一 个 正规 子 群 G.. 

射影 直射 变换 穷尽 所 有 的 射影 变换 ， 尖 且 仅 当 非 
LRR 天 的 每 个 自 同 构 都 是 内 自 同 构 .一 个 域 具有 这 
个 性 质 ， 当 且 促 当 其 任 一 自 同 构 都 是 恒 等 的 ,诸如 此 
类 ， 如 实数 域 R. 复数 域 忆 不 具有 这 个 性 质 ， 而 非 交 
换 域 四 元 数 域 条 的 每 一 自 同 构 都 是 内 自 同 构 . 

若 乓 是 不 可 易 的 非 交 换 域 ， 则 存在 一 个 非 平 扩 的 
射影 直射 变换 ， 使 得 一 给 定单 形 的 每 一 点 不 动 ， 每 个 


单 形 恰 能 由 一 个 射影 直射 变换 映 成 任 一 别 的 单 形 ， 当 
且 仅 当天 是 一 个 域 { 射 影 几 何 学 第 -一 基 本 定理 (second 
fundamental theorem of projective geometry). 
M. H. Boñuexoscari 所 
[HE] 在 射影 几何 的 文献 中 ， 对 各 种 不 同 的 变 模 采 
用 许多 混淆 不 清 的 术语 . 上 面 定义 的 射影 直射 变换 有 
时 称 为 射影 性 (projectivity)， 带 常 定义 为 可 表 为 有 限 个 
透视 之 积 的 任何 变换 ， 有 些 作者 ， 只 对 于 直线 之 间 的 
喘 射 是 有 限 个 透视 之 积 时 才 使 用 射影 这 个 术语 . 射影 
变换 通常 称 为 射影 同 构 ， 或 在 较 老 的 文献 中 简单 地 称 
为 直射 变换 (collineation) . 它 是 射影 空间 之 间 的 保持 
AREKIN. . 
参考 文献 
[A1] Berger, M., Geometry, 1, Springer, 1987, Chap. 4 
(中 译本 : M. 贝尔 热 ， 几 何 , 1, 科学 出 版 社 , 1987). 
杨 B. KR p. ERE 


配置 法 [collocation method; koriokannn metoa] 

求解 积分 和 微分 方程 的 一 种 投影 方法 ， 通 过 使 方 
程 在 某 些 给 定 的 点 土 满 足 的 条 件 来 定 出 近似 解 ， 便 如 
求 以 下 积分 方程 的 近似 解 : 


b 
u(t) = KG. s, uds + AN 


ARE n TERKA p, cl,… ,5c,) 并 在 区 间 
[a,b] 中 取 一 些 点 如 ,… t, BD 8 BL SS sx (collocation 
knots , collocation nodes). 近似 解 u, (0 =w (t, c 
eee EEA F$ fF E: 


b 
号 位) = KG. s, u,(s))de + fü) i=l,....n, 


此 条 件 表 示 一 个 关于 未 知 量 cl，…, 所 的 个 方程 的 
方程 组 . 车 上 述 积 分 方程 是 线性 的 , 且 所 求 近似 解 是 已 
(ARERO KR go o, 的 线性 组 合 4) 一 ci 人 
十 十 Cp, t) WAF ce 的 方程 组 也 是 线性 
的 . 

线性 边 值 问题 配置 法 的 收敛 性 . 假设 对 于 上 在 (一 1， 
让 中 提出 以 下 边 秆 问题 : 


Lu = uta (tu U+. Hapu = fD 
"S a,u- 1)+ gu] =0, í=l,. .. ,m. (2) 
1570 
求 这 一 问题 如 下 形式 的 近似 解 : 
u= np tH + ep), 


其 中 p () EW E 3 9 S ft (289 m+j 一 1) 次 多 项 
; 式 . 常 数 上 ,cs 由 线性 方程 组 


COLLOCATION METHOD 659 
[2 一 门 -， = 0, f=1,....n, (3) 


AE 其 中 (=i "=os((2i— 1)a/2n) (1=1,…,n) 是 
Te6pmmes 结 点 (Chebyshev nodes) .下 述 定理 ( 见 [1]) 

成 立 : RER f üa (J=, e, m)# [—-1, l] h E 
续 ,而 且 边 值 问 题 (1),(2) 有 唯一 解 # (t), 则 存在 no 
EHn 之 no 时 方程 组 (3) 是 唯一 可 解 的 , 且 


(ry (k) imi 
max 上 一 | = cE u) — 0. 


k =Ü ....m-l1, 


I2 


1 my) my |2 
/ 1 (MN —ut(t) | d < Eu" _, 0, 
1 


1— 2 


这 里 c 是 常数 ， 


E) = min max 
bn, | 


arl 
oit- So 
i 


如 果 节 点 是 关于 某 权 函数 的 正 交 多 项 式 的 根 , 类 似 
的 缚 果 也 成 立 { 见 [1]) .对 于 等 距 节 点 ,上 述 方法 是 发 散 
的 . 
使 用 样 条 坐标 函数 的 配置 法 的 有 效 计 算 格式 也 已 
发 展 起 来 ( 见 [2], [3]，[4])， 
参考 文献 
[l] TpPaeGnmgeHoce paneme omepaTOpHbx ybpapBer 痢 ， M. 
1969( 英 译本 : Krasnoselskii, M. A., Vainikko, G. M. 
and Zabreiko, P. P., et al. , Approximate solution of 
operator equations , Wolters - Noordhoff, 1972). 
[2] Russell, R. D. and Shampine, L. F., 
method for boundary value problems, Numer. Math., 
19 {1972}, 1, 1—28. 
[3] Boor, C. de and Swartz, B. , Collocation at Gaussian 
points, SIAM J. Numer. Anal. , 10 (1973), 4, 582—606. 
[4] Boor, C. de, A practical guide to splines , Springer, 
1978. T. M. Bañuuxko #Ë 
[ 补 注 】 一 般配 置 法 包含 线性 方程 组 (3 y, Moh L E 
稠密 的 ( 即 不 包含 很 多 系统 的 鹤 元 素 ) ,然而 通过 使 用 分 
片 多 项 式 ,效率 会 大 大 地 提高 (导出 的 方程 组 带宽 小 ) 
最 流行 的 方法 是 把 区 间 分 成 子 区 邮 (t, t, ER OK 
似 的 ?局 部 多 项 式 在 Legendre 或 Lobatto £ WA $i F 
点 处 满足 (1) ( 见 Legendre 多 项 式 (Legendre polyno- 
mials) ) .这 类 配置 法 的 数值 性 质 已 超出 了 近似 的 考 
虑 .由 于 它们 显示 出 非常 好 的 数值 稳定 性 (numerical 
stability}( 见 差分 格式 理论 ( difference schemes, theory 
of ,这 使 它们 非常 适用 于 求解 奇异 扰动 问题 O 
理论 (perturbation theory)). 
配置 法 除了 用 于 上 上 述 求 解 Fredholm 方程 及 边 值 
PEH, EA TOE RAA Voltera 积分 方程 ` 


A collocation 


bo0 COLON 


在 [A12] 与 A13] 中 ,介绍 了 求解 一 阶 常 微分 方程 
初 值 问题 的 经 典 样 条 空间 中 的 配置 法 ， 低 阶 样 条 的 应 
见 [A61. 多 项 式样 条 配置 的 -- 般 分 析 可 在 [Al14] 中 

m. [A101 中 研究 了 一 些 非 多项式 样 条 空间 中 的 配 
置 法 . 求解 此 阶 常 微 分 方程 初 值 问题 的 投影 法 (配置 法 
是 其 特殊 情况 ) 的 一 般 分 析 在 [Al11] 中 给 出 ,所 请 的 拢 


动 配置 法 {perturbed collocation method) (这 种 方法 为 
Runge - Euta 方法 (Runge - Kutta method} 阶 的 研究 
提供 了 和 优美 的 框架 ) 在 [A15j AAG] 中 介绍 ， 这 一 上 
必 推 广 了 发 表 在 [A 及 1A18] 中 的 早期 结果 ,人 太后 来 的 
参考 文献 中 可 君 到 ,一 些 隐 式 的 Runge -Kutta 方法 实 
际 上 是 配置 法 .这样 就 把 R unge - Kutta 方法 所 能 法 到 
的 阶 同 基本 求 积 公式 (quadrature formula) 所 能 达到 
的 阶 联 系 了 起 来 . 在 [A1] 中 讨论 了 求解 一 阶 切 值 同 题 
的 配置 法 的 超收 化 问题 ， 

利用 分 片 线性 多 项 式 空间 中 的 元 素来 得 到 Volterra 
积分 方程 近似 解 的 思想 显然 归功 于 A. Huber ([A8)]) 
(MW[A17]). [A9] 中 证 明了 Huber 的 方法 是 配置 法 的 特 
殊 情况 [A2] 中 提出 了 一 种 相关 的 方法 ,其 中 Volterra 
方程 的 核 与 强制 画 数 由 阶梯 苞 数 逼近 .用 于 第 二 类 方 
程 的 配置 软件 将 发 表 在 [A3], [A4] +. Voltera 方程 配 
置 法 的 最 近 发 展 主要 归功 于 H. Brunner. Volterra 方 
程 配置 法 的 现状 和 直至 1986 年 的 广泛 的 书目 可 在 全 5 
中 查 到 ， 
f W 
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WE [colon ; Agoerosge ] 

两 点 组 成 的 拓扑 空间 五 *# F h P 4 b Q T R Bi: 
EFR GER AA pt H 00). D 8k F 为 简单 冒号 (simmple 
eolor )， 若 下 中 只 有 一 个 单 点 子 集 是 开 的 , 则 称 下 为 连 
通 冒 号 (connected wln). WE. £ F: H 8 TR 3 
户 本 身 是 开 的 , 则 称 F R Rh +y El (identified colon): 
这 个 空间 一 不 像 前 两 不 空间 , 它们 间 热 简单 , 却 很 重 
要 一 一 还 没有 找到 应 用 ， 


#-+x 
11] Anezcarurpon, KL. C, Ppeyeune B T@ODREO MHOKECTE H 


Dauyro Tonojnorgro, M., 1977. A. A. Mames FE 
[ 补 注 】 两 点 离散 空间 (two - point discrete spaœ) 这 
一 术语 通常 用 于 简 单 冒号 、 它 的 拓扑 等 称 为 Cantor < 
Jr (Cantor cubes). 这 些 窗 间 在 两 个 方面 总 万 有 的 : 每 
个 零 维 紧 统 可 以 风 人 到 同 权 的 Cantor p Ñ; imi S 
个 紧 统 可 由 一 个 同 权 的 Cantor 立方 中 闭 集 的 连续 象 
得 到 .这些 事 实 推广 了 关于 可 数 权 的 Cantor 立方 
— Cantor Æ (Cantor set 的 - 些 热 知 的 铺 果 ,连通 
冒号 亦 称 为 Sierpiñski = M ( Sierpiñski space), 它 的 
拓扑 酉 称 为 Amneacafmpog 立方 (Alexcandrov cubes), £ 
科 是 万 有 的 ,因为 它们 拓扑 地 包含 所 有 的 T, 空间 ， 
参考 文献 
JAI] Engelking, R.. Genaral topology, PWN, 1977 . 
kR, BEE. Pak it 


HA [combination comeram], 从 m 4 x, + P W n 4 
元 素 的 

某 一 给 定 的 医 数 为 m 的 腿 集 的 基数 为 n 的 子 
集 ， 从 m 个 元 内 中 取 n 个 元 素 的 组 合 数 记 为 C* sk (T). 
它 等 于 

m! 
nm nt 

序列 C mstl m C = 1803: R 88 B. 8 TAE 
式 : 


之 BD = (] rx)” 
x Q 


也 可 把 组 合 看 成 从 m 个 元 率 的 总 体 中 所 可 的 大 小 
为 于 的 无 序 样 本 ， 在 组 合 分 析 中 , — ASEM m 个 
TEPE n TER HHS (arrangement) ig tfr 38; M. 
一 个 给 定 的 m TERREA PERERA n 4 Ju 3 B) PS 
THERE 923 EN. hI E IE h A Fl z SH i BU, H 
FERRERA EAR. 在 无 重复 排列 的 情况 下 ,每 
个 等 价 娄 由 其 中 任意 一 个 排列 的 元 素 集 人 台 来 确定 ,因此 
可 以 看 成 一 个 组 合 . 在 有 重复 排列 的 情况 下 , 则 得 到 组 
会 概念 的 推广 .这 时 ,一 个 排列 的 等 价 类 称 为 -个 有 重 
复 的 组 合 (combination with repetitions). M m 个 元 
率 中 取 n 个 元 率 的 有 重复 的 组 合 数 等 于 C... Mi 
些 数 的 生成 函数 具有 下 列 形 式 : 


LFY 
D Ch. — x" = y 
在 一 个 


(T =x" 


mt | = l 


参考 文献 
[1] Cawos, B. H., KOMGMHaTODHbE MeTOMbl JIHCKDCTHOB 
MATEMETHRMH , M.. 1977. 
[2] Riordan, J., An introduction to combinatorial analysis , 
Wiley, 1958 
B.M. Muxes 所 
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【 补 注 】 
[A1] Hall, M., Combinatorial theory, Wiley, 1986 . 
张 鸿 林 HFE 
组 合 分析 [combinatorial analysis ，NowGearopesi aua- 


ms], 组 合 数学 (combinatorical mathematics)， 组 侣 
论 (combinatorics) `; 

从 事 于 解决 某 些 (通常 是 有 限 的 ) SE +; HEEE 
WR E SM00368 312 PET EE 60 S 2 y k. 38 *h x PE 85 
规则 确定 了 作出 该 集合 元 素 的 某 种 结构 的 一 个 方法 ， 
这 种 结构 称 为 组 侣 构 形 (combinatorial configuration} . 
因此 可 以 说 ， 组 合 分 析 的 日 的 是 研究 组 合 构 形 ， 这 种 
研究 包括 组 合 构 形 的 存在 性 问题 ， 算 法 及 其 构造 ， 这 
些 算法 的 优化 ， 述 有 解 疾 计数 问题 ， 特 别 是 确定 所 给 

一 类 构 形 的 个 数 . 组 合 构 形 的 最 简单 的 例子 是 组 

合 ,排列 和 全 排列 ， 

n TERKETA RA nfin - - set); -个 m 
Tim EnA -个 大 小 是 mm RAA (combination), 
1 个 不 同 元 窒 中 大 小 是 m 0812 0 — 3836 F 


= nn 


mi 


CT = Cfn, m) | 


公式 
(+= Š Bz 


m =Ü 


= * * + — 


-DARN m FERIAK m W 
n 个 不 同 元 察 中 大 小 是 m 的 排列 的 


dents). 
列 (arrangement). 
个 数 等 于 
A(n, mY = nn — l): ' ` (n —m+1). 

žm =n HRH E X 的 元 素 的 一 个 (全 ) 排 列 (permuta- 
tion), 这 种 全 排列 的 个 数 是 pf 人) 一 n!. 

组 合 分 析 的 基本 概念 的 产生 以 及 这 一 分 支 的 发 展 
与 其 他 一 些 数学 分 支 的 发 展 租 平行 ， 这些 分 支 如 代 
数 ， 数 论 ， 概 率 论 等， 它们 都 和 组 合 分 析 窗 切 相 关 . 
古代 东方 的 数学 家 早已 知道 用 二 项 式 系 数 给 出 组 合 个 
数 的 表示 式 以 及 当 n 是 正 整 数 时 的 Newton 二 项 式 公 
式 . 3 阶 幻 方 (magic square) 曾经 为 了 神秘 的 日 的 而 
被 研究 , 组合 分 析 作 为 一 个 数学 分 支 的 诞生 是 与 B. 
Pascal 和 P. de Fermat 关子 赌博 理论 的 工作 联系 在 一 
起 的 ， 这 些 工 作 形成 了 概率 论 的 基础 ， 间 时 也 包含 了 
确定 一 个 有 限 集 中 元 素 的 组 合 的 个 数 的 原理 ， 从 而 建 
立 了 组 合 分 析 和 概率 论 之 间 的 传统 联系 ， 

G. Leibnitz 的 论 交 “Ars Combiratoria” (组 侣 术 
(Art of Combinatoris )) 为 组 合 方 法 的 系统 发 展 司 出 
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了 一 夫 贡 献 ， 而 且 组合 的 ' 一 词 看 来 也 最 时 出现 于 此 
x. J. Bernoulli jit X Ars Conjectandi” (END (Art 
of Conjecturing)3 对 组 合 分 析 的 建立 有 重大 意 必 ; 此 
文 研究 概率 沦 的 基本 概念 ， 就 此 必须 担 出-- 系 列 组 合 的 
慨 念 并 指出 它们 在 慨 率 演算 中 的 应 用 ， 可 以 说 ， 组 合 
方法 成 为 独立 的 数学 分 支 始 下 Leibnitz 和 Bernoulli 的 
工作 何 世 之 时 、. 

L. Euer 对 绸 人 台 方 法 的 发 展 做 出 了 重大 上 贡献. 在 
他 的 关 寺 正 整数 分 拆 和 分 解 成 若干 加 数 的 论文 中 ， 
Euler 开创 了 计算 组 合 构 形 的 PAA WE R R 
Bi. 

本 世纪 50 年代 以 来 ， 对 组 合 分 析 的 兴趣 的 复兴 联 
系 着 控制 论 和 离散 数学 的 急剧 发 展 以 及 计算 机 技术 的 
广泛 应 用 ， 在 这 段 时 期 ， 对 经 典 组 合 问题 的 兴趣 丸 活 
路 起 来 了 ， l 

两 种 因素 影响 着 进一步 研究 方向 的 形成 . 一 种 是 
DFC ES ASIN FE, 另 一 种 是 研究 目标 的 形成 。 这 有 赖 
于 对 研究 对 象 的 复杂 性 的 最 终 估 计 ， 如果 所 研究 的 给 
合 构 形 性 质 复 杂 ， 册 研究 的 日 标 在 于 阐明 其 存在 之 条 
件 和 发 据 构 造 它 的 算法 . 

组 合 分 析 的 一 大 发 达 分 支 是 区 组 设计 (biock desim, 
W2, [3].[10]) 的 理论 : 这 一 分 支 的 主要 问题 涉及 
区 组 设计 的 分 类 ， 存 在 的 条 忻 和 构造 某 些 类 的 方法 等 
方面 . -类 特 跌 的 区 组 设计 是 所 谓 的 平衡 不 完全 区 组 
设计 (balanced incomplete block design) sË (D, 5, r, k, 
DAE, CIELE e RO b 8 k TEB SA, 
其 中 每 个 地 集 称 为 区 组 ， 而 县 每 个 元 素 出 现存 + 个 
区 组 中 ， 每 一 对 元 素 同 时 出 现在 4 个 区 组 中 . 当 b=v， 
AM r=k Bj, — F (Ob. es, r. k, D) 886 SF 33 (e, k, 
AHE (w, k. À) - configuration), s= x*J#k T 8 4 5 £ 
区 组 设计 (symmetric balanced incomplete block de- 
sign)， 即 使 对 (v, k, DHEWE. HEEN 3 rE 
条 件 问题 尚未 解决 1988) ， 忆 ,天 办 构 形 存在 的 必要 
条 件 是 ， 当 v 是 惕 数 时 ， 上 一 4 是 完全 平方 ; mv 是 
aan. JE 

z? = (kA? ty 
必定 有 Xx,y,z 本 全 为 零 的 --- 组 整数 解 . 

当 p=n?+n+l, k=n+i, 4=1 时 ， 个 人 大， 
DHEER -A n 阶 的 射影 平面 (projective plane), 
这 足 在 指定 的 关联 关系 下 含有 限 个 点 和 线 的 有 限 几何 
(finite geometry) 的 一 种 特殊 情形 . 对 应 于 每 个 阶 射 
STE, n-li 个 两 两 正 交 的 n 阶 拉 丁 方 (Latin 
square) 组 成 的 唯一 的 完全 集 . 存在 n 阶 射影 平面 的 

个 必要 条 件 是 : qn = I, 2 (mod pit FERR a, 
b, 使 得 


n = at +b'. 


n r 89) 8 `F 8] Ë5 ## £ PE HL A E n =p" M 4 48 2 E =E el 
答 ， 这 里 的 呈 是 素数 ，x 正 正 整 数 ， 邵 使 当 #= 10 
时 ， 存 在 性 阿 题 尚 林 解 决 419881， 与 这 组 问题 有 美的 
-- ARE: 美 于 当 1 一 4 并 +2 ,天 =1， 2, 时 不 存在 
一 对 止 交 的 阶 近 于 方 的 Euler ARRETE (WL. 2 
RASA (classica! combinatorial problems)). 

组 合 分 析 的 另 个 方向 和 选择 定理 (selection theo- 
rem) 有 关 ， 这 个 方向 上 -: -系列 结果 的 基础 是 Hall 定 
Fg (Hall theorem)， 它 论 及 集合 无 的 -- 个 子 集 族 gn, 
天 的 相 异 代表 系 (RIRH (transversal) ) 的 存在 性 ， 
子 集 族 (X. A ARRE 4 ú N S (x,,…， 
x), Roh x ex, HB 3 izjhhb x wx. 存在 一 个 横 
K. SARKER i. i, 1 <i Sn, 
I=k=n, Fa A 3 t ur: 


|x. U) UX, | > k, 


这 里 用 1Y| 表示 集会 了 的 元 素 个 数 ，Hall 定理 的 一 
个 推论 是 关于 拉 于 方 的 一 个 存在 定理 : 任意 一 个 

kxn (l &k&n 一 1) 阶 拉丁 矩形 可 以 扩充 成 一 个 n 阶 拉 
丁 方 ，Hall E 理 的 另 一 个 推论 是 : 任 一 非 负 年 阵 
A=la, l" 其 中 


Ils 


可 以 表示 成 
A = a fh +: +all,, 


这 里 的 aa w. 都 是 正 数 ， Mme LBE n MERE 
BE. WH s<G-—1) +I, Hall 定理 还 蕴涵 这 样 的 定 
H: 在 一 个 非 负 咎 阵 中 。 包 合 所 有 正 元 素 的 行 和 列 的 
最 小 个 数 等 于 一 组 两 浴 不 位 二 同一 行 或 同 -一列 的 正 元 案 
的 最 大 个 数 . 与 这 -定理 相 类 似 ， 有 下 述 关 于 半 序 集 
的 极 值 性 质 的 定理 : 不 相交 链 的 最 小 个 数 等 于 由 两 两 
不 可 比 匹 素 组 成 的 最 大 子 集 的 大 小 ， 下 述 定理 也 具有 极 
值 特 性 : 如 果 把 kO OX PUPUS C (n Arana 
B k S A 38285, WETEA m. EFE 
n =n (m,r, R), nzn, Am 元 于 集 Y x, 
Y HRE Cin, r) SR 8 8 F |s|— 2. 

旅行 推销 员 问 题 也 足 一 个 极 值 问题 , 它 要 求 作 出 遍 
U; n 个 城市 后 回 到 出 发 姓 的 最 敌 有 路线 ， 这 里 城市 虱 的 
BAP C MB. 这 个 问题 在 运输 网 络 的 研究 中 有 应 
用 ,具有 极 值 性 质 的 组 会 问题 在 网 络 流 理 论 和 图 论 中 
得 到 研究 . 

计数 问题 (enumeration problem) 是 组 合 分 析 的 
一 个 重要 组 成 部 分 ， 作 为 计数 问题 的 解 ， 人 们 或 者 对 
所 给 出 的 -- 类 组 合 构 形 指出 -… 种 分 类 整理 的 方法 ， 或 
者 定 世 它们 的 个 数 ， 或 者 二 至 都 做 到 . 计数 问题 的 生 


r 


tR wR N m 


- | i 
+M i 


dit E 


结果 有 有: B N k T J n By 9 K pO 4 3⁄8 % T 
se kh 这 里 的 Sin, kE- 类 Stirling 数 (Surling 
number of the first kind}. TEERDE 


È sqn kr 
k=0 


所 定 兴 ; — n JG EW k 48 F fE B5 34 BS T Sk SF 
F 第 二 类 Stirling 数 (Stirling number of the second 
kind) ` 


人 和 


1 Ë ; k ayr 
ain k) = +ç Bt lY j (k jY, 
”1= 自 


而 把 上 个 不 则 的 东西 分 训 进 站 个 格子 并 使 得 没有 空格 
的 放 法 个 数 等 于 rn tolm, 1). 

解 计 歼 问题 的 一 种 有 用 的 工 其 是 短 阵 的 积 和 式 
(permanent of a matrix). AR Ħ 于 某 个 环 的 矩阵 
A= Ila, | Slyn ni jain mm n Sm) ARAR 
由 和 式 

Per4 = B a 
da oh 
所 定义 ， 其 中 求 和 是 半 m 个 不 同 元 素 的 所 有 大 小 旦 xn 
的 排列 来 进行 的 ，- :个 有 痕 集 的 某 -TREKKEN 
全 数 等 于 相应 的 关 张 矩阵 的 积 稳 式 ， 

有 关 确 定 限 位 排列 (permutation with restrict posi- 
tions) 个 数 的 一 整 类 问题 都 可 以 化 成 计算 积 和 式 ， 为 
AEE, AARAA ERE nxn EA P ik H 
TAH RTHHE. 与 确定 某 :- 妆 矩阵 的 各 和 式 有 
联系 的 还 有 二 聚 物 问题 (problem of dimegs) 的 若干 变 


形 ， 它 产生 于 吸 朵 现象 的 研究 ， 问 题 在 王 确 定 W DS T 
盆子 中 的 不 子 在 菜 - -界面 上 结合 方式 的 个 数 , 问 题 的 解 
可 以 用 Pfaff 式 (Pffan) 结 出 ， 而 后 者 是 矩阵 的 某 种 
与 行列 式 相 近 的 后 数 ， 拉 本 矩形 ( 方 ] 的 计数 也 与 找 出 
计算 革 些 (0.1) 矩 阵 的 积 和 式 的 有 效 方法 有 关 

下 述 公 式 被 用 来 计算 积 和 式 


有 大 量 不 等 式 给 出 了 某 些 矩阵 类 中 抢 阵 积 可 式 
太 小 的 合计 ， 存 特定 的 一 类 非 负 和 矩阵 中 确定 积 和 式 的 
极 值 是 有 意义 的 . 对 于 各 行 上 1 的 个 数 为 给 定 值 fx…, r, 
BOTRA, AITA 


perd <sJTIey 
=i 


S; = 


laj hM ' i |a- 


W02. 著名 的 van der Waerden 铺 想 说 : n 阶 双 随 
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ILERE R hE At E n!/n AeA D. L 
Falikman (1979) 和 G. P. Egorichev (1980) 各自 独 
THIER, 见 [13]. 

ERAH (generating iunction) 方 法 在 解 计数 问题 
时 起 荐 重要 的 作用 .一 个 生成 函数 


A) = Ñam 
下 二 小 


看 碟 是 形式 寡 级 数 ， 它 建立 了 序列 (mm, a.) 与 某 个 
环 的 元 喜之 全 的 对 应 ， 按照 这 个 定居 ， 生 成 函数 平行 
于 递 推 基 系 和 有 痕 差 分 方程 方法 被 有 效 地 用 来 解 计数 
问题 ， 为 了 得 到 浙 近 公式 ,常用 实 或 复 变 量 解 析 函 数 
作为 生成 联 数 . 存 复 解析 烟 数 的 情形 ， 应 用 Cauchy 
积分 来 找到 系数 的 表示 式 . 

在 计数 方法 的 可 能 统一 的 方向 上 有 一 些 结 果 ， 
们 与 所 谓 的 关联 代数 {incidence algcbra) 的 研究 以 及 使 
用 半 序 集 上 的 M6bius 函数 有 联系 【如 见 [10]) .在 解 计 
数 何 题 时 ， 使 对 售 的 不 可 闪 别 性 概念 数学 形式 化 至 关 
EE, 用 对 象 关于 某 个 袜 换 群 等 价 的 概念 ， 并 结合 
AERA A H T AAA Peiya 计数 理论 (Pólya 
theory of enumeration, EET 这 个 理论 的 
实质 如 下 . 考察 构 形 

TX ]|X| m |Y] — H 

HEGY ÚG MB A ER 0 X t. WI Y EE 
文 等 价 关系 — hl F: 对 ,EY*， 如 朵 存在 xE4, 使 得 
对 于 所 有 的 xe X, # f(z(x))=f (x), W f— f. 设 每 个 
yEP 了 对 应 着 -一 个 特征 久 (s. Us 》 这 里 的 5 ,i=1,…， 
kk， 都 是 一 个 Abel 群 的 元 素 ， 构 形 了 的 特征 由 下 式 给 
出 : 


= DU) 
zew 
如 果 具 有 给 定 特征 全 ,有 ?的 元 案 ys 了 的 个 数 是 a {8. 
一) 而 7 中 不 等 价 的 构 形 的 个 数 是 b, (s... s). 
设 
Fo... p) - > 


LAT aw) 


.> b. (Yi. N ,pn voyi 


Y uh 


“m 


a(S a pi oyi, 
@, (y). e „Vad _ 


R) Pólya 基本 定理 (Poiya ñindamental theorem) 断 


ZG(u,.... ft l A) = 


"a - 
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= 5 CUa Jma AW tE 
六 十 于 +m) =R 
ES, BP CO. AJP A IRo) 
( 见 对 称 群 人 ymmetric group) th mt 38 BJ 4° 8k. 这 个 定 
HET Burnside S| Æ (Burnside lemma): # @ X E 
由 置换 群 4 所 定义 的 等 价 类 的 个 数 N(A) tH Z: 


_ l 
N(A) = TAT 2 


给 出 ， 其 中 从 是 xs4 的 单位 循环 的 个 数 ，Palya 的 
理论 可 用 来 徊 图 论 中 的 计数 问题 和 对 碳化 合 物 计数 . 
Pólya 的 理论 可 以 推广 到 构 形 的 等 价 关 系 由 分 别 作 用 在 
XI Y LD t SE G #fl H X = 3 BD 8 OE (W [4] 和 
[10]). 这 种 推广 形式 可 用 来 确定 不 间 构 的 抽象 自动 机 
的 个 数 ， 

W AsL o. mi Y=la,- a) m s: X- Y, 
RKF a k X iB sought. WERA 


l] = [af o at), a+ ee ta =m 


称 为 的 第 一 清单 (first specification). 如 果 在 数 a, 
“m Ef ñ T O, 商人 个 1， 等 等 ， 则 表示 式 


IO... me Bat +A, =n, 
ñ, +282 + ' +mB,, = m 
称 为 第 一 “清单 (second specification) 、 对 某 些 特定 的 用 
MEXE g: X — Y ËJ 38 43 S 68 G ML H, 有 可 
能 给 出 一 种 美 于 不 等 价 构 形 计数 的 生成 函数 的 构 作 方 
法 ,这 种 方法 称 为 一 般 组 合格 忒 (Beneral combinatorial 
scheme] , 它 可 以 按照 'G 和 H Ë ü M t gt E SHINE Er 
对 称 群 S 的 不 同 取 法 而 分 成 4 种 特殊 情形 ， 这 些 特殊 
生生 相合 格式 的 机 型 [ 见 [91, [10]. 

可 摘 非 对 称 情 形 ; G=5S,, H=E. 这 是 把 相同 
RREAN AES LA AAM RA. 不 等 价 
构 形 的 计数 的 生成 函数 形 如 
II > ax 


j lu, 


x) = 
其 中 | 
[el = lat: am), 

a EA CN =(0 1... A = (Ar... Anh 


2. 不 可 换 非 对 称 情 形 : GAE, HE. 这 是 把 不 


* "w" * ú 4 # x —* 


梢 同 的 东西 族人 不 相同 的 空格 等 分 配属 式 的 模型 , 不 等 


价 构 形 = 的 计数 的 牛 成 男 数 搓 如 
(fx, xA) = TO, 
Jla, Y 


其 中 
[a] = [er 
3. ARRE: G=S. , E=5,. 这 是 把 相同 的 


AES 3 A ER 8. F ER Ek DE BD F Wk 39 Bs Ñ B) 5 
W. 梅 形 = 的 计数 基 二 使 用 形 如 


A = (Aí... - AT) 


`a]. e eA,. 


YU; x .. 1 A) = J] > (xy, 
J- 18.5 
的 生成 函数 ， 其 中 
Io) = I°... m], Be A A= (A A J. 


4. 不 可 搞 对 称 情形 : G=E, H=S . W EP +B 
集 划 分 成 这 组 ， 把 不 同 的 东西 放 人 到 相同 的 空格 等 格 
式 的 模型 . AE so 的 计数 基于 使 用 形 如 


x B 
(fx A) = ñ x > | ra 
HERR, H't 
[op = HOP -m^ Be Ap A= (CA, M2,...). 
渐 近 方法 在 组 合 分 析 中 占有 重要 的 地 位 . 它们 踊 被 


应 用 玉 当 其 中 的 参数 很 大 时 复 厅 的 有 限 表 示 式 的 化 简 ， 
又 用 来 在 精确 公式 未 知 时 以 迁 回 方式 得 到 近似 式 ， 有 时 
把 一 个 计数 性 质 的 问题 表述 为 寻求 某 随 积 过 程 的 分 布 
的 特征 是 合适 的 . 通过 这 种 解释 使 得 人 们 有 可 能 使 用 
概率 论 中 求 渐 近 或 极限 定理 的 发 展 得 程 好 的 手段 . 把 东 
柚 随 机 分 放 进 格子 的 经 典 格式 有 待 于 从 这 种 观点 去 仔细 - 
研究 ;同样 还 有 集合 的 随机 划分 ， 随 机 置换 的 循 坏 缚 
枸 , 以 及 各 类 随机 图 ， 包 括 映射 的 洛 ( 见 f8], [9]. [11]). 
概率 方法 被 用 干 研究 对 称 群 和 半 群 的 组 合 性 质 . 
对 称 税 5 的 一 -个 随机 元 素 的 阶 当 n — co 时 的 极限 分 
布 ， 以 及 其 随机 元 素 产 生 的 概率 的 渐 近 性 质 都 曾 被 研 
究 过 ， 对 于 基 些 随机 的 非 灸 从 阵 类 ， 和 矩阵 中 零 行 的 个 
数 以 及 积 和 起 的 分 布 入 都 被 研究 过 ， 此 外 还 给 出 了 这 
些 和 矩阵 的 村 原 性 概率 的 估计 ， 为 了 在 不 构造 它们 的 情 
况 下 证 明 组 合板 形 的 存在 ， 人 人 必 有 时 运用 某 些 专门 的 
概率 手法 ， 这 种 手法 的 本 质 在 于 和 藉 对 某 事 件 的 概率 的 
估计 而 (不 经 构造 起 ) 证 明 构 形 的 存在 . 
参考 文献 

[I] Riordan, J, An introduction to combinatorial analysis, 
Wiley, 1958. - 

PI Ryser, H. J. Combinatorial mathematics, Carus Math. 
Monogr., 14 Math. Assoc. Amer, 1963 [中 译本 H. J. 
HS HTA, ERBI. 1983). 

[3] Hal, M., Combinatorial theory, Blaisdell. 1967 

[4] Beckenbach, E. F. (ed.), Applied cymbinatorial math- 
ematics, Wiley, 1964 


[5] Harary. F., Graph theory, Addison - Wesely、1969【 中 
EA: F. ERE, Aie, LERET R B RL, 1980) 

15] Harary, F. and Palmer. E., Graphical enumeration Acad. 
Press, 1973 

[7] Erdos, P. and Speneer, J., Probabilistic methods in con- 
mbnatoris, Acad Press. 1974. 

[S] Koman, B “bp. acrakog , B. IL. HTOKH HAyKH H Tex- 
HHEH TCOPHA BEPOARTHOCTER MATCMRATHUPCKAS CTATECTHKA 
Teopermyecxa wHüepHergka T II M., 1974. 5 — 45 

[9] Camos , B H.. Bonpocpr mfepieraer Tp 全 MGapa 

hO KMCHHaroFHOT marram M., 1973. Marca rwae, 
M..1973. 
[10] Camos, B H. KoMG4N8TOPHEK merom THUKDSTHOB 
MATEMATHEN. Mi... 1977. 

[11] Sachkov, Y- N., Probabilistic methods in combinatorial 

analysis, Moscow, 1978 (HE 

[12] Minc, H., Permanents, Addison - Wesley. 1978. 

i13] Egorychev. G. P. [G P. Fgornichey], The solution of 

van der Waerden`s problem for permanenis, Adt. In 
Math., 42 (1981) 3, 299—305, B H Cason $ 


(#F3:1 RERE (marriage problem) 是 这 样 的 : 设 
an 个 少康 {gi ‘0m | "bb,1， 每 个 少 
mu 3 KW H B cC tb l. b 1. 在 什么 条 件 上 每 个 
少 攻 都 能 与 她 喜爱 的 少男 结 Da 问题 的 解答 当然 由 关 
TARARE P. Hall 定理 给 出 ， 因 此 该 定理 也 视 叫 
MIRRE R (marriage theorem) P. Hall 婚配 定 埋 ， 

通常 把 相 异 代表 系 简 记 成 SDR， 设 G 是 二 部 分 图 
(graph, bipartite), RIS A gag. b. b 1. Hg. 
Hb ARHAR g W K b (W H g ü # 9 


种 边 }， 则 婚配 问题 的 -- 个 解 提供 广 -- 个 匹配 match- 


ing)， 在 这 种 意义 下 婚配 问题 也 被 叫 散 ,Hall PE Er E 
理 (P. Hall matching theorem}, ` 

关于 设 让 理论 的 -本 新 近 的 好 书 是 [Ai， 关 于 图 
沦 中 极 导 问题 的 弄 多 内 容 见 [A2]， 英 于 二 桶 物 问题 
(dimer probem Rit B) 81 Z+ É T 3E iË 95 38 |) EEA 
容 可 见 例如 [A3]. 最 后 ，[A4] * [í J FS BU 18 E 8 E 18 
在 内 的 模 孝 理论 . 


+ Tat 
[At] Hughes, D R., and Piper, F. C.. Design theory, C'am- 
bridge Univ. Press. 1985, 
[A2] Bollobás , B., Extremal graph theory, Acad Press. 
197R. 
[A3] Percus. J. K., Combinaturial methods. Springer. 1971. 
[A4] Mirsky, L.. Transversal theory, Acad. Press. 1971 
【 译注 】 


Erk 
iB] %tanley, R. P. Enumerative çombinatoris, L. Wads- 
worth & Books Cole Advaneed Books & Software. 
1986. * PE 钟 #8 
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组 全 几何 学 [ combinatorial geometry ; KoOwfsttaropaaw 
reo Mer pse ] 

研究 图 形 系统 的 其 有 组 合 特性 的 极 值 问题 的 一 个 
数学 分 克 . 这 些 问题 首先 与 后 集 (在 某 种 意义 下 ) 的 最 
佳 放置 有 关 . 此 类 问题 的 最 早 的 例子 之 -- 是 13 款 问 题 
(problem of 13 spheres): 在 Euclid 空间 中 ， ENG 
一 个 实心 球 相 切 的 与 该 球 同样 大 小 的 实心 球 最 案 有 几 
+? J Keper 在 1611 年 指出 最 案 有 12 个， 但 其 严 
格 证 明 是 在 20 记 纪 中 期 由 B. L. van der Wacrden 
MK. Schütte 给 出 的 ， 

“组 合 几 何 学 "这 一 术语 最 早 大 概 出 现在 1955 年 { 见 
日 -组 全 下 何 学 作为 一 个 数学 领域 ， 其 开山 通常 也 和 这 
-一 年 联系 在 一 起 ， 虽 然 蕊 经 有 一 些 更 早 的 有 关 结 果 (如 
ERD. 组 依 几 何 学 的 特点 是 其 阿 题 的 直观 性 ， 在 组 合 几 
何 学 中 ， 广 泛 使 用 组 合 论 证 和 来 白 各 种 数学 领域 {拓扑 学 、 
F PR. ERLA, 图 论 等 ) 的 手段 的 结合 . HAL 
何 学 的 中 心 问题 之 - 足 关于 图 形 的 前 分 ( 见 分 解 (decomp- 
osition)), #H Borsuk 问题 (Borsuk problern). 

组 合 几 和 何 学 的 一 大 类 问题 是 覆盖 问题 ， 后 者 研究 用 
某 种 特定 形式 的 因 形 来 覆盖 给 定 集合 { 见 睡 盖 ( 集 含 
的 ) (Covering (of a set )) 9 FT 8Ë fE (WH W X: F H 8 S 
TRAIS -- 1k 8 t B aR E 8k k(D<k<1) 的 
J ri IK 8 E 2 ru df 08 Hadwiger 假设 (Hadwiger hypo- 
thesis)， 关 于 用 最 少 个 方向 的 平行 光 率 { 或 光源 ) 照 亮 某 
一 凸 体 的 边界 的 光照 问 蚌 (iliurmination problem ) 等 等 ) . 

组 全 几何 学 与 离散 几何 学 把 密 相关 ; 如 见 Erdis 问题 
(Erdös problem}, BR Ri B Euclid 空间 R" th H. 8 
TERN 一 组 点 的 最 大 点 数 ; 这 组 点 中 任意 三 点 不 
WRBA = 角形 ，Erdts HALE #8h y K Hadwiger 
假设 和 光照 问题 有 联系 . 

组 合 儿 何 党 与 册 集 理论 紧密 相连 ， 如 见 Hely 定理 
(Helly theorem), Tie T 2 fh ikako ph $b A 22 3E 
miku F R Fe PORRE Ev. 
参考 文 南 

[L] Hadwiger. H., Eulers Characterstik und Kombinatorische 
J. Reie Angew. Math, 194 (1955), 


Geometrie, 
101-110. 

[2] Alexandreffi. P. S. and Hopf. H., Topologie, 1, Verlag 
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15) Hadwiger, H and Debrunner, H., Combinatorial geom- 
etry in the plane. Holt. Rinehart and Winston. 1964 
GFHE). 

[6] Arom, HL M.. O kOMIMHATOpHOÑ FeoMETPHH MIOCKOBA, 
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1971. 

D} Bommen , B. T., Corra, M C. KomimHatTopraa re- 
OMETDHA DA3ATIHGHDIX KIACCOR BBHTYKHDDX MHOXECTB, Kaur., 
L978. m C Conran 所 

【 补 注 了 在 上 述 13 球 问 题 中 要 求 的 数 通常 称 为 接 触 
数 {kissing number), 
”最 近 20 年 中 ，Radon 定理 和 H. Tverberg 对 它 的 
推广 (1966) 引 起 不 少 关注 .在 [上 1] 中 给 出 了 广泛 而 详 
上 尽 的 综述 , Radon 定理 (Radon theorem) ki H: ÆR 
中 每 个 4 二 2 个 点 的 集 可 以 表示 成 两 个 不 相交 于 集 的 
并 ， 而 这 两 个 王 集 的 西 包 conves hul) 月 一 全 公共 
点 . HF, d+2 是 具有 此 性 质 的 最 小 数 . 
参考 六 献 
[A1] Eckhoff, J., Radon's theorem revisted, m J.Tólee 
and J. M. Wib (eds.): Contributions to geometry, 
Proe. Geometry Symp. Sien, 1978, 1979, 164 — 185. 
# HHE 种 集 校 


HEJL [combinatoria] geometry ; MowBmaaTopuaw reom- 
eTpua] 


有 限 集 5S 连同 对 5 的 所 有 子 集 4 定义 的 -个 闭 包 
XA (closure relation), 
A54 
(E ASCA, ASB AMASE, URA =A, BA. 


AUR=-A UB) 398 E ARI: 1) 32 EA 2 =ə; 
2) 对 每 个 元 素 PES #8p=p; AR DWF p, gs5, ASS, 
而 且 qeAljPp 但 FA, W| pe AU (° % 8” fE Ë 
('exchange' property b. ME, ETE, (A = A) 构成 
几何 格 {geometric lattice}( 见 半 Dedekind tí semi - De- 
dekind lattice)) . 子 集 ISS 称 为 独立 的 , 若 对 鲜 个 p eI 
Apti p, 所 有 极 大 独立 子 集 ， 或 称 基 ， 都 有 相同 的 
基数 . 组 合 几 箱 的 直 和 以 及 一 个 组 合 几 条 在 子 集 4 上 
的 限制 按 通 党 方式 定名 ， -个 组 全 几何 在 子 集 4 上 的 
限制 的 基 的 基数 称 为 4 的 牧 rt4). KARHE Zt 


r(A U)B)+r(4 [| E) < r(A)+r(B). 


fE AS 苦 满 足 rtdj<14|， 则 称 为 相关 的 ; 一 个 组 
合 儿 何 的 极 小 相关 集 称 为 循环 ,在 组 合 儿 何 的 定义 中 
ERRI 1) 和 2) 则 成 为 前 几何 (pre - moneo PUn 
BF (matroid) Ah E X. 也 可 以 讨论 无 限 的 组 合 几 柯 ， 
这 时 直 求 基 是 有 限 的 ， 
HAJARE. HEZA VE- 


* w* a s,- 


的 所 有 子 桌 定义 的 关系 
A =A = SHANS. 


这 里 的 sp( 和 是 和 4 在 中 张 成 的 线性 于 空间 . 
组 合 几何 的 一 个 基本 阿古 是 所 谓 的 临界 问题 (criti- 


AFR S 连同 对 5 


cal probiem)， 对 于 Galois B F ñ) n 维 射 影 空 间 中 - 
个 集会 $ 所 定义 的 组 合 几 何 来 说 ， 这 个 问题 态 是 确定 
HA FEARR h i E A (临界 指数 (critical exp- 


onent)): 存在 EEAS WETE H, H. (一族 
超 平面 区 分 集合 5， 是 指 对 每 个 te5 军 少 其 中 有 -个 
EE E (FLAS r.) 
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合 数 党 [combinatoriat mathematics; Kom Ganatophan 
MATCMATHIKA | 
见 组 合 分 析 {combinatorial analysis). 


组 合 拓 扑 学 [combinatorial topology ; koyvt6smtaronsaq 
ToDovnoeHMs ] 
拓扑 学 的 -… 个 分 支 、 它 异 助 于 将 几何 图 形 刘 分 
(divition) 为 许多 基本 图 形 (例如 三 角 齐 分 多 面体 成 单 
形 ), 或 借助 于 集合 系 的 考 歼 (covering) 来 研究 几何 图 形 
的 拓扑 性 质 ， 对 所 讨论 的 图 形 在 最 -一般 的 假定 下 ， 这 
些 方 法 都 是 适用 的 . 
参考 文献 
[1] Awmanagpoe, M. C., 
M.-J., 1947 ( WHE: Aleksandrov, P. S., Combina- 
torial topology, Graylock, Rochester, 1956). 
[2] Tlourpmruu, JI C., UHOBb KOMĜHHATODHOÑ TONOIOMAM, 
2 man., M., 1976 《中 译本 : J. C p| t 2. MARI 
扑 学 基础 ， 科 学 出 版 社 ，1954)， — C. IL Homos $% 
DEI 1930 年 前 后 .组 合 拓扑 因 其 以 相当 紧 丫 的 方 
式 包 括 了 一 般 拓 扩 ,代数 拓扑 及 分 段 线 性 (PL) 拓 扑 的 
内 容 痪 得 各 .其 典型 的 谋 题 基 ; 单纯 复 形 ,它们 的 基本 
群 和 局 调 群 ,有 曲面 .三 维 或 更 高 维 流 形 上 的 拓扑 ({ 见 基本 
ËF (fundamental group); EAW (homology group); 


Koxsfataaropraa TonoFjOrux, 


流 形 (maniftold ) ;单纯 复 形 【simplical complex); g 
面 (surface )}， 其 中 大 多 数 课 题 都 已 发 展 成 为 当今 各 种 
不 同 的 专门 的 数学 分 支 了 . 
本 经 典 的 教科 书 COB Y) Bd A FE HË 3 Yr. WL 
[A 1]. 
**x 
[A1] Seifert, H. and Threlfall, W., A textbook of topology, 
Acad. Press, 1980 {中 译 车 : 昌 . HR. W. 施 雷 发 ， 
拓扑 学 ,人民 教育 出 版 社 ,1981 重 版 ) . 
PB, ER, RER VE 


组 全 学 [ ccanbinatorics ; komema ropska | 
MASH (combinatorial analysis). 


HA E SE [ combinatory logic ; RowGmaarmopas orna ] 
HEERA- AE RR. PSG 
数 . 代 人 运算 , 把 对 象 分 类 成 为 一 些 类 型 或 范畴 等 概念 
和 方法 ， 以 及 有 关 问 题 . 
在 组 侣 水 辑 中 ， 人 信 把 一 元 函数 和 函数 对 变 元 的 
BA (作用 (人 application)) 选 作为 基本 概念 .这 里 函数 被 
作为 原始 概念 ,而 不 是 把 集合 作为 原始 概念 ， 而 且 此 概 


念 被 推广 成 一 个 函数 能 作用 于 与 它 疝 层次 的 FREA 


Aa, EA f iE 3 — 4 F yú. h T AAE E 
E B ET X a| fE 3 83818. ELA Sk 0 E 2 PEI A 
— Ps 38 BJ 18 2 . 函数 了 作用 于 变量 x 的 结果 记 为 (fx). 
为 了 简洁 , 揪 号 常常 省 略 ,这 样 表达 式 fx x ERES 
JO < 一 个 满足 以 下 方程 的 函数 三 称 为 组 合子 
(combinator) 


fx i x, = X, 


这 里 x,… ,x, {hn 空 1) 为 性 意 耳 数 并 且 X 是 从 这 些 函数 
构 作 出 来 的 对 象 ( 也 许 用 不 到 全 体 函 数 ) . (组 合子 的 存 
在 性 是 隐 含 地 假定 的 ). 任何 组 合子 可 用 两 个 组 合子 
S 和 天 来 表达 , S 和 天 满足 方程 


Sxyz = xz(yz), Kxy = x 


(这 里 x, y, z 是 任意 函数 ) . 

组 侣 杜 辑 中 的 首要 问题 之 -是 把 逻辑 中 原始 概念 
化 归 为 极 少 数 相当 简单 的 概念 .引入 了 个 体 函 数 U, U 
是 Sheffer 竖 的 推广 (ESA ç *u— m fir Ë pi Sk, Y| UG 
EEA) G= —ag(x)), WR EL 2ER 
算 的 每 个 公式 能 被 表示 成 字母 U，S$, K(UARS ) 的 
组 合 ; 从 而 得 出 组 合 还 辑 这 一 名 称 {H. B. Curry, 1930 
年 前 后 ), 在 这 样 的 表示 中 , 变 元 没有 用 到 ;这 使 得 人 们 
可 以 不 把 变 元 作为 原始 概念 (而 且 , 原始 概念 个 体 党 
元 、 命 是 和 命题 函数 之 间 的 过 别 也 消失 了 )， 然 而 , 正 
如 组 人 台 光 辑 后 来 的 发 展 所 显示 的 ,基于 这 种 系统 村 作 逮 
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HAH eR K 8 55 PS 3k. th Eh A Church 和 
Curry 作出 的 这 种 类 型 的 第 -个 迎 辑 演算 是 不 相 容 的 
{Kleene -Rosser Fë (Kleene - Rosser paradox), W. 
4. A 了 如 兔 这 样 的 不 相 着 性 ， HTETI EAER 
或 者 具有 非常 弱 的 推理 可 能 性 的 逻辑 ,或 者 一 种 其 元 素 
被 分 成 不 问 范 畸 的 逻辑 . 组 合 逻 辑 的 主要 发 展 已 经 谨 
着 第 二 条 路 进行 . 

组 合 逻 辑 中 不 涉及 “ 远 辑 " 测 仅 仅 研 究 组 合子 性 质 
tors) .已 经 证 明 这 样 的 理论 是 相 容 的 . 它 的 形式 化 在 
一 些 演算 中 得 到 一 些 结果， 它们 都 可 分 成 两 个 分 明 
的 不 同类 : 组 合子 演算 (combinator calculus) 5 18 
算 (4 - calouluys). 
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[ 补 注 】 U 以 RESBST3ERdh3 AERAR M. 
Schönfinke] 的 文章 [各 中 找到 ， 此 文章 是 这 方面 的 第 
[A3] 是 一 初等 导 引 ; 
px 
[AL] Schënfinkel, M. ,Uber die Bausteine der mathematischen 
Logik, Math. Ann., 92 (1924), 305-316. 
[A2] Schónfinkel, M., Über die Bawteine der mathernati- 
schen Logik, m J. van Heijenoort (ed): From Frege 
to Gödel, Harvard Univ. Press, 1967. 355-366, 


Reprint of the previous reference, 
[A3] Hindley, J. R. and Seldin, J. P. Introduction to 


combinators and 1- caleuius, Cambridge Univ. Press, 
1986. 
[A4] Barendrecht, H. P. , The lambda-<alculus , its syptax 
and semanties, North - Holand, 1977. 
EFE ARR 校 


[A4] 是 主要 的 现代 参考 书 . 


燃烧 理论 [combustion theory ; Teopams ropenns j 

【 补 注 】 燃烧 指 燃料 通过 区 热 化 学 反应 转变 为 不 反 
ERREPI. 按照 物 观 化 学 特性 可 以 区 分 各 种 
ARRS Am., AAR U98894 A 66 k 
E. PRD RR. RO Mach 数 (Madh num- 
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ber) 不 同类 型 的 化 学 动 理学 (kinetics); 等 等 ， 

燃 岂 理论 的 数学 模型 包括 相互 耦合 的 催 激 分 方程 
(differential equation partial) 组 ， 在 混合 气体 中 这 些 
偏 微分 方程 描述 组 分 能量、 动量 、 质 量 的 守恒 及 状 
STE. 起 作用 的 变量 是 反应 浓度 、 温 度 . 气体 速度 
分 量 ， 压 丸和 密 诬 ,由于 热 凯 胀 ， 撒 述 反应 动力 学 的 
对 流 / 扩散 方程 与 流体 动力 学 内 在 地 十 合 在 - E a 
扩散 方程 (diffusion equation); 扩散 过 程 (diffusion 
Process)) . 

从 数学 观点 看 ， 嵌 烧 理 论 是 要 当 新 的 研究 领域 ， 
一 个 主要 问题 是 反应 动 理 论 引起 的 非 线性 . 可 用 数值 
或 解析 方法 研究 描述 燃烧 的 偏 微分 方程 组 .数值 方法 
给 出 模拟 发 培 的 很 好 的 计算 机 绘制 的 图 ， 

借助 于 小 矢 数 或 大 的 糊 数 的 渐 近 展开 ， 可 以 建立 
近似 解 : 例如 取 套 数 为 反应 的 高 活化 能 其 ( 见 小 参数 法 
(small parameter, method of the)). 于 基 可 得 到 简 
化 的 模型 ， 其 中 有 未 知 的 自由 表面 ， 尽 焰 锋 面 ， 将 未 
烽 做 混合 物 区 与 竹 产 物 区 域 场 分 开 ， 在 末 燃 烧 混 全 物 
h, 温度 上 升 直 至 在 火焰 圈 面 处 达 临 界 值 ， 这 里 在 很 
小 的 区 域内 燃烧 率 很 高 . 这 类 简化 模型 有 利于 在 理论 
土 研究 各 种 不 同 参 数 ， 例 如 ， 热 损耗 ,Lewis 数 ， 等 
等 的 影响 . 火焰 可 以 在 一 些 不 向 的 几何 情况 { 板 状 ， 
柱状 ， 球 面 状 ) 下 建立 起 来 ， 它 们 的 特性 ， 例 如 稳定 性 
(stability); 
AA y bk (bifurcation) 都 是 可 以 分 析 的 . 

#=* xt 
[A1) Williams, M. M. R., Mathematical methods in partide 
transport theory, Butterworths, 1971. . 
[A2] Buckwaster, J. W. and Ludford, G. 5, S., Lectures on 
mathematical oombustion, SIAM, 1983. 
沈 ， 青 ， 朱 治 强 译 


相伴 变换 [ceomitant 或 concomitant; KoMaTaaTr], f 用 
+Z 下 和 了 上 的 群 G 6 
khp X. Y, 使 得 对 任何 ge G. x= X, 有 


g(@(x= o(g( x). 


这 时 也 说 9 与 G 的 作用 可 交换 , 或 说 g 是 等 价 映射 
(equivariant mapping). # G FRERIK: ie 了 的 每 
个 集合 土 , 则 相伴 变换 了 X — Y # 3 G RR yz fl $F 
变换 (simultaneous comitant) . u 

相伴 变换 的 概念 起 源 于 不 变量 的 经 典 理 论 , 见 不 变 
量 理论 (invariants, theory of). 然 面 那 里 的 相伴 恋 
HERAS H: G 是 某 有 限 维 向 量 空间 U 上 的 一 般 
线性 群 ,区 和 了 是 上 上 指定 {一 - 般 是 不 同 的 ) 业 型 的 张 
EZ., G 按 自 状 的 方式 作用 于 其 上 ,而 wg 是 从 到 
Y 的 -- 个 等 价 的 多 项 式 映 射 ， 另 外 ,车 了 是 共 变 张 量 空 


或 向 较 复杂 外 形 (小 结构 , 等 等 ) 或 振荡 状 


E. 则 相伴 变换 称 为 G 的 共 变 变换 (covariant). # Y 
是 反 变 向 量 宝 间 ， 则 相伴 变换 称 为 G 的 反 变 变换 
(cemtravariant). 
例 RER: 和 ?的 二 元 三 次 型 
f = asx!+3a xly + a;xy2 +asyi. 


它 的 系数 是 共 变 对 称 张 量 的 坐标 . 了 的 Hesse 型 , 即 型 


f Sr 
ila? Əxəy 
H = 二 
3] f Ëf 
8x9 ay? 
= (aa; — aÍ)? +{a083— a tayy Ha a, —aš yy 


其 系数 也 是 一 个 共 变 对 称 张 量 的 系数 ,而 对 应 的 张 量 空 


BENE 


(ao， qi, dy, as) + 


asa; ~a}, Lla ay aa aja; —a 
oñ} at, say q a,), aa; — as 


是 相伴 变换 ( 称 为 型 了 的 相伴 变换 ),， 类 似 地 定义 任意 
型 的 Hesse 型 ;这 也 提供 了 相伴 变换 的 例子 , 见 共 变 变 
E& (covariant) . 

在 不 变量 的 近代 此 何 理论 中 ,所 谓 的 根 伴 变 换 , 通 
常 是 指 任意 的 等 价 态 射 X=Y, ch X fE Y R. MU Š 
数 群 @ 的 正则 作用 的 代数 入 mA X LY R y $E 则 
争 定 一 个 相伴 变换 , FiF ER XA Y Ei] E M R Hr 
的 GREA Aa 大 [了 ]- kK[X] (其 中 上 是 基 域 ). 
#*x 

[i] Typem, T. B., Craogh  TeOpHH — ajreGpaRseckHx 
MHR3DHAHTOB, M. - JI., 1948 (3 译 本: Guevich, G. B., 
Foundations of the theory of algebrak: invanants, 

Noondhoff , [964). 

. [2 Mumford, D. , Geometric invariant theory, Springer, 
1965. 
[3] Dieudonné J. A ,La géométrie des groups classique, 

Springer, 1955. 

B. JL Tonos 所， 石生 明 译 许 以 超 校 

可 公 庚 量 和 不 可 公 庚 量 | commensurble amd incommen- 

surable magnitudes (quantities ); COMMepEtbe H BECO- 
H3ME DHEMDd C BO TEN £ REI ] 

如 果 两 个 同类 量 (例如 两 个 长 麻 或 两 个 面积 ) 具有 

或 不 具有 公 度 (common measure, Rae, 所 

考虑 的 两 个 量 都 是 这 个 量 的 整数 倍 ), 则 相应 地 称 这 两 

个 量 为 下 公 度 重 或 不 可 公 度 量 ， 正 方形 的 边 长 和 对 角 


线 , 或 加 的 面积 和 它 的 半径 的 平方 , 都 基 不 可 公 度 量 的 
例子 .如 果 两 个 量 是 可 公 度 的 , 则 它们 的 比 是 有 理 数 ; 
相 皮 ,不 可 公 度量 之 比 是 无 理 数 . 

摘自 C3-3 中 间 名 条 日 ” 张 鸿 林 E 


通信 信道 [communication channel ; ar caasa) 

在 信息 传递 理论 中 研究 的 信息 传递 系统 的 主要 组 
成 部 分 . 它 是 -- 个 实际 的 通信 信道 的 数学 模型 . 这 个 
实际 的 通信 信道 是 能 使 信息 从 发 送 机 传递 到 接收 机 的 
技术 设备 的 综合 体 , 信 上 号 通过 物理 的 通信 线路 和 介质 由 
发 送 机 传递 到 接收 机 ， 

:个 兵 有 一 个 发 送 机 和 一 个 接收 机 用 于 -- 个 方 问 
( 拓 发 送 机 到 接收 机 ?传递 信息 的 通信 信道 由 .对 可 潮 
空间 (* ,5。), (多 ,Sz) 《分 别 为 由 发 送 机 发 送 的 和 接收 
机 接收 的 信 生 空间 ) — TREAN O (y. 4) (yer, Ae 
S57] 以 及 一 个 在 (YY ,58,) 上 的 概率 测度 (probability 
measure) HIFR p (p 确定 了 发 送 机 发 送 的 信号 的 分 布 
的 限制 范围 } 所 定义 ， 其 中 ,QQ@(y, 4) 对 于 固定 的 4 是 g 
代数 5 上 的 可 测 函 数 且 对 于 每 个 固定 的 y 是 (2 
5,} 上 的 概率 测度 GR Q (y. 4A) 给 出 接收 信和 号 在 发 送 
信号 了 已 发 出 的 条 件 下 的 条 件 概 率 分 布 }, 称 两 个 定义 
在 某 个 概率 空间 (0, M ，P) 上 的 随机 变量 ”与 了 由 入 
#(Q ,让 联 系 ， 如 果 它 们 分 别 取 值 于 {z ,5$,) 和 (多 . 
Sr) HAFEN 4<3r, 1 的 分 布 属 于 下 ,条 件 概率 
P(mneA|n)=Q (n, A) 以 概率 1 成立 ， 

在 应 用 中 入 们 常 党 过 到 这 样 的 通信 信道 ， 邑 (， 
$,) 与 (多 ,5S >) 是 两 个 定义 在 区 间 [a,b] 上 分 别 在 可 测 
BHY, S.) 与 (了 , SPRENDIMAS, oit 
数 由 可 测 柱 集 产生 . 在 此 情形 下 , 记 (w. s.) = (Yt, 
Sa), (E, S;=(Yt:, Sp) BEREE 39 A É Ia] fa, b] 
上 的 连续 时 间 通 信 信 道 (continuous - time œmmuni- 
cation channel) ,其 中 n={n (t): te [a, b]) = n= fn(t): 
te[a, b) 是 分 别 取 值 于 可 测 空 间 (Y, S.) S (Y, Sp 
HRED. na) 和 #1{ 站 的 值 分 别 代表 发 送 和 接收 信 
=. 类 似 地 ,在 离散 时 间 (discreat -time ) 情 形 下 ,信道 
的 输入 与 输出 的 随机 向 量 为 i= (n... U, n.) 55 = 
Ch o’ R) ERIR G E o RE F AS A (Y, 
5y) 与 (了. S K H g, tj g, RERA jr 28 SE 168 00 
信和 号， 其 中 常数 了 是 通过 信道 的 两 个 信 生 之 间 的 时 间 
EI. 

也 常 在 半 无 穷 区 间或 无 穷 区 间 上 研究 连续 时 间或 
离散 时 间 信 道 . 例如 ,一 个 在 半 无 穷 区 间 [0，c0) 上 的 
连续 时 间 信 道 ( 妇 ,请 可 理解 为 -个 如 上 描述 的 旦 满足 
相 窖 性 条 件 的 在 所 有 有 限 区 间 {f9, T] 上 的 通常 的 通信 
HEOI Vi). Eat em F. 称 每 一 个 (07, 
Fo) 为 通信 信道 (Ó, VORIO, T] E (segment of the 
communication channel)， 相 容 性 条 件 的 -种 可 能 变 
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化 可 以 描述 如 下 : 设 4 是 Sr 的 任 一 子 集 ，y! 是 7 
的 任 一 畏 数 , 且 对 于 某 个 s(0<s< T) W yO yi) 
Ey EY, yeYL EH, #HEX#ERAK 
Q3(，，*， ) 的 相 容 性 条 件 就 是 对 任意 的 [0, T |, 任意 的 5 
(0<s<T), EEA E Sp, ARER ya =i yE 
(EYE YT), FARI: 


QU OB), Ab x YI) = Qiii, Aa). 


其 中 4;x YI 是 由 了 5 内 AT 产生 的 YI Ae, OT, 
So ) 上 概率 测度 的 限制 范围 了 IJC0<T<o) 也 要 求 满足 
HRR. 

ERRA (— co, co) 上 的 连续 时 间 信 道 的 概念 也 
FÆRGE. 定 尽 这 种 信道 所 需 的 相 容 性 条 件 通 常 对 
每 一 类 信道 要 分 别 表 述 ， 在 某 些 特 味 场合 ，[0，sc) 或 
(一 0 ,上 的 通信 信道 的 概念 可 通过 道 信 和 信道 的 输 
入 信号 到 输出 信号 的 接收 的 执行 过 程 的 显示 表达 直接 
引进 ( 亦 即 不 必 考 虑 这 些 信道 的 有 限 慨 》 《例如 , WL 
Gauss iN (Gaussian channel); BL NB (additive 
noise) 2 T # X [B] [0, oo) s (— co, co) E W E t E 
信道 (Q ,及 的 上 述 性 质 对 离散 时 间 和 信道 也 成 立 . 

Jo rir Q 和 限制 范围 站， 通信 信道 可 划分 为 
£ *h 2 B) (例如 , SL 3 ië M S (memoryless 
channel), A Rir 8 8 (channel with a finite me- 
mory). ARESA ( channel with a finite number 
of states), Gauss 信道 (Gaussian channel), Yf FR 
道 (symmetric channel))， 遂 信人 情 道 的 一 个 基本 刻 商 
TAREA E (transmission rate of a channel) 
CE), 它 刻 画 通过 这 个 信道 的 最 大 可 能 的 信息 传输 速 
Æ (information , transmission rate of}. 

上 述 定 尽 的 通信 信道 可 能 有 各 种 推广 , 它们 对 应 干 
更 一 般 更 复杂 的 信息 传输 系统 (例如 , 见 有 反 情 信道 
(channel with feedback), S% M (channel with 
mnitiple directions)). 


` #-+x R 
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对 明和 反对 晶 基 系 的 表示 [commutation and anti - com- 
mutation relationships , representation of, KOMMYyTa- 
NAORHLIX H METHHOMMYTEIEOHALE CO0 THOUNHHI OpEWT i8- 
nenne ] 
一 个 戏 连 续 线 性 映射 了 -- a (J eA - 4 ñE Hii- 
bert 空间 工 上 映射 为 作用 于 某 个 Hilbert 空间 H 的 一 个 
(一 般 说 ,无 限 和 的 ) 算 子 集合 ,使 得 或 者 对 易 关 系 


apan —ar a = (fi fE, Ud ` dnd = Ü (1) 
成 立 , 或 者 反对 易 关系 
anaj, taka, = (f. fE. apan taa, = Ü (2) 


成 立 ,其 中 al (JEL) EH PHF a, Wk RT. E E 
H 中 的 恒 等 算 子 , 而 (。，* ) 是 工 中 的 内 积 . 
当 工 是 有 限 维 的 情况 ,关系 {1) 和 和 (2) 的 所 有 不 可 
约 表 示 都 是 机 等 价 的 .对 于 无 限 维 空间 的 情况 ,有 无 限 
多 不 同 的 GERAAS) (1) 和 (2) 的 不 可 约 表 示 ; 对 于 
完全 可 分 的 工 ， 上 中 一 [5] 中 有 关于 它们 的 描述 . 
满足 (1} 和 (2) 的 算 子 ay 和 a;{f e 世 形成 所 谓 二 
次 量子 化 形式 体系 的 基础 (其 中 ar 通常 称 为 态 fe L. 中 
一 个 粒子 的 淹没 算 子 (annihilation operator), M a; 是 
这 个 粒子 的 产生 算 子 (creation operator)), 具有 大 量 
自由 度 的 量子 物理 系统 的 研究 中 经 常 使 用 ,然而 在 二 
次 量子 化 中 , 人 和 们 主要 使 用 所 亩 对 易 和 反对 易 关 系 的 
中 or 表示 ;这 些 是 具有 可 分 Hiber 空间 作为 指标 空间 上 
BS Fa] J 3826, 而 在 空间 占 存 在 一 个 所 谓 真 空间 量 , 它 
被 所 有 算 寺 ar (fe 上 ) 所 淹没 . 
参考 文献 
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【 补 注 ] 在 西方 文献 中 ， 污 关系 常 称 为 正则 对 易 和 反 
FA kR A RAAR E CCR (canonical commuta- 
tion relations )Ħ CAR (canonical anti - commutation 
relations) 来 表示 它们 . 

写 下 CCR(-- 个 自由 度 的 情况 下 ) 的 两 个 标准 方 
式 是 


fp, q] =—iBl (和 [p. U =[g, 110) 


(其 中 再 是 Planek 常数 ， 在 理论 考虑 和 数学 考虑 中 通 
常 取 为 等 于 1; Heisenberg 对 易 关 系 (Heisenberg com- 
mutation relations))4 


[a, a']=1 (和 [a, 1]=[a', 1J=0), 


其 中 4 是 淹没 算 子 而 其 共生 a" hk pr t W + W # 2 li 
的 美 系 极 简 单 , 即 


a=(2h) '“(q+ip), a` =(2A) U (qip). 


对 于 有 限 维 L , CCR 的 所 有 (适当 的 } 不 可 约 表 示 
是 本 等 价 的 , 这 个 结果 是 著名 的 Stone -von Neumann 
定理 (Stone -von Neumann theorem) 【也 称 为 von 
Neumann 定理 (von Neumann theorem), von Ne- 


von Neumann uniqueness theorem)), 它 上 内 在 适当 
的 附加 正则 假设 下 才 成 立 , 例 如 涉及 相伴 群 的 表示 的 表 
示 的 可 积 性 . 

因而 ,更 精确 地 ,考虑 利用 Hilbert 空间 的 算 闻 来 表 
示 关 系 pg 一 外 二 一 让 的 问题 {或 者 , 更 一 般 地 , p. q— ap, 
三 一 i841: 站 ;1 二 1] ,2,…，) .抽象 地 说 , 这 些 关系 
定义 忆 上 一 个 (Qn+1) 维 Lie 代数 (Lic algebra), R 
有 基 p,,-…，p, ,91,…, Q. , LT, 称 为 Heisenberg Lie 
RM (Heisenberg Lie algebra) 或 者 CCR 代数 (CCR 
algebra). 

这 些 关 系 的 一 个 特别 表示 是 Schrödinger 表示 
(Schrödinger representation), Hg, =- Ó, , (0, f) (x) 
=x f(x) {其 中 x ER x x,) 的 简写 } 和 Pp, — 只， 
(P, f) (x) =(—i(2/0x,) f ) (Xx) 给 出 .这 个 特别 下 示 可 
积 成 本 表示 . 具有 {在 n=] 的 情况 ) Use" H 
(U, f) G)=f att) A iB, A neth (V, f) (x) = 
MSR. 积分 西 算 子 U, f V, RE Wya X: £ 
(Weyl commutation relations) 

U,V =e" yV U.. (9 


定义 一 个 Schrödinger 侦 (Schrödinger couple) 为 
可 数 无 限 维 Hilbert 空间 的 一 对 自 伴 算 符 (pz, 9) ， 使 
得 对 某 个 丁 算 子 U 有 p=UPU', gg=UOQOU". 于 是 von 
Neumann 唯 .~ 性 定理 的 一 种 形式 认为 ,车 (人 p, q) Æ Hi- 


ibert 空间 的 一 对 自 忻 算 子 ,使 得 西 群 U e "A V,= 
e 好 满足 Weyl 对 易 关 系 { 榴 , 则 (p ,49) 是 一 个 Schr6- 
dinger 偶 或 这 类 偶 的 直 和 . 

还 有 其 他 保证 唯一 性 的 较 弱 假设 ,例如 B_ Rellich 
和 J Dixmier 提出 的 下 列 假 定 . 设 p 和 4g 为 Hilbert 空 
间 分 别 具 有 定义 域 D. 和 D. BARRAT EDOD, 
秽 密 .此 外 ,假设 D, 门 D, 中 存在 秽 密 的 线性 集合 ,并 
使 在 QE p94 一 名 = 一 并 和 (p+ a SE k P B 409. 
TE p Aq E AHER T ip, g) Æ Schrödinger 但 或 这 
类 偶 的 直 和 . 

Hm. ap Fp EER r: SP OP P aE U, 
V; 满足 Weyl HA X E (*) BF, MÍ x EA +E HË >C 8 
Æ Heisenberg 对 易 关 系 {Heisenberg commutation re- 
lation)pq—qp= —i1, KEMA Ak sr. 给 出 一 个 例子 
为 Hilbert 空间 L, (M)Ħ p =—i(0/àx ), q=x+i(0/0y), 
rh M 是 Wz 的 Riemann 有 曲面 ( 见 [A2] ,第 275 
H). 

有 关 CCR 的 表示 的 更 多 信息 , 例如, LA, [A2] É 
BW. 5 节 , [A3], 经 典 著 作 [A4] ,和 [AS] 的 第 3 章 . 

XT CCR 和 CAR 的 中 ok 表示 {Fock representa- 
tion) 的 更 详细 情况 , 见 Dok 空间 (Fock space), 

在 无 穷 自由 度 的 情况 下 (量子 场 沦 ,无 限 维 L), 采 
用 中 ok 表示 可 能 完全 是 错误 的 , 在 豆 作 用 场 的 情况 下 , 
甚至 是 典 锚 的 错误 表示 .这 是 Haag 定 理 (Haag the- 


orem) 的 一 个 基本 推论 (对 于 Haag 定理 的 陈述 和 讨 


论 , 见 [A&5], 第 3.c 节 ,和 [A6]). 不 严格 地 说 , Haag 定理 
Bl, 当 呈 子 化 场 B(x) 及 其 在 给 定时 刻 的 导数 可 以 西 
映射 到 一 个 自由 场 及 其 正则 共 固 , 即 是 “or” 表示 ， 则 
B(x) 本 身 是 一 自由 场 , 详 细 情 况 见 HHamg 定理 (Haagthe- 
orem). 通常 box 表示 是 用 作出 发 点 ,而 适当 的 非 Dor 
表示 是 作为 负极 限 构 造 的 { 作为 特 剑 , 见 [A7] ) . 
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交换 代数 [commutative algebra ; KowMYytarehaa ame - 
tpa | 

代数 学 的 一 个 分 支 , 人 研究 的 内 容 是 交换 环 及 其 有 关 
的 对 象 (理想 (ideal) ， 模 (module) , Wt (valuation). 

交换 代数 是 从 数论 及 代数 几何 的 问题 中 引伸 出 来 
的 .这 些 问 题 通常 针对 一 些 特殊 类 型 的 环 . 数论 中 的 
基本 对 象 是 整数 坏 己 ， 而 整数 环 上 的 算术 的 基本 事实 
是 :任何 -个 整数 均 可 唯一 地 分 解 为 素数 的 乘积 . 在 19 
trie 30 年 代 , C. 下. Gauss WE. Kummer 以 及 其 他 一 
些 人 发 现 数 沦 中 的 一 些 问 题 {例如 二 次 型 和 Fermat E 
理 ) 与 有 理 数 域 昌 的 -次 扩张 及 循环 扩张 上 的 算术 有 
X (DL [11]) 可 是 ,把 经 典 的 论证 推广 到 一 般 的 代数 数 
环 是 行 不 通 的 ,因为 在 这 些 环 中 不 可 纳 因 r ARRE E 
唯一 的 ( 见 代 数 数论 (al 多 braic number theory). 
Kummer 猜测 , 如果 在 通常 的 数 中 增添 某 些 “理想 " 数 
(就 像 在 射影 几何 中 增 涨 无 穷 远 点 那样 ), 则 因子 分 解 的 
唯一 性 将 会 恢复 (UEH (ideal number)). 

Kummer 仅 对 循环 域 成 功 地 构造 了 这 种 理想 数 ， 
或 如 现在 所 称谓 的 那样 ， BR T (divisor). 但 是 ， 他 的 
结果 保值 R. Dedekind M L. Kronecker 把 除 子 理论 
推广 草 任 意 的 代数 数 环 ， 在 Dedekind 的 理论 中 (]882 
年 ) 显 露 了 域 的 整 元 素 的 作用 ,但 是 更 重要 的 足 在 那里 
出 现 了 理想 (ideal) is 33838 (prime ideal) 的 概念 .这 
AEA GE T A i. 

与 此 平行 的 是 多 维 交换 代数 在 代数 几何 中 的 形 
成 ， 当 时 的 代数 几何 研究 平 而 代数 曲线 的 性 质 ,也 研究 
更 一 般 的 代数 徐 , 即 一 组 给 定 的 针 项 式 P,,…, PE 
Cix, n] 的 公共 检点 的 集合 型 三 C" 的 性 质 { 在 这 
里 仿 射 笠 和 射影 笠 的 善 别 并 不 重要 ), 同一 个 入 可 以 用 另 
外 一 些 方程 来 定义 ,所 以 在 MM 上 取 值 为 零 的 所 有 多 项 式 
组 成 的 理想 % 与 M 有 更 为 确定 的 关系 ， 这 是 导出 理想 
这 一 概念 的 又 一 途径 . 但 是 在 1890 年 以 前 ,代数 几何 
的 代数 基础 始终 处 于 萌芽 状态 . 这 一 状态 的 改变 出 现 
在 D. Hilbert 的 工作 发 表 之 后 ，1893 年 他 证 骨 T 
“零点 定理 "( 见 Hilbert 定理 (Hilbert theorem)). #8 
早 一 些 时 候 他 证 明了 以 下 事实 : 基 定 理 {Cfx,，…, x.] 
中 的 理想 必 可 由 有 限 多 个 煞 项 式 生 成 ?， 合 冲 定理 以 
及 多 项 式 环 中 齐 次 理想 的 Hilbert A (Hilbert poly- 
nomial) 的 存在 性 . 这 些 结果 在 许多 方面 次 定 了 交换 代 
数 在 以 后 的 发 展 方向 ， 

对 于 许 名 低 维 代数 艇 的 研究 表明 ,它们 都 是 由 有 限 
多 他 不 可 约 子 得 组 成 的 ,这 在 代数 上 导致 用 一 些 结构 简 
单 的 理想 的 交 来 表示 一 般 的 理想 的 问题 ， 这 个 问题 被 E. 
Lasker 所 解决 (4h ,他 引入 了 准 素 理 想 (primary 
ideal) 的 概念 ,用 以 在 多 维 的 情形 取代 素 理 想 的 方 宕 . 
已 还 定义 了 与 淮 素 理想 相伴 的 素 理想 ,并 且 证 明了 在 多 
元 多 项 式 环 中 任何 理想 的 准 束 分 解 的 存在 性 . 这 种 分 


672 COMMUTATIVE ALGEBRA 


A BU ME — FE BJ EA F. Macaulay 所 考虑 (1913), t 
论 是 : 尽管 淮 素 分 解 本 身 并 不 哈 一 ,但 与 它 相 侍 的 素 理 
起 集合 是 唯 -确定 的 ,同时 "了 亚 立 "的 蕉 素 分 支 志 基 唯一 
确定 的 . 持 脱 准 素 分 解 的 椒 叭 一 性 的 自然 趋势 司 得 B. 
L. van der Waerden (1931) 对 理想 引入 了 -- 种 比 相 等 
粗略 -- 些 的 等 价 关 系 , 于 是 产 水 了 队 子 理想 (divisorial 
ideal) 或 除 子 的 理论 ,这 使 得 把 Kummer - Dedekind 的 
理论 推广 到 更 广泛 的 一 类 环 上 去 成 为 可 能 { 见 Kroi 环 
(Krull ring)). 

W. Krull 从 Kronecker A! Lasker 的 维 数 出 发 ,把 
维 数 进 -- 步 定义 为 多 项 式 环 中 某 素 理 钼 所 对 应 的 商 环 
的 超越 次 数 , 最 锋 给 出 了 维 数 的 蚁 代 的 组 合 的 定义 .如 
B ty LEA N HHA AREER A H p EA 则 
称 此 型 想 为 非 湿 合 的 . 在 过 项 式 坏 中 , 主 序列 中 的 理想 
# É JER 6 65. ak # F HD JV OH R. # mi = 58 R 
Cohen - Macaulay 环 (Cohen - Macaulay ring). 

最 后 ，Lasker 从 代数 的 观点 考察 了 收 仇 短 级 数 坏 ， 
从 西 把 他 的 若干 结果 推广 到 这 种 环 上 . 

1900 年 前 后 人 仿 得 到 了 关于 代数 数 环 和 和 多项式 环 
的 -~- 些 结果 .值得 回顾 的 是 在 结构 方向 上 的 工作 , 在 此 
工作 中 人 们 试图 找到 决定 -个 多 项 式 属 于 某 个 理想 的 
梢 确 算法 . 但 是 ,被 考察 的 对 象 的 肌体 性 撼 盖 了 一- 般 的 
规律 和 关系 . K. Hensel 的 P 进 数 的 理论 或 为 现代 交换 
代数 发 展 的 推动 力 . 把 经 典 的 方 半 应 用 于 这 种 非 传 统 
的 对 象 的 可 能 性 使 得 大 从 意识 到 并 且 着 清 应 用 于 任意 
坏 (满足 某 种 或 另外 的 条 件 , 例 如 有 限 性 ) 的 一 般 思 想 ， 
一 个 新 的 阶段 一 -一 抽象 代数 的 阶段 ,系统 地 研究 各 类 
交换 环 的 结构 一 一 开始 了 . 这 种 研究 在 E. Nocther 
的 工作 中 已 经 出 现 . 她 把 酝 何 理想 都 与 有 限 基 的 条 件 
和 极 大 条 件 , 即 理想 的 升 链条 件 (满足 此 条 件 的 坏 称 为 
Noether 环 ) 联 系 起 来 , 从 而 得 到 了 Lasker - Macaulay 
淮 素 分 解 理 论 的 最 一 般 的 形式 ,这 种 分 解 在 以 前 -一直 是 
需要 进行 繁复 的 特殊 计算 的 . 她 也 给 出 了 Dedekind 
环 的 公理 刻画 ， 与 此 同时 ，E.， Artin 研究 了 县 有 极 小 条 
EEIE. BD PT AB Artin PF; H. Greh B| À. / % s£ 53 
化 的 概念 , 这 是 由 C. Chevalley 和 A.M. Yoe 随后 
作 了 推广 的 一 种 运算 .Krull 证 明了 有 关 主 理想 的 一 菜 
ZM, MART Noether 坏 的 维 数 苦 论 .他 还 证 明了 
Noether 环 中 有 关 理 配 的 祝 相 交 的 定理 ,这 成 为 研究 世 
进 招 扑 的 基础 . 除 子 理想 论 (1931) TSK B p r Y 
Hensel 和 A. Ostrowski 早期 的 研究 . 最 后 应 该 提 到 的 
是 Noether 正规 化 定理 , CAH T ERKE E X 
HIR- e 80 K W 38 rh y E PR, 2 Krull 的 关于 
素 理 想 在 整 性 扩张 中 担 升 的 定理 . 

Krull 关于 局 部 环 (local ring) tiie x Tp 3F 82 Y 
一 个 新 的 方向 ， 局 部 环 是 具有 唯 -~- 极 大 理想 的 环 , 例如 
复 流 形 上 的 解析 函数 芽 构成 的 环 ， 在 抽象 的 情形 , 局 部 


评 本 以 道 过 局 部 化 和 完全 化 的 过 程 得 到 , 或 Hensel 化 
(以 得 到 Hensel 环 (Henscl ring)). Krul 发 展 了 了 局 部 
牙 的 维 数 迎 论 并 引 和 了 正则 局 部 坏 的 概念 ,此 概念 与 生 
于 的 非 奇异 点 这 -- 几 和 何 概念 相对 应 . 在 320 世纪 40 E 
TR. Pa 884 V 8k Mi ARULA LE SSS HIM K 38. J 
HHR T HRIH N PIB N HIS U 2 E h tr £ 
北 , 并 把 -- 个 环 和 它 的 完全 化 的 性 质 进行 比较 ,已 经 让 
明 , 对 于 代数 几何 环 { 几 何 环 )} 施 行 完全 北 的 过 程 保持 其 一 
些 重要 性 岳 林 变 . HERRERA REENA EA 
定 了 坏 论 的 方向 { 见 忧 环 (exoelient ring)). 1946 年 工 
S. Cohen 给 出 了 完全 局 部 环 结构 的 一 个 刻画 . 另 - 
个 方向 则 与 相交 埋 论 的 基础 相 联 系 ，P. Samuel 发 展 了 
Krull 的 思想 ,引信 了 与 局 部 环 相 侍 的 分 次 环 的 概念 , 这 
使 得 Hilbert 特征 想 数 复兴 起 来 ,从 而 导 元 局 部 坏 的 维 
数 的 又 一 定 必 ,并 且 和 定义 了 理想 的 重 数 . 

交换 代数 思想 的 下 - 步 发 展 与 同调 方法 . 苑 子 的 处 理 
方法 以 及 进一步 的 几何 化 相 联 系 Dedekind 和 Noether 
把 交换 代数 的 线性 化 的 思想 ， 即 把 环 的 理想 看 作 是 模 
的 特例 ， 促 进 了 这 一 趋势 的 发 展 ， 模 是 线性 空间 的 推 
广 ， 一 旋 模 与 几何 表述 中 的 一 旋 线 性 空间 的 概念 相 
对 应 , 通常 线性 代数 中 的 构造 ,如 直 和 . 模 同 态 及 张 
ER, 都 适用 于 模 .这 种 更 一 般 的 观点 所 带 来 的 巨大 
效果 已 在 进行 分 解 (resolution ) 的 可 能 性 中 ,也 同样 在 
同调 代数 的 应 用 中 显示 出 来 了 . 间 兽 代数 是 在 20 世纪 
50 年 代 形 成 的 , 它 代表 了 合 冲 理论 的 进 -- 步 的 推 ). 这 
引起 了 人 们 对 于 一 些 特殊 类 型 的 模 ! 见 投射 神 (projec- 
tive module); 内 射 模 {injective module); 平坦 模 (flat 
module)) 的 关注 .对 尾 意 -- 类 环 的 研究 与 对 它 上 面 的 
模 的 研究 是 密切 相关 的 【 见 环 的 同调 分 类 (homological 
classification of rings)) .这 在 局 部 代数 中 已 或 得 切实 的 
HER: J.e P. Serre 把 正则 环 刻 画 为 同调 维 数 有 限 的 
环 , 并 建立 了 关于 相交 重 数 的 Tor 2A. M. Auslander 
和 DD. A. Buchsbaum HEM T IE WIT EHE- - 2 823 i 
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靖子 ,同时 也 研究 了 Gorenstein 环 (Gorenstein ring} 和 
Cohen - Macaulay 环 , 它 们 都 有 同调 的 刻画 以 及 局 部 
环 的 Betti #ç. 

现代 交换 代数 的 第 -一 个 特色 是 亏 子 的 处 理 方法 , 孝 
不 是 研究 单个 的 坏 或 模 的 性 质 ,而 是 已 之 以 -系列 由 志 
射 联系 起 来 的 这 种 对 象 , 基 环 的 变化 ,下 降 理 论 以 及 对 
各 种 冰 子 的 糙 造 的 研究 者 是 上 述 思想 的 反映 ,例如 ,在 
局 部 化 及 完备 化 下 许多 性 质保 持 丰 变 基 与 相应 扩张 的 
平坦 性 相 联 系 的 . 

第 三 个 特色 是 几何 化 , 妓 把 环 中 的 元 素 看 作 蘑 空间 
上 的 消 数 (这 在 代数 几何 及 蔡 函 分析 中 是 自然 的 }， 起 
初 大 们 把 此 空间 取 为 环 的 极 类 理想 的 集合 ,后 来 又 取 为 
具有 Zariski fith (Zariski topology W A EEN E 


my 


ARERR ÆG). FRE. b H HiG RE paly i af gE 
性 显露 出 来 了 ， 伙 换代 数 已 成 为 代数 几何 的 一 个 基本 
部 分 因而 概 天 此 扩展 了 它 的 应 用 范 四 .例如 ,可 以 把 会 
有 零 因 地 的 环 甚至 有 早 守 区 的 证 用 儿 何 的 语言 表述 出 
来 并 应 用 于 用 何 ， 反 过 来 ,几何 的 方法 也 使 那些 被 称 为 
整体 变换 代数 的 方 癌 重新 活 既 起 来 . 与 此 相关 的 有 不 变 
量 理论 (invariants theory of) ,代数 义理 论 (alpeb - 
raic K - theory), E Ei A O i (Picard 群 (Picard 
group); Brauer Pë (Brauer group) 等 })， 环 的 自 同 构 群 
和 各 种 不 恋 量 的 研究 , 奇 性 化 解 理 沦 等 ， 在 这 一 点 上 ， 
交换 代数 与 代数 儿 介 的 界线 消失 了 . 
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TATHAHAN Basaxosa aareĝpaj 

域 C 上 的 有 单位 元 的 Banach itg A, 且 对 于 所 有 
xX,yEA, A xy=yx, 

交换 Banach 代数 4 的 每 个 极 大 理想 是 4 上 的 某 个 
连续 可 乘 线 性 泛 卫 的 ( 即 4 到 复数 域 的 代数 同 态 } 的 核 . 
反之 ， 在 交换 Banach 代 教 上 的 每 个 可 乘 线性 证 函 是 连 
续 的 ， 其 范 数 为 上 , 且 其 核 是 4 中 的 极 大 理想 , 设 中 是 
4 上 的 所 有 可 屡 线 性 旗 函 的 全 体 . 一 个 元 察 4EA 是 
可 道 乓 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 提 E 中 ,9 (a) 关 0 成立. 
同时 ， 谱 tspectrum jefa) 恰 好 由 形式 为 @(4) 的 数 所 组 
R. 如果 一 个 4 上 的 连续 线性 泛 函 则 对 所 有 ae 4 有 
yla Ecah 那么 多 是 可 慷 的 ; 对 于 实数 域 上 的 代 
K. -BKH KERRIN. 

交换 Banach 代数 中 的 极 大 理想 的 例子 ， 设 A= 
C(ZO 是 紧 统 瑟 二 的 所 有 连续 函数 的 代数 如 果 交 是 天 
PHREEK WARE SO) = 0 的 所 有 Js 4 的 全 笨 
是 极 大 理想 (Inaximal ideal), B. C(X) 中 的 所 有 极 大 理 
想 都 有 这 种 形式 . 如 果 克 是 复 平面 上 的 紧 集 ，4= 只 CI 
是 所 有 可 用 极点 在 瑟 外 的 有 理 函 数 在 X E— SN E É 
阔 数 全 体 所 组 成 的 CCX) 的 闭 子 代数 ， 那 么 RO) 的 极 
KARTA C(X) 的 情况 一 样 的 方式 来 得 到 ， 设 
L! (G) Sk Abel 群 G 的 群 代数 ， 且 息 设 每 一 元 素 fe 
L(G) 有 对 应 王 它 的 Fourier 变换 广 如 果 p E: L! (G) E 
的 可 秩 线 性 活 画 ， 那 么 对 于 全 的 特征 标 群 恕 中 的 某 个 
to @(f)= Oy ) 成 立 ; 困 此 ，L1(G) 的 极 大 理想 的 元 素 
可 与 的 元 素 建立 一 一 对 应 ， 应 用 于 整数 群 忆 , 这 后 一 
例子 导致 著名 的 Wiener 定 埋 的 证 明 ; Wiener 定理 说 : 
MERR (A hk gi Fourier 级 数 , 生 在 [0, 2=] 
中 不 为 等 , 那么 170) EE BRAN Four 级 数 ， 

由 于 可 必 线 性 泛 函 具有 范 数 1, 所 以 每 个 这 样 的 泛 
函 属 于 4 的 对 侦 的 单位 球面 ,4 上 的 所 有 可 屈 线 性 泛 
KRGE O 在 对 全 空间 中 按 弱 拓扑 是 闭 集 . 又 由 于 对 
候 空 间 中 的 单位 球 按 弱 拓扑 是 紧 的 ， 趾 控 弱 拓扑 也 是 
紧 的 ; 它 称 为 代数 A 的 极 大 理想 空间 (maximal ideal 
space} ， 记 作 92, 

如 果 一 个 交换 Banach 代数 A 包含 非 平凡 的 香 等 元 ， 
即 满足 SEO, f R f =r Gs fe A, 那么 4 的 
极 大 理想 空间 是 不 连通 的 * 反之 , 如 时 代数 4 的 极 大 
理想 空间 是 两 个 不 相交 的 闭 上 集 X. fü X, 的 并 ,那么 
TEIE SE 4 使得 了 y=0 以 及 了 | =1 (lllunos 定理 
(Shilov theorem). #3, 交换 Banach 代数 的 极 大 理 
想 空间 是 连通 的 , 当 且 仅 当 该 代数 不 能 表示 为 它 的 两 个 
非 平凡 理想 的 直 和 . 

Br 214) 为 代数 4 的 可 道 元 群 ef4) 的 子 群 , 它 由 指 
数 元 所 组 成 ; 所 谓 指 数 元 是 指 形式 为 exp a=》 San! 
的 元 素 . 于 是 e (4 罗 是 et4d) 中 的 单位 元 的 连通 分 支 .对 
TERRA X, E HX. ZA e (C)/e (C) RRE 
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TRARA RE C= C (X) E: X E 8) Pr # 35 Hk Ba $k he 
数 (Bpyunmuncxuü - Eilenberg 定理 ( Brushlinskii ~ Filenb- 
erg theorem). 由 此 可 看 出 , £ -Eo B PR Spin H'(X, 
Z)fls(A)/!s (A) 2 B] 89 E H, 2 E 4 E RAR K S 
为 六 的 任何 交换 Banach 代数 (Arens - Royden 定理 
(Arens - Royden theorem) ). 在 某 些 情形 ， 对 q 为 奇数 
HE HX ZARAR. 代数 A 在 代数 CNP 
有 下 述 典 型 表示 . 元素 ge 4 的 Tenshann 变换 (Gel - 
fnd transfhrm) 是 只 上 的 函数 4 , 它 在 每 点 上 的 值 由 公 
式 &(x) sg, MRE AF o, 是 对 应 于 点 xE 加 
üE SR PEEE R. Miam 2 的 核 是 所 有 属于 一 切 执 
大 理想 { 即 属于 4 的 根基 Ra 4 的 全 体 ， 如 果 
所 是 半 单 代数 ， 妈 如 果 Rad A4=10}， 那 么 同志 4g — ú 
R ARCORE CRS Om. 半 单 交换 Banach 代数 通 
常 称 为 函数 代数 (fimction alpebras ) . 

Lemedana 变换 非常 适用 于 半 单 代数 的 研究 : 变换 
Banach 代数 理论 的 基本 结果 之 一 ， 就 是 关于 半音 代数 
可 同 槐 表示 为 极 大 理想 空间 上 的 连续 函数 代数 的 定理 . 
与 半 单 代数 相 比 ， 对 有 根 共 的 一 般 代 数 所 知 棋 少 . 次 
RS m 的 复 多 项 式 代数 的 所 有 理想 是 已 知 的 . 这 种 代 
数 由 形式 争 项 式 =@mt+a 2 二 … +a, A” PCH R. N F 
运用 通常 的 乘法 规则 来 相 乘 ， 但 要 考虑 关系 式 =O, 
这 种 伐 数 是 月 限 维 的 ， 其 上 所 有 的 范 数 等 价 ， 且 其 紫 
个 理想 是 闭 的 .对 于 j <S k 满足 a,=0 的 那些 的 全 体 到 
是 财 理 想 ， 在 这 个 代数 中 没有 其 他 理想 . 每 个 有 了 唯一 
非 平凡 理想 的 代数 同 构 于 一 次 多 项 式 代 数 ， 至今 (1987) 
年 还 不 则 道 对 于 有 唯一 非 平凡 赎 尘 想 的 代数 是 否 也 有 
TEER. 

FRANA AR CR fE 2 MEERE REER 
imata d ta A t e 的 代数 ， 其 中 运算 按 通 常 的 
意义 来 理解 , 且 范 数 上 i= s la |a. Ë S x EW 
Ea < wa HERA. WO OS Kk +> H]. wi — Q. 
那么 到 复数 域 的 唯 -- 非 平凡 同 术 是 由 — a 给 出 的 . 
这 样 . 也是 唯一 的 极 大 理想 ， 有 内 这 个 理想 重合 于 根基 . 
与 有 限 维 情形 甘 似 地 和 定义 的 理 组 五 档 盛 各 种 闭 惠 想 的 
可 数 集 ， 如 果 序 列 jo .ret 是 单调 的 ,那么 这 个 理 香 
ES P Bi. 在 一 般 情 形 中 ， 一 个 代数 可 包含 
布 可 教 个 不 同 的 闭 理 想 . 

EREEREER IEH HEA pE A 
HFA fap 就 可 以 定 EFR. HD AW E D (Zn) 
=(D)8 +Ë (D 858 8 Sk E WF D. # * ñ ü S 
没有 非 平凡 的 连续 微分 , Pb AFE lO -- E J 4 #& 
mAH, t < 


(DE = acw” (eoe 


4 和 也 上 可 交换 时 成 立 . EI RD BERN, 


WA DEE AEE. 

任何 有 限 维 代数 可 分 解 为 根基 和 半 革 代数 的 直 和 
在 无 乡 维 情形 中 ， 类 似 的 结论 一 般 不 上 成立， 甚至 寺 于 
变换 Banach 代数 也 一 样 .此 外 ， 还 必须 区 分 化 数 可 分 
解 性 和 强 { 拓扑) 可 分 解 性 ， 

任何 只 对 根基 所 加 的 条 件 ， 都 不 能 保证 即使 是 代 
数 的 可 分 解 性 : 根基 可 以 是 一 维 的 、 并 且 可 以 堆 化 某 
个 援 大 理想 ， 坦 它 下 一 定 可 表示 为 直 和 的 被 和 项 ， 即 
使 是 在 代数 意义 下 . 

另 一 方面 ， 如 果 根 基 是 有限 维 的 ， 而 商 代 数 是 连 
续 画 数 代数 { 或 Hilbert 空间 上 的 算 子 代 歼 )， 那 么 它 是 
强 可 分 解 的 . 如 果 商 代数 是 连续 函数 代数 .而 它 的 替 
化 子 根基 REE 尺 中 的 每 个 元 素 的 平方 是 零 ) 在 4 中 有 
Banach RZE, WA 4 是 强 可 分 解 的 ， 代替 R ño p] 
性 条 件 ， 也 可 要 求 4 的 极 大 理想 空间 在 每 一 点 上 满足 
第 一 可 数 公理 . 

当 对 于 根基 的 商 代 数 是 全 不 连通 紧 统 上 的 连续 函 
数 代数 时 ， 这 一 情形 也 已 完全 研究 清楚 : 强 可 分 解 性 
的 充分 必要 菜 件 基 原 代数 的 沫 备 元 的 一 吾 有 界 性 . 

设 玉 是 C" 中 的 有 界 域 , 4 是 内 数 C(V PABEN 
中 全 纯 的 函数 全 体 所 组 成 的 闭 广 代数 .在 对 的 相当 
一 般 的 假设 下 , 代数 4 的 任何 对 应 点 z0= (21, e, za) 
EV 的 极 大 理想 是 有 限 生成 的 ; 也 就 是 说 ， 它 是 由 8 
Ë =z- 生成 的 .这 一 断言 有 下 述 局 部 逆 , 设 4 是 
有 极 大 理想 空间 苇 的 半 单 交换 Banach 代数 . 如 果 对 应 
某 个 点 尺 eXX 的 极 大 理想 是 由 有 限 个 元 素 AÁ 
EATR., WAE 和 的 革 合 邻 域 中 的 点 的 概 天 理想 
就 由 形 为 了 一 4e 的 元 素 生 雄 : DB ix = (f(x), 2, 
AD 是 在 为 的 某 个 邻 域 中 的 一 一 映射 , 且 对 于 任何 9 
Ed, Bak g ° Ú”) E C" BS E a B PE AH E 4838 ch E: 3: 
Ha. 此 外 . 在 加 的 某 个 邻 城中 ， 可 对 发 引进 某 种 自 
热 的 解析 结构 . 

代数 4 的 一 个 元 玄 集 $ 称 为 生成 元 系 (system of 
generators) WE 4 中 包含 集合 S 的 有 单位 元 的 晤 小 闭 
子 代数 就 是 4 自身. 单位 元 通常 不 计 人 生成 元 系 . 如 果 
存在 有 上 述 性 质 的 有 限 系 $, 那么 4 称 为 有 限 生 成 代数 
(finitely - generated algebra). 生成 元 系 的 最 少 可 能 元 隶 
个 数 称 为 代数 的 生成 元 数 . 

如 果 瑟 , … ,下 是 某 个 代数 的 生成 元 系 , 那么 映射 x 
Fr Ah … 让 (xX)) 话 导出 一 个 由 这 个 代数 的 极 大 更 
想 空间 到 C" RHR SIAO aA. C 中 的 
每 个 多 项 式 凸 的 紧 集 是 某 个 Banach 40 ëm., 3 m 
式 在 该 紧 集 上 的 一 致 概 限 的 代数 ) 的 极 大 理想 空间 . 

有 站 个 生成 元 的 代数 的 机 大 理想 空间 无 请 足 条 件 
dim X € m, ARA — RIHAR: 例如 ， 对 于 : 
Za. HAX CAOR. 特别 是 ， 由 此 得 知 : 代数 
CtS") 中 的 生成 元 的 个 数 等 于 atl, APS E n $ñ 


位 球面 ; TEE n EENE X, 类 他 的 结 ARRE, 对 
于 任何 有 限 胞 瞬 的 n 维 允 面体 X, 代数 CCX} 有 生成 元 
的 个 数 为 n+1 的 生成 元 系 . 

Ë 4 是 有 极 大 理想 空间 针 的 代数 , 使 所 有 函数 | 六 | 
在 其 上 达到 最 大 慎 的 最 小 闭 集 荆 < XERA 4 k iow 
边界 (Shilov boundary]， 对 于 尾 何 有 单位 元 的 交换 
Banach 代数 ， 这 种 集合 存在 且 唯 一. 

Axy 8 X W+ F, 当 且 仅 当 对 于 KERRU, 
存在 元 素 fE A, 使 得 maxx| 了 1=1, 但 在 U $F | f |< 1. 特 
SE, 如 果品 是 中 的 开 集 , 且 存 在 闭 第 下 c 口 和 元 家 g 
e A. 使 得 | (x) |< mag |181 对 于 点 x€ U 下 成 立 , 那 
么 交工 门 吕 . 非 空 .特别 是 ， 如 果 关 =[0,1], 那么 T =X， 

任何 可 委 钱 性 泛 函 g 关于 由 谱 半 径 定 义 的 范 数 是 
连续 的 ， 特别 是 , | g(7) | S malfi 其 中 大 是 极 大 理 
想 空 间 . 在 这 个 不 等 式 中 ， 按 照 me 边界 的 定义 ， 
可 用 T 来 代替 发; 因此 ， 在 下 上 存在 “表示 " EA oh 
正 的 正则 测度 ,即使 得 对 于 所 有 fe 4, 等 式 e (f) = 
jdu 成立. 对 于 圈 盘 上 的 解析 函数 代数 的 情形 ， 这 个 
公式 归结 为 经 典 的 Poisson 公式 ， 在 所 有 表示 测度 中 ， 
存在 一 个 对 于 所 有 了 54 满足 jensen 不 等 式 In |o (f)|Í 
<fn fida WE u. 

设 B 是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 ，4 是 某 个 闭 
子 代 数 . 代数 4 称 为 B 的 极 大 子 代数 (maximal 
subalgebra), 如 果 8 不 包含 任何 真 包含 4 的 真 闭 于 代数 . 
在 每 个 充分 大 的 代数 中， 存在 有 单位 元 的 极 大 子 代 
数 ， 甚 至 余 维 教 为 1 的 团子 代数 . 事实 上 ， 如 果 o 和 
p 是 代数 B 到 复数 域 的 两 个 同 态 ,由 = wp, 一 ,那么 
泛 函 汪 的 核 是 如 的 一 个 闭 子 代 数 A. H dim BiA4=1, 类 
似 地 ， 对 于 “点 微分 * R R, B) q FR R J (jg)= 
# (f)o (g) T (g) @ (f) (tri p EREA ) 0012 88 y 
来 说 ， 其 核 是 余 维 数 为 1 的 子 代 数 ， 在 复 的 情形 ， 这 
些 例 子 就 是 所 有 可 能 有 的 余 维 数 为 ! 的 子 代数 . 特别 
是 ， 代 数 .CLX) 的 每 个 这 样 的 子 代 数 不 能 分 离 紧 统 X 
的 点 ， 因 为 在 C(XX) 上 设 有 性 何 微分 (即使 是 不 连续 的 ) ， 


. 对 所 有 腿 维 的 于 代数 都 有 类 侯 的 描述 ， 


单位 图 周 上 的 在 单位 图 盘 中 有 解析 延 拓 的 连续 函 
” 数 的 代数 4 是 单位 圆周 上 的 连续 画 数 代数 的 极 大 子 代 
数 . 这 一 论断 可 看 作 Stone ,Weierstrass BERAREN , 
后 者 断言 : 包含 4 与 函数 3 的 C{T) 的 闭 子 代数 与 
CIDAS, 这 里 T={z: |2]=1)}. 代数 LICR)={/e 
L'(R): 当 t<0 时 ，f1)= 们 是 L'(R) 的 闲 子 代数 ; 这 
个 子 代数 是 极 大 的 ， 

Boa 是 无 理 数 ，4, EHA ERALA TETEN 
的 所 有 连续 函数 构成 的 代数: 对 于 满足 m 二 na < 0 ñm, 
n. 其 Fourier A4 c=0. 这 个 代数 是 环 曾 上 的 所 有 过 
续 函 数 的 代数 的 极 大 子 代数 ， 环 曾 是 代数 4, 的 [lo 
WR. H 4 是 Dirichlet 代数 ， 如 果 把 环 面 看 作 忆 ?中 的 
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单位 双 圆 盘 的 骨架 ,那么 A, 的 根 大 理想 空间 可 看 作 吨 
与 双 圆 盘 的 由 方程 jzi|=|zj* 来 措 述 的 子 集 异同 的 , 点 
0.0) 不 属于 Umoe 边界 , 但 它 是 一 个 单 点 Gleason 部 
分 { 在 一 致 代数 上 的 两 个 可 乘 攻 阔 p 和 p 属于 同 . -个 
Gleason 部 分 , 由 定义 , EH | op- p T< 2), ER 
极 大 理想 空间 的 实 维 数 等 于 3, 代数 4, EB CPE ka 2 
闻 上 仍然 是 解析 的 (在 唯一 性 音义 下 : 如 果 f= 
于 非 空 开 集中 的 点 都 成 立 , 则 了 =0)， 在 对 应 的 多 图 盘 
中 有 解析 延 括 的 “ 维 环 面 上 的 连续 函数 代数 当 n > 1 时 
不 是 极 大 的 ， 但 它 在 关于 环 面 的 全 纯 自 同 煌 不 变 的 子 
代数 类 中 是 极 大 的 . 
参考 文献 见 Banach 代数 (Banach algebra ) ， 
E. A. Topu R ” 史 树 中 译 


交换 群 [commutative group; kowMyraTaaaawg Fpynna] 
F Abeil (Abelian group). 


交换 群 概 形 [commutative group scheme ; KOMMYTATHE- 
dan rpyumomas CXEMA | 


ERE S$ 上 的 群 概 形 G， 它 在 任意 S 概 形 上 的 伟 


是 一 个 Abel 群 ， 交 换 群 概 形 的 例子 是 Abel 概 形 ( Abe- 


lian scheme) 以 及 代数 环 面 (algebraic torus), 代数 环 
面 在 群 概 形 理论 范围 内 的 推广 是 下 述 概 您 ， 一 个 交换 
tive type), 如 果 对 任意 一 点 gs3, 存 在 开 邻 域 U asb 
及 一 个 绝对 平坦 的 氢 紫 坊 射 /: U ~ U, WS 32 339 
概 形 G =G xU 在 Wi 上 可 对 角 化 . 这 里 的 可 对 角 化 
群 概 形 (diagonalizable group scheme) Ë — 个 形 如 


Ds(M) = Spec( © s(M)) 
的 群 概 形 ， 其 中 M 是 一 个 Abel 群 , Z, (M) B: M BR 


数 到 在 概 形 5S 的 结构 层 z; 里 的 群 代数 . 当 8 是 代数 闭 
ia 上 述 横 念 归结 为 一 人 如 果 


icative group scheme) Gas 


设 G 是 8 上 群 概 屠 , 它 在 点 3 上 的 纤维 是 剩余 
类 域 ks) 上 的 溢 型 群 概 型 则 存在 的 邻 域 UU， 使 得 
G x U Ë U ERN ERY (Grothendieck 刚性 定理 
(Grothendieck rigidity theorem)). 

当 基 概 形 S ER k BJ IS H 22 6 G E k 上 有 
限 型 时 , 它 的 结构 已 研究 过 ,在 这 种 情形 下 , 交换 群 概 形 
包含 ~… 个 极 大 不 变 伪 射 群 子 概 形 ,与 此 相应 的 商 是 一 个 
Abel $Ë (Chevalley $A Fg sg BE (Chevalley structure 
theorem)) .这 种 类 再 的 任意 仿 射 交 换 群 概 形 G 都 有 一 
个 极 大 不 变 滋 型 群 子 概 形 Gu. HAEA E -- + 3E Z, 
EE. 如果 域 大 是 完全 域 , 则 6 = G" x G", th G" BË 
G 的 极 大 丢人 么 子 群 . 
参考 妆 献 
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[1] Serre, J.- 

Hermann, 1959. 

[2] Grothendieck, A. , Demazure , M. , Schémas en groupes 

L , Lecture Notes in Math. ,152, Springer, 1970. 

[3] Demazure, M. , Gabriel, F., Groupes algëbrigues, 1, 

Masson, 1970. 

[4] Oort, F., Commutative group schemes, Lecture Notes 

in Math. , 15, Springer, 1966. 

[5] Waterhouse, W. , Introduction to affine group schemes, 

Springer, 1979. B. B. ñomawsa PE 
MEI HE S ERRER (group scheme) G 是 一 个 
S$ 概 形 , 使 得 对 于 任意 一 + SNS T, G(T)Æ— R. 
如 果 对 所 有 这 样 的 了 , G(T 是 Abel 群 或 交换 群 , 则 称 
上 为 交换 群 概 形 . 

对 每 个 $ RET, BERRE G., 取 值 为 (IT， 
Z, 即 丁 上 函数 环 的 可 逆 元 所 成 的 群 . 加 法 群 概 形 
G. WEN G, ,(T)=r(T, #)' MrT, 2 7) 的 基 
础 加 群 . $ 上 和 群 机 形 可 等 价 地 定义 为 5 枝 形 范畴 中 的 
一 个 群 对 象 . 
参考 文献 

[AI] Serre, J.-F., Groupes algóbriques et corps des casses, 
Hermann, 1959. 陈 志 杰 译 


P.. Groupes algóbriques et cors des classes. 


变换 环 【eamnntutatye ring ; KOMMYTATHBHO? rnan | 
_ TER, F B 3835 R: BI 3636 65 (i, sz 1& k (comma- 
tativity))， 有 单位 元 的 结合 交换 环 药理 论 被 称 为 交换 
代数 (commutative algebra). 非 结 合 交换 环 的 例子 

之 ~- 是 Jordan 环 ( 见 jordan 代数 (Jordan algebra)), 
O. A. Heanor # BAT PE 


交换 性 [commutativity ; KOMMYTATHBROCTE i 
代数 运算 (alpebraic operation) 的 性 质 之 一 对 
TEARRE, 交换 性 由 下 列 公式 来 表示 : 


a+b=b+a .各 ab = ba. 


二 元 运算 * 是 交换 的 (或 者 , 换 句 话说 , 满足 交换 律 Qaw 
of commautativity)) ,好 果 在 给 定 的 代数 系 中 , 恒等式 
a*b=b*a WSL. 

A. M. Cupos R EA 译 


J tr +. [commutator; kommyratop ], RA 4 f + sb si 
w 88 t af b 6 
元 素 
—a—b+a-kb. 
对 十 没有 合算 子 的 群 ( 这 时 运算 通常 称 为 乘法 ), 两 个 元 
素 * 积 襄 的 换 位 子 是 元 吉 a b ''ab. HE G PAARA 
子 的 集合 生成 一 个 子 群 , 称 为 G 的 换 位 于 群 《oommuta- 


tor subgroup), 
在 结合 代数 中 , LK [xX,y]=xy 一 yx 称 为 x 和 的 
Lie 积 (Lie product) ARET { commutator), 
O. A. kmna Æ RER 许 以 超 校 


Hit FE commutator subgroup; KOMMYTAHT rpynnu:], 
TH RË (derived group), 下 中 心 列 的 第 二 项 

群 G 的 元 素 的 全 部 换 位 于 生成 的 子 群 , 见 换 位 子 
(commutator). G 的 挽 位 子 群 通常 用 [G, G],G' 或 T,(G) 
En. Bi TH EEH (fly - characteristic 
subgroup), HEA ATERI TE FS T P. 
如 对 于 某 正规 子 群 的 商 群 是 Abel 群 , 当 且 仅 当 这 个 正 
规 子 群 包含 局 的 换 位 子 群 . 

# R bb iit TA (commutator ideal of a 
ring) AAKER ab (a, tnt ansa, 它 也 称 为 
R fh {square)， 用 [R,R] 或 RR: 表 

以 上 两 个 概念 都 是 多 算 子 名 群 muti - operator 
Q -roup) G 的 换 位 子 群 概念 的 特殊 情况 , 这 种 群 被 定 


X RR Jë HH PH 45 0 Tu - f° 2 JÉ ml 
b.u + (a, +b) `... 


-ai aab e 


(a, +b, (=) 
HALE E bJ EBAB . HP o B: 名 中 的 nn 元 运算 ,而 


b, € G. 

H. H. Buma, O A. Haanona IE 
【 补 注 】 在 环 被 潮 虑 成 算 子 介 群 的 情形 ， 换 位 子 { 基 
础 交换 群 的 ) 全 是 零 , 于 是 换 位 子 理想 是 由 全 体 元 计 
~am bb, + (a +m) (b, +b,) = ab;,+ab, 生成 的 理 
想 . 

更 一 般 地 , 对 全 部 3 种 情况 ,定义 两 个 介 于 群 4, B 
的 换 位 子 群 (理想 )14, B], 为 所 有 换 位 子 [a,b] (aS A, 
be B) Pri 2 R (H) ERKA H, eo ha, a A, 
be, B, S B. 

在 环 刃 的 情形 ,有 另 一 个 不 同 的 概念 , 它 也 用 换 位 
子 理想 (commutator ideal) 的 和 名字， 这 基 由 所 有 换 位 子 
ab—ba (a,be R)*E yE. 这 个 理想 是 关于 R 到 交 
换 环 的 同 杰 的 汉 理 想 , 即 , 若 ¢ 是 这 个 理想 ,和 :及 一 
Re 一 Ri 是 自然 投影 , 则 对 R 到 交换 环 4 的 每 个 同 态 
g: R- A, PEERAA g R” — A, 使 得 g=g'o x (g 
通过 区 唯一 地 分 解 ), 这 类 似 于 下 面 的 性 质 : 对 通常 的 
群 ,映射 G = G*=G/ IG, G] 2 F G #J Abel 群 的 映射 
EZRA, WEM (universal problems). 
参考 文献 

[A1] Cohn, P. M., Algebrm, 2, Wiley, 1977. 
[A2] Kurosh, A. G. , Lewes on general alpebra, Chelsea, 
1963 (FARE). 石生 明 译 许 以 超 E 


Gl 


xz 6 NL T [ commuting operators ; mepecrauososustae OIE- 


paropi ] 
线性 算 子 BST. Krh T — BÆNK., WL PB F: 
有 界 的 .使 得 
BT C TB (1} 
(HETS TERET ETH- -AE MAFRA 
gk (extension of an operator }). 3X 4 2%# 3 R 3Ə4E 
B UT, 它 满 吓 下面 的 规则 : 
D 如 果 BUIT, BUT, 
T T; 
2) WRB UT, B UT, W(B +B.)UT,B BUT: 
DMR T l 存在 ,那么 卫 届 蕴涵 BUT '; 
4) WE BUT ,n=1, 2,00, M| BU im T; 
5) 如果 六 人 TH=I 2 W lim BUT, 这 里 
假定 lim BB 是 有 界 的 ， W T ERAK. 
如 果 两 个 算 手 定义 于 金 空 间 上 , 则 条 件 {1) 化 为 通 
RHR: 


NI) BU (Ti + T), BU 


BT = TB. 2) 
HETER BEARN. BB 6 — T+ 8 Y 8 f. 召 也 不 必 
与 其 道 B EZP WERTE EHE. X 
一 事实 说 明 (2) 的 推广 是 恰当 的 . 
参考 文献 

[1] “iocrepuux, JI. A., Cogon, B. H., SnewenTh] yngupno- 

HanpROTO agama, 2 3 .，M. ,19651 中 译本 : JL A, 刘 

MERRE W, B. H, RAFIR, PADRA LE), 

科学 出 版 社 ，1985). 

[2] Riesz, F. and Szokefalvi - Nagy, B., Functional analysis, 

F. Ungar, 1955( B£ k: F. 38. B， 塞 克 佛 尔 维 - 98 

w EBAH. RL Hi R kL. 第 — 1963; 第 二 

#, 1980). M. H BoñuexoscxuR # ” 相 炳 仁 译 


紧 群 [compact group ; KomnakTHag rpynma] 

—- 4" Wi +R AE (sopological group)， 必 为 拓扑 室 间 
是 紧 的 . 例如 ， 所 有 有 限 群 (在 离散 拓扑 下 SOS E. 
对 代数 群 来 说 , REEE KHEM T Zariski 拓 
扑 )， 但 是 对 此 拓扑 它 不 是 拓扑 群 ， 所 以 不 是 紧 群 ， 

下 而 的 群 是 两 类 重要 约 紧 群 . 

D 局 部 连通 W BE (locally connected ompad 
groups) ， 这 种 紧 群 的 例子 有 ， 记 有 阶 复 西 方 阵 构成 
的 群 Uin, C); 所 有 n 阶 实 正 交 方 阵 构成 的 群 O (n , R) 
《 它 侧 的 拓扑 分 别 由 域 C 及 及 的 通常 的 模 所 决定 的 拓 
扑 诱导 而 得 }、 更 一 般 的 例子 为 紧 实 Lie 群 . 

2) 全 不 连通 紧 群 (totaly - disoonnected compact 
groups)、 这 种 紧 群 的 例子 有 GL(n,Z)， 其 中 Z, S 
p EAR sk 2 W. 而 GL (n ,Z) 由 所 有 元 素 在 了 工 ， 
Hin 阶 可 道 方 阵 构成 之 集合 (其 拥 扑 由 Z, 09 p lt 
模 所 决定 的 拓扑 诱导 而 得 ， 见 全 不 连通 空间 (totally- 
disconnected spaœ))}. I 
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E -EREA RERE A ARE (prolinile group). 
RZ. 每 -投射 大 限 群 都 是 全 不 连通 紧 群 . 全 不 连通 的 
Hausdroff 群 能 够 用 拓扑 维 数 冷 的 紧 群 所 刻画 ， 男 一 方 
面 ， 若 G 是 局 部 连通 紧 群 ， 且 为 有 限 维 的 ， 则 如 为 实 
Le #([1])).. 一 般 类 型 的 紧 群 的 结构 在 某 种 程度 上 上 由 
上 述 商 类 紧 群 的 结构 所 雇 定 ， 对 任 一 有 限 维 紧 群 G. 
都 存在 ( 落 在 GG 的 中 心中 ) 零 维 子 群 N， 使 得 桨 群 
G/N 为 实 Lie 群 ， 而 且 存 在 G 的 单位 邻 域 ， 它 是 群 和 N 
利 一 个 实 局 部 Lie 群 的 直 积 ( 见 50 8Ë Lie BE (Lie group, 
local}) . 每 个 连通 的 有 限 维 紧 群 可 表 为 (PPxe)7Z， 其 
中 PARAXE EK Leff, CAA REHE 
HER, Z 34 Bln F t F38-/ 8. Z 3 C Z 32 3 
位 元 素 . 连通 紧 实 Lie 群 的 结构 的 研究 就 是 它们 的 完 
全 分 类 ( 见 紧 Lie (Lie group，compac});， 交 换 紧 群 
的 结构 在 Nompar 对 侦 理 论 中 己 既 清楚 了 六. 任何 紧 
群 ( 木 必 有 限 维 ) 昨 紧 实 Lie 群 的 射影 极限 {[2])， E Hi 
两 类 紧 群 的 拓扑 结构 如 下 : 每 个 局 部 连通 的 有 限 维 紧 
群 是 一 个 拓扑 流 形 , 而 每 个 有 具有 可 数 基 的 无 限 零 维 紧 
群 出 肛 于 一 个 完满 Cantor 集 , 

紧 群 结构 的 研究 基于 如 下 事实 : 每 个 紧 群 G 具有 
-HEF 的 有 限 维 线性 表示 (finite - dimensional 
个 有 限 维 的 连续 线性 表示 p， 使 得 g#Kerp. 这 一 事实 
是 紧 群 的 线性 表示 的 发 展 良好 的 一 般 理论 的 重要 结果 
之 一 . 这 个 还 论 本 质 上 用 了 如 下 事实 : 每 个 紧 群 都 有 
TLA EME aa W Haar 测度 (Haar measure), 
它 使 我 们 能 在 G 上 定 义 不 变 积分 . 这 个 理论 最 重要 的 
事实 为 : 紧 群 G 在 准 Hilbert 空间 上 每 个 连续 表示 等 价 
于 一 -个 商 表 未 ， 设 L (G) G EXT TEM (g) 的 
平方 可 积 复 值 机 数 构成 的 Hiibert 空间 . BE G DL £ Y. 
移 与 右 平移 作用 在 函数 上 决定 了 L(G- sh ar G W 
与 右 GRA. ER ETA G B) Z E MR (left 


representation); 它们 是 两 表示 且 互 相 西 等 价 ， 记 
[Riach RR G BJ) Pr 8 TTSA RER 
西 表 示 的 集合 , 记 mg) (v g € G)% 8 Q R° t j: 4° 
WEEZE F b 2 3 ir. jn, WJ PS $ 
mi E LGP, meg i j= 1.2, t , n = dim Rs, 
gEf Mnk T(G) BJ —tH58 3: E3F38, HFE m° ZEA 
ns 了. G EER Ei 822 ke H 8 $m stg) 之 有 限 线 
性 组合 一 致 站 近 到 所 期 望 的 准确 程度 (Peter -Weyl 定 
3 (Peter - Weyl theorem))， 有 限 维 不 可 约 酉 表示 的 特 
征 标 互 相 正 交 且 有 模 1. 有 限 维 连 续 丁 表示 等 价 当 且 仅 
当 它 们 的 特征 标 相等 . 有 了 限 维 连续 本 表示 不 可 约 当 且 促 
当 它 的 特征 标 ( 人 在 上,{G) 中 ) 的 模 等 于 1, 群 G 在 Hilbert 
空间 上 不 可 钠 连 续 丁 表示 都 是 有 限 维 的 Wk G F 
Hilbert 空间 上 的 每 个 连续 西 表示 是 首 表 示 的 正 交 直 和 和 ， 
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此 直 和 以 有 起 维 不 可 约 西 表示 的 倍数 为 因子 , 特别 , 表 
示 R" 嵌 人 入 到 右 正 则 表示 中 之 重 数 为 mo=dimR"; 最 后 ， 
E GĦ L(G) HERA EHT RA G TEZ AHi H 
所 有 ms(g) (1 <i, jSn,.) 线性 生成 . 

参考 文献 
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' 1976 ($Æ: Naimark, M. A., Theory of group repre- 
sentations, Springer, 1982}. 
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{ 补 往 了 
参考 文献 
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sis, 1—2, Springer, 1970. 
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WERE 石生 明 校 


紧 格 元 [compact lattice element ; KOMIAKTHHÄ XTeMeHT 
Peiuerea | 
ELITE a, hæt 


a =< V xp x EL 
jed 


可 得 
aE M VA 
其 中 ji， `" sh } 是 J 的 某 个 有 限 子 集 ， 
T. C. bobanona Ë Eiht PE 


NE: Rh | compact mapping ; Busonamakiqoe oroGpaweume ] 

— 42 BJ) — së [Bjñ5 Bit 5, E 5 B) Ia 9 g£ EL 
RH (ILIRE IS] (compact space)) ， 在 对 映射 的 各 种 限 
制 中 ， 紧 性 的 要 求 是 格外 有 用 的 ， 首 先 要 提 到 开 紧 岗 


射 ( 见 开 肤 射 (open mapping)) , 完满 映射 (perfect map- 


ping), 商 紧 映射 ( 见 商 喘 射 (quotient mapping)). me 
射 的 一 个 特别 重 槛 的 情形 是 有 限 对 一 肌 射 [fimite -to -one 
mapping). ATAW EAH, pithi EA EA E 
的 , 它们 是 在 所 有 Hansdor 他 空间 类 中 的 紧 统 的 连续 映 
射 的 自然 类 比 。 紧 映射 的 积 是 紧 上 映射 . 
参考 文献 

[L] Anmercannpoe, TL C.. & Yei matem. Hayk b, 19 


(1964). 6120}, 3 — 4b. 
[2] ApxaHrenscxuü, A. B., € Yme RaTeM HayK $, 21 


(1966). 4130}, 133 — 184. A. B. Apxsasremcxuk EE 

【 补 注 ] 一 些 数 学 家 {特别 是 拓扑 学 家 ) 用 映射 这 个 词 
表示 连续 映射 ， 本 条 日 也 是 这 样 用 的 ， 

参考 充 献 

[A1] Burke, D, K. , Closed mappings, m G. M. Reed (od.}: 

Surveys in general topology, Arad. Press, 1980, 1—32. 

[A2] Arkhangel'skii, A. V. and Ponomarev, V. I., Funda- 

mentals of peneral topology, problems and exercises, 

Reidel, 1984 (E A RE). JEM 译 


EF HAH [compact - open topology ; Gkomnakmo org - 
pPhTAA TONOAOTHA ] 

一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 中 的 映射 集合 上 
的 一 种 拓扑 . 设 开 是 拓扑 空间 到 拓扑 空间 了 的 某 
TRER, EA, UN o (X. 6) 的 任意 有 限 
K. B h X E X 836 Hausdorff FE, U 是 了 的 开 子 集 
(二 1, 2,…, n), 决定 映射 fs 下 的 子 集 , 使 对 所 有 
¿ f(X)<S U ;所 有 这 种 集 族 是 下 上 紧 开 拓扑 的 基 ， 紧 开 
拓扑 的 重要 性 是 由 于 它们 是 局 部 紧 交 换 群 的 Ji. C. 
Tourparany 对 偶 理 论 中 的 基本 成 分 ， 并 参与 斜 积 的 构 
W. WMR Y R Hausderf 空间 , 则 紧 开 拓扑 也 满足 


` Hausdorff 分 离 公 理 , 如 果 所 有 了 映射 Je 已 是 连续 的 且 


了 是 完全 正则 空间 ， 则 赋予 紧 开拓 扑 的 下 是 完全 正则 
的 .假设 所 有 映射 了 是 连续 的 , 六 是 局 部 紧 Hausdorff 
空间 , 则 下 上 的 紧 开 拓扑 是 容许 的 或 者 与 连续 性 居 相 容 
的 ,县 由 公式 多 (fx)= 玉 定名 的 映射 路 :Fx 区 + Y E 
连续 的 , 且 紧 开 折 扑 是 F 上 使 9 是 连续 的 所 有 拓扑 由 
的 最 小 (最 绊 ? 者 ， 在 这 方面 紧 开 拓扑 比 点 态 收 笋 拓扑 
好 , 闲 后 书 通 常 红 于 前 者 ， 并 且 在 此 情形 下 不 是 容许 的 . 
此 外 ，Hausdorff 紧 统 了 到 自身 的 同 胚 群 同 于 紧 开 
拓扑 ,是 连续 作用 在 半 上 (在 上 述 意 湾 下) 的 拓扑 群 , 这 
是 基本 重要 的 . 任何 局 部 震 Hausdorff 空间 到 自身 的 司 
胜 群 关于 紧 开 拓扑 未 必 是 拓扑 群 {可 以 证 明 关 于 这 个 
拓扑 到 道 元 的 变换 是 不 连续 上 映射 ), 但 如 果 局 部 紧 
Hausdorf 空间 天 是 局 部 连通 的 , 则 紧 开 拓扑 又 使 X E 
本 身 的 所 有 同 且 的 群 成 为 连续 作用 于 天 上 的 拓扑 群 . 
这 是 一 个 重要 结果 ,因为 所 有 流 形 是 局 部 紧 且 局 部 连 
参考 文献 

[1] Kelley, J. L., General topoiogy, Springer, 1975 (rE PE 
本 : J. L. 凯 莱 ,一 般 拓 扑 学 ,科学 出 版 社 , 1982). 

[2] Ilonrpsrus, JL. C. , HenpepeBape rpyimei 2 War, M., 
1954 【中 译本 :区 C. ARIES, 连续 群 , 科学 出 版 社 ， 
1957). 

[3] Steenrod, N. E., The topology of fibre tamdles, 
Princeton Univ. Press, 1951 


[4] -Arens, R. F., Topologies for homeomorphism proups. 
Amer. J. Math. , 68 (1946), 4, 593 — 610. 
A. B. Apxagreomncki, C. H Cepora A Faw 译 


RRF [compact operator ; koMnakTursi oneparop ] 

定义 于 一 个 拓扑 向 量 空 间 的 某 个 子 集 M L E FË 
于 一 个 拓扑 向 量 空间 了 中 的 算 子 4, CEM 的 每 个 有 
界 子 集 映 射 到 了 的 一 个 准 紧 集 之 中 ( 见 准 竖 空 间 
(pre -compaci space))， 此 外 ,如 果 算 子 4 在 邮 革 是 
连续 的 . 则 称 它 在 这 个 集合 上 尾 完 全 连续 的 (completely 
continuous). 如 果 互 与 了 是 Banach 空间 ,或 更 一 般 的 
有 界 型 空间 , 且 算 子 4: 瑟 一 了 旦 线性 的 , 则 紧 算 子 与 完 
全 连续 算 子 的 概念 是 相同 的 .如果 4 E E BU. 而 BEE 
续 算 子 ,那么 4°B 与 B* 4 是 紧 算 子 , ALERTAR 
全 是 所 有 连续 算 子 构 战 的 环 中 的 一 个 双手 理想 . 特别 ， 
一 个 紧 算 子 没有 连续 逆 . 在 算 于 的 不 动 点 理论 与 它 的 谱 
的 研究 中 , 紧 性 起 着 本 质 的 作用 , 这 时 它 有 有 -系列 “好 
的 "性 质 . 

紧 算 子 的 一 些 例子 是 Fredholm 积分 算 子 RRS 
算 子 (integral operator} } 

b 
Ax = [Kü,syx(s)ds; 


Hammerstein 算 子 
b 
Ax = f{ Kl, s)g9(s, x(s)) ds 
以 及 Ypo $ f 
b 
Ax = Ku. sxi ds 
以 上 算 子 均 在 一 定 的 函数 室 间 之 中 ,并 且 对 于 函数 K(t, 


s). gi, u) A Kü, s, u) S jg R H. 
参考 文献 


门 Jiocepme , JL A.. Coors, B. H., neseurbr 中 PHK- 


HHOH3GJISHOr0 ahanm3，2 n... ，M,，，1965{ 中 详 本 : J A. 
ANARE, B.H. RHA ZAHWAE $ 
二 版 ) ， 科 学 出 版 杜 ，19851) . 

[23] Yosgida ,K.，Fumetional analysis, Springer, 1980 {中 译 
本 : AER AA, 人 民 教 育 出 版 福 ，1980 )， 

[3] Rudin, W., Functional analysis, MoGraw - Hill, 1973. 

[4] KKpachocemEcgai，M， A. np. Hampaibape omcpa- 
JOPE B MpOCTpAHCTRAX CYMMHDVEMBIX 中 yar M., 
1966【 黄 译本 : Kranoselskii, M. A., el al., Integral ope- 


rators and spaces of summable functions, Noordhoff, 
1976). B. H. Co6Gones 所 
【 补 注 】 
参考 文职 
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lA1] Taylor, A. E. and Lay, D. C., Introduction tu functional 
analysis, Wiley, 1980. 

[A2] Dunford, N. and Schwartz, J.T., 
General theory, 1, Imterscienee, 1958. 


Linear operators ， 


* W 


列 紧 集 [compact set, countably ; pwnakreoe MHOMe- 
cmo) 

拓扑 空间 美的 - -个 于 集 M ,， 它 作为 该 空间 的 子 空 
BEA RE (UAE E (ompad spaw, countable). 
列 紧 性 意味 着 每 个 序列 都 有 聚 点 ( accumulation point), 
即 它 的 每 个 邻 域 都 含有 该 序列 的 元 限 多 项 . 

拓 扰 空间 X PETE M 称 为 序列 紧 的 (sequen- 
tially compact). 如 果 它 的 每 个 序列 都 有 收 合子 序列 ， 
即 如 果 每 个 序列 都 有 收 敏 于 七 的 某 一 点 的 子 序 列 . 

拓扑 空间 考 的 子 集 M 称 为 相对 (序列 . 列 ) 紧 的 
(relatively (sequentially , countably } compact ), 如 果 它 
的 闭 包 具有 相应 的 性 质 ， 

拓扑 空间 闷 的 子 集 M, 若 每 个 无 穷 序 列 {x, lie Z. 
x E M) 都 有 一 个 收 和 化 于 天 的 革 一 点 若 (相应 地 有 一 
个 聚 点 ) 的 子 序列 , 则 称 为 条 件 序列 紧 的 (conditionally 
sequentially compact) ( 相应 地 条 件 列 Æ 的 {condi- 
tionally countably compact)) ， 

M. H. Bošuexoscsuñ 所 
【 补 注 】] 在 度量 空间 及 具有 能 拓扑 的 Banach 空 间 中 ， 
紧 性 . 序列 紧 性 和 列 紧 性 的 概念 是 一 致 的 ， 
参考 文献 . 
[A1] Arkhangel ski, A.V. and Ponomarev, V. L, Funda- 
mentals of general topology, problems and exercises, 
Reidel, 19840 译 HRE). b W Hk FF 


E == 8] [compact space ; Gawtmakmroe opocmpancreo } 

尾 一 开 覆 盖 均 合 有 有 限 子 覆盖 的 拓扑 空间 . F 3132 
RESIA: D x 是 厦 空 紧 空间 ; 2) 六 中 闭 集 的 任意 
有 心 系统 的 交 足 莫 空 的 : 3) 六 中 闭 集 的 任意 最 大 有 心 
系统 的 交 是非 空 的 ， 天 中 非 空 妆 集 的 任意 基数 的 任 
何 递 喊 全 序 序 列 的 安 是 非 空 的 : 5) 在 的 子 集 的 任 一 有 
TB 3 X h amik. 6) XE- HETE X hik 


化; DABE- A; BR f f$ M Tk X rh £f fE %ë £ 5 M. 


n 维 Euclid 空间 的 子 空间 是 紧 的 , 当 且 仪 当 它 是 有 和 界 团 
ñ. 紧 拓 扑 空 间 的 概念 在 拓扑 学 和 现代 泛 函 分 析 中 是 
基本 的 ; 紧 空 间 的 某 些 基 本 性 质 人 有 大 量 应 用 ) 在 数学 
分 析 中 早已 考虑 过 ,如 定义 在 紧 空 间 上 的 尾 一 实 值 连续 
函数 是 有 界 的 , 且 可 达到 它 的 最 大 值 和 最 小 慎 . 

坚 空 他 这 个 术语 是 TL C. Ajexcanmpos 给 出 的 ， 他 
对 紧 空 间 理论 的 发 属 作 出 很 大 前 献 、 该 理论 的 基础 是 
TI. C. AnexcagapoB $i M. C. Vpsicon 在 攻关 于 紧 拓 扑 空 
EAJ gw (Mémoire sur les espaces topologiques 
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compacts} 一 文中 提出 的 ， 

紧 空 间 概 念 是 由 M. Fréchet 引信 的 紧 空 间 概念 
的 加 强 : 目 空 拓扑 空间 是 紧 的 {compact) 一 一 在 这 个 词 
在 原始 意义 下 ， 而 现在 则 称 为 可 数 69 { countably- 
compact ), WE E W Ë FA S fr BoE Th 9 ET -- 个 : : D) 
Ez BJ TREE- nik ASA- -TARTAN 
2}》 非 空 闭 集 的 任 一 可 数 有 心 系统 的 交 是 非 空 的 ;， 3) JE 
空 乞 集 的 任 一 可 数 递 减 序列 的 交 是 攻 宝 的 ;4) 它 的 子 集 
族 的 成 员 的 任 一 可 数 有 心 系 统 有 - TR ADER 
任 ` -可 数 子 集 存 在 完全 聚 点 . 

然而 , 数学 的 继续 发 展 和 它 的 应 用 老 明 紧 性 
(compactness) (íR X “Gukovwmakr" ) 的 概念 比 紧 性 的 原 
始 概念 更 为 重要 ,“ 紧 性 "这 个 术语 指 的 足 现 代 意 义 , 原 
始 意义 下 的 紧 空 间 , 现在 称 为 可 数 紧 空间 ， 当 应 用 村 度 
最 空间 时 ,两 个 概念 是 等 价 的 . 

紧 空 同 的 团子 空间 是 紧 补 间 ,任意 多 个 紧 空间 的 扣 
扑 积 足 蜂 空间 (TyxoHan 定理 (Tikhonov theorem), W 
"Tuxonoa 积 (Tikhonov product)). 在 连续 映射 下 作为 紧 
空间 的 象 的 拓扑 空间 是 紧 空 间 . 紧 空 了 亲 的 这 些 性 质 表 明 
了 紧 空 间 类 关于 一 般 拓 扑 的 基本 运算 的 稳定 性 , 且 紧 性 
概念 的 应 月 主要 是 基于 这 些 过 算 ， 满 中 Hausdorff 分 
离 公理 的 紧 空 间 有 特殊 意义 ， 称 为 T, R (T - compac- 
ta) 任意 多 个 T, 紧 统 的 拓扑 积 是 T, 紧 统 ， 了 J 紧 统 的 
所 了 空间 是 T, 紧 统 ; 在 到 Hausdorff 空间 的 连续 映射 
TF. T, 紧 统 的 象 是 T. RA. T, ESTEER - 
般 紧 空间 不 具备 的 : 任 - T, 紫 统 是 正规 的 ,从 而 是 完全 
-正则 空间 . T, 紧 统 中 任 章 可 数 针 个 开 的 处 处 秽 密 子 集 的 
效 是 处 处 稠密 的 .等 价 的 儿 述 是 : 非 空 T. S S A BE £ 
RARE ERTE. T, 竖 统 可 刻画 为 在 包 会 它 
的 任意 Hausdorff 空间 中 是 闭 集 的 正则 堂 问 . 这 是 紧 空 
AA Hausder 和 -空间 上 的 任 - -连续 映射 是 洒 的 定理 
的 关键 . 这 个 定理 有 一 个 重要 推论 ; 紧 空 间 到 Hausdorff 
空间 上 的 任意 - 连续 映射 是 同 胚 . 

正如 T, 紧 统 类 一 样 , 紫 空间 类 关于 过 渡 到 闭 子 集 
空间 ( 取 Vietoris 反扑 ) 也 是 不 变 的 ;而 月 空间 的 权 不 增 
加 .Cantor 和 集 C HA A FRAAIE C 在 紧 空间 
Mitth, Taxonos xr ik P AMP S Cantor 间断 集 D 起 
着 特殊 作用 ;它们 分 判定 匀 为 区 间 [0,1] 的 拓扑 积 和 高 
散 两 点 空间 GRRE (doublets)} 的 积 ,其 中 + 是 任意 
基数 ， 当 += 六 ,时 , 则 得 到 Hilbert 立方 休 ， PA P E T. 
紧 统 , 且 要 不 超过 fr 的 任 :- 工 紧 统 回 县 于 立方 体 开 的 
其 闭 子 空间 .于 是 任 一 T, 紧 统 可 由 区 同 仅 用 两 种 运算 
FA: RAIRA ESA fs aj .7 了, 紧 统 的 所 有 于 
空间 类 也 可 更 确切 此 描述 汶 立 方 栖 [的 了 所有 子 空间 
淆 ” 另 一 方面 ,这 恰 是 所 有 完全 正则 空间 类 ， 

拓扑 空间 的 权 {weight of a topologicat space) 
一 一 许多 一 般 的 拓扑 术 变 量 之 …. 它 在 T, 紧 统 的 情形 


成 为 特别 重要 的 特征 . 了 KARTER ir D). H f 
它 有 可 数 基 . 同时 , E T, W 5k Y e X iit tkk 9] 
FRS, M| V S SS KUT X RP, BHA T Ë AAA 
HAERA rh R| fl SPP PE B It T. K. T. 紧 统 
Y=Y UY,0WJW A KT Y, # Y, BEA Sk K: H, RE 
量化 的 T, 紧 统 不 能 表示 为 具有 可 数 基 的 两 空间 的 I. 
最 后 提 到 的 两 个 事实 是 网 ( 岳 扑 空间 中 集合 的 ) ( net 
(of sets in a topological space) (sk Rd 8 (network) Aii 
AEM. 5 T. 紧 统 有 基数 所 + 的 网 时 , 它 也 有 基数 s< + 
的 基 . 特别 地 ,任意 可 数 T, 紧 统 有 可 交 基 ,可 度 最 化 甚 
至 同 且 于 区 间 的 闭 子 集 ， 可 度量 化 的 紧 统 通常 称 
为 紧 统 {compacta)， 紧 统 上 的 任何 度量 都 是 完全 的 县 
全 有 界 的 ,所 有 共有 这 种 性 质 的 可 度量 化 空间 孝 是 紧 统 
(F. Hausdorff ). 

可 数 个 可 度量 化 紧 统 的 拓扑 积 与 可 度量 化 紧 统 的 
闭 子 集 都 是 可 度量 化 紧 统 . 任 一 零 维 可 度量 化 紧 统 都 问 
BE B & Cantor 集中 (作为 团子 集 } 的 某 紧 统 ,全 一 
可 度量 化 紧 统 都 是 Cantor 集 的 连续 象 (Anexcamnpos). 
任 一 工 紧 统 都 是 某 零 维 T RANEE. 

提出 将 T, 紧 统 类 分 解 为 紧 统 的 积 , 以 此 对 它 的 连 
续 象 类 的 研究 ,应 归于 立方 体 工 在 折 扑 学 中 的 重要 作 
用 ， 作 为 间断 集 六 的 连续 象 的 T, 紧 统 称 为 二 进 的 
(dyadic)， 二 进 歼 紧 统 类 是 十 分 广泛 的 : 所 有 紧 统 ,所 
丰 立 方 体 下 和 所 有 紧 折 扑 群 的 空间 都 是 a T. W Pç. 
二 进 T, 紧 统 类 是 Hausdorf 丘 扑 空间 的 最 小 类 , 它 关于 
岳 扑 积 玉 连续 映射 封闭 . 旦 包含 所 有 上 直 有 限 个 点 组 成 
的 T, RA 

非 二 进 T, 紧 统 的 最 简单 例子 是 八 上 只 有 一个 非 孤 京 
点 的 不 可 数 T, 紧 统 ， 二 进 卫 紧 统 有 一 些 显 黄 的 性 
质 ;例如 ,二 进 T, 紧 统 的 非 空 并 集 的 任意 不 相交 系统 是 
有 限 或 可 数 的 【Cyemm HÑ (Suslin property)); W 
是 第 一 可 数 公理 的 任意 二 - 进 T, 暴 统 是 可 度 基 化 的 , BI 
有 可 数 基 ; in 紧 统 的 积 是 二 进 T, KA ELL T, 
紧 统 的 连续 和 象 的 T, 紧 统 也 是 二 进 的 . 

A F. T, 紧 统 (ordered T, - compacta) EA A tak 
EE. 连通 可 分 有 序 T, 紧 统 具有 可 数 基 . RRA o 
基 的 连通 可 分 {二 进 } 工 紧 统 的 例子 是 立方 体 T 其 中 
r= (连续 统 的 基数 )。 是 有 序 开 紧 统 连 续 象 的 任 一 
T, RAAR, 它 的 成 员 前 边界 是 紧 统 .二 进 T, 紧 统 类 
和 所 有 是 有 序 T, É SE jË Sk S h) T, 紧 统 类 的 变 恰 由 
所 有 紧 统 组 成 . 

完满 正规 T, 紧 统 (perfectly normal T, -oom - 
pacta) 是 重要 的 紧 空 间 . 正规 空间 称 为 完满 正规 的 
(perfectly, normal), 如 果 其 中 任 一 闭 集 是 可 数 名 个 开 
集 的 交 ， 任 -完满 正规 T. 紧 统 有 Cycmm 性 质 ， 有 具有 有 
可 数 网 且 是 完满 正规 T, 紧 统 的 于 空间 的 任 一 空间 有 可 
数 基 . -完满 正规 T, 紧 统 的 积 未 必 是 完满 正规 工 紧 


统 : 空间 X x X R N EM T, 紧 统 , PIB 3 X É E 
统 ， 然而 ,完满 正规 T, RAURA Mh E HB) T, 紧 统 和 
RARER ë Pe 98 E HDD. T, EAEAN, mH iz 
当 它 的 任 : oE k KAQ. A sJ S ESC MSOES T, 
E M TE # W: H Ei 354 F Crom 问题 (Suslin prob- 
lem). 

在 p akar, APUA J TF AS E 8 Z IB) ñ R 
和 赋 究 构成 许多 研究 课题 . WE T. S£ 205 BE B Av K BI 
数 的 , 则 它 是 可 数 的 . 满足 第 -可 数 公理 的 任意 不 是 数 
TRADERS TERRIER. E 天 紧 统 是 序列 紧 的 
HERE Cemu 条 件 , 则 它 的 基数 木 大 于 连续 统 的 基 
S. 如 果 齐 次 T, Wk X E PFP RH, MJX =<, 基数 
超过 + 的 完全 可 分 T, 紧 统 在 特殊 假定 下 已 被 作成 . 

< T RERA- - 些 与 万 有 性 概念 有 关 的 定理 ， 
{ 见 万 有 空间 (universal space). 对 每 个 基数 z, 有 权 
为 xz 的 T, R, t RA t T, RAAR h pM 
嵌入 其 中 ， 基 了 就 显示 了 这 个 性 质 ， 当 权 太 维 数 dim 
或 Ind 国定 时 也 取得 类 似 结 果 : 尾 - Et A HRAN, 
FERATA na Tr, K n A p" (dim IF 
A Indi), E- -DEE T A E AZ HL PF n fj T, E 
RAIER À MOR p P. D 可 用 作 It RL po. 
MERAT S ESE S q A. WR 21 B za s: 对 任 
一 基数 +， 存在 权 为 + 的 零 维 五 KA X ERA 
任 ADEDE tH n RAE. 

FE 荆 紧 统 的 连续 映射 的 一 般 拓 扑 方 面 ,已 被 格 
外 深信 细致 的 研究 旦 获得 许多 结果 ， 比 如 , 苦 王 和 了 
É T, RKA H pX = Y Bi pY RES, 
存在 羡 的 闭 子 空间 关 , 8 p(X)=Y BEER o|, X. 
— Y EAN $J BË 96 (irreducibie mapping). 这 说 
BE AR BY 3 8 3 F EHI. ATERSE T. 紧 统 
X, ERTA X E 0) # nl 24J Bb ñ B) Br y T, % S£ Z FJ E 
合 N(X) rh, FET, ÉS X. AE NOO 
中 任 一 T, EEL. EAT, ÉB; X BES T, É B: X 05 He 
对 形 〔 见 正则 括 朴 空间 的 绝对 形 (absolute)} ;， 它 在 
同 胚 意义 下 唯一 确定 ， 工 紧 统 同 胚 于 它 的 维 对 形 , 当 且 
仅 当 它 是 极 不 连通 的 〈 殉 极 不 过 通 空间 (extremally 
disconnected space). HETER T 紧 统 ,每 个 五 S 
统 对 应 的 绝对 形 都 是 极 不 连通 到 紧 统 . T. 紧 统 的 不 可 
约 上 映射 由 它 的 绝对 形 的 问 胚 确定 .它们 有 一 个 独 上 其 特征 
的 结构 ; 特别 地 , 所 有 极 不 连通 T: BARIER R. P 
个 T 紧 统 称 为 共 绝 寺 形 , MHZ 183 #8 2 3 EL |p] BE 
的 ,这 里 主要 阿 题 之 一 是 找 出 拓扑 空间 的 共 绝 对 形 的 有 
效 内 葡 准 则 .注意 ,绝对 形 理 论 应 用 的 自然 范围 比 T; 紧 
AEK. 

B: TAERA SS S u] 23 mk E E E tb, R: 
重要 的 . 众所周知 , 可 度量 化 紧 统 之 问 的 所 有 不 可 约 映射 
者 但 有 一 个 一 对 一 点 的 处 处 稠密 和 集 (A, H Komoro- 
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pop). 如 果 一 进 芽 紧 统 苹 不 可 约 映 射 到 权 为 :的 了 E 
A Y EMAX FT. 

T, 坚 统 的 开 映 射 也 是 重要 的 .如 果 两 个 无 限 工 紧 
统 是 由 开 的 有 限 对 -的 映射 联系 着 , ME HPS COE. 
然而 , 仓 在 一 个 从 不 可 度量 化 的 完全 正 B T, 紧 统 到 可 
度量 化 紧 统 上 的 开 的 可 数 对 一 有 映射 .对 任 ~- 这 种 映 
射 , 存 在 -个 处 处 稠密 点 集 , 它 的 某 邻 域 下 由 同 胜 映 
成 的 . 

在 维 数论 的 结构 中 , 工 紧 统 已 被 广泛 地 研究 过 ， 
3: # = dim X Sind X HE T, KAX R (M.C. 
Anexcaanpos ) ， 存 在 一 个 满足 第 一 可 数 公 理 的 T, 紧 统 
X (因而 , 其 基数 不 超过 连续 统 的 基数 )， 使 dim XZ 
ind XInd X, 但 对 所 有 完满 正规 五 W St ind X=1 nd x. 
对 比 下列 二 定理 是 有 趣 的 : 1) 开 的 可 数 对 - -的 映射 不 增 
加 工 紧 统 的 维 数 ; 2) 表示 定理 , PE- EERE NE 
HERET- - 维 T, 紧 统 在 一 个 开 - 闭 连 续 映 射 下 的 象 ， 
其 中 任 :点 的 原 象 都 是 零 维 的 . 下 述 央 子 分 和 解 定 埋 是 重 
韶 的 : 设 产 夸 -~ 了 是 连续 映射 ,区 和 了 是 歼 紧 统 , f= 
Y. dimX=<n, HYRESE Tt, 则 存在 T, 紧 统 Z 和 
连续 映射 2: X-= Z E k: Z — Y, ië f=b@,dim Z =n 
B ZWüwJ3M Tp ak S T z. 

38 hj T E ü Fë lš] > lB] 89 32 3 JE pR % (z. BE it: 
的 主题 ( 见 紧 化 (com pactification)). 
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ercises, Reidel, 1984). A B. Apxasremscoxait iR 

GEI 有 关 紧 性 的 术语 是 混乱 的 ,从 一 些 教科 书 中 

可 以 看 到 苏联 的 用 法 . 特别 是 , 6 HR X ñK P oM- 

TaKTHBS ”一 鹿 常 常 表示 可 数 紧 的 . 

在 西方 “compact "一 词 表 示 紧 的 和 T, 紧 的 ,以 前 有 
时 称 为 拟 紧 的 (quasi oompact) .在 拓扑 学 中 , 多 数 西 
方 作者 将 紧 的 和 紧 Hausdor 的 (五 紧 的 } 同等 对 待 ， 
因 后 者 共有 较 好 的 性 质 ; 另 一 方 古 ,例如 在 代数 几何 中 ， 
紧 这 个 术语 通常 不 包含 T,. 

关于 紧 性 的 固有 性 质 , 即 每 个 开 覆 盖 有 有 限 子 覆 
mi, 也 常 称 为 Heine - Borel 性 质 , 亦 见 Borel - Lebesque 
MAEI (Borel - Lebesque covering theorem). f 

Fk Ma É 9" fg VN J 38 3 FR 2 ULindaelór {或 
Lindelöf 紧 的 {Lindelöf compact )) ( W. Lingelif = 
间 ( Lindelöf space )). 

集 族 FERLI {œntred), mA .x 的 任意 有 限 
个 成 员 的 交 是 非 空 的 ; 这 和 时 也 称 为 具有 有 限 交 性 
质 (finite intersection property). 在 这 方面， 出 现 了 
术语 有 向 的 (directed) 和 滤 过 的 (fitered ). 更 精确 
和 更 一 般 地 ， Ë (A, <) BHRR { partially ordered 
set). 如 果 对 所 有 a, bEA, A cEA, E acc, bec, WE 
合 4 称 为 上 有 向 的 (upper directed); 如 果 对 所 有 a, 
bs4, 有 ced, 使 c<a,c<b， 则 集合 4 称 为 下 有 向 的 
(lower direqed). 描述 这 两 个 概念 ， 也 使 用 术语 右 滤 
过 的 (Bltered to the right) 和 左 滤 过 的 (filtered to 
the lef). WRR (A, <) 是 上 有 向 且 下 有 向 的 ， 则 
称 为 有 向 的 (directed). “有 向 "这 个 词 也 用 于 促 表 示 
上 有 向 (OF F XE), Fj FE B) F E tB jm FJ T “We 
过 ”， 

拓扑 学 中 有 许多 概念 与 紧 性 有 密切 关系 ([16]). 拓 


+h ja] 下 的 紧 性 指数 (index of oompaciness) E IË X ` 


的 任 一 开 覆 盖 有 基教 和 + 的 子 覆盖 的 最 小 基数 +. TE, 
如 果 空 间 的 紧 性 指数 是 区 , 则 它 是 Lindelöf KA. 关 
于 序列 紧 性 (sequential compactness )， 局 部 R H 
( local compactness }， ARH (pseudo - compac- 
tness) 等 概念 分 别 见 序列 紧 空间 (sequentially - com- 
paad space), 局 部 去 空 间 ( locally ompad space ) ; 


T K ZZ I] ( pseudo - compact Space )、 美 于 仿 紧 性 
(paracompactness} 以 及 各 种 相关 概念 ,诸如 弱 和 强 仿 紧 
性 , 遗 忧 迟 紧 性 , 星 仿 紧 性 ，r 仿 紧 性 ,可 数 仿 紧 性 等 见 
仿 鉴 空间 (paracompact space ) MEZ HERTE 
BRIT R, 则 称 为 o 紧 的 (og - oompact). 设 + 为 基 
数 , 如 果 任 一 基数 至 多 为 的 开 覆 盖 具 有 有 良子 镍 盖 ， 
则 该 空间 称 为 + 标的 {rt-compact). 这 当然 是 可 数 紧 性 
的 推广 . 关于 [a b) 紧 性 ,初始 紧 性 和 续 紧 性 等 概念 亦 
ML SJ EE (compactness, countable). 2 j X É 
(U... ÈE m RH (m -compact), 如 果 对 所 有 U, 8 
F (boundary 或 frontier)8U, =F U =U ) 是 紧 
的 . 如 果 空 间 XA n RÆ, ME AX A n R. 这 也 称 
为 边界 紧 性 (peripherica] compactness). ME, * F 
KRZEM (real compact space ) 的 概念 ， W. Hewitt Fit 
(Hewitt compactification ). 
LÈEERARS E Arrano 和 Vpspon 的 备 
TR [A3]. 
参考 文责 
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波兰 文 ， 较 订 种 扩充 [3] 的 译本 ). 
[A2] Mardešic, S., On covering dimension and inverse limits 
of compact spaces, iinois JZ. Math. ,4 (1960), 278 一 
291. 
[A3] Aleksandrov, P. S. and Urysohn, P. , Mémoire sur les 
espaces topologiques compacts, Koninki. Nederl. Akad. 
Wetensch. , Amsterdam, 1929. BJP $ * 


列 紧 空 间 [ compact space, countably ; EDwmsgemnaoe mpocT- 
paacrao ] 

RAAE tE (compactness, countable} 的 拓扑 空 
间 . 可 度量 化 的 ( 列 ) 紧 空 则 称 为 紧 统 (compactum). 
术语 “可 数 紧 空间 "有 时 意味 着 满足 附加 分 离 性 质 的 列 
紧 空 提 ， 而 不 具有 附加 性 质 的 空间 称 为 拟 可 数 紧 的 
(quasi countably compact). 能 表示 成 可 数 紧 空间 的 
可 数 并 的 空间 称 为 可 数 紧 的 (G - countably com- 
pact). M. H. Bošñuexoscxuñ F 
LIEI +š HRE" a BUPER 865 E: Hausdorff 
性 质 (Hausdorff property). 方 嘉 琳 译 


X ik [ compactification ; Geuwmascruoe pacmepenme ]， 紧 
扩 张 (compact extention ) 

TARE] (compact space) 的 拓扑 空间 的 扩 
张 (extension of a topological space). 任意 拓扑 空 
各 都 存在 肾 化 ,性 总 也 空间 有 仍 是 及 空间 的 紧 化 , 恒 
完全 正 财 空间 (completely - regular space) 的 Hau- ， 
dof 紧 化 是 最 有 趣 的 ， 紧 化 通常 意 奈 着 Hausdorff 
Fi EAER RE. I. C. Amxcarnpoan ([1]) šE 


` 


一 一 


明了 所 有 局 部 紧 Hausdorf Z [E] £H RA — Á, RJ 1 % B 
T, 紧 化 ( E AJesranspos $ 4E (Aleksandrov compac- 
tifieation 力 , IC，Ypecon ([2]) 证 明了 具有 可 数 禁 的 
所 有 正规 空间 可 以 其 人 Hilbert 立方 体 , 这 意味 着 它 有 一 
个 可 数 权 的 紧 化 ([2]). 术语 * 紧 化 "首先 由 A. H. Taxonos 
([3] 导入 ,他 定义 了 完全 正则 空间 类 ， 并 证 明了 完全 正 
则 空间 且 仅 让 这 种 空间 具有 Hausdor 企 紧 化 , 权 为 + 的 
完全 正则 空间 具有 权 为 上 的 Hausdorff Ri. 

空间 X 的 两 个 紧 化 bX 和 b, X 称 为 等 价 的 (equiva- 
lent) (b X—=b,X). MRTE X FE 00 [8 EE f b X 
— bX. BA i; X — bX 本 身 就 称 为 紧 化 . WRR 
在 定义 ,两 个 扩张 AX bA AX bA 等 价 ,是 指 
HERE fib X— b,X f fo = i. Siti REEK 
加 区 分 ,因而 空间 HERS A RENARE RZ 
间 的 紧 化 , 在 这 种 情形 ,人们 可 以 说 给 定 的 (完全 正则 ) 
空间 大 的 Hausdorff REARS BOD, HA X Ki 
一 Hausdorf 扩张 的 基数 最 多 是 大 ,而 给 定 集 合 了 上 
的 拓扑 也 形成 基数 所 2 的 集合 . 

RAE b XERE RIE b X(b X=<b,X), tl E EE de X 
上 恒 等 的 连续 映射 让 bX 一 b. X. 此 后 继 关系 使 B (X) 
RRF, E. Čech ([4]) 和 M. H. Stone ([5]) 指出 集 
合 B(X) 包含 一 个 最 大 元 BX. Stone - Cech 紧 化 (Stone- 
Čech compactification) (或 极 大 紧 化 (maximal œm- 
pactification). ` 

给 定 完 全 正则 空间 下 的 所 有 Hausdeor 任 紧 化 的 内 
AREE., 已 由 构造 任意 邻近 空间 ( proximity 
space) 的 紧 化 解决 ([617, 于 是 证 明 ERRi RENA 
个 轨 近 5 对 应 一 个 在 苹 上 庄 导 初始 邻近 5 的 唯一 紧 化 
bX. HI 


ASB = [A hx (BL, = 2. 


极 大 紧 化 AX dH F AF 5 生成 : 
AB = 4 和 吕 是 函数 可 分 的 . 
局 部 紧 Hausdorff 空间 并 的 Arcxcannpop 紧 化 «X J: h 
都 近 5 生成 的 : 
AëB = 4 和 BB 有 不 相交 的 闲 包 ， 
其 中 至 少 有 一 个 是 紧 的 . 
对 应 5 一 久 是 与 其 拓扑 相 容 的 天 上 邻近 的 篇 序 集 
和 集合 BA) 之 间 的 同 构 . 对 应 ó — b, Ap 3 2) B. B. 
AAMIR 5 gi 0 ja], 关于 邻近 连续 映射 的 范 酶 
到 工 紧 统 关 于 连续 映射 的 范 因 的 函 子 . . 
紧 化 理论 的 主要 部 分 涉及 构造 它们 的 方法 ， 
Tuxouos 指出 在 权 为 + 的 任意 完全 正则 空间 上 存在 基数 
为 :的 函数 天: 革 一 工 的 集合 ,使 它们 的 对 角 积 实现 X 
到 立方 体 严 =[ 元 ( 见 Taxoaoa 立 方 体 (Tikhonov cube)) 
PHRA. 于 是 , BU c 83 X B % Ik Rz fE f X#E T' F 
Kma. Gech PFARRER 大: 天 一 和 0, 1 的 对 有 角 


+ 
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积 构 造 了 空间 并 的 极 大 紧 化 .Stone A Boole 代数 和 连 
续 函 数 环 构造 了 极 大 紧 化 . 

紧 北 理论 的 基本 方法 之 一 是 开 集 的 有 心 系统 的 
Arcanos 方法 ([7]), 它 是 最 初 用 来 构造 极 大 紧 化 的 ， 
且 被 以 后 许 志 数 学 家 广泛 利用 . 例如 ， 它 发 现任 意 
Hausdorf 空间 六 的 每 个 Hausdorff 扩张 都 可 实现 为 天 
中 开 集 的 有 有 心 系统 的 空间 . 利用 有 心 系 统 方法 构造 完全 
正则 空间 上 邻近 的 集合 和 所 有 它 的 Hausdorff 紧 化 的 
集合 之 间 的 同 构 . 应 用 这 个 方法 从 X L HE W A WS ë 
算 构 造 蕊 的 Hausdorff 紧 化 . 

H. Wallman ([9]) 构 造 正规 空间 蕊 的 极 大 紧 化 作为 
这 个 空间 的 六 集 的 极 大 有 心 系 统 空间 . T, 空 间 X 69 Ei 
集 的 极 大 有 心 系统 空间 oX E T BJ T. 紧 北 ,并 称 为 
Wallman 蛇 化 (Wallman compactification). 这 个 紧 
化 ,如 同 Stone - Čech ik, 它 和 由 于 组 合 结构 和 可 扩 
张 空 间 之 闻 的 相似 性 , 极 太 性 {在 某 种 意义 下 }) 及 扩张 连 
续 映 射 的 可 能 性 得 出 的 其 侧 贤 化 不 同 . 

闭 集 有 心 系统 的 方法 能 推广 Walman 紧 化 .在 完 
全 正则 空间 关中 , 设 笛 定 是 集 环 的 一 个 闭 集 基 见 , 即 包 
含 其 中 任 二 元 素 的 交 和 并 .. 基 由 称 为 正规 的 ， 如 果 : 
1) 对 任 一 点 xe 关 和 不 合 此 点 的 任意 元 素 BE 名 , 存在 
基 的 元 素 B A B, 使 BIB,=X,xeX\B, Be XNB,; 
及 2) 对 任 二 元 素 R. Beg, 存在 元 素 日 1, BER, E 
X=B!UB:, BSXNBI, BEX \ B. 上 具有 已 
知 的 闭 集 标准 基 的 正规 基 环 的 极 大 有 心 系 统 的 空间 是 
X fJ Hausdorff 紧 化 ， 称 为 Walman 型 E 化 (compac 


tification of Wallman type ); 所 有 Hausdorf RIEA 


E Walman 型 的 (YaaHoB 定理 (Ul'yanov theorem) 
见 [22])， 

构造 紧 化 的 其 他 方法 包括 :连续 画 孝 环 的 极 大 理想 
方法 (1 由); 准 紧 一 致 结构 的 完全 化 方法 ( 见 fi2] 和 一 至 
空间 的 完全 化 (completion of a uniform spaœ}); 以 及 
射影 谱 方法 ( 见 环 的 射影 谱 1Projective spectrum of a 
rinp)) ([10]). 与 此 相关 ,已 证 明 任 一 五 空间 支 的 极 天 
有 限 谱 的 上 确 界 是 它 的 Walman Ek wXX, 而 且 这 个 界 
和 极 大 紧 化 BX —t 4 B (V 5 X P 8 1E 38 2 Ís] (quasi - 
normal spa ) . 

h FRAAI ARAN AEE. 说 
明 紧 北 理 论 的 重要 性 . .拓扑 空间 向 人 工 紧 统 的 可 能 性 ， 
说 明 能 借助 五 紧 统 的 通常 比较 简 单 的 性 质 描述 完全 正则 
空间 的 许多 性 质 ， 比 如 满足 第 一 可 数 公 理 的 正规 空间 
是 则 胚 的 , 当 且 仅 当 它们 的 极 大 紧 化 是 同 胚 的 . 因此 , 满 
足 第 一 可 数 公理 的 正规 空间 的 研究 ,不 则 上 可 以 归结 为 
工 票 统 的 研究 . 可 扩张 空间 的 拓扑 不 变量 常常 能 用 
空间 髓 人 人 它 的 紧 化 的 简单 方法 来 叙述 ( 见 弱 状 空间 
{feathered space )); 完全 性 ( 拓扑 学 中 的 ) (complke- 
teness (m topology)); EAE A F = jA) ( normally -im- 
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bedded subspace ) HEA 28 T 25 Bl X Ro J $86 sloe Bl, BH 
EA HEET 紧 统 都 含 在 可 数 特 征 的 五 紧 统 中 ， 当 
县 仅 当 对 某 ( 因 之 对 所 有 ) 紧 化 bX. HAR bX NX 是 
终 紧 的 . 可 数 型 空间 羡 也 是 有 趣 的 ， 因 它们 通常 接近 于 
它们 的 所 有 紧 化 bX 的 剩余 , 它 意 味 着 在 剩余 中 任 .不 
相交 闭 集 在 bX 中 有 不 相交 邻 域 ， 关 于 紧 化 沾 的 根 入 ， 
ERRATA TAUHARA. Za X B 3 ë 
的 ， 当 且 仅 当 它 的 一 个 {因而 所 有 的 } 紧 化 bX 具有 下 述 
EE: 对 任意 T, RE pO bX 二， 在 剩余 中 存在 一 个 
FLS EW) T, RAF, 它 在 bX 中 有 可 数 特征 . 

贤 化 在 维 数 沦 中 是 特别 重要 的 . 特别 表现 在 对 等 
个 正规 空间 X, 有 等 式 


dim8X = dim X. IndBX = Ind X. 


对 每 个 完全 正规 空间 X, 有 等 式 
ind BX = ind X. 


与 紧 化 的 维 数 性 质 有 关 的 最 重要 定理 之 一 ， 就 是 具有 
可 数 基 的 nn 维 正 规 空 他 有 同 (可 数 ) 权 且 同 维 数 的 
Hausdorff 紧 化 的 定理 ([16]), 它 证 明 丁 {[20]) 在 有 具有 可 
数 其 的 正规 空间 X F, KAARE EE ( peripherally- 
compact space) ARAFE (在 维 数 ind HELFA 
余 bXAV X BERE bX (W, Freudenthal 紧 化 (Freuden- 
thai compactifkation ). 在 该 空间 的 这 类 紧 化 中 有 最 . 
大 的 ， 这 两 个 结果 是 大 量 研究 的 出 发 点 ， 二 是 ,证 明了 
{[8]) 对 于 具有 出 m BX=n , 权 为 + 扒 企 何 完 全 正则 空间 
X, 特别 地 ,对 于 具有 dim XS n Z E E 8 E 
间 革 ,存在 权 为 z* 且 维 数 dim bX= n Kik pX. 男 一 
方面 ,完全 正则 空间 关 是 边界 紧 的 ， 当 芭 仅 当天 有 一 个 
E EHAR T ERAH h (BEN. 这 个 剩余 bhX\X 称 


DPERAF bX (或 在 5X 中 相对 零 约 ) ,每 当 存在 5X 


的 基 见 司 对 所 有 TER 
BANON T = @, 


其 中 条 xxF=esxrr)C 是 [的 边界 (HA). 

在 紧 化 理论 中 明显 重要 的 是 完满 紧 化 (perfect 
compactification) ([15]). = fB] X m B # > W B (E, bX 
是 极 大 紧 化 BX 的 单调 象 (特别 地 jxX 本 身 也 是 完满 
的 )， 并 且 象 BX 一 样 ， 组合 结 构 类 似 于 X, 而 不 象 BX 
的 情形 ,dim X=dim bX 并 不 总 成 立 ,其 至 灶 度 量 空间 
XIR. FU BX 是 航天 完满 紧 化 , 仅 当 天 有 完全 不 
连通 的 剩余 的 紧 化 (特别 地 , 5 X EREE 
极 小 完满 紧 化 ,在 有 完全 不 连通 的 剩余 时 , 极 小 完满 紧 
化 是 唯一 的 ,并 且 是 有 完全 不 连通 剩余 的 所 有 扩张 的 最 
K+. 

紧 化 的 概念 在 剩余 的 维 数 研 究 中 足 有 用 的 . 若 具 
有 可 数 基 的 度量 空间 XX 幅 人 具有 维 数 < n 的 剩余 bX NX 


BE bX h, 则 在 瑟 中 存在 一 个 ( 开 ) 基 , 使 它 的 任 
意 由 十 ] 个 成 员 的 边界 的 安 是 紧 的 ([15]).、 这 个 荣 件 对 下 
空间 于 有 满足 dim bX= dim X É dim (bX\ X) &n 的 紧 
化 bX RERA. 并 且 . 2 bX e x Ó SG 08 w (r. 
dim bX=x, B iLE W Ece bXVX. dim p< n-1. M 
对 具有 完全 不 连通 剩余 的 任意 紧 化 X. 有 dm 2 n 
{[15]). 完 满 紧 化 和 极 大 紧 北 二 者 对 喘 射 的 可 能 扩张 而 
TEAR. TE fram, wR XA YARED 
WE 张 uA M uY. MERR A o Y RPDE 
为 映射 了 2X +Y. 

权 为 + 和 的 拓扑 空 间 X 3 3 9 (Bl indX=0), 当 且 
仅 当 它 有 权 为 + 的 零 维 紧 化 bX([161), 因此 使 mdX=0 
移 权 为 t 的 空间 XX 有 同 权 回 维 数 的 紧 化 . 对 于 县 有 
Pd BXn 的 完全 正则 空间 关 , 存在 一 个 紧 化 bX, 使 
wbX=wX E Ind BX<n , i$ ARRE dt F Ind AX $) t E 
ÍB tE E A BJ (wY En Y BJ 2). HES aB Dy RR Bl = 
间 X, 有 紧 化 bX 使 wbX=wX,dim bX=ind bX=dim X, 
日 存在 空间 半 , 对 天 的 所 有 紧 化 有 inábX> indX ([21]}. 

涉及 无 限 维 空间 的 紧 化 有 几 个 定理 ， 比 如 正 舰 5 
AEREE AHR K E (F. RX 足 弱 无 限 维 的 ([16}) 
R f 58 X; E 3E E (k. B. 42 A z É TT Ë Së += tE BJ a X 
CHRE, 2 < r WEI EP S 3 R 3k I| X) f 2 
所 Tt 的 弱 无 限 维 紧 化 ， 在 这 些 定理 中 不 容许 用 ANER 
EERS DARE ( 见 弱 无 限 维 空间 (weakly infinite - 
dimensional space }), tein Aik Q° ( (2 t £ B + JE 
零 坐标 的 点 组 成 的 Hilbert 立方 体 (Hilbert cube) Q“ 
的 子 集 ) 的 递增 和 的 所 有 紧 化 是 强 元 限 维 空 厅 ([15]). 

I0. M. CMrppoa ([17]) 研究 了 涉及 分 近 空 间 和 完全 
正则 空间 的 紧 化 的 剩余 的 维 数 dim 问题 若 邻 近 鹤 间 
记 是 止 规 邹 接 王 cP“"P， 其 中 cP 是 PP 的 (唯一 ) 紫 化 ， 
M dim(cP\P) 等 F 数 上 的 最 小 者 ， 这 个 数 是 使 恒 数 
交 k+1 的 加 边 能 够 内 接 于 每 个 广义 加 边 ( 见 空间 的 加 
边 (bordering of a space)). TRE EH XRAY 
bX， 使 其 刹 余 的 维 数 Sn, 当 且 充当 在 居中 存在 具有 
基本 性 质 的 ， 重 数 二 hn 十 1 的 加 边 结 构 . 而 且 存 给 定 空 
间 到 中 存在 使 剩余 的 维 数 所 nn 的 紧 化 的 推论 是 存在 刹 
RRM Sn, MA wb X—=wX BJ w IE bX. 

空间 七 的 所 有 Hausdorff 紧 化 的 偏 序 集 BOO Et Z 
全 半 格 【semi - lattice ) {关于 取 上 确 界 的 运算 ). 集合 
(XY) 是 完全 格 , 当 且 权 当 多 是 局 部 紧 空 间 ， 当 空间 六 
和 了 是 局 部 紧 时 ， 格 B(X)#ü B(Y) ASEESSA 
BXNX 和 BY VY AEDS). £ Ff BOOM BY) FEE 
要 求 (完满 } 映射 fi X— Y ARETA. 空间 天 的 
MMS PPD S Py t H e X F 6 邻近 【 见 令 近 
(Proximity)) 描述 , H X + Ë # E w WJ PE J R s = `R 
ESD. ZEA BJ Se38 u] 2) $ ñj RE 4k +B 5 X BU 
H 闭 扩 张 有 美 . 
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MW B 4 A; f 3E364 3 9 EE SX (complcic au- 
mulation point) ( B[A11).. S É (M. 8 HA AA 
为 Lindelór 空间 ( Lindelöf space). 
”在 本 条 目 中 心 .是 基数 & 的 第 一 序数 ,而 在 西方 的 
标准 用 法 中 ，ww, ERa TEREN. 
AFE, RIEBE ARASAN ERL 
B rh É) “ W BJ" (komam) 是 西方 术语 中 的 “ 列 紧 
BU" [countably compact). I “XZ R BJ" (GuwgoMragT- 
HE 首 ) 等 于 西方 的 ” 紧 Hausdorff 的 ”. 
EHEER MERT (GuKkourakrusnñ) 一 
词 的 起 源 ， 空 间 是 双 紧 的 ， 如 困 它 既是 初始 紧 的 六 是 
终 紧 的 ， 
参考 文献 
[AI] Arkhangel’'skii, A. V. and Ponomamv, V. 1., Funda- 
mentals of general topology, Reidel. 1984. Chapt. 3, 
Problem 48 and pp. 165, 166. 
[译注 任何 无 限 子 集 都 有 聚 点 ( 列 紧 性 ) 与 地 集 的 尾 
何 可 数 矣 盖 都 含有 有 限 子 栈 盖 (可 数 紧 性 ) 这 两 种 性 质 


并 不 等 价 . 可 数 紧 空 间 必 为 列 紧 空间 ,Ti 列 紧 空间 必 ` 


为 可 数 紧 空间 ， 一般 的 列 紧 空 间 未 必 是 可 数 暴 空间 . 
ARW Ye 


紧 性 原理 [ empmetness principle ; KOMIAKTROCTH DPIN- 
um] „E E 2 4 $ 65 

解析 函数 族 的 紧 性 条 件 ， 复 平面 的 区 域 口中 全 纯 
函数 的 无 限 飚 ®={f{z)} 称 为 紧 的 (compact}， 如 果 从 
任何 序列 {天 (2z) 三 重 中 能 选 出 子 列 收 化 于 D 内 一 解析 
KA. RZE D PAR- - 致 收 伊 即 在任 一 紧 
集 站 SD 上 一 致 收 八 ， 紧 性 原理 是 P. Montel 在 1927 
年 提出 的 ( 见 [1]): 为 使 族 国 是 紧 的 , 其 充分 必要 条 性 
是 它 在 区 域 吕 内 闭 一 获 有 和 界 ， 即 在 任何 紧 集 kD 上 
RAR. 

设 H, ESE [B] C" (n 21) É E bg p rh Sti ES gk BJ 38 
向 量 空 间 ， 具 有 在 紧 集 KK 三 DD 上 一 致 收 化 的 拓扑 ， 贡 
紧 性 康 理 可 叙述 成 更 加 抽象 的 形式 ; 闭 集 pc H, H, 
中 的 紧 集 , s B ih H, 内 有 界 , BITAN ERA 

, A EERE noma! fmily) 有 和 密切 关系 . 亦 见 Vitali E 

A (Vitali theorem) . 
参考 文献 

O] Montel, P., Leçons sur les familles normales de fonc- 
tions analytiques et leurs applications, Gauthier - Villars, 
1927, 

[2] Malgrange, B., Lectures on the theory of functions of 
several complex - variables, Tata Inst. Fundam. Res., 
1958. E 五 Conosenues TR 

[GNE] 
参考 立 献 
[AI] Mapwyrmeaam ， 和 点. H. , Teopun aauTMTIYectED hyna, 


T. 1, M. ,1968 (中 译本 : A. B. DERGAH. W tH FG 
数论 ,高 等 教育 出 版 社 ，1957). 杨 维 奇 译 


SSE [compactum ; spMnaxr | 

=] F I£ +E BU BE 22 IB] {compact space })， 紧 统 的 例 
子 有 : 线段 . B]. n 维 立 方 体 , 球 或 球面 、cantor 集 (can- 
tor set), Hilbert 立方 体 (Hilbert cube); n $Æ Euclid £ 
间 不 是 紧 统 ， 其 于 集 足 紧 统 ， 当 且 仅 当 它 是 有 界 闭 的 . 
紧 统 的 闭 子 集 是 紧 统 且 每 个 紧 统 同 胚 于 Hilbert 立方 体 
的 闭 子 集 (ypezo 定理 (Urysohn theorem)). % # 
到 Euclid 空间 中 存在 同 胚 的 必要 和 充分 条 忻 是 紧 统 
为 有 限 维 的 ( IIorrpmrma - Nobeling 定理 (Pontryagin - 
Nibeling theorem)). 紧 统 的 连续 象 是 工 空 间 时 是 
紧 统 ， 且 每 个 紧 统 都 是 Cantor HERR (Arean 
pos 定理 (Aleksandrov theorem ). 有 限 个 或 可 数 个 
紧 统 的 积 是 紧 统 . 任何 紧 统 都 是 可 分 的 ; 在 Hausdorff 
紧 空 间 中 ， 紧 统 由 它们 具有 有 限 或 可 数 基 的 性 质 刻 
W. 紧 统 也 可 出 与 它 的 拓扑 相 容 的 任何 度量 全 有 界 这 一 
事实 来 刻画 ( Hausdorff 定理 (Hausdorff theorem)). 

紧 统 形成 拓扑 空间 的 最 重要 类 型 之 一 . 可 度量 化 空 
EXERSA, 这 个 性 质 等 价 于 下 列 性 质 中 的 任意 一个 . 

1) Hi” B] X 8948 AaR uj $F % AARTE 
w (KEA = # Et Heine -Borel - Lebesgue 覆盖 定 
理 的 类 比 ; 亦 见 Borel- Lebesgue W% E EE (Borel - Le- 
besgue covering theorem) ). 

2) X j 1E = H| T R AE jl aA RF, 其 中 
Fa SF, (=1,2, 0 ) E 8 iE 22 (Cantor KH # E 
理 的 推广 ) . 

3) 大 中 和 任何 点 列 在 天 中 有 收获 子 列 【Bolzano- 
Weierstrass 定理 的 推广 ). 

4) 针 的 任意 无 限 子 集 在 革 中 至 少 有 一 个 极 筷 点 
í Bolzano - Weierstrass 定理 的 推广 ). 

DA EEES AHA RE ( Weierstrass 定理 
BEP. 

6) 关上 的 任 刘 连续 函数 存 某 点 上 可 达到 它 的 最 大 
(小 ) 值 {Weierstrass 定理 的 推广 ) ， 

7) 攻关 十 相 它 的 拓扑 相 容 的 任意 度 星 是 金 有 和 界 忆 
完全 的 ， : 

紧 统 X 上 的 任意 连续 函数 , 甘于 和 无 的 拓扑 相 容 
侈 任何 度量 是 一 至 连续 的 (Heine - Cantor 定理 的 推 
F) 
参考 文献 

[1] Amexcannpos, H. C., Bemmi s ofupio Topo MAO- 
aec W Qyuxmsi M. -JI ,1948 (中 译本 : T.C FD 

LAF J, RHRARHEHD. 高 等 教育 出 版 社 ， 

1955). 

|2] Komoropos, A. H. , Domem, C, B. , 3 nEMEHTbI TCOpHE 


7> 


qdyuxuqñ a drynxkugoHansdoro akama, 4 ri. . M. , 1976 
【 英 谋 本 : Kolmogorov, A. N. and Fomin. S. V., ble- 
ments of the theory of Functions and fFuncuonal analy- 
sis, Ciraylock, 1957 - 1961) 

B. A. llachno8 Æ 5AM 详 


E, T, [compactum , T, ; GukommakT, T, ] 
紧 Hausdord 空间 ， 匈 紧 空 间 (ompad space). 


收 盆 性 的 比较 判 蜀 法 [ comparison criterion of conver- 
gene ; cpana mpiDiak CXOIMMOCTH | 
见 级 灶 (se- 


wa a q a w w s w 6 w + F <+ 


积分 【improper integral)). 张 鸿 林 H 


比较 函数 [comparison function ; cpamenka (ynka ] 

用 来 研究 整 男 数 (entire function) a ¿:) R #& 5 
2 “的 了 时 增长 特性 的 明 数 ; 通常 将 ac) 和 某 个 “好 
H RRK 4€) 的 性 状 作 上 比较 很 自然 地 出 现 如 下 的 
问题 :描述 足够 广 的 整 函 数 集 寻 ={4(z 使 得 它 的 据 素 
能 用 作 " 比 较 的 标准 ”. 

-个 整 函数 ACEA EA ERR 
(comparison function), sÉ AEA, WR: DEN >0 
(k=0,1,--); 2) 3k -= mf, A/A +. HAR 
4(z) 称 为 4 可 比较 的 (A - comparable), 383 F£ — t 
常数 r(z>0), 使 得 


aiz} = O(A(r|2 |, z m. d) 


满足 关系 (1) 的 数 (r] 2 F L o PEN 4 可 比较 整 函 数 
aiz) #5 4 型 (4- type ). 有 下 述 关 于 4 型 的 定理 : 如 果 
整 函数 aona 5 ATER ADENN. WÈ 
的 4 型 5 能 通过 下 式 来 计算 

lyk 


(2) 


l % 
ç = lim sup | — 
K P Ak 


5 5 32 PS EEA E —- 4 SZ 36 88 % , 8 25 
对 任意 的 不 是 多 项 式 的 整 夯 数 atz)， 存 在 一 比较 函数 
A(z) Aize A Ei a(z) tš AG) B| eg B Z É 
4 型 为 1. 

若 整 函数 a (2)= 2 ar 二 与 4 人 T ER, AG) 831. 
且 它 的 有 4 型 等 于 o， 则 根据 (2) 函数 

n= 54A 
k= ñ 

# |> o 时 是 解析 的 ;并 称 它 与 a(z) 是 4 相伴 的 
(A- associated) ， 在 此 情形 , 对 于 a (z) WQ X Bored 表 
示 (generalized Borel representation) 成立: 
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a = x= — f Aiztyyali)di (ve: E>0). (3) 


l -+E 


ER AG e 作为 比较 臣 数 ， 则 (3) 使 是 指数 型 À S 
KANEA Bore] PARE. 

车 (3) 式 对 AG)=Z E (z) Ñ wr. MC h E.(z) 
=} čo /T (1 +k/p)Xp>0) 是 Mittag - Leffler iÑ $% 
(Mittag - Leffler function), 则 (3) 是 任意 的 阶 为 p 型 
为 go'"* 的 整 蚜 数 a( 引 的 积分 表示 {这 里 a" 是 atz) 的 在 
经 典 意义 下 的 型 ). 

对 于 某 些 AG). (3) 的 反 变换 已 被 构造 出 来 (向 如 蚁 []， 
文中 有 关于 比较 函数 的 文献 )， 比 较 匡 数 与 Borl 表示 
式 (3) 在 许多 分 析 问 题 中 有 应 用 (例如 见 12], BD. 若 
[A ; o) 表示 与 一 给 定 的 比较 函数 A (z y 可 比较 的 整 函 
BOE. 则 对 任意 的 比较 亩 数 序列 A). AFER 
a (z) 使 得 a(z2)8 U [4 ; h 
参考 文献 

[1] Bom, R. P. and Buck, R. C., Polynomial expansions of 

analytic functions, Springer & Acad. Press (U.S.A. & 
Canada), 1958. 

[2] Dapiana，、M M., Hirnerpansupe npeo6pasopaHuq n 
upencranjeHns 中 yHROHE B KOMIDKOKCHOB OCHacrH, M., 
1966. 

[3] Kammen, KO A., 
521- 543. 

K. A Kamm Ë HER 译 ” 容 尔 浪 校 


£ Marem cO. b. 90 (1973), 4, 


拓扑 的 比较 [ comparison of topologies; cpannenme to- 
nomnrHÄ ] 

在 同 -- 集 合 瑟 上 所 有 拓扑 的 柴 合 的 序 关系 Mi 
扑 + 优 二 (majorize } 拓扑 .六 (或 A KAT (not 


weaker). np MORI BRI X > X, R £ PE P), 其 中 
x RRA A (i=1,2) B E X. 此外, 车 AE >, 
l.z 强 于 {stronger) .7 (或 a $ F (weaker) .二 ). 

F 列 叙述 是 等 价 的 : 

DAET A. 

2) 对 任何 x5X, 在 拓扑 z, F x EHER ARRA EE 
岳 扑 .下 x 653838. 

3) 对 任何 站, 4 在 .7, 下 的 闭 包 包含 4 在 .直下 
的 闭 包 . 

4) Xrh itil ES ATEREAK, Æ.7, FEZA 
的 . 

5) 任何 集合 在 .元 下 是 开 的 ， 在 .下 也 是 开 的 . 

在 关上 折 盾 的 有 了 序 集中 ， 离 散 拓 扑 是 最 强 的 
(strongest), A ØH X 是 闭 集 的 拓扑 是 最 弱 的 
(weakest). 形象 地 说 ， 较 强 的 拓扑 在 半 中 有 较 多 的 开 
集 , 用 集 和 邻 域 ; 较 强 的 拓扑 使 集合 有 较 小 的 闭 包 (就 
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KEARD AE p W aaa. 
M. H. Boñnexoscañ $ FAR 译 


比较 定理 [comparison theorem ; cpaegenng Teopewa ], #& 
分 方程 论 中 的 

在 根 定 一 个 输 助 方程 式 或 不 等 式 (微分 方程 组 或 不 
等 式 组 ) 具 有 某 些 性 质 的 情况 下 ,判断 一 个 微分 方程 
(或 微分 方程 组 ) 的 解 有 特定 性 质 的 一 个 定理 . 

比较 定理 的 例子 . 1) Sturm 定 理 (Sturm theo- 
rem): 方程 


y+p(Oy = 0, p() e Cl[ro,t,] 


的 任 一 非 平凡 解 , 在 [i ,4] 线 妥 上 最 多 mm (m 2 1) 次 等 


TẸ, WEHE 
Z+g = 0, g€) e Ciro t] 


RAR- EEFE H SiS, g) > pG) (W 
[1]). 


2) 微分 不 等 式 (diferential inequality ): 
x, = FACHE TEE ta 
WESTANI WAREJEA, REA 


问题 


ho = x) i=1,... 


N 二 凡人 
的 解 具 有 这 一 性 质 并 且 满 足 不 等 式 
FX Xah, 
x =y, i=1,....n, 
KZ =Ü, ,j=1,...,n, i$j 
Bx 


J 


(中 [2]). 

关于 比较 定理 的 ， 包 括 Chaplygin 定理 的 其 他 例子 ， 
见 微分 不 等 式 (differential inequality) .关于 偏 微 分 方程 
的 比较 定理 ， 伍 如 可 见 [3] . 

获取 比较 定理 的 一 个 丰富 资源 是 向 量 函 数 的 
Jamyaoa 比 较 原 更 (comparison principle } (W [4] 一 [7] ). 
比较 原理 的 想法 如 下 . 设 微分 方程 组 


x = ft. Xx) x=(x,.,., Xa) (1) 
和 向 量 函 数 
Vi, x) = (VG, x)... Vf, x)). 
Wine) = (W,(t.u), .. .. . W. G. u) 


Ds). 对 于 方程 组 (1) 的 任 
… m, WE 


是 给 定 的 ， 其 中 v= (nm ，…， 
MÆ, BEAK xu) j=l, 
等 式 


ü 


V (t. x(G, oF. xü) 
d: 


b (0) = rE Au. xü) 


国 此 ， 如 果 不 等 式 


gHV (t. x) 


r, +> a x) < W(z. Va). 


(z, x). 
Ú: 


(2) 


| 


è, = Wt Diso U, 


(3) 


性 质 的 基础 上 , 就 可 以 说 出 关于 系统 (3) 的 解 函数 Vi, 
x(t)) mt e tE DK IK IK UB r S S 了 (1 ,x) 在 方程 
组 (1) 的 每 个 解 x(t) EBER. A A FUH (1) É 
的 性 质 作出 判断 . 

例如 , ERARO, x) 和 信 (1,v) 满 足 不 等 式 
(2) , 且 对 任意 r Fh. y>0 W 38 邮 >0 存 在 ,使 得 对 所 
Ateli t]. l x] > y, 


>| Vu. x)1 > M. 
f=1 


另外 ， 设 不 等 式 系统 (3) 的 每 个 解 在 [t, so ) 上 有 定义 ， 
那么 方程 组 (1) 的 每 个 解 也 在 t, OLARE. 

关于 运动 稳定 性 理论 中 比较 原理 的 基础 已 有 大 量 
有 益 的 陈述 ( 见 4] —[6]). 向量 函 数 的 JJmmyaoa 比较 
原理 成 功 地 用 于 抽象 税 分 方程 ， 具 有 分 布 自 变量 的 
微分 方程 和 微分 包含 ( 见 抽 稍 币 分 方程 {diftnential equa- 
tion , absiract ); 具有 分 布 自 变 量 的 常 敬 分 方程 (di 从 nential 
equation, ordinary, with distributed arguments ); 微分 包 
È (difèrential inclusion) ). 特别 是 对 于 微分 包 舍 六 
F(t, x) (x š R"), 其 中 F(t, xXx) 是 依赖 (i,x)eR' x 


R" 的 "中 的 一 个 集合 ， 不 等 式 
PAA) su S 3r < W, V(r, x) 
dt peria ox 
代替 了 不 等 式 (2) 的 作用 ， 
文献 [8] 中 结 出 了 大量 的 比较 定理 . 
参考 文献 
[1] Sturm, C., J. Math, Pures Appl., 1 (1836), 106 — 
186 
[2] Ważewski, T., Systèmes des équations et des inégahte, 
diffórentielles ordinaires aux deuxième members mono- 
tones et leurs applications, Ann, Soc. Polon. Math., 23 
(1950), 112 -- 166. 
[3] Friedman, A., Partial diferential equations of 


parabolic type, Prentice-Hall, 1964 【中 译本 ，A, 弗 里 
ME, MEDART, PRHE. 1980). 
[4] Bellman, R. E. , Vector Lyapunov functions, ,!. Soc. 


Industr. Appl. Math. Ser. A Control. ， 
32 — 34. 
[5AJ Marpocos, B. M.. < luddepeun. ypanqenas 2, 4 
(1968), 8, 1374 — 1386. 
[5B] Marpocos, B. M., “š Jladbdbepeau. ypanacauq 2, d 
(1968)10, 1739 ~ 1752. 
[5C] Marpocon, B. M.. (Jluddepena, ypapncnsa >, 5 
(1969), 7, 1171—1185. 
[5D] Marpos, B. M., < Jladbdepegn. yapHeHHR >, 5 
(1969), 12, 2129 — 2143. 
[6] MaprssnoKk, A. À , VcroifonrBOcTe TIDRCHHA CTIORHEIX 


1 (1962), 1, 


acem, K., 1975. 
[7] Mapram]ox, A. A., Kyronexu, P. Hirer 
HEPaperCTBa H yCroÑMHBOCTE IMBHSKHHS, K.. 1979. 
[8] Kamke. E., Differentialgleichungen: Lösungen und 
Lösungsmetboden, 1—2, Akad. YVerlagsgesell., 
1943 一 1944 (i k: 丰 . 卡 姆 克 ， 常 微分 方程 手册 ， 
科学 出 版 社 ，1977 ) ， E. JI. Tonko» #Ë 
[AHE] 
参考 文献 
[A1] Swanson, C. A., Comparison and oscillation theory 
of linear differential equations, Acad. Press, 1968. 
TAJ] Ladde, G. S. and Lakshmikantham, V. , Random 
differential inequalities, Acad. Press, 1980 


MZA 译 


比较 定理 [ comparison theorem ; 
RALFA 

b C EB SSE EE h H EARRA TEHE 
不 变量 之 间 的 关系 的 定理 . 

设 攻 是 C 上 有 限 型 概 形 ， 下 是 X, E Abel 群 的 可 
构造 找 层 ， 则 下 诱导 了 六 上 经 典 拘 朴 意 义 下 的 屋 ， 并 
且 存 在 典范 同 构 


H HFa A = HILUX wa, F}. 


另 一 方面 , C 上 有 限 形 光 滴 概 形 的 一 个 有 限 拓 扑 覆 登 
有 唯一 的 代数 结构 (Riemann F E EEA (Riemann 


existence theorem)). 所 以 下 ,的 艾 达 尔 基 本 群 ( 见 []]) 
是 通常 环 路 的 同 伦 等 价 类 的 群 的 射影 有 限 完 全 化 : 


cpasnsecune Teopexss |, 


— 
m (Xa) = [FX aas 外 


kk. X... 单 连通 , 则 X = X... KB) X. 和 X,, sy 
别 是 概 形 羡 的 经 典 及 女 达 尔 同 伦 型 (WL[1). 2). 
参考 文献 
[H Artin, M., The étale topology of schemes , in Proc. 
intemat. Congress Mathematicians Moscow, 1966, Mos- 
wow, 1968, 44— 5b. 
[2] Sullivan , D. , Geometric topology, M. 1. T. ‚1971, No- 
tes. I C.T. Tamwa Ë MEN PE 
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求 和 法 的 相 容 性 [compatibility of summation methods; 
COBMeCTHOCTI METONOB CYMMHPOBANRAA ] 

求 和 法 的 一 种 性 质 , 它 说 明 应 用 这 些 求 和 法 所 得 结 
果 的 一 致 性 如果 应 用 两 种 求 和 和 法 4 和 B 求 同一 序列 
或 级 数 之 和 而 不 会 得 到 不 同 的 极限 , 则 称 4 f B k Hi 
容 的 求 和 法 (compatible summation methods}; ë 
H, KARB ETHE WJ R HE (incompatible sum- 
mation methods). EWH, W AM 8 是 两 种 
序列 求 和 法 , 4 A B HEE a E R. x 
HF, AA B RARR, R TIEN x e A (YB. BE 


AG = Bix) (#) 


EPAAB AEA A fü BR x Z Tü EF48 21] 89 PS +° 
数 ， 例 如 ,，- - 切 Cesir 求 和 法 (Cesiaro summation 
methods) (C.k) 3 k> 一 1 时 都 是 相 容 的 ,而 且 一 切 正 则 
的 Boponoii 法 和 法 (Voronoi summation methods) 也 
EARKI. 

如 果 口 是 某 一 序列 集合 , TETXEAN B AU, 
REAR) MRAN BE U LERA. "JE 
用 求 和 法 A F BRAT E + oo A — oo ñ5 AEA tB, 15.36 
在 它们 的 可 和 性 区 域内 时 式 (s) tE ata. ER A 和 号 (对 
实 序列 ) 是 完全 相 窜 的 (completely compatibje). 
参考 文献 “ | 

[1] Hardy. G. H., Divergent series, Clarendon, 1949 . 
[2] Cooke, R. G., Infinite matrices and sequence spas, 

MacMillan , 1950 . W H Bomo ÉE 
【 补 注 】 BopoHoà Ë fm? TJ 4 N Norlund 求 和 法 
(Narund summation methods), ZE r. 中. Boponon 
首先 引入 了 这 些 方法 (190 门 ，N., E. Nëriund A EX 
独立 地 重新 发 现 了 它们 (1920)， 
参考 文献 

[A1] Zeller, K. and Beckmann, W., Theorie der Limitie- 


tungsverfahren, Springer, 1970. 张 鸿 林 译 


相 容 分 布 [ compatible distributions ; ercracoafahe pac- 
npeneeum ], 慨 府 测度 的 射影 系 (pmojective system of 
probability measures ), 概率 测度 的 相 容 系 (consistent 
sistent system of distributions). ` 7 

概率 论 与 测度 论 的 一 个 概念 对 于 最 普通 和 若 重 
FERRA E, 见 测 度 (measure). 下 面 是 更 一 般 的 构 
造 . 设 了 上 为 具有 自 右 滤 准 序 关系 < 的 指标 集 ; 设 给 定 如 
下 的 集 的 投影 系 ' 对 每 个 1 ET， 存在 一 个 集合 X 以 及 
对 任意 一 对 指标 i < j, 总 有 将 局 映 竺 X 的 映射 式 ,使 
得 m =m am 对 ji 关 /二 上 成 立 , 六 设 对 任意 el, z. 为 
下 上 的 恒 同 映 射 , 此 外 ,再 设 对 每 个 is L. fF X, 的 地 
集 所 构成 的 = 代数 5, ,使 得 当 i 过 /时 ,和 将 ( 轧 S, E 
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(X,,S 的 映射 为 可 测 的 . 最 后 , 设 对 每 个 1E T, z, 为 
s. 上 给 定 的 分 布 { 或 一 般 地 ,测度 ). 分 布 (测度 ) 系 {41 
称 为 相 容 前 (compatibie 或 consisten1) ,或 称 分 布 {测度 ) 
的 射影 系 (projective system of distributions (mea- 
sures P. 假如 对 任意 的 i < j. n = '. 如果 对 于 投影 
ER Y=lim, (X, a) i EIRA Te. WAREM 
E kt 投影 系 {4} 的 投影 极限 ), 使 得 u5un 对 一 切 
i EI 成立, Pera z, 384 X = X, 的 典 则 投影 ， 
参考 立 献 
[1] Komaoropos, A. H. , OCHOBHbE NoHATHE TEOPEH Bepos- 
moch, 2 as., M. , 1974 (PEA A. H. HRA 
WA K.W MAI. Lip. WADER. 1952). 
[2] Bochner, S. , Harmoni analysis and the theory of pro- 
bability, Univ. of California Press, 1955. 
(H Metivier, M. , Limites projectives de measures. Marti- 
ngales, Applications, Ann. Mat Pura. Appl. , 63 (1963), 
225 — 352. 
[4] Bourtaki, N., Elements of mathematiGs , Integrations, 
Addison - Wesley, 1975, Chapt 6: 8 (EB ik k). 
B. B. Caxmos IE 
GNE I 上 的 偏 序 或 准 订 < 称 为 向 右 滤 的 , 是 指 对 每 
对 i jE l, 存在 六 El 使 得 i 所 上 以 及 j 所 上 ,投影 极限 
测度 是 存在 的 ,例如 当 X 均 为 紧 空 间 , 而 为 满 射 以 及 
AAR a l EARR | a l =inf íM : |n (f) 
sM fl), ñi] /ll=sup. | 了 (x)!, 其 中 了 是 具 
有 紧 支 集 的 连续 函数 ， 假 如 斯 有 的 大 均 紧 ,而 克 , 均 为 
满 射 , 上 为 正 测度 ,那么 投影 极限 测度 也 存在 ,此 时 上 
EEB, Alph = i u IARE. 
分 布 ( 或 测度 ) 的 相 容 性 概念 , E Yo RL 
随机 过 程 (stochastic prooess ); 联合 分 布 (joint distribu- 
tion p P PIRI EE, EHE P 郑 维 行 tE 


补 系列 [ complementary series; momovtHHTenrhhas cepHS] ， 
表示 的 

局 部 紧 群 如 的 如 下 的 不 可 约 连 续 酉 表 朱 族 : 在 上 
的 紧 子 集 上 一 致 收 敏 的 布 扑 下 ,这 些 表 示 邱 阵 的 非 零 元 
素 不 能 用 G ñi 1E W 3 s Bi SE Ek u R 59 R tE H GOB K. 
# G 的 补 系 列 非 空当 且 仅 当 台 不 是 顺从 料 ， 即 空间 
L_(G) 不 售 非 平凡 的 左 不 变 平 均 ({[2j). 连通 Lie # G 
有 非 空 的 补 系列 , 当 且 仅 当 避 模 它 的 航 大 连通 可 解 正规 
子 群 的 半 单 商 群 是 非 紧 的 ， 见 Levi - Manan 分 解 
(Levi - Mal'tsev decomposition). 最 初 是 在 复 典 型 
群 的 情形 发 现 补 系列 的 (11]). 在 本 文 写作 时 ( 1987). 
补 系 列 仅 对 某 些 局 部 紧 群 情形 完全 地 得 到 了 描述 . 
数论 中 的 某 些 问题 [例如 , m 5) 与 线性 代数 群 的 研 
值 睾 的 补 系 列 有 关 的 表示 论 问 题 等 价 . 


参考 文献 
[1] Tempa, M. M. a Hağmapk, M. A , Yumrapuse 


tipercrapneuuq Kacou Tpym, M. . 1950. 

[2] Greenleaf, F. P., Invariant means on topologica! groups 
and their applications, V. Nostrand, 1969. 

[3] Hañuapa. M. A. , Tanchane — npercrapneqas rpyrrus 
Jopanm, M. , 1958 英 译本 : Numark, M. A. , Linear 
representations of the Lorentz group, Macmillan, 19541. 

[4] Kostant, B. , On the existence and irreducibility of oer- 
tan series of representations, Bull. Amer. Math. Soc. 75 
{1969}, 627 — 642, 

[5] Fetersson, H. , Zur analytische Theorie der Grenzkreis - 
gruppen 1, Math. Ann. |115 (1937-1938), 23- 67. 

A. H. Drep # 

【 补 注 】 在 半 单 Lie 群 理论 中 ， 补 系列 表示 (oomple. 

mentary series representation) 概 您 常常 用 不 同 的 方 

式 , 即 作 为 广义 主 系列 的 (无 穷 小 ) 西 表示 引进 ， 见 圳 

示 的 连续 系列 (contmuous series of represen- 
tations ) ， 

9 x t 
[Al] Knapp, A W., Representation theory of semisirnple 
groups. Princeton Univ. Press, 1986. 
石生 明 译 FAME 


TRN [complementation ; nononsesme | , TEENER 
对 给 定 的 集合 天 的 -个子 集 M 给 出 对 应 的 另 一 ， 
FE 六 cs 所 的 运算 ， 使 得 如 果 对 和 六 已 知 ， 那么 就 有 
可 能 用 某 种 方式 来 重新 产生 X. RAF ETE 
结构 ， 就 会 得 到 各 种 不 同和 的 取 余 运算 以 及 各 种 不 同 的 

H M 和 六 来 重 构 夺 的 方法 ， 

在 一 般 的 集合 论 中 ， 一 -个 于 集 MER r X tP PJ $ 
子 集 (或 补 子 集 ) (complernent(complementary) subset ) E: 
ii X h 8 4 X 8 = M 的 元 素 所 组 成 的 子 集 C,M (或 
CM, ëk XANAfY: E BJ Rk R 3E i tE K -E reaR: 


c | UM] = CC MO 


i X Rf 2k kE ajus, L 3 X 89 TEL. f 
TE NCX 称 为 上 的 直接 代数 侠 子 空间 (或 直接 代数 
补 子 空间 ) (direct algebrai complement) (Waka), 
如 果 任 何 EXHT — Emn J x=y+z(y £ L. 
ZEN). X fr F 3k tkX=L+N;L(YN=101. 天 的 任 
何 子 空间 总 有 代数 余 ， 但 这 个 余 不 是 唯一 确定 的 ， 

设 (Y, 丰 是 钱 性 拓扑 空间 ， 半 是 它 的 子 空间 工 和 NN 
Bia h q X=L +N, 且 上 和 外 可 对 诱导 拓扑 看 必 线 
性 拓扑 空间 .由 Descares 积 上 x NA X 69 -— — E 5$ 
(v. z) 二 y+z 恢 拓扑 7 的 线性 性 县 连续 的 , 但 一 般 没 有 
连续 道 . 如果 这 个 映射 其 司 肤 ， 即 如 时 X R s LA 
六 的 拓扑 直 和 ， 那 么 千 空 间 站 就 称 为 子 空间 工 的 直接 
拓扑 余 (diea topological complement), 而 在 这 种 情形 
中 工 称 为 可 祭 的 . 在 任意 的 线性 拓扑 空间 中 ,并非 其 


有 的 子 空间 (即使 是 有 限 维 子 空间 ) 是 可 余 的 . 下 列 对 
于 可 佘 性 的 充分 必要 条 件 成 立 ; 存在 空间 改 到 子 空间 
工 的 连续 射影 ; 于 空间 工 拓 扑 同 构 于 XiN, 其 中 访 是 工 
的 代数 余 . 由 这 些 准 则 带 来 下 列 可 余 性 的 充分 条 件 ; L 
是 闭 的 和 有 限 余 维 的 ， 下 是 局 部 凸 的， 而 上 是 有 限 维 
的 ; 等 等 ， 

拓扑 取 佘 运算 的 特 中 情形 是 对 Hilbert 空间 H 89 + 
空间 工 求 正 交 人 杂 . 后 者 是 集合 


Lt = {xeH: <x,y>=0, 3 -0 yel). 


+E B 占 的 闭 子 空间 、Hilbert 空间 理论 中 的 一 个 重 
要 事实 是 Hilbert EM H BJ I£ IB f =E lal L 8 E 28488, 
H H=LG L+. 
RE, Ú X E Pte > MEKK 
JÉ £B) pu E 2: k 
Mi = {xeX: |x|A|y)=0, 对 一 切 y EM} 
是 X 的 线性 子 空间 , 称 为 集合 McX 的 不 相交 余 
(disjoint complement). 如果 好 是 线性 子 空 间 ， 那 么 ， 
在 -- 般 情形 下 , X £ M+ M°, 但 是 如 果 METIE 
(也 称 沟 带 或 序 完 全 理想 ), 即 一 个 线性 子 空间 ， 它 满 
R: x M WIy| <S |x| #WWWy e€ M, E M X F3E 5. E 
界 和 最 犬 下 界 的 运算 是 闭 的 ,那么 X=M+ MM" (TSESM 
对 于 任何 好 是 分 支 ; M= (M° RRASA MXH 
最 小 分 支 ) . 
参考 文献 
H] Bourbaki, N. , Elements of mathematics. Theory of 
sets, Addison - Wesley，19568( 译 自 法 文 ). 
[2] Bourbaki, N, . Elements of mathematics. Topological 
vector spaces, Addison - Wesley, 1977 (WHEE). 
D] Birkhoff, G.. Latice theory, Colloq. Publ. , 25, 
Amer. Math. Soc. , 1973, 
[4] Robertson, A. and Robertson, W. , Topological vector 
spaces, Cambridge Univ. Press, 1964. 
[5] Schaefer, H. H.. Topological vector spaces, Macmni- 


saj). FAJ 


lian, 1966. 
[6] Byen, B. 3., Beense B Opo nONnyyTpsAICEEHHA 
npocrpaticre, M. , 1961 (Æ. Vulikh, B. Z. , Intro 


duction to the theory of partially ordered spaces, 
Wolters - Noordhoff. 1967). B. H. Cooma # 
LHE 条 件 ( 序 ) 完全 向 量 格 是 同时 为 条 件 完 全 格 
(conditionally - complete lattice ) 的 向 量 格 (vector iatboe ). 
参考 文献 
[AI] Köthe, G. ， 
1969, 
[A2} Luxemburg, W. A. J. and Zannen, A. C., Riesz 
spaces, 1, North - Holland. 1971. 史 树 中 译 


Topological vector spaces, Springer, 


完全 票 点 [complete accumulation point; mümoro HAKO- 
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Dienna TouKR], 464 Zi X FRAM 5 

— H x€ y, 48458 M fü x É [T (nl 31585 2 ç 8 —i= $Ë 

合 M 有 相同 基数 . M. H Bošnexosckuñ 所 
【 补 注 】 
gx 

[Al] Arkhanget'skii, A.W. and Ponomarev, V. 1., Funda- 

mentals of general topology, problems and exercises, 

Reidel, 1984 5 译 自 俄 文 ) ， PAM YE 


se OBL [complete algebraic variety ; momoe anreó- 
pamueckoe MhBOroo6palme ] 

紧 复 代数 艇 概念 的 推广 ， GSM X #F 为 完全 的 
(complete), WEHR Y, SPE X x 了 一 了 是 一 
THEA, BD E X < 了 的 (在 Zariski 拓扑 意义 下 
(valuative completeness criterion): i "e 任意 一 ` + É 
HARR KAREAR A 4 K EEN u :Spec K 
一 X DPE- Hag o Speca — X$ 2 Í u. 这 
个 条 件 类 似 于 要 求 六 里 的 任意 序列 有 一 个 极限 点 ， 

任何 射影 艇 都 是 完全 的 ,但 反之 不 然 . 对 十 任意 的 
完全 代数 艇 无 ,存在 一 个 射影 秘 X, 和 一 个 双 有 理 射 影 
AA XA 一 X (M (H BL) 引 理 (Chow lemma)). 对 于 
任意 的 代数 后 X FECA TRAR KUFRA 
{永田 定理 (Nagata theorem)) 完全 代数 艇 概念 向 
相对 人 尼 的 推广 就 是 福 形 的 正常 术 射 
参考 文献 

[1] Hartshorne, R., Algebraic geornetry, Springer, 1977. 
[2] 看 abapeaka， 殉 . P., Ochos ajreGpaHsecxkoR TCDOMETPHP， 

M. ,1972( 英 详 本 : Shafarevich, I. R. , Basic algebraic 

geometry, Springer, 1977), 

R. H. Mamoa E ” 陈 志 杰 译 


完全 解析 函数 | complete analytic function ; monmaa ans- 
aurea yapn ] ' 

由 最 初 在 扩充 复 平 面 所 的 某 个 区 域 D 内 给 出 的 复 
变量 z 的 -个 起 始 解 析 函 数 /=/{z) 的 所 有 解析 开拓 
(analytic continuation) 483055 E 8 Wr E Wk h) 
集合 . 

由 这 域 户 二 他 和 定义 在 D 上 的 单 值 解析 , 妓 全 纯 
的 函数 f 所 组 威 的 对 (D, 门 称 为 解析 函数 元 (element 
of an analytic function) 或 解析 元 (analytic ele- 
ment), Æ Bi $k w TG R (element). 要 指定 一 个 解 
析 函 数 时 ， 总 可 以 使 用 Weierstrass 元 【Weierstrass 
clement)， 也 称 为 正则 元 (regular element) (U (a, 
R), fy, 5a A 时 ， "Weierstrass x 3 Bi — tpat 


f, = f(z) = Xa Gay 0) 
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和 一 个 以 a 为 中 心 , R(>0) AE AAA Uia, R) 
={z6€C:|z-aj<R} 组 成 a=% 时, Weierstrass 
TRUH, R), 大) 由 级 数 
fs = fak) = Tar (2) 
K - ü 
和 这 个 级 数 的 -MRR U(E, R={zEC 
组 成 ，R 20. 
令 为 可 由 AERLE U (a ,R). p) ECHE 
> 一 条 连接 点 a 与 站 的 上 路径 上 解析 开拓 到 的 全 体 点 
¿e C 所 组 成 的 集合 .要 记 住 以 下 情形 的 可 能 性 ， 对-- 
点 EEE, 沿 某 -- 类 路 径 L. 的 解析 并 拓 是 可 能 的 ， 但 
沿 其 他 任 一 类 路 径 L, 则 是 不 可 能 的 ({ 见 背 点 (singular 
point)) .集合 E, 基 平 面 忆 内 一 个 区 域 ,由 元 素 (U (a, R). 
大) 后 成 的 [Weierstrass 意义 下 的 ) 完全 解析 函数 


:|z|>R} 


(complete analytic function (in ihe sense of Weier- 
strass) f, EREA TIRER LoT 的 这 种 解析 开 
折 得 到 的 全 体 Weierstrass 元 (U (Z, R), f.y, V€ E. 
区 域 E, 称 为 完全 解析 函数 fa BJ (Weierstrass) 存在 域 
((Weierstrass) domain of existence). 用 性 一 元 x 
(D, E Weierstrass pú $ H hI E E — Aee e NE Sr Bs 
数 , f. 的 元 素 tD, 门 常 称 为 解析 函数 K. Bush 2 ( WASTT 
ARA E (branch of an analytic function) ) ,任何 被 
取 作 解析 开拍 的 起 始 元 紊 的 完全 解析 函数 的 元 素 
(D ,门生 成 同一 个 完全 解析 旺 数 p. CERAR 万 
的 每 -PARUE R), 大) 可 由 任何 其 他 元 素 (U(a , R), 
f C Nj ERS a 和 点 的 路 径 的 解析 开拓 
得 到 . 

可 能 发 生 这 样 的 情况 :起 始 元 素 {D, 门 不 能 被 解 
析 开 所 到 任 一 点 和 DD. 这 时 ,了 = 五 是 函数 也 的 自然 存 
在 域 (natural domain of existence) =% #k 全 纯 域 (do- 
main, of holomorphy). 而 边界 r= óD 是 函数 了 的 自然 
边界 (natural boundary). 例如 , 对 于 Weierstrass 元 


UO, DA = $e 
É =) 
自然 边界 是 圆周 T={> e CG:|=|= 11, MARAA U(0.1) 
的 边界 ,因为 这 个 元 素 不 能 被 解析 开拓 到 满足 || 21 
的 任 一 点 +, 无 论 D c C 是 怎样 的 区 域 ， 总 能 够 构造 
一 个 解析 函数 pU 使 得 DD 是 所 (2) 的 自然 存在 城 而 边 
RT=2D È HOKAR (Am. Ah Mittag - Leff- 
ler 定理 {Mittag - Leffler theorem ) HEH). 

一 般 说 来 , ERAR 大 在 其 存在 域 E, 内 不 是 
通常 意义 下 的 点 的 臣 数 ,在 解析 函数 理论 中 常常 笛 到 的 
-个 情形 星 , 完全 解析 阔 数 . 认 是 多 值 函数 : 对 每 一 点 
Ze EE,，-- 般 说 来 ,存在 -个 以 这 点 为 中 心 的 元 案 
(U(š. R). 大) 的 无 穷 集 . 但 这 个 全 至 多 是 可 数 集 (Poin- 


caré - Volterra #8 (Poincaré -Volterra theorem)). 从 整 
EEA HERRAR a 只 在 相应 的 Riernanz 曲面 
上 才 可 以 看 作 -个 单 值 解析 函数 ,这 个 Riemann Rl ll 
是 CC 的 一 个 多 叶 覆 盖 有 曲面 . 例如 ， 完 全 解析 函数 
f(z) =lnz=lnjzl+iargz Æ} F Et E. = (z = C: 
O<|z|<%) 内 是 多 值 的 ， 在 每 一 点 了 E 五 , 它 取 可 数 
个 值 
天 各: 司 =IniEl+TiArg č+2asi, s=0, +1, …， 


面 每 -点 了 FE， 对 应 可 数 个 以 名 为 中 心 的 元 素 
(WR, | £1), frlz ;3)), 
= 1 
fiz; s) = Ft: s+ $e 
k=1 f 


通常 使 用 这 个 完全 解析 范 数 的 一 个 单 值 分 支 , 即 对 数 
Lnz=iln|zl+i Argsz 的 主 值 ， 这 是 一 个 在 区 域 P=12 
C;O0<|z|<oo, —a<argz<x) WJ 2 FEBS 3k. 且 能 被 
“EAFA co. 0). Ba i e (—, 0), 极限 

l lim Lnz = Ln, z 


Im >Ü 
存在 . (同样 ，lim。.: i | Ln z=Ln_z 存在 ， 这些 极 
限 信 不 重合 (它们 的 差 是 常数 ,等 于 Om.) 
Weierstrass 元 【1) 和 (2) 的 反 演 ( 见 级 数 的 反 注 
(inversion of a series)) iH A A E PE PB bJ = 
素 ， 它 们 分 别 由 Puisieux 级 数 (Puisieux series) 


zF, 


te 


£ = Sak-ay fo = (3) 


k=" 
EX uE a Es Sm v S B KR 9. pk pe S Sk BU 18 SX Bu 
# sys] Ula R) 和 U(co, R). 特别 ,对 于 py 之 0 lv —1, 
BAD EDRR, ECEAT IR um. (3) 与 
(1 和 (人 2) 所 不 同 的 是 : 对 于 p< 如 或 Y>1， 由 级 数 '3) 
定义 的 元 素 称 为 奇异 的 (singular) ,对 应 于 y=1 和 
v>l, G) 中 的 级 数 相应 地 定义 了 不 分 支 元 iun- 
branched element) 和 (fü DPT ( (algebraic ) 
branched element). 
- ERRER (Ul, R) DRAF, YI tir t 22 A 
为 形式 人 3) 的 特殊 元 素 出 现 ,这 种 级 数 一 般 说 来 是 多 值 
的 (对 v*>1)， 有 极 型 奇 点 (对 A<0), 则 得 到 Riemann 
存在 域 (Riemann domain of existence) E, CE it 
Weierstrass 存在 域 大 )， 而 由 形式 (3) 的 级 数 所 定义 的 
相应 较 大 的 元 素 集 则 称 为 解析 形 (analytic image). 解 
析 形 与 完全 解析 范 数 不 同 之 处 在 于 它 加 上 了 在 一 个 给 
定 的 正 得 元 案 的 开拓 中 所 得 到 的 全 体 奇 异 元 ， 当 引 
进 相应 的 拓扑 后 ,解析 形 就 成 了 给 定 卫 数 的 Riemann 
曲面 

为 了 构造 完全 解析 函数 fe TA A RE I E B F 


c 


- FZ- A 


概念 来 代 蔡 无 素 的 概念 . 这 包括 把 死 素 的 概 您 局 部 化 
和 把 在 这 种 情 部下 并 不 重要 的 收 委 半 乏 抽 弃 . 使 得 区 域 
DAGAA- AA ah W T G 8 (DD, 门 和 (G ,各 称 为 
在 点 a 是 等 价 的 [equivalenty， 如 果 存 在 的 一 个 邻 
域 ， 在 此 邻 域 肉 了 三 h. 这 个 等 价 关 系 具 有 通常 的 自 
反 性 ,对 称 性 和 传递 性 .在 - -个 给 定点 as 的 等 价 元 
素 上 类 称 为 在 点 工 的 一 A W 1 sñ XK F (germ of the 
analytic function) f,- 3 B| B 8 8 E 23 对 定点 的 局 部 性 
质 .两 个 芽 语 和 名 相等 ,如 果 这 两 个 等 价 类 的 性 意 两 个 
代表 在 4 的 某 沾 邻 域 重合 ， 类 似 地 , 可 以 借助 其 代表 元 
素来 定 愉 在 车 上 的 算术 运算 和 微分 法 ， 完全 解析 函数 f, 
是 从 - 个 给 定 的 所 沿 忆 内 所 有 路 径 的 解析 开 折 所 得 
到 的 解析 上 蝴 数 的 全 体 芽 到 的 集合 ,，【E 吾 . 两 个 完全 家 
HAR £, R o, 的 相等 和 在 完全 解析 函数 上 的 运算 由 在 
某 点 ae El 门 E, 的 芽 f, 与 g, 的 相等 和 在 芽 上 的 运算 来 
TN. 

多 复 变量 z 二 (21,… Z.) (n 2 1) 的 解析 函数 元 
(D, f), Weierstrass JG (U" (a. R), £) Wl 3 RZE 和 
上 面 一 样 定义 , 但 要 用 到 复 空间 C* ARR DRESAR 
级 数 


f, = f G) = 


aTa ` TORTA 


kyela 0 
ñu k ak £; Bl 
U"(a, R) = (zeC": | z, 
R > 0 /=l,...,n; a = (ai... dn); 
R = (R.......R,). 


FERRE AARAA BJ EE w sa 2 25 D T R.A It 
的 情形 
若 考 文献 
[1] Mapyyuksm, A PL, Teopua akarnTRUHeCIHX pyne, 2 
a, T 2 M. ,1968 (中 详 本 ; A 于 DERAN, W 
析 沙 数论 ,高 等 教育 出 版 社 , 1957). 
[2] IHaGar, B. B., Bpeneaae p KOMIICKCHSDL AHAH? ，2 H3n., 
4 1-2., M., 1976. 
Introduction to Riemann surfaces, Che- 


—a | €R, JEL.. AR} 


[3] Springer, G., 
lsea, reprint. 1981. 
{4] bye, B A., 
DAH MHOIHA KOMPJÈKCHbIX IIePCMEHHLK， Mf., 1962. 
E. JI Conowehmea 所 
【 补 注 】 文中 称 作 解析 形 (analytic ima 铝 ?的 结构 在 西 
文英 必 中 有 多 种 各 称 ; analytic configuration，analytic 
entity, analytische Gebilde 等 、 可 一 律 详 为 “解析 形 ”. 
补充 的 参考 葡 献 包括 H. Weyi 的 重要 专著 [A1] 
(AZ HR P k 以 及 较 现代 的 著述 [A3]. 
参考 文献 


Bene u ICopmo ananarisecKux 由 yYHK- 
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[AI] Wey, H., 
bner, 1955. 

[A2] Weyl, H., The concept of a Riemann surface. Addi- 
son - Wesley, 1955, 

[A3] Farkas, H. M. and Kra, L, 
ger, 1980. 

[A4] Foster, O., Riemannsche Flächen, Springer, 1977. 

RER E HNA F 


Die kie der Riemannschen Fläche, Teu- 


Riemann surfaces, Sprin- 


完全 曲率 [complete curvature ; ama kpina j, 全 出 
3E (total curvature) 

1) Eudid 空间 R 中 曲面 中 上 ~- 点 的 完全 曲率 是 
一 个 标量 下， 它 等 于 曲面 上 在 该 点 计算 的 主 (PE) 曲率 天 
A k. B E El: K=kk,; 通常 称 为 曲面 的 Gauss 曲率 
(Gaussian curvature) (L # ÉB 3E (principal curva- 
ture)). Gauss 曲率 的 概念 可 推广 到 Eudid 空间 R” 
(>2) 中 的 超 曲 面 , 这 时 , 它 是 量 Kk k, AEP k, 是 
该 超 曲 而 上 一 点 关于 主 方向 1 的 主 曲 率 ， 

= # Riemann 空间 中 二 维 曲 面 上 一 点 的 Gauss 
曲率 等 于 内 曲率 ( 即 二 准 曲 面 的 截 曲 率 ) 与 外 曲率 ( 即 让 
围 空间 关于 曲面 在 该 点 的 切 平面 方向 的 截 曲 率 ) 之 差 ， 

2) Eudid 空间 R? PRE p ErP ER D Ke h 
率 是 数量 j Kdo k E KERETE- AR Gauss 曲率 ， 
do 是 曲面 的 面积 元 . 类 似 地 定义 Riemann 流 形 中 一 
个 区 域 的 全 曲率 ， 那 里 的 下 理解 为 流 形 在 其 上 各 点 关于 
切 平面 方向 的 截 曲 率 , 而 积分 是 对 流 形 中 这 个 区 域 的 面 
积 (测度 ) 来 求 的 . J A Cunopon # 


【 补 注 】 西方 文献 中 不 使 用 “完全 曲率 "这 个 词 . R ”中 
超 曲 面 的 Gauss 曲率 通常 称 为 Lipschitz -Killing 曲率 
(Lipschitz -Killing curvature). TE # # 8 #F, 对 一 个 指 定 
法 方向 的 上 述 有 曲率 也 有 定义 . Gauss 曲率 也 称 为 
Gauss- Kronecker 曲 率 (Gauss- Kronecker curvature). 


参考 文献 
[A1] Klingenberg, W. , Riemannian geometry , W. de Gruyter, 


1982. 

[A2] Kobayashi, $. and Nomizu, K., Foundations of diffe- 
rentia] geometry, 1—2., Intersaense, 1969, Chapt. 
7; Chapt. 5. HFE 译 


EE Dedekind 格 [complete Dedekind lattice ; nomas ， 
Jegeamma peuserka | 
一 个 完全 略 , 对 其 中 性 何 元 束 a,, b iE $ 
[Aa] A [va] = Va Ab) 


成 立 , kak n ij WJ. A a 2 b. 尾 何 完全 Dedekind 
恪 都 是 横 格 . -个 证 代数 若 有 交换 的 同 休 ， 则 它 的 
同 余 格 是 完全 Dedekind # [1]. 

参考 文责 
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[I] Dwinger, Ph., Some theorems on unnersal algebras 
HL, fndag. Math., 20 (1958). 70-76. 

O. A Hanon # 

【 补 注 】 在 英文 文献 中 “Dedekind 格 " 这 个 名 称 很 少 

ER, BEHEA (modular lattice, WIAD. 然 

而 , 完全 模 格 (complete modular lattice ) 是 满足 (有 

限 ) 模 律 的 党 全 格 (complete lattice ). 本 条 日 所 定 交 的 

这 个 概 意 井 无 确认 的 名 称 , 它 和 柚 可 称 作 完全 地 模 格 (co- 
mpletely modular lattice ). ` 

参考 文献 ， 

[AI] Cohn, P. M. Universal algebra, Reidel. 1981. 

HHF i£ 


全 微分 [complete differential ; noume 7 中 中 epeaunan]， 
n ARAA x, € R" 的 

ËII PS $k É: H za PS YR y (diferential). 使 用 全 微分 
一 词 是 为 了 与 偏 微分 一 闻 要 村 照 ，n 元 函数 的 全 微分 
概念 可 以 推广 到 由 线性 拓扑 空间 的 开 集 到 类 似 空间 的 
映射 的 情况 ( W. Gateaux W sy (Gateaux differential}, 
Fréchet 被 分 (Frechet differential ); B 9⁄4 Fj #& $ $ 
(differentiation of a mapping}. 

JL J. KyapapnsB E: FRA ik 


EER [complete group ; coBepuiegaas rpyrma ] 
中 心 ( 见 大 的 中 心 (centre of a group)) FÉ R, 65 8 
{ 即 所 谓 无 中 心 群 (group without certre))， 且 它 的 
所 有 自 同 构 省 为 肉 自 同 构 (immer automorphism). s 
爹 群 避 的 自 同 构 群 同 构 于 避 本 身 ( 术 语 “完全 "有 妓 相 应 
于 这 个 性 质 }. 完全 群 的 例子 有 对 称 烙 (symmetric 
group) S, nn 天 2, 6. 如 群 了 包含 一 个 完全 的 正规 子 
群 ， 则 了 可 分 解 汐 子 群 下 及 六 在 工 中 的 中 心 化 子 天 的 
直 积 T=BxK. 
参考 文献 
[1] Kapranonoe, M. VL, Mepanmos, K). H.. Ocnos Te0Patn 
rpym 3 wan., M., 1982. 
[2] Hall, jr., M., Group theory, Chelsea. 1976. 
H. H. Buna Ë 石生 明 译 许 以 超 校 


EERE [complete instability ; nomas HeyecroiPer 
BOCTb ] 

动力 系统 (dynamical system) 的 -… 个 性 质 ， 若 一 
动力 系统 的 - - 切 点 都 是 游荡 点 (wandering paint) 则 称 


w =< =“ "=" = “= 


tenable 或 plobally rectifiable) (BU # £ :# ht ~ 
R" 一 R” x R 将 此 系统 的 等 一 轨道 映 为 “直线 ia 
点 aE R" ATIU) 的 充分 必 娄 条 忻 是 它 为 完 ya 


定 的 且 没 有 无 穷 远 鞍 点 (addle at infinity) ( HeMbilikuñ 
定理 {Nemytskiis theorem), W, [1]). 
# XSL 
[1] Hemma, B B. 
1CoDpBH mhepeninanbHpts YpPaBHEHRÄ. 2 aym, M. - JL. 
1949h ir k: B. B, i AE, B. B. 斯 捷 巴 诺 夫 , 微分 
方程 定性 旦 论 ,科学 出 版 社 , 上 册 1956. Fi 1959). 
B. M Manmosunos BE 
【 补 注 】 Hewusmguñ 定理 的 一 个 略 有 不 同 的 表述 方法 
{避免 用 无 鹤 远 鞭 点 概念 ) 见 [A2]. [A 中 给 出 了 -51E 
的 证 明 , 整 体 可 直 化 这 一 性 质 与 整体 可 平行 化 (globally 
paratlelizable) 这 一 性 质 密切 相关 :一 动力 系统 称 为 ( 整 


CreoaHoau B B., Kawcrmunas 


. 体 ) 可 平行 化 (parallelizable], 若 它 问 构 开 - JE S x R 


的 系统 ,这 里 所 有 的 点 均 禄 直线 {x} x R(xe5) 以 速度 
1 运动， 
大 考 文献 

[Al} Dugundji, ! and Antosiewicz, H. A., Parallelizabie 
flows and Liapunov' second method, Ann. of Math., 
73 (1961). 343-555, 

[A7] Nemytskil, V. V., Topologkal problems m the theory 
of dynamical systems, AMS Trans Series, 15 (1954), 
414—497 {Uspekhi Mat. Nauk. 4 (1949), 91—153}. 

ARA 详 


完全 积分 [ complete integral; nonme Hurerpaa| 
-KRAHE . 


Flxi, .， x. u. —,. ....,— | = 0 (1) 


的 解 w(x, ,x= (x 
TEM arn, 


Xah a= (a, a,), ERF n 
a,, 且 在 所 考虑 的 域 中 满足 条 件 


det | uca | = 0. 


WRH uao BIE n ERRE RAR a = 
0 (4-4) U SiS ERFA, CHE— (n—1)# 3 
子 族 的 包 闭 也 是 方程 (1) 的 解 .于 是 由 完全 积分 所 给 出 的 
曲面 和 包 络 的 接触 线 是 (1)} 的 特 狂 . 利用 完全 积分 可 以 
描述 对 应 于 方程 (1) 的 特征 常 徽 分 方程 组 的 解 ,因此 ,可 
以 将 方程 (1) 的 求解 化 为 特征 方程 组 的 求解 的 Cauchy 
方法 的 反 转 ， 这 个 方法 被 应 用 于 分 析 力 学 ,在 那里 要 求 
解 典 则 常 微分 方程 组 ; 


dx 3H P ƏH asa O 
di dp, d: dx, 
这 个 组 是 Jacobi 方程 
du ðu 
HH |x., nh =, = 
Ë Fi Xat dx, HEJM 0 (O) 


的 特征 方程 组 ， 


如 果 方 程 (3}) 的 完全 积分 usuga La, a) 
= 西 是 已 知 的 ,那么 典 则 组 (2) 的 2 个 积分 出 等 式 
u,=b.u =p (1 fn) 给 出 ,其 中 ,5b 是 任意 常数 . 
A IL Connros TE 
[ 补 注 】 Jacobi 方程 通常 称 作 (依赖 时 间 的 ) Hamilton- 
Jacobi 方程 【Hamilton - Jacobi equation) (tE W, Hamil- 
ton 55 ( Hamiltonian system) ) 
参考 文献 
[A1] Garabedian, P. R., Partial differential equations, Wiley, 
1964. 
[A2] Dubrovin, B. A., Fomenko, A. T. and Novikov, S. 
P., Modern geometry- methods and applications, 1, 
Springer, 1984H ARX) 朱 和 生 详 KH +E 


完全 格 [ complete lattice ; omaa pemetka ] 
— -TFF N (partially ordered set), 它 的 性 何 一 个 
子 集 有 4 都 有 最 小 上 界 及 最 大 下 界 ， 这 两 个 界 通 常 称 为 4 
的 并 (join) 和 变 (meet), 记 如 V. a WA ,ca ,或 
分 别 简 作 Y4 和 六 A. W 3 AIFSCHNR KG. FECH 
每 个 非 空子 集 都 有 最 大 下 曾 , 则 它 是 个 完全 格 . KLE 
完全 的 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 映 于 自身 内 的 保 序 映射 都 
有 不 动 点 , 努 元 素 a E 上 ,满足 ap=a., # P(M)E H M 
的 子 集 按 包 含 关系 为 序 而 成 的 集合 ,m 是 PLM) 上 的 一 
个 闭 包 运算 , 则 所 有 的 辣子 集 所 成 的 集合 是 一 个 完全 
格 . 任何 偏 序 集 刁 都 能 同 构 毛 人 到 一 个 完全 格 内 ,此 时 
称 该 完全 格 为 了 的 一 个 完全 化 (completion) ， 由 分 制 
所 作 的 完全 化 (网 MacNeille 完全 化 (completion, Mac- 
Jeillem 万 是 在 偏 序 集 所 有 的 完全 化 中 之 最 小 者 . 在 一 
个 斌 代数 中 , 所 有 的 子 代数 组 成 的 柴 侣 构成 一 个 完全 
格 ,所 有 同 余 类 组 成 的 集合 也 是 一 .个 完全 格 ; 在 拓扑 空 
间 中 ,所 有 闭 寺 集 的 集合 是 完全 格 . 
参考 文献 
[1] Birkhoff, G., Lati Theory, Collog. Pubi, 25, Amer. 
Math. Soc., 1973. 
[2] Cropmaroe, JE A, , Demum WopH crpygryp, M., 
1970. T. C, Ẹopanom 所 
[4HE] 关于 闭 包 算 子 (dosure operation ) fi i MaF 
见 闭 包 关 权 (closure relation), 与 基 (basis). 
War 译 


完全 测度 | complete measure ; nomea mepa | 
s 43 y E m h Fk 5 SS E.S Ae y B. 
|21(4)=0, 则 对 任意 子 集 EE cA4, 总 有 Ee. 这 里 | 
E HEER AEWRE, |u |==). 
A. II Tepexun # 
{ 补 注 ] 完全 测度 的 概念 来 自 下 列 问题 ( 见 [Al]). 设 
XARES, 王 为 其 子 集 构成 的 65 代数, 并且 哺 是 了 荆 上 
BESA. 可 能 会 发 生 这 样 的 情形 ;存在 基 个 集合 EE 
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满足 F (E)=0 , BA EB T3N N FN T F. TE, 
很 自 然 地 ,可 以 对 这 样 的 集合 NN， 定 义 其 测 麻 为 0. 

一 般 地 说 , 可用 E’ 表示 满足 以 下 条 件 的 集合 六 所 
成 的 族 : 存在 E.F ex, EQ NƏSF , ËB (F-E) 
=0. 在 此 人 情形 ,定义 nu(N)=0. TE Y" 是 了 代数 ,并 
且 成 为 其 上 的 完全 测度 (这 种 过 程 称 为 完全 化 (comp- 
letion), Hü (X, E’, A) 称 为 完全 测度 空间 (corn plete 
measure space ). 


£t 
[A]] Rudin, W., Real and ¿complex analysis, Moraw- 
Hill, 1974 (中 译本 : W. AT, YARAR Ah 
AAH, 1982). 
[A2] Hewitt, E. and Strömberg, K. , Real and abstract ana- 


lysis, Springer, 1965. 王 斯 雷 译 


完全 度量 空间 [ complete metric space ，Domaoe Merpn- 
"eCKoe upocipanscrmo] 
一 个 度量 空间 , 其 中 每 个 基本 序列 或 Cauchy 序列 都 
收 敏 .完全 度量 空间 是 完全 一 致 空间 (complete uniform 
space) 的 特殊 情形 ， 
M. H, Bonecon P J R 评 


完全 算 了 于 [complete operator ; tonusi -oneparop |, I” Z 
波动 算 子 (generalized wave operator ) ` 
H 
W.(A;.A1) = slime "^P, 


E X B) 88 sb % E W. +, APA SAREAN 
Hilbert = ËJ H L hs SHERT. P, EAH a 中 的 正 交 
射影 , MES 


(W An A | W. (Ay A |=) xz) = Hx... 


这 里 入 (i=1,2) 是 所 有 关于 4, 为 谱 绝对 连续 的 元 喜 x 
的 集合 , 即 对 于 它 来 说 ,一 个 集合 M KERE Ç E Ce) x. 
x> 关 于 Lebesgue 测度 H 是 绝对 连续 的 ， 
如 果 算 子 Wi(4,, 41) 或 类 俱 定 义 的 算 子 W (A, 
AD) 存在 并 且 是 完全 的 ,那么 4  (ATAEH, 。 上 的 
部 分 } 是 酉 等 价 的 .如 果 4, 与 先是 日 上 的 自 伴 算 子 ,并 
H A=A+c<-.,f5> f, WE feR, c 是 实 的 ,那么 
Wl, 4) 与 W, (A, A) 存在 并 且 是 完全 的 . 
参考 文献 
|) Kato, T.. Perturbation theory for linear operators, 
Springer, 1966, Chapt. X Sea. 3. 
B H. Co6onee # 
【 补 注 】 一 个 算 子 W; H—H 是 部 分 等 距 的 (Partially 
isometric), 指 存在 吾 的 一 个 团 线性 子 空间 M , 使 得 对 
ue MÄ | Wu =lu I, 对 ve Mi f We=0. 2EM 
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E M ËJ E 38 3. RP M 称 为 W 的 始 集 (initial set), 
M= W (M) KAW WJ $ E (final set)’ FL E 


全 概率 公式 [ompete probability formala , onso Bepo- 


21HOCTH QopMymna |， 亦 在 充 全 概率 公民 

通过 一 事件 对 于 组 成 一 下 斥 完 全 集 的 诸 事件 的 条 
件 概率 计算 该 事件 的 扰 条 件 概率 的 一 个 关系 式 . 

更 清楚 些 , 设 (0, e, PAREM A, A, 


A Ew t. AClA=000.i j =1, l, n), 


ÜA, = @, 


HARA k, P(A.)> 0. 刚 有 全 概率 公式 
P(AY = 2 P(A | A PIAR). 


当 事 件 AA, A, 
AM. 

全 概率 公式 对 数学 期 望 也 成 立 , 设 Xeo 
in < ,PP) 上 的 随机 变量 ,EX 是 它 的 期 望 , E(XiA, E 
它 对 于 组 成 一 互 斥 完全 集 的 诸 事 件 水 的 条 件 期 望 ， 则 


EX = PEX JA PUH). 
Á 


y 3 X 33 hh, 全 概率 公式 仍 成 


H. F. Yomxon 所 


-EEH A, aa 人 分 9 8 E w 9 P B f £ 
的 ， 有 正 概率 , 旦 它们 的 并 是 样本 空间 . A-R 译 


本 特 值 的 完全 问题 [enomplete problem of eigen values; 
MOHAN npoGJeMa 《OCTBeHbr 16aseHui | 

计算 通常 为 实 或 复方 阵 的 所 有 本 征 估 的 问题 [区 别 于 
本 征 值 的 部 分 问题 (Partial problem of eigen values )}. 
不 仅 需 要 计算 本 征 和 值 ， 而 且 既 常 要 造 出 由 抵 阵 的 本 征 
向 量 或 根 ( 主 ) 向 量 组 成 的 一 组 基 ， 

生 阵 4 的 本 征 值 完全 问题 的 解决 从 理论 上 说 等 同 
J 38 H SH: E 85 35 IE £ TH À g., 并 求 出 它 的 所 有 实 或 
复 根 (这 个 事实 使 得 用 有 限 计 算 过 程 求 所 有 让 征 值 成 为 
不 可 能 ). 对 每 个 本 征 值 4 ,从 齐 次 线性 方程 组 :人 4 4E)x 
=Ü (E AGH Rk 1 可 以 确定 出 对 应 的 本 征 疝 量 在 
复数 域 上 的 计算 中 ,存在 由本 征 向 量 组 成 的 基 的 一 个 充 
分 条 件 是 谱 的 单纯 性 , 而 一 个 必 黎 与 充分 条 件 是 每 个 本 
征 值 1 的 代数 重 数 ( 即 作为 本 征 多 项 式 o, 根 的 重 数 ) 重 
人 台 于 它 的 几何 重 数 ( 即 第 阵 4— LE J S t). hH JE E 
去 计算 重 数 ( 阶 ) 超 过 1 的 报 ( 主 ) 疝 草 , 那 么 必须 考虑 如 
下 形式 的 齐 次 方程 组 


(A —A Ex = 0. KEN, Kl 


按 这 个 方案 , 一 直到 20 世纪 各 年 代 末 才 构造 出 求 
解 本 征 值 完全 问题 的 - - 些 数值 方法 ， 在 20 世纪 30 年 
找 , 依 系 数 计算 怎 阵 的 本 征 多 项 式 的 高 效率 (关于 算法 
运算 量 ) 的 算法 业已 产生 ， Pa, E Hament 方法 
中 ,nn PERRERA TARRE ARRAK n? 
HREH [I], [(2)- 

存 这 一 组 中 的 方法 已 被 命名 为 直接 法 或 精确 法 ,这 
是 内 六 如果 执 行 精确 的 算术 运算 ,那么 它们 将 给 出 本 征 
多项式 语系 数 的 准确 值 . 一 直到 数字 计算 机 诞生 之 
后 ,对 任意 相当 大 阶 数 的 问题 , 才能 测试 带 有 舍 人 误差 
的 真实 计算 的 具体 情况 . 这 样 的 试验 已 在 20 世 纪 50 
年 代 进 行 ,结果 表明 , 其 些 直接 法 完全 偏离 了 数值 的 实际 
特 吏 .用 这 些 方法 计算 本 征 值 时 ,存在 有 导致 灾难 的 不 
稳定 性 ,其 主要 原因 有 两 个 . 首先 ,在 大 字数 的 精确 法 
中 ,本 征 多 项 式 的 诸 系数 直接 或 间接 地 由 一 个 线性 方程 
组 解 的 分 量 来 确定 , 而 方程 组 的 系数 矩阵 的 种 列 是 由 向 
量 e, do, c, A'o 逐步 建站 的 ,这 里 ,4 是 方法 中 的 
初始 向 量 . 这 样 的 矩阵 通常 处 于 很 差 的 状态 ,这 可 从 如 
下 事实 特别 明显 地 看 出 ; 这些 列 向 量 的 长 度 通 常 是 很 不 
HA. B 越 火 , 差 异 也 越 大 . 因此 ,本 征 光 项 式 的 系数 计 
算 - : 般 伴 有 很 大 的 误差 ， 其 次 , 多项式 根 的 计算 常 是 数 
慎 不 稳定 的 . 关于 这 方面 问题 , 如 下 例子 值得 注意 
BN: 如 果 在 多 项 式 

pix) = (x — Xx —2y: e {x —2(0) = 
= x” Ix +. 


中 变更 x" WRA -20A —2J0+2 2 ,那么 ,扰动 后 
多 项 式 Ptx) 获 得 五 对 复 共 己 根 ,其 中 一 对 根 的 妇 部 为 
+i. 28. 

关于 怎 阵 元 素 本 身 的 可 比较 的 灵敏 度 通 常 不 伴 有 
本 征 慎 对 本 征 多 项 式 系数 拢 动 的 灵敏 度 ， 例如, 如果 这 
DEWR p (x) 9 8: 01 3 BE A HAEE NR, E 
中 任意 元 过 的 只 有 2-2 RAWA PAIE E # Fi 
一 量 级 的 变化 ， 

求解 本 征 值 完全 问题 的 现代 数值 方法 不 用 计算 本 
征 包 项 式 而 直接 得 天 它 信 的 结果 ({ 见 选民 法 (iteration 
methods )) , 在 这 类 最 好 方法 中 只 包含 O (kn!) RE 
运算 ,这 里 为 绝 阵 的 阶 数 ,而 站 为 与 m 无 关 的 常数 ,其 
意义 为 计算 一 个 本 征 值 所 需 的 平均 选 代 次 数 ， 在 QR 
算法 中 ,上 的 数值 通常 介 于 1.5 与 2 之 间 ， 

应 用 基于 正 交 变 换 的 方法 M 计算 n x n EE DR A 09 
近似 环 征 值 { 向 量 ) 可 以 转换 为 扰动 后 矩阵 或 若干 符 阵 
A+Fu 的 精确 的 本 征 值 (向 量 } (QR 算法 用 于 一 般 形 
式 的 岳 阵 ，Jacobi 方 法 或 基于 分 型 谱 的 谱 方 法 用 于 对 称 
或 Hermite R: BE) ,这 里 .Fu 为 对 方法 M tJ 36 ft TÑ Ph E 


RF. EM A F 2 B) 3 Pa: 


J Ew le EAA lee (1) 


L 


成 中 ,8 是 机 器 算术 的 相对 准确 度 , A, =( 工 | 本 这 
为 Euclid 矩阵 范 数 ,而 站 x) 为 其 有 形式 C ka” W A gi. 
数值 天 已 生前 面 菩 明 , 而 常数 CC 与 指数 a 的 准 傅 值 依赖 
于 计算 前 具体 情况 ,如 会 入 的 方法 ,内 各 累加 的 应 用 
等 . & KARAF T 2. 

A5é By W.B (1)ulHB]T fika A k M 计算 本 征 
值 ( 向 量 ) 的 准确 度 , 这 个 准确 度 有 夭 于 所 有 单个 本 征 值 
(本 征 子 衬 间 ) 的 状态 . 

设 1 为 矩阵 4 的 单 重 本 征 值 , x 为 对 应 的 规范 作 本 
WEHE, i y ARE BE 47 的 对 应 于 同一 本 征 值 的 
规范 化 本 征 向 量 . 5E 4 < H BE 下 扰动 时 ,本 征 值 
4 中 的 扰动 可 表达 为 如 下 准确 到 第 二 阶 项 的 近似 上 第: 


~ KE) (2) 
(x) 
B Afsit 
k 
janl s R G) 
(| l, SAWAR). BA AI ER A 的 拉动 的 


灵敏 度 可 用 实数 suely Tx]! 来 表征 ,此 数 称 为 该 本 征 
值 的 { 单 个 } 条 件数 (condition number). 当 x 与 y 二 者 
均 为 实 向量 时， $s 4} 有 一 个 简单 和 的 几何 意 多 : 它 是 x 
与 y 之 间 夹 条 的 余 艾 ,这 也 解释 了 sf4) 的 另 .… 种 和 名称 ， 
BaT ¿BU Kç k £ $K (distortion coefficient} 的 来 
H. 

WEER 4 220 zJ fi tk E (Bl r Hi 2 fE [b] Et H HS 
一 组 基 }, 则 可 以 完全 刻画 它 的 所 有 本 征 值 4 的 状态 . 设 
玉 是 以 各 本 征 值 1 的 本 和 证 向 量 为 列 组 成 的 振 阵 ,有 卫 在 所 
有 这 样 的 汗 阵 中 它 具 有 最 小 的 条 件数 ,这 时 ,下面 的 定 
理 可 用 ([4]):; 扰动 后 矩阵 A+ F 的 所 有 本 征 介 被 围 在 
复 平 面 - -个 区 域 , 即 网 盘 


| z—4, | < @nd,P || F ||, i= 


的 并 集 内 . 如 果 这 个 区 域 分 裂 为 若干 连通 的 分 支 ,那么 
每 个 分 支 包 售 有 扰动 后 年 阵 的 林 征 荐 个 数 等 于 组 成 该 
PERMATA H 中 的 范 数 可 取 为 谱 范 数 , 而 cond P 
可 理解 为 谱 条 件数) . 

数量 cond P RARE AHX FEHR AAR 
条 件数 (oondition number). 当 按 谱 范 数 表 达 时 , 它 与 
哺 变 系数 的 关系 如 下 ， 


sa} < cond P < Ssa). 
i=l 


对 应 于 单 重 特征 值 1 的 本 征 向 最 x 的 扰动 按 一 种 
更 复杂 的 方式 依 巾 于 甜 阵 的 扰动 ,一 般 地 说 , 它 不 仅 由 
对 应 二 4 的 畸变 系数 ,而 昌 也 由 其 他 本 征 慎 的 畸变 系数 
确定 .如 果 存 在 接近 于 /的 本 征 值 , 则 x 的 灵敏 度 亦 增 
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m. 在 1 变 为 洛 重 本 征 值 的 极限 情况 下 ,考虑 单个 本 征 
向 量 的 灵敏 度 变 为 元 意义 的 ,这 时 ,需要 论 及 一 个 本 征 
【或 不 变 ) 子 空间 的 灵敏 庶 , 

从 定性 观点 , 情 计 式 (3) 与 (4} 意 昧 着 可 对 第 化 拢 降 
4 的 诸 本 征 值 的 扰动 都 正比 于 扰动 的 大 小 ,而 比例 因 
于 都 可 由 单个 的 或 整体 的 条 件数 来 表示 .如果 A 的 
Jordan AE EAE, AEE a 对 应 于 初等 因子 
{z 一 47", 则 在 一 般 情 况 下 4 BRAR F. ik F | Fh ， 
WEF F |Z. 

本 征 值 完 全 问题 的 最 重要 的 特殊 精 形 是 要 计算 实 对 
称 或 复 Hermite 矩阵 放 的 所 有 桔 征 值 (本 征 向 量 ) . 这 
样 筷 阵 的 所 有 有 崎 变 系数 均等 于 1， 并 及 ,这 时 近似 估计 
式 ( 引 变 为 - :个 准确 的 不 等 式 : 

åa] < j F ||. 

(PRERE P pk hu] Ek 39 E 2 sk N $Ë I: , 因而 该 整体 
条 件数 在 谱 范 数 下 等 于 1 . AE ANR p HS SB E Se 
如 何 .总 存在 矩阵 4+ 忆 诸 本 征 值 的 - -种 排列 使 得 对 
所 有 i 均 有 


| = EE lie 


MRAR A $ 5 R 34 8k (Hermite ) 的 , 而 且 相 同 的 
条 件 也 适用 于 扰动 F. 则 有 可 能 得 到 更 加 苛刻 的 界 根 
([5]). 

另外 ,存在 一 些 对 计算 本 征 值 与 林 征 向 量 的 准确 度 
的 后 或 估计 .它们 对 于 对 称 与 Hermite 8 EE 4 非常 有 
效 . 

讶 先 为 矩阵 4 对 应 于 单 重 本 征 值 4 的 近似 本 征 向 
B, x 为 其 准确 本 征 向 量 . 假定 这 两 个 向 量 已 规范 化 . 
这 时 ,借助 于 向 量 总 得 到 的 4 的 最 好 估计 能 由 如 下 的 
Rayleigh #Z 8 

A 了 
paz) = 人 

对 应 于 蕊 的 值 , 即 数值 H = ol, xX ) 给 出 (这 适用 于 任 
WER 4 ,不 仅 限 于 Hermite EPF). ME r = AX -ea 
称 为 脱节 向 最 (discrepancy vector) (R3 Æ (residual). 

设 

e= rj, a = min | 2 一 上 |. 

这 时 , a 的 -一 个 上 界 可 容易 从 算出 的 本 征 值 L 推 得 . 如 
下 两 个 不 等 式 均 成 立 : 


. - E 
— — = 一 . 
lazas |in < — 


如 果 2 为 多 重 本 征 值 或 如 果 在 4, 邻近 有 一 组 本 征 值 , 则 
需要 估计 对 全 组 本 征 值 的 全 面 扰动 以 及 对 相应 的 不 变 
子 空间 的 扰动 (15])， 

不 这 个 寻常 的 本 征 值 完全 问题 一 起 ,到 常 也 需要 求 
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解 所 谓 的 广义 本 征 值 问题 {generalized cigen value 
problem ) : 
Ax =: 1 Bx. (5) 
ERAF DREE, SB DE 4 与 了 都 是 对 称 (Hermite 】 
的 , 且 其 一 为 正定 的 ， 数值 求解 问题 ( 引 ) 的 理论 与 方法 
平行 于 寻常 的 对 称 (Hermite) 本 征 村 问题 的 情形 . 
WREE A 与 互 两 者 都 不 是 定 的 或 者 如 果 至 少 有 
-个 不 是 对 称 的 , 则 可 应 用 QZ 算法 ({f6), 它 是 吕 有 算法 
的 一 种 礁 广 . 在 这 里 可 以 出 现 一 些 在 寻常 本 征 值 完全 
问题 中 未 曾 见 到 的 崭新 的 概念 : 元 限 本 征 信 与 连续 谱 ， 

更 加 复杂 的 性 质 出 现在 一 些 韭 钱 竹 本 和 定 值 问题 
H: 

(AA +A, i ttAo = 0. 

此 类 问题 通常 用 将 它们 简化 为 高 阶 线性 方程 组 的 方法 
来 求解 【[7]) 
$#* x 

[1] Mamer, A. M. 
169—171. 

[2] banes, A. K., Cbanaeeana, B. H. , BLUPCIHTETHEbE 
Merone JIMHOBWHOE amrme phl, 2 wm., M.. 1963 【中 
ik: ñ. K. 法 捷 也 夫 、B. H ,法 捷 也 娃 , 线 性 找 教 计算 
方法 ,上 海 科学 技术 出 版 社 , 1965). 

{3 Wilkinson, J. H. , Rounding errors m algebraic pro- 
cesses Prentice Hall, 1963 (HEA: J. H. ATAR. 
代数 过 程 的 合作 误 差 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1982). 

H] Wilkinson, J. H. , The algebraic eigenvalue problem , 
Oxford Univ. Press, 1969 {中 译本 ; 上 H SR F p k. 
六 数 特征 值 何 题 ， 科 学 出 版 社 ，1987). 

[5] Parlet, B., The symmetric eigenvalue probiem , Pren- 
tice Hal, t980. 

[$] Moler, C. B. and Stewart, G. W. , An algorithm for 
generalized matrix eigenvalue probem, Siam J. Numer. 
Anal. , 10 (1973), 241 -- 256. 

I KyGnamsckasa, B. H., BsrntHCIETOTSHhE: METOIbE SHE- 
noñ anre6ps, Hopgocn6, , 1980, 37-53. 

X. Jl. Hkpamoe ER 
【{ 补 注 】 WAE ERE sparse matrix) 的 本 征 值 
问题 做 了 大 量 的 研究 ， 由 于 - 些 存 储 问 题 , 这 里 面临 的 
挑战 更 严峻 . 但 对 对 称 {Hermite} 的 情形 ,Lanczos 算 
法 (Lanczos algorithm) 已 被 证 机 是 十 分 成 功 的 . 
对 QQR 算法 人 以 及 计算 本 征 值 的 其 他 迹 代 算法 的 详 
细 描 述 见 选民 法 (iteration methods). 


,are c6.5. 2 11937}, I, 
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完全 Riemann 空间 í complete Riemannian space; 
mime Pu 6080 ImoOcrpask'imo | 


ARERR A p K Riemann |ë]. EAHA 
EE p 的 度 景 空 间 是 完全 的 . 
it M E- FO PE 8 Riemann 空间 , © B A Levi- 
Civita 联络 (Levi -Civita connectionj ,那么 下 面 三 个 结 
ÉF ia) M 是 完全 的 ;了 b) 对 每 -- 点 ps M, 38 $8 Rà ff 
{exponential mapping)exp, 是 定义 在 整个 M, 上 的 (这 
里 M, EME phu) c) 每 一 个 关于 工商 p AR 
的 闭 集 A 二 MM 是 紧 的 (Hopf-Rinow 定理 (Hep 六 Rinow 
theoretn)) .结论 是 :完全 Riemann 空间 条 中 的 任何 两 
Ap 4 都 能 在 对 中 用 一 条 长 度 为 p(p,q) 的 测 地 线 连 
接 ; ERARE ERE. 
HRA TE i PRE ES 88 3k BJ == |B| , 这 个 定理 有 - -个 推 
r (C). 
参考 文献 
[1] Gromoll, D. . Klingenberg, W. and Meyer, W., Ries 
mannsche Geometrie in Grossen, Springer, 1968 . 
[2] Cohn - Vossen, S. E. , Existenz kürzester Wege, Cien pos, 
Math. , 3(1936 ), 441—452 M 开 Boiiuexopcxmi E 
IFE É pë Riemann 流 形 好 的 -- 个 点 ,如 果 exp， 
在 整个 T.M 上 有 定义 ,那么 时 Sk fE p EMET 全 的 
(geodesically complete), 如 果 M +E Bf A ñ sx p 都 是 测 
Hb Së £ BJ, 那么 Z M BJ Wd E 2: 5 (geodesically 
complete). AT M 是 完全 的 (或 等 价 地 , 测 地 完全 的 )， 
上 是 在 一 个 点 是 油 地 完全 的 就 足够 了 . 


PFIN 
[A1] Kimgenberg. W. , Riemannian geometry, W. de Crruy- 
ter, 1982. MFR PF 


完全 策 [ cumpkte set ; mme Mnokecrao], jk K Eé 
wiat En X T 65 

一 全 有 具有 直列 性 质 的 集 售 4: À F BJ SG S A ER PE H 
BEREX HH HRE., WAEN, 由 集合 4 生成 的 
HFEA. H 4 的 前 线性 包 , 与 X W. Ai., [0.1] 
+ BJ fE C rR 5 8 PJ BE Sk PS 3k WK E B| CH, Aix 
就 是 完全 集 . 如 果 兵 是 非 离散 赋 范 域 ， 那 么 每 个 吸收 
集 !{ 特 别 是 蔷 中 的 每 个 零 邻 域 ) 是 完全 集 . 

为 了 使 4=fateT) 基 按 空间 多 的 弱 拓 扑 c (X, 
工 ) 的 完全 集 ， 其 充 要 条 件 为 对 于 每 个 上 8 X". 存在 
指标 局 使 得 《ea ,<> 关 0; 这 意味 着 没有 一 个 闭 超 平 
面 可 包含 所 有 a, 即 4 是 全 集 (total sa). 此外, BE x 
是 局 部 凸 空间 (iocal convex space ), 那么 按 能 拓扑 的 完 
全 集 也 是 按 原 拓扑 的 完全 梨 ， M.H. Boiiuexoscaari # 
[AEJ 当然 ， 招 补 向 量 空 间 中 的 完全 集 也 可 以 理解 
为 4 中 的 每 个 Cauchy 序列 (Cauchy sequence } 在 寺中 收 
AKRA A 并 且 目 前 这 是 对 该 词 用 得 最 多 的 意义 , x 
于 吸收 集 的 概念 见 拓扑 向 量 空间 (topological vector 
space). 
【译注 】 DNE 中 所 说 的 * 完 全集 "， 通 常 译 为 “完备 


集 "以 示 区 别 . 同时 作为 完备 集 的 定义 ,【 补 注 ] 中 说 
得 不 够 确切 ; 它 仅 道 合 于 度量 向 量 空间 ， 而 不 适合 二 
一 般 的 拓 直 向 草 空 间 . 正确 的 定义 诬 把 “Cauchy 序列 " 
换 为 “广义 Cauchy FF P| (generalized Cauchy sequence ). 
“Cauchy W” (Cauchy net) sË “Cauchy àË-f ° (Cauchy fil- 
er). 史 树 中 译 


E 8 fh) S£ E [ complete (或 total) set of fctionals ; 
ocrarosmme (SK roranmbgoe ) MBOaecTRO (PYHKIHORAJIOB ] 
定 尽 在 线性 插 扑 空间 .世上 的 连续 线性 泛 函 x) 的 
集合 TT, 对 于 它 来 说 ,不 存在 元 素 x s X(x=0), f 
得 对 于 所 有 六 ET 等 式 ftx) = 成 立 . 每 个 局 部 凸 空 
间 都 有 泛 沙 的 完全 集 . M. H. Kamed 所 ERF F 


完全 空间 [complete space; noTHoe mpocrpanmcrno] 

与 度量 空间 (metric space). 一致 空 间 (uniform 
space). 拓扑 空间 (topological space). 邻近 空间 
(proximity space). 拓扑 群 (topological group) 空间 、 
具有 对 称 性 {symmety ) 的 空间 以 及 伪 度 量 空间 
(pseudo -metric space) 等 有 关 的 一 个 术语 ; 这 个 术语 也 
可 用 于 其 它 场 合 ， 完 全 性 的 所 有 定义 都 是 基于 一 个 一 
般 观 仿 .、 它 的 具体 表现 依赖 于 空间 的 特殊 类 强 ， 完 全 
性 的 各 种 定义 的 一 般 特 征 体 现在 足 况 广泛 的 一 类 序 
列 . 定 向 系列 或 肥 心 系统 的 收 伍 性 的 要 求 中 . 

度量 空间 称 为 完全 的 (complete), 如 果 其 中 每 个 
基本 序列 (fundamental sequence ) 都 收 敏 ， 仿 度量 空间 
和 具有 对 称 性 的 空间 的 完全 性 也 按 同 样 的 意义 来 埋 解 . 
一 致 空间 称 为 完全 的 (complete ). 如果 对 于 每 个 有 心 集 
系 ( 它 关于 给 定 一 致 结构 的 覆盖 包含 任意 小 的 集合 )， 
其 元 素 的 交 是 非 空 的 .在 拓扑 群 上 有 自然 的 右 一 致 结构 
和 左 一 致 结构 。 如 果 群 的 空间 在 这 些 结构 之 一 中 是 完 
全 的 , 则 它 在 另 一 个 中 也 是 完全 的 , 并 且 这 个 拓扑 群 称 
为 Weyl 完全 的 【Weyl complete). Paños 完全 性 
{(Raikov completeness) 用 在 关 主 右 一 臻 结构 和 左 一 至 
结构 的 并 得 到 的 其 三 双边 一 致 结构 上 ， 上 度量 空间 的 完 
全 性 和 Paiikos 完全 性 可 理解 为 关于 葵 定 空间 作为 同 妆 


型 空间 的 子 空 了 的 任意 表现 的 绝对 闭 包 ， 特 别 地 ,度量 - 


空间 是 完全 的 , 当 且 仅 当 它 在 包含 它 的 任意 度量 空间 中 
是 闭 的 .拓扑 群 是 Paio 完全 的 , 当 且 仪 当 它 在 包含 
它 帮 为 拓扑 于 群 的 任意 拓扑 群 中 是 闭 的 ， 关 于 完全 性 
的 基本 结构 是 :每 个 度量 空间 可 用 标准 方法 实现 与 之 相 
应 的 完全 化 ,是 包含 原 空间 作为 处 处 秋 密 子 空间 的 完全 
度量 空间 . 类似 地 ,每 个 拓扑 群 蚌 Paio 可 完全 化 
的 ， 但 不 是 任 一 拓扑 群 都 是 Weyl 可 完全 化 的 . 

对 于 拓扑 空间 , 绝对 闭 包 (absolute cdosure) (#U 
在 包 合 它 的 任意 空间 中 的 闭 包 ) 的 要求 ， 如 果 限 于 完全 
正则 Hausderf 空间 类 上 , 则 导致 紧 空间 ;这些 空间 量 
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仪 有 这 些 空 间 有 这 个 性 质 ， 热 而 ,还 有 另 一 种 有 用 的 且 
身 热 的 手段 定义 顶 扣 空间 的 完全 性 .完全 正则 Hau- 
dorf 空间 称 为 Čech 完全 的 (Čech complete), 如 果 
它 在 确定 的 Hausdorff 紧 化 中 能 表示 为 可 数 开 集 族 的 
Z. 所 有 这 种 空间 有 Baire 性 质 (Baire property); I 
空 开外 处 筒 密集 的 可 数 族 的 交 必 为 非 空 的 ， 度 基 空 间 
是 Cech 完全 的 , 当月 仅 当 它 是 由 完全 度量 而 可 度量 化 
ËJ ( Ancgonurmpon - Hausdorff 定理 【Aleksandrov - Haus- 
dorff theorem)), 在 许多 重要 方面 ，Cech 完全 性 提供 
拓扑 空间 的 确切 特性 . 例如, 可 数 Cech 完全 空间 具 
有 可 数 基 且 可 度量 化 . 若 空 间 是 Ceh 完全 的 , MWER 
运算 下 保持 仿 紧 性 . 在 完满 映射 【perfect mapping) 
F Čech 完全 性 也 是 保持 的 , 且 在 可 度量 化 空间 类 中 , 在 
开 连 续 映 射 的 变换 下 也 是 保持 的 . 
在 完全 正则 Hausdorff 室 间 中 , 另 -种 有 用 的 手段 
定 愉 完全 性 与 在 其 上 考虑 的 要 大 一 致 结构 有 关 : 如 果 这 
个 一 致 空间 是 完全 的 , 则 拓扑 空间 称 为 Dieudonné 完全 
的 (Dieudonné complete). Dieudonné SE 2: kk 5 š JB 
Tn RF t t; 2E [B| BJ ERA Pñ +: = [B] [F] HE R 38 w zs 
间 ， 在 Dieudonné 完全 性 情况 下 这 个 性 质 描述 人 荔 紧 
性 ,可 数 坚 性 及 紧 性 .所 有 仿 紧 空间 是 Dieudonné 完 
全 的 , 且 特 别 地 适用 于 所 有 度量 空间 .这 表明 在 此 空间 
中 Dieudonne 完全 性 不 意味 Baire tE ERa. Deu- 
donné 完全 性 的 特殊 情形 是 拓扑 空 间 的 Hewitt 完全 性 
( Hewitt completeness ) ， 它 意味 着 空间 与 实 直 线 的 确 
定 族 的 拓扑 积 的 闭 子 空间 同 肥 . 
参考 文献 
[1] Apane, A. R., Tlonomapen, R. H., OcnoGBb 
OG TOHOHOrHM B Wax H yipakxueHasx, M. , 1974 
{ 英 译本 : Arkhangel'skil, A. V. and Ponomarev, V IL. 
Fundamentals of general topology, Problems and exer- 
cises, Reidel 1984). A. B. Apanremckai 所 
【 补 注 】 Hewitt 完全 空间 也 称 为 实 紧 空 间 (real- om- 
pact space}， 有 心 集 系 是 使 有 限 交 不 空 的 集 族 . 
方 嘉 琳 P 


完全 系统 [complete system ; umas cacrewa], 闭 系统 
(closed system), 微分 方程 的 


一 阶 偏 铂 分 方程 组 
Fx, mp) = 0, lism (1) 
x = Xa) = MX ,Xn 
d du 
p = (p... . p a) = = ， žl, 


它 具有 下 列 性 质 ; 对 满足 方程 (1) 的 数组 (x, u, p) 的 任 
RAR, FERR 
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Fx, up) = 0, ISi jm, 


其 中 下 =[F,F] 是 Jacohi 3838 ( Jacobi brackets) . 

对 于 线性 齐 次 系统 ,完全 性 条 件 可 以 有 不 同 的 提 
法 . 在 此 情形 的 Jacobi 括号 美 于 变量 p= (tp,,…,p,)} 是 
线性 的 ,而 且 如 果 系 统 写 成 


P.G) = 0, 1=i=m 


(其 中 忆 是 -- 阶 线性 机 和 分 血 子 ), 那 么 这 个 插 导 对 应 于 交 
RFP, Pl=PP- PR， 系统 的 完全 性 表现 为 所 有 的 交 
É T P, P] 均 可 表 成 系数 仅 依赖 于 x=) 05 P, 
的 线性 组 合 . 

如 果 w=u(x) 是 两 个 方程 


Fx up) = 0, Fix, mp)= 0 


的 公共 解 ,那么 ww 也 是 方程 
EF, F Kx up) = 0 (2) 


的 解 . 

形 如 (1) 的 任意 系统 通常 是 用 附加 新 的 独立 方程 扩 
充 为 完全 系 , 这 些 方 程 是 由 原先 的 方程 通过 构造 Jacobi 
括号 的 运算 而 得 到 的 . H T (2), 办 此 在 这 扩充 中 不 会 
KERRAK, REE MERR. 

系统 是 完全 的 这 一 性 质 关 于 变量 {x,w,p,P) 的 那些 
非 奇异 变换 是 不 变 的 , 对 这 些 变换 微分 方程 的 意义 被 保 
留 ， 这 样 的 变换 例如 有 自 变量 的 代 换 :x=g 0), y=(y， 
…, 还 有 下 面 形 式 的 变换 设 A Rom — R" E 
沧 请 映射 ,使 得 

54 q Pp. 
y = u, í = H(x, u, p. s). 


s = (s, — Smh (= (f +. - tj) 


R — 3 E RI R, TOE. ERRE 
换 就 将 系统 (1) 变 为 系统 


Giix, u, p) = Hix, u, p. Py = Ü, l«am 


参考 文献 

[1] Kamke, E., Differentialgleichungen: Losungsmethoden 
und Losungen, 2, Partiele Differentialeleichungpen erster 
Ordnung, Akad. Veragsgesell, J944 (中 译本 : E. FW 
克 , FAM y EF P ARRE, 1983). 

[2] Tiourep, H. M., Harerpaposamme ypasmemmä mepeoro 
DODATKA B SBcTHEI IDOBSBOTHKDX, JE. - M., 1934. 

[3] Carathëodory, C., Calenñus of variations and partial 
differential equations of the first ordet, 1, 
Holden - Day, 1965( F 5 82). 

[4] Goursat, E., Legs sur Yintégration des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre, Hermann, 1891, 

A.TL Conmaroms f 


[ 补 注 ] 系统 (1) 可 以 写成 下 面 的 形式 
F(X, FY=0, i=1, n m, (Al) 
Cone | pü aai 
xeR ts . ' jer Í 


其 中 站 BAME X u: 


H (x I, Ta X. u)=0, 


Hu=x a. (5k(1) nf ARAFATA (Al) 33 5 2565 3 
异 解 , 见 [1].) 这 样 ，Jacobi 括号 [EF] 就 化 为 Poisson 
RB (Poisson brackets){ P, F). 
系统 (Al1) 定 多 了 诸 范 数 F G=1,: m) # # yA 
了 【了 9) 土 的 水 平 集 . (A1) 是 完全 的 , 如果 Poisson 括号 
(P EI ERE M= (Y OIT: EG D= TIR) 
上 等 于 零 . (ADE (x, DETR) 6 — $B U rh R A 
对 合 (involution) 的 , 如 果 Poisson 括号 在 U LEFF 
淮 , 而 且 {d 户 ?在 U 上 是 线性 无 关 的 . 
(ADE 时 的 一 都 域 中 成 为 对 合 的 ,如果 它 是 完全 
的 且 在 M 二 线性 无 闫 性 条 件 成 立 . 成 为 对 侣 是 系统 
(DEAD F 8 J — AEEA. 见 Darboux 定理 
(Darboux theorem} 和 [Al] 21.1 节 ， 正 如 在 主要 条 就 
中 所 提示 的 ,这 些 考虑 可 推广 到 定 必 在 一 般 可 微 流 形 上 
的 系统 . 
参考 文献 
[A1] Hösmander, L. The analysis of linear partial 
differential operators, 3, Springer, 1985. 
# k 译 HH 校 


完全 函数 系 | complste system of functions noman cuc- 


TeMa dr mui ] 

某 一 Hibert 空间 寺中 的 函数 的 规范 正 交 系 
(orthonormal system) {wp (x ,使 得 在 开 中 不 存在 与 这 
个 函数 系 的 一 切 函 数 都 正 交 的 其 他 陋 数 .-- 个 函数 系 
在 某 一 空间 中 是 完全 的 ,在 另 一 空间 可 能 不 是 完全 的 . 
例如 ,函数 系 


| Vie] H =0 1.... 
T 


在 空间 工 [0 ,台中 构成 完全 男 数 系 , 而 在 空间 L-a, n] 


PUTRE TEKME. 
E. A. Commmes W HAA F 


完全 剩余 系 [ complete system of residues ; 0onmaa K- 
TEMA ñhbrueToOn] Ë m +3 

任意 一 个 由 对 模 m 两 两 不 间作 的 m 个 整数 所 组 成 
HRA. EHRAM m 的 完全 剩余 系 的 有 : 最 小 非 负 
剩余 0.…,m 一 1, 或 绝对 最 小 剩余 一 一 当 症 是 奇数 


COMPLETELY 


时 ,由 0, 土 1 ,…, 土 mm 一 1)12 组 成 ; "4 m 是 偶数 时 , BO, 
tl, …， 士 (m 一 2)12, m12 组 成 . C. A. Crermagos #8 


【 补 注 ] 


dues). 


也 见 既 约 剩余 系 (reduced system of resi- 
MORA PF RUS HL + 


完全 拓扑 空间 [complete topological space; nome Tono- 
JIDrHyeeKoe NPOCTPAHCTEO ] 


内 完全 空间 (complete space). 


完全 一 致 空间 [complete uniform space ; nomoe pamo- 
Mepaoe DPocTpaacTreo | 
任何 Cauchy 88 + (Cauchy filter) 都 收 北 的 一 至 
空间 (uniform space). 一 个 重要 的 例子 足 完 全 度量 
空间 (complete metric space)， 完 全 一致 空间 的 闭 子 
空间 是 完全 的 ; 可 分 … 致 空间 的 完全 子 空间 是 闭 的 . 完 
全 一 致 空间 的 积 旺 完全 的 ; 反之 ,如 果 非 空 -- 致 空间 的 
积 是 完全 的 , 则 所 有 空间 都 是 完全 的 ， 任 意 一 致 空间 X 
可 一 致 地 且 连 续 地 映射 到 完全 -- 致 空间 X 0) 3: 88 T aE 
各 上 ( 见 一 致 空间 的 完全 化 (completion of a uniform 
space)). 
参考 文献 
11] Bourbaki, N., Elements of mathematics , General 
topology, Addison - Wesley, 1966 (FAHI. 
|2] Kelley, J. L., General topology, Springer, 1975 《中 # 
本 : J). L. 凯 莱 ， 一 般 拓扑 学 ,科学 出 版 社 ，19821). 
M， 上 Boguexoaexrt {R 


LHE} 

参考 文献 
[A] Bbeh, J. R. , Uniform spaces, Amer. Math. Soc., 
1964. HRH 译 


函数 的 完全 变 整 [ complete variation of a 各 ncion ; me 
HAS Bapuaung | | 
RAWE (variation of a function). 


完全 连续 算 子 [ completely - continuous operator ; pnonne 
aempepuraubi oneparop 1, 完全 连续 映射 (oompletely 
continuous mapping) 

从 一 个 Banach 空间 (Banach space ) X #| 5 — 45 
间 节 中 的 连续 算 子 也 CH X PARRA Y 
中 按 范 数 收 敏 的 序列 .假设 空间 净 是 可 分 的 (对 子 了 ，, 这 
不 是 一 个 必要 的 条 性; 不 过 一 个 完全 连续 算 于 的 象 通 
常 是 可 分 的 ), 换言之 ,一 个 算 子 了 是 完全 连续 的 ,如 果 
它 把 将 的 任意 有 界 子 集 瑞 到 了 的 一 个 紧 子 集 之 中 , 完全 
JE 3: W T 28 R: 8 W T (compact operator) $ a PAR 
重要 的 类 ,特别 , 它 包 含 所 有 的 紧 可 加 算 子 . 

D. Hiibert([t) 于 1904 — 1906 年 对 于 空间 上 和 工 ， 
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( W, Hilbert 空间 (Hilbert space )) 定 义 了 (线性 } 完 全 连 
续 算 子 ; F. Riez 在 [2] 中 用 紧 性 的 术语 来 定义 ; 而 对 : 
般 的 情形 , S. S. Banach 在 [3] 中 用 序列 的 术语 来 定义 ; 
他 们 确立 了 完全 连续 算 子 的 最 简单 的 性 质 , H TZ HI T 
比 Banach 空间 更 一 般 的 拓扑 向 最 空间 ， 所 以 近来 更 
经 常 地 使 用 " 紧 算 子 " 这 一 术语 . 
参考 文献 
[i] Hilbert, D., Grundzüge einer Mlgememen Theorie der 
linearen Integralgleichungen, Chelsea, reprint, 1953, 
[2] Riesz, F.,Sur les opérations fonctionelles linéaires, C. 
R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. , 149 (1909), 974—977. 
[3] Banach, S.S. , Théorie des opérations linéaires, Hafner, 
1932. M H. Boñrgxosrxui # 


[ 补 注 ] 事实 上 在 西方 的 文献 中 ,不 再 使 用 术语 “SE 
连续 算 子 " , 击 代 之 以 术语 “ 紧 算 了 于” 
参考 文献 
[A1] Dunford, N.and Schwartz, J.T., Linear operators, 
General theory, 1, Iterscience , 1958. 
[A2] Taylor, A. E .and Lay, D. C., Introduction to Func- 
tionad analysis, Wiley, 1980. R 译 


完全 分 配 格 [ completely distributive lattice ; some 
mucrpu6yrsnuaq SFPYKTY7Pa } 

【 补 注 Ek (complete lattice ), 其 中 等 式 ( 称 为 完 
全 分 配 律 (complete distributive law)) 


inf su 


rei jeh 


对 所 有 双 标 导 的 元 素 族 {a,:ie1,jeJ} 都 成 立 , 这 里 已 是 
HEB IJ :ieI} 上 所 有 的 选择 蚜 数 所 成 的 集合 . 与 有 
Rate (LEA (distributive lattice )) 一 样 ,完全 分 
配 律 也 与 它 的 对 侦 等 价 , 这 就 是 说 ,一 个 客 A 当 且 仅 当 
EKRIR A 是 完全 分 配 格 时 , 才 是 完全 分 配 的 . 完 
全 分 配 客 还 可 以 刻画 成 一 种 完全 祝 , 使 4 的 每 个 元 素 a 
都 能 才 作 下 述 元 束 b 的 上 确 界 : 对 于 4 的 性 一 于 集 S, 
只 要 有 sups 兰 a@， 就 存在 一 个 ES 满足 s > b[A1]. 
EEEF (totally ordered set) 都 是 完全 分 配 
的 ;完全 Boole 代数 (Booiean algebrat, 5 H. Iy 34 lal 48 
平 某 个 集合 的 全 每 集 时 , 才 是 完全 分 配 的 . 一 般 地 说 ， 
完全 格 成 为 完全 分 配 格 , 当 且 仪 当 它 可 由 一 个 保持 上 确 
界 和 下 确 界 的 映射 伍 入 于 一 个 全 短 集 之 内 . 
参考 文献 

[1] Raney, G. N. , Completely distributive complete latti- 

ces, Pe. Amer. Math. Soc. , 3 (1952), 677 - 680. 
[2] Birkhoff, G., Lattke theory, Amer. Math. Soc., 1967. 
Ep 详 


a, =SUp ipf a, jo 


完全 可 积 微分 方程 [oompletely - integrable differential 
equation ; monae RuTerpupyesoe JI 中 中 Petaumaioe 
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7papHewme | 
下 列 形 式 的 方程 


w= TPG)dx =0 PeCl, — (O 
:=| 
它 的 (a 一 1) 维 积分 流 型 道 过 空间 R" 中 的 某 个 区 域 的 每 


一 点 .使 得 微分 方程 (*) 完 全 可 积 的 必要 和 充分 条 忻 是 
Frobenius #£ ft (Frobenius condition) w^ dw=0, 其 


由 六 是 外 积 (exterior broduet) 的 符号 1[1]). -如果 n=3， 
这个 条 件 具 有 下 列 形 式 : 
aP, ap] p, [aP ae 
lat ae Pla? a! 
aP, ap | _ 
“| ac ax 


代替 方程 (9)，, 有 时 考 虚 下 列 方程 组 ([2]): 
上 二 | 
= Bal, di, i=1,... ,nn 
z=] 


在 这 种 情况 下 ,完全 可 积 条 件 具 有 下 列 形 式 : 


n. 9 


上 ña 了 
SH Dale HEO) = 


n der! 
= = 2 <5 (x, )ak(x, pi 人 t). 


i= 1,... 


Ao ReaD E 5 PL YF Hü JE E e M a 
(foliation) ( [3]. 
参考 文献 

[!] Frobenius, G., Ueber das Pfaffache Problem, J. Reine 


R; Sl a 


Angew. Math., 82 (1877), 230— 315. 
[2] Hex, B. B., < Mamm. c6., 1948, T.23 (65), 
161 — 186. 


B] Homos, C. D. , Tp. Mock. MaTeM.OD Ba 2, 14(1965), 
248—3278 ( Novikov, S. P., 
Trans. Moscow Math. Soc. , 


Topology of foliations, 
14 (1965), 268—306). 

JI. Pemes 所 
{ 补 注 ]】 RR (n lyk f RU M 是 (中 的 积分 波形 
(integral manifold), WE wxi MERHAT; 亦 吕 Pfaff 
方程 {Pfaffian equation)， 和 表达 这 一 事实 的 另 一 (对 偶 ) 
方式 如 下 所 述 : H U RER w 关 的 一 个 开 子 集 ， 对 于 每 
一 点 XEU, 设 D, 是 在 x5R" 上 使 得 w(t)=0 的 -- 切 ( 切 } 向 
R ¿DU h 2. 于 是 , DORE 一 1) 维 子 空间 ,DEU 
ENT UU 上 的 一 个 分 布 (distribution). 这 时 ,DD( 或 方 
程 w=0) 章 积分 流 形 是 是 对 于 一 切 xE 放 使 得 TM=DD、 
H U Winia PaE. U 上 的 分 布 D 称 为 对 合 的 
(involutive), 如果 对 十 一 茹 x 使得 iix), w(x)eD, 的 上 
ER “~ 茹 癌 量 场 ,m”， 对 于 一 切 x, 也 使 得 [2 , n] 6) 


ED. 使 用 这 些 术语 ，Frobenius 可 积 条 件 (Froben ius 
integrability condition} ew ^ d w= 0 Èh F TER: 由 
DD 定义 的 分 布 是 村 合 的 ， 上 述 - 芭 均 推广 到 方程 组 
o=0, i=1,:-:, r, LRA RHA ( mtegrable system). 
完全 可 积 方 程 组 ( completely-integrable sys- 


tem) ( 完全 可 积 Hamilton 方程 组 (com pletely - integ- 


rable Hamiltonian system)).n 维 流 形 上 的 完全 可 积 
Hamilton j Ë (completely- integrable Hamiltonian 
eqution) 的 情况 ， 则 有 具有 相当 不 同 的 性 质 , 即 存 在 rn 个 
对 合 积 分 {包括 Hamilton ARAH), W, Hamilton 系统 
组 (Hamiltonian system). 
参考 文献 
[A1] Cartan, E., Les systëmes différentielles extérieurs el 
lur applications géometriques, Hermann, 1945. 
[A2] Kobayashi, S. and Nomizu, K., 
differential geometry, 1—2, Wiley, 1963—1969. 
IEP 详 
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完全 可 的 给 阵 群 [ completely - reducible matrix group ; 
BRIOANe üupusorusas MSIPRIHAT Fpynna | 

任意 第 定 的 域 己 上 的 矩阵 群 , 它 的 全 部 元 素 可 用 己 
土 基 抢 阵 按 相 似 同 时 约 化 为 分 块 对 角 型 【block - 
diagonal fomm), BÆ 


dG) 


dela} 


HE+ dEUS e, mA RE, 其 余地 方 用 零 填补 , 且 
每 个 矩阵 群 & 人 过) 是 不 可 约 的 , 见 不 可 的 给 阵 群 
(irreducible matrix group). 用 变换 的 语言 来 说 , 某 域 
上 有 限 维 向 量 空间 上 上 线性 变换 群 6G 称 为 完全 可 约 
的 ,如 果 适 合 下 列 条 件 之 一 : TDF 的 性 何 子 空间 如 果 是 
G A 356, MWE G + FË) B + AREF 
(invariant subspace); 2) F TARAR GEETE 
AHEM: 或 3) WY 可 由 极 小 如 不 变 子 空间 生成 . FF 
征 除 不 尽 台 的 阶 的 域 上 的 每 个 有 限 第 阵 群 必 完 全 可 
约 . 完全 可 约 盾 阵 群 的 每 个 正规 子 群 本 身 是 完全 可 约 
的 ， 
参考 文献 
[1] Mepararos, KR), H., Panworajmhpes rpymmi, Mocka, 
1987. 
[2] Hall, M., The theory of groups, Macmillan, 1959 ( 中 
译本 :M， 赫 尔 ， 群 论 ， 科学 出 版 村 ,1981). 
K). H，Mepyuxoe IE 
【 补 注 】 
参考 文献 
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[A1] Feit, W., The representation theory of finite groups, 
North - Holland, 1982. 

[A2] Curtis, C. W. and Reiner, L. , Representation theory 
of finite groups and associative algebras, Enterscienoe, 
1962. 石生 明 详 许 以 超 核 


完全 可 约 模 [ completely reducible module ; enonse gpnao- 
DEME MORY | 

AA R l juj 1 8 R KAS P] H R + 8 2 AR 
模 有 4( 见 不 可 约 机 (irreducible module)). J% iri E 
XE: 1) 4 是 它 的 极 小 子 模 之 和 ; 2) 4 同 构 于 不 可 约 模 
HAM; ASERNE BE (socle) 相同 ， 完 全 可 约 模 的 
子 模 及 商 模 仍 然 是 完全 可 约 横 ， 横 M 的 子 模 构 成 的 格 
是 有 补 格 , 当 且 促 当 好 是 完全 可 约 模 ， 

WEH R EA) Er fr 丸 模 都 是 完全 可 约 的 , 则 其 
MAE 忍 模 也 都 是 完全 可 约 的 ,反之 亦 然 ;此 时 称 灵 为 
EA II (completely reducible ring) 或 经 典 半 单 环 
(Classical semi -simple ring). ~- 个 环 民 是 完全 可 约 
的 充分 条 件 是 它 必 为 自身 上 的 左 { 右 ) 模 是 完全 可 约 
的 . 

#*+x ht 
[1] Lambek, J. , Lectures on rings and rnodules , Blais- 

dell , 1966. 

[2] Jacobsen, N. , Siructure of rings, Amer. Math. 

Soc. , 1956. O. A. Hemon 所” 赵 春 来 PE 


EER fY [completely redacible set; anome npueo- 
JIMM0€ MHORECTEO | 
拓扑 向 量 空间 EE 上 线性 算 子 集 M., 它 具有 下 面 性 
M: E 中 任 一 在 好 下 不 变 的 闭 子 空间 在 吾 中 有 补 空 
间 ， 它 在 夺 下 仍 不 变 ，Hilbert 空间 EE 中 任何 关子 
Hermite 共 元 的 对 称 算 子 集 METETA. 特别 ， 
酉 算 子 构成 的 任 一 群 也 是 完全 可 约 集 ， 代数 C. s 
等 )4 的 表示 9 称 为 完全 可 约 的 (completely reducible}, 
群 或 为 半 单 连通 Lie ERK). 则 4 在 有 限 维 向 量 空 
间 上 的 表示 是 完全 可 约 的 (完全 可 约 性 原理 (principle 
of complete reducibijity)). — 2 
$x ü 
[1] WKenoGenxo, A IL, Komarmee rpym Jia ú MX pen- 
craneHag ，M.，1970( 英 译本 : Zhelobenko, D. P., Com- 
pact Lie groups and their representations, Amer. 
Math. Soe., 1973). A IL WKeno6enwo 扎 
【 补 注 】 完全 可 级 性 原理 通常 称 为 Weyl 定理 (Weyl 
theorem), 见 [Al], 2 8. 第 6 节 . 
参考 文献 
[A1] Humphreys, J. E., Introduction to Lie algebras and re- 
presentation theory, Sprmger, 1972. 
许 以 超 译 ”石生 明 校 


COMPLETELY - REGULAR SPACE 703 


完全 正则 半 群 [eampletely - regular semi - group; Buone 
Peryrmpaaa oonyrpyoual 
同 Clifford 388 (Clifford semi- group) . 


完全 正则 空间 [completely - regular space ; anonse pery- 
nape rpocTpaBcTBO | 

一 个 拓 砷 空间 ,其 中 任 向 一 个 集合 和 一 个 单 点 集 都 
能 够 西数 分 离 ( 见 分 离 公 理 (separation axioms)). 所 
有 单 点 集 都 是 闭 集 的 完全 正则 空 间 【 即 完全 正则 T = 
疝 ) 称 为 Texonos 空间 (Tikhonov spaces). EATE R Y 
拓扑 空间 的 最 重要 类 型 之 ---, 它 可 用 各 种 特殊 性 质 加 以 
区 别 , 而 且 应 用 拓扑 于 其 它 数学 分 支 中 最 常 明 到 . 例如 ， 
任意 拓扑 群 的 空间 都 是 完全 正则 空间 , 但 未 必 蛙 正规 
空间 . 所 有 Tonos 空间 都 是 Hausdorf € fi], H o Œ 
改 为 有 (Hausder 四 到 化 的 空间 , 即 为 紧 统 的 (甚至 处 处 
稠密 } 子 空间 ， 在 已 给 空间 的 紧 化 中 , 存在 唯一 (直至 同 
ERARE Stone - Čech 4k (Stone - Čech compac- 
tification ) , E FI BE SE AIE E t == ASER (Hausdorff ) 
紧 化 上 ,使 已 给 空间 的 每 一 点 都 映 到 自身 ， 

Tixonoa 空间 不 依 千 实 数 和 郴 数 的 直接 定义 【09]) 
基于 空间 的 两 个 共 箔 基 一 一 并 基 见 和 和 闭 基 包 ;这些 基 
EHN. 意味 着 每 个 基 是 由 另 一 个 基 的 集训 的 补 组 成 
的 . WFh3E 3 SDD ig, 好 } 称 为 正则 的 (repular), 如 果 
它 满足 下 列 条 件 : D W 的 任 一 不 相交 闻 集 都 有 属于 风 的 


2342634538; 2) A 是 网 ( 哲 扑 空间 中 集合 的 ) (net (of 
sets in a topologicai spaces), B[xzHE -A xe X #l% 
中 的 任 一 邻 域 O. FELPA B. 使 久 \{x} 二 8 二 
XAO... T, 空间 是 完全 正则 的 , 当 且 促 当 至 少 有 一 对 正 
MERET ES ( Zaŭnes 定理 (Zaitsev theorem p. 
参考 文献 
H] Anmwansnpos, IL C, Baeneane s oôuyo reopnro 
Mecra u yman, M. - JI. 1948 (tP E k: IT. C. 


亚历山大 罗 夫 , SERKAN, AA H. 
1955). 

[2] Tompamm, JL C., Heopepeme rpyunmn, 3 maa , M., 
1970 {中 译本 : JL C. 邦 德 列 雅 会 ,连续 群 , 科学 出 版 
社 , 1978). 

[3] Kelley, J. L., General typology, Sprmger, 1975 (中 详 
本 : J. L. 凯 莱 ， 一 般 拓 扑 学 ,科学 出 版 桂 , 1982 ). 

[4] Ancwagnpoe, Il, GC,, lacomKoB, B. A ,BaeneHHe 了 
TEOPEEHO pasacpuocra. Baengye p mopio TONONROTME- 
CwHX mpPOCTPaRTB H 06 TEOPetlo pawmepiocm, M., 
1973. 

[5] James. B. H., K TecpE TAHXOHORKHA MPOCTpPARCTA. 
4 Bem. Mock, Ya- Ta. Cep. mamm. $, 1967, 3, 48—57. 

H. C. Anenanpos i 
【 补 注 】 LAH 3) 也 可 描述 为 :2 让 是 网 , 即 对 任 
何 点 xE 革 和 办 中 任何 邻 域 D,, 存 在 中 的 一 个 元 素 A. 
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fxeAco. 

完全 正则 性 的 内 部 特征 已 由 许多 作者 得 到 . 前 很 
# E 8 3] HF6 Zainun 的 结果 , D] 中 有 一 个 结果 与 
Jaunes 的 结果 相同 ; iW [A6] 中 练习 1.5.G. 


参考 文献 

[A1] Kerlan, J. , Eme Charaktensicrung der vollständig 
regulären Räume, Math. Nachr.. 17 (1958), 27—46 

[A2] Frink, O., Comparctifications and semi - normal spaces, 
Amer. J. Math. , 86 (1964), 602—607. 
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spaces, Duke Math. J., 33 (1966), 743—745. 
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96-105. 

[AS] Brandenburg, H, and Mysior, A ,A short proof of an 
mternal characterization of complete regularity, Canad. 
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[A6] Engelking, R., General topology, PWN. 1977. 

THA F 


完全 单 半 群 [ecompletely -simple semi - group ; süogsge 
npocras nonyrpyma ] 

单 半 群 中 最 重要 的 一 种 类 型 . 半 群 $ 称 为 完全 单 的 
eoki), 如 果 它 是 单 的 (0 单 的 ) 且 包 含 一 个 本 原 
FFL (primitive idempotent}, 即 非 零 的 瑚 等 元 ,但 它 
H SWEAR EEA n. MRE 
到 一 个 完全 单 半 群 中 , 则 它 成 为 完全 必 单 半 群 .因此 完 
全 单 半 群 的 很 韦 性质 可 从 完全 浊音 灶 群 的 相应 性 质 得 
到 ， 

半 群 5 是 完全 0 单 的 ， 当 且 仅 当 它 是 0 单 的 且 满 足 
下 列 条 件 之 一 : 5 有 非 零 的 极 小 左 理想 种 理想 ; 2)S 
的 每 个 元 隶 的 某 个 方 矢 属于 5 的 子 群 特别 地 ,任何 周 
期 的 {有 限时 更 是 }0 单 半 群 是 完全 0 单 半 群 . 任何 
TE ORERE ON A ENR (regular semi - group) 
HECA OORD EMA ARKH. 4P SERERE 
群 , 当 且 仅 当 它 满足 下 列 条 件 之 一 : ) $5 是 一 些 同 构 的 
群 的 矩形 带 ( 郊 尘 群 的 带 (band of semi - groups )); 
DS 基 正 则 的 县 它 的 全 部 每 等 元 都 是 本 原 的 . 矩形 群 
(rectangular grmup) 星 一 类 特 珠 的 完全 单 本 和 群 , 它 是 群 和 
和 卸 形 带 的 直 积 ({ 见 村 等 元 的 半 群 (idempotent , semi- 
group of)). Æ Æ (right group) (Z BË (left group)) 是 
Mq khi Rees 定理 (Res theorem) 给 

完全 00 单 半 群 的 重要 表示 : 半 群 是 完全 0 单 半 群 , 当 
a 它 同 构 于 具有 零 的 群 上 的 矩阵 型 Rees 半 群 {Rees 
semi - group of matrix type ) . 

有 限 完 全 单 半 群 的 研究 形成 了 半 群 理论 发 展 的 起 
点 ， 见 半 群 (semi-group). ë 4 O É fü 56 APER 
频繁 好 出 现在 半 群 的 各 种 理论 研究 中 ,它们 是 最 透彻 她 
研究 过 的 一 类 半 群 ， 


- GROUP 


参考 文献 
[1] clifford. A. H. and Peston, G. B. , The algebraíic 
theory of semigroups, 1—2, Amer. Math. Soc., 
1961 — 1967. 


[2] Jam, E C., Ronyrpymm, M. , 1960 ( 822832: Lyapin, 
E. S., Semigroups , Amer. Math. Soc. , 1974 ). 

[3] Kapp, K. and Schneider, H. , Completely Ü- simple 
semiproups: an abstract treatment of the lattice of 
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[RNE] 半 群 S$ 称 为 单 的 (simple) (0 单 的 (0- simple)), 
如 果 它 没有 真理 想 (分 别 地 ， 如 果 它 仅 有 的 真理 想 是 
{0 H S 10), 见 单 半 群 (simple semi - group). 更 精确 
地 ,本 原 圳 等 元 是 非 零 震 等 元 eeS ,使 得 对 性 何 非 鹤 天 
FESES, 3 fe=ef=f, 就 有 f=e (对 任何 fe, e 不 是 
单位 元 )， 
HPRH Rees 半 群 通常 称 为 RRees HEER (Rees 
matrix semi - group}. ` 
参考 文献 
[A1] Siuschkewitsch, A. K. Ueber die endlichen Gruppen 
ohne das Gesetz der eindeutigen Umkehrbarkeit, 
Math. Ann. , 99 (1928), 30 — 50. 
[A2] Ress, D., On semi- groupe, Proc. Cambridae Phil. 
Soc. , 36 (1940), 387 — 400. 右 生 明 译 许 以 趟 校 
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完全 性 (逻辑 申 的) [completeness (in logic); noumora (B 
MaTeMaTuqeckK0iši JIOCHKE)] 

与 在 仿 序 集中 的 极 估 元 概念 密切 相关 的 一 种 性 
策 . 在 数理 最 辑 中 ,完全 性 这 个 术语 有 下 列 一 些 用 法 : 
完全 演算 ， 完 全 理论 (或 完全 公理 上 集 )， 中 完全 理论 ,在 
Post 意义 下 的 完全 公理 系统 ， 一 个 模型 到 另 一 个 模 济 
的 完全 和 散人， 一 个 完全 理论 的 完全 公式 ， 等 等 . 

在 认识 论 的 意义 下 ， 一 个 最 重要 的 概念 是 一 个 演 
算 对 于 一 个 给 定 的 语义 来 说 的 完全 性 . 一 个 演算 称 为 
完全 的 (complete) 是 指 任何 在 语义 下 为 真 的 公式 都 能 
在 该 演算 中 推出 这 里 可 推出 性 的 概念 应 该 是 能 行 的 
(effective)， 即 有 ”个 法 则 集 谷 及 一 个 运用 这 些 法 则 的 
指令 和 集合， 使 得 可 以 构造 出 鹤 导 过 程 ,并 且 有 -- 个 辨认 
哪些 是 推导 过 程 而 哪些 又 不 是 推导 过 程 的 算法 . 另 一 
方面 ， 
la) 的 概念 通常 要 用 到 不 能 行 的 概念 来 表述 , 因为 其 中 
使 用 到 关于 无 穷 集 甚至 是 不 可 数 集 上 的 全 称 量 词 . 在 
经 典 和 直觉 主义 演算 的 完全 性 定理 中 ， 完 全 性 就 是 
在 这 种 意义 下 理解 的 .在 经 典 演算 的 情形 ， 纯 (狭义 ) 谓 
词 演算 的 语言 中 ， 所 谓语 义 地 永 真 的 (semantically wr- 
redt) 公式 就 是 措 在 这 种 语言 的 所 有 模型 中 都 真 的 公 
式 . 在 直觉 主义 情形 ,语义 地 真 的 公式 取 为 在 所 有 Kripke 
模型 (Kripke model) 中 都 真 的 所 有 公式 ,不 管 是 经 典 


yui 


iL 


TERRENAE. 一 个 公式 在 给 定 的 模型 中 为 真 的 
概念 也 要 用 到 无 穷 域 上 的 量词 (如果 该 模型 是 无 穷 
的 ). 月 时 ， 也 考 虎 那些 并 不 满足 能 行 性 要 求 的 湾 算 
在 一 个 演算 中 的 完全 性 概念 有 是 周一 个 完全 理论 的 
完全 性 密切 相关 的 ，-- 个 理论 (theory) (更 精确 地 ， 
-个 初等 理论 (elementary theory)} 是 指 缉 谓词 演算 
语言 中 任何 一 个 闭 公 式 的 集合 了 ， 一 个 相 容 的 理论 T 
称 为 完全 的 (complete) E 8 # £ A TN WJ bN A rh 了 的 所 
# te H ik 6 E 6 E — TRAER. BJ TH BDE f] 
AW B T Ft ib B9 H] Z: x 138) T rh JS fE BI Ft th TT h Z: 
式 . 在 这 个 定义 中 ， 并 不 假定 了 是 能 行 给 出 的 . 所 以 ， 
推导 这 个 概念 也 变 得 不 能 行 . 理论 了 的 完全 性 等 价 于 
FERR: EAHA g, FAME E PATA 
一 个 成 让: p 从 工 可 推出 ， 或 者 一 从 丁 中 可 推出 ， 
如 果 给 定 一 个 纯 谓 词 演 算 语 言 的 模型 MM， 便 可 得 
一 个 公式 在 模型 币 中 为 真 的 语义 概念 。--- 个 理论 工 
称 为 关于 模型 邓 是 完全 的 , 屋 措 由 经 典 谓词 演算 加 上 
了 中 的 公式 后 恰好 可 以 推出 全 体 在 M 中 为 真 的 公 SR. 
一 个 理论 的 完全 性 和 关于 M 的 完全 性 概念 之 间 有 下 列 
关系 ; 理论 了 为 完全 的 当 旦 代 当 存在 一 个 模型 M lk iB 
了 关于 好 是 完全 的 ,模型 M 称 为 理论 了 的 模型 (model 
for the theory) 是 指 T 中 所 有 公式 都 在 MFR. 理论 
的 完全 性 的 一 个 充分 性 的 条 件 是 : 对 某 个 无 穷 的 基 
数 ， 如 果 理 论 耳 的 所 有 模型 都 互相 同 构 并 且 了 没有 有 
究 模型 ， 则 本 是 完全 的 . HEK -~ 定 成 立 . 
理论 的 完全 性 概念 能 被 应 用 到 理论 的 可 解 性 问题 
P, EERTE LHH FIA: 如 果 理 论 丁 是 
完全 的 并 且 集 全 了 是 有 穷 或 者 其 至 是 灯 归 可 入 举 的 ， 
则 在 在 一 -个 算法 来 辨认 任何 公式 p 是否 是 可 推出 的 . 
如 果 不 要 求 集合 了 能 行 确定 ， 则 和 任何 理论 可 以 完全 
化 ， 即 可 以 加 大 -- 些 新 公理 而 扩张 成 完全 理论 . 如 果 
要 求 能 行 性 ， 则 情况 便 不 同 ， 正 如 Godel 关于 算术 的 
不 完全 性 定理 所 表明 的 那样 ， 理论 工 ' 称 为 理论 THY 
张 (extension of a theory) 38 H T ní Ft HE BJ £T 4 A 
Ag 8 T 可 推出 . La THH) ARNEE, 


* *# a + v < “= x 


table) È Të E THII- J 递归 吓 枚 举 的 相 容 扩张 
T’， 总 可 能 行 地 找到 一 个 公式 mm， 使 得 由 在 了 中 
是 形式 地 不 可 解 的 ， 即 o 和 — o 8 ASE T ' 可 推出 的 . 
Gödel 的 不 完全 性 定理 断言 ， 有 :个 具有 有 穿 多 条 全 
理 的 特定 的 算术 系统 中 是 能 行 不 可 完全 的 .由 这 个 定 
理 可 推 得 任何 一 个 满 是 能 行 性 要 求 的 算术 系统 甘于 自 
然 数 的 标准 模型 都 具有 不 完全 性 ， 

一 个 算术 理 沦 TRI o së ËJ ( zo - com plete) E 
指 对 任何 -- 个 带 一 个 自由 变 丘 x 的 公 yA pix), WR 了 
可 推出 所 有 下 列 形 式 的 公式 
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e0), øl)... (e) 


MARV pE 工 中 可 推出 . 从 Gidel 不 完全 性 
定理 的 证 明 可 以 推 得 存在 非 中 完全 的 理论 ， 其 至 看 在 
这 样 的 理论 ， 在 其 中 ， 无 穷 公式 序列 (的 和 习 x pix) 
都 是 首 推出 的 ， 然 而 在 该 理论 中 推 不 出 矛盾 来 这样 
的 理论 称 为 w 不 相 容 的 (w+ inconsistent). 

一 个 相 容 的 公理 系统 称 为 在 Post 意义 下 是 完全 的 
(complete in the sense of Post) 指 把 任何 公理 模式 加 
到 这 个 理论 上 之 后 ， 或 者 并 没有 扩大 可 推出 公式 集合 
或 者 系统 已 经 变 成 是 不 相 容 的 例如， 经 典 的 命 古 演 
算是 在 Post 意义 下 完全 的 ， 而 直觉 主义 命题 演算 出 不然. 
参考 文献 

HU Kleene, S. C. ,Inttoduction to metamathematics , North- 
Holland 1951 {中 译本 ;S$. C. A., mge, 
科学 出 版 社 1984, 1985). 

[2] Keiser, H, J. and Chang, C.C., Model theory, Nor- 
th - Holland, 1973. 

[3] Shoenfield, J.R. , Mathematica! logic, Addison - Wesley, 
1967. 

[4] Rogers. Jr. H. , Theory of recursive functions and ef- 
fective oomputability, MoGraw - Hill, 1967. 

[5] Kripke , S. , Semanticai analysis of intuitionistic logic, in 
Formal systerns and recursive functions , North - Holl - 
and, 965, 22-130. ` 
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完全 性 (拓扑 学 中 的 } [ completeness (in topology); 
POJIBOT3 (6 TOMOKNHN }] 

空间 的 ~- 种 性 质 , 要 求 满足 Cauchy 条 件 或 其 推广 
的 序列 、 定 向 列 或 集 族 是 收 敏 的 ( 见 完 全 空间 ( corn - 
piete space). A. B. Apxanrenpcoeni £ DEH W 


完全 化 [ sompletion ; mooondenne 1, 托 扑 向 本 空间 X 的 
一 个 完全 拓扑 向 量 空间 X, 使 发 为 其 中 的 稠密 子 
FE. 由 天 到 支 的 转换 也 称 为 完全 化 ; 它 的 标准 实现 
是 用 广 当 序列 来 进行 的 (特别 是 Cauchy 序列 , R g 
序列 (generalized sequence )) , M. H. Boñnuexoncurri HE 


[4F1E] 
参考 文献 
[A1] Köthe, G., Topological vector spaces, 1, Springer. 
1969. 史 树 中 译 


MacNeille 完全 化 [completion , MacNeille ;nmontaetane 
Cewemriusm], 分 割 完全 化 {completion by sections ) ， 
RARA T 

HFR M fk F sy RASHA E (complete lat- 
tice ) L. 设 P( M) É: M4 的 所 有 子 集 的 集合 ,以 包含 关系 
A. WT Xe P(MY, 令 
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Xi=laegM:a2x 对 所 有 的 x EX}， 
X={a eM: a 所 x 对 所 有 的 x e X). 
条 人 忻 g(tX) 一 (X* 定义 了 PLM) 上 一 个 闭 包 运 算 y( 见 闭 
kK (closure relation)). P(M) 中 所 有 ww ATEN 
成 的 格 上 是 完全 的 . 对 任何 XE 时, 集 (x 人 "是 由 x 生 
成 的 主 理想 .对 每 个 xEM ， 令 i(x)=(x 直 . 于 是 i 是 
从 好 到 完全 和 格 工 内 的 -一 个 同 构 髓 人 , 它 保 持 对 中 的 所 
有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 不 变 . 用 划 有 理 数 所 成 的 序 集 
上 来 ,上述 的 构造 给 出 了 有 理 教 华 按 Dedekind 分 割 所 得 
到 的 完全 化 . 
#=* xt 
[1] MacNeille, H. M. , Partially ordered sets, Trans. Amer. 
Math. Soc., 42 (1937), 416 — 460 . 
T. C. doganona Ë 
【 补 注 】 Boole 代数 的 MacNeille 完全 化 是 个 (完全 
的 ) Boole 代数 , HAE (distributive lattice ) 的 Mac- 
Neile 完全 化 不 一 定 是 分 配 的 ( 见 [A1]) . 在 Boce 代数 


的 情形 下 , 由 Stone HAH { 见 Stone 空间 (Stone , 


space MacNeille 完全 化 与 紧 零 维 空间 (zero -dim- 
ensional space, WL [A2], p.109) by 88 93 (absolute ) 
的 构造 (或 Gleason MA (Gleason cover construc- 
tion) H XTE. 


参考 文献 
[AI] Crawley , S. P. , Regular embeddings which preserve 
lattiœ structure, Froc. Amer. Marth. Soc. . 13 (1962), 


748 — 752. 
[A2] Johnstone, P. T., Stone spaœs, Cambridge Univ. 
Press, 1982. Rh 译 


完全 化 方法 [ completion method ; ipmormetma Merox } 
基于 用 递归 过 程 计算 算 阵 逆 的 一 种 方 法 , 该 过 程 涉 
及 到 用 公式 


(C+up)j-1 = c! TC hec". 


y = l+ lu. 


REPE (C+ue) ,这 里 # 为 列 向 量 ,p 为 行 向 量 . 

这 个 方法 的 计算 格式 说 明 如 下 . A= Hal 
AER n MEE SEFA ASE, A... 4 ,这 
里 ASA tea e, E B (2 E E E BJ 5 kP, aS 
(a. A Ap, pT lo Gg, kais en ). 这 时 ASA, 
HEE EEPE n KERER A 在 这 种 情 
况 下 ,计算 公式 罗列 如 下 :; 如 果 a EA E j P|, Wi 
` k=l, n, 

a a 


1+ a aj gaT". J=l.....n. 


k — k Ne 
a) = aÉ 


这 里 只 需要 计算 矩阵 4;' 的 前 上 行 匹 素 , 因 后 面 所 
有 行 与 单位 移 阵 的 相应 行 相同 . 

在 完全 化 方法 里 还 知道 重新 安排 计算 顺序 的 另 一 
些 可 能 的 方法 ,它们 都 是 基于 对 公式 (*) 的 某 些 修 正 , 例 
如 有 所 谓 的 Epuos 法 (Ershov method) (A [1]). 


参考 文献 
[1] Taree, J. K.. Dammeea, B. H. . Bura 0CHRHT@1IrHpze 
METO JIHHReNEOE anreðpa, 2 w3., M. - JI. , 1963 ( th 
译本 : JI. K. 法 捷 也 去 、B. HH. tE t. Skit t Skit 
算 方 法 ， 上 海 科学 技术 出 版 杜 ，1965)， T. Jl. Kam # 


【 补 注 】 这 个 方法 也 称 为 如 边 法 (bordering me - 
thod) ( 见 [1]). 陈 公 宁 详 EAR @ 


完全 化 (一 致 空间 的 } [completion (of a uniform 
space X ) ; mmomenme (PBBomepeono npocrpascrea X )] 

HAREK HE ( complete uniform space) 
站 ,存在 一 致 连续 映射 iX X, ERRERA X 到 
分 离 完全 -- 致 空间 了 的 一 致 连续 映射 上 存在 唯一 的 一 
致 连续 映射 8: 训 一 也 Ed f=goi. =l i (X) ú X 
ÞAR RX hira FOREX) 中 的 近 域 ; E 
们 在 六 x 是 中 的 闭 包 组 成 是 中 近 域 的 基本 系 . MEX 
是 可 分 离 的 , 则 i 是 单 射 (容许 区 和 i(X) 等 同 }. 子 空间 
AC 的 分 离 完 全 化 同 构 于 ¿(AC X 00 H tu. — #k s= 
间 的 积 的 分 离 完 全 化 同 构 于 在 积 中 作为 因子 的 空间 的 
分 离 完 全 化 的 积 . 

革 首 在 性 的 证 明 实际 上 推广 了 从 有 埋 数 集 到 实数 
Æi Cantor 构造 ， 


参考 文献 
[!] Bourbaki, N . Elements of mathematis, General 


topology, Addison - Wesley, 1966 ( E£ B 1 X: 1. 
M. H. BoHnexosckuñ $ JEH WE 


SE [complex ; wmr] 

元 素 ! 的 偏 序 集 兵 = 们 , 它 具 有 自 反正 则 可 递 关系 
<, I] 6 — ARAE 1 的 维 数 (dimension of the 
elernent) A * AAAA dim t, 数 [1 :11 EATR t 和" 
的 关联 系数 (incidence coefficient), EWER: L H r <t 
意味 着 dim tdim 2)[t : #]==[ tj 3)[t: tr] *0 & 
RÉRE iet, R < r B idim t 一 dim t'|=1;4) 对 
K ip iti — * 3k 2 3 HTE: 和 t", 至 多 存在 下 
F£ TSS T, wit 


HA U] = 0, 


并 且 
Dit: Jr:r] = 0 


用 otf) a CONE RRA d, RARAS 天 等 


间 的 复 形 ,这 里 &( 四 是 取 值 为 土 ] 的 函数 ; 换 各 话说 , X 
联系 数 pr ERAF fatt 人 时 是 确定 的 ;由 -个 
值 到 另 一 个 值 的 转变 称 为 复 形 天 定向 的 变换 (change 
of orientation); JGR 上 分 别 依据 (=+1 或 -1 而 
保持 或 变换 其 定 疝 . 

如 果 革 是 天 中 元 素 的 最 大 维 数 , 则 复 形 兵 称 为 有 限 
维 的 (finite dimensional), EAR biH, n 维 的 ; 如 果 不 
存在 具有 最 大 维 数 k 的 元 素 , 则 K 称 为 无 穷 维 的 (infin- 
ite dimensional). # Æ K PX t PESA (star of an 
element) KPIR t > 上 + 的 所 有 上 的 集合 . K 中 元 素 上 
的 闭 包 (dosure of an element t) Ë: KPI t' "eri 
KARRU HEA. KPR r 85311 SL (boundary of an 
clement) Ë Kurika r, < t B tt URAA 1' 的 集 

,在 天 中 如 果 t< t, MI C 9 t PK H u 98 thm 
(Be of an element); 如 果 t 学 t, 则 1 的 面 1' 称 为 真 面 
(proper face). K f 9) W Ju $ t Gl í “是 关联 的 
(incident), WERE t'er KE tet RE KERE 
RR (nite). WRAT R ORE A s B 0. 复 形 KË 
为 星 形 有 限 的 (star - finite) (或 闭 包 有 限 的 (dosure - 
finite))， NARE- ARNEE (RMD 由 有 限 多 个 
它 是 星 形 有 限 的 且 闭 包 有 限 的 . 

SE K HFE (subomplex) 是 天 中 沿用 天 的 
相间 维 数 和 关联 系数 的 任意 子 集 , 它 也 是 一 个 算 形 , 如 时 
一 个 子 复 形 包含 其 每 一 个 元 京 的 闭 包 , 则 称 它 是 闭 的 
(closed), 如 果 它 包含 其 每 一 元 素 的 星 形 ， 则 称 为 开 的 
(open) . 闭 复 形 的 余 是 开 复 形 ,反之 亦 然 .任何 复 形 中 每 
一 元 素 的 星 形 是 开 子 复 形 , 闭 包 和 边界 是 闭 子 复 形 . 复 
形 兵 的 r 维 骨架 (r -dimensional skeleton) #& r # # 
(r- skeleton) K“ :是 天 中 所 有 使 得 dim t < r WERTH 
集合 ;这 是 个 闭 子 复 形 . 

两 个 复 形 K=11) 和 工 称 为 网 构 的 [isomorphic) ,如 
果 有 一 个 集合 天 到 集合 王 的 一 一 映射 f, 使 得 dim fi) 


=dim t H[r r= a. 
复 形 的 最 重要 的 一 种 类 型 是 单纯 做 形 , 它 有 两 业 : 
抽象 复 形 与 几何 复 形 . 


抽象 单纯 复 形 (abstract simplicial complex) K 以 


绯 数 可 不 相同 的 抽象 单 形 为 元 索 ,r 维 单 形 ! 是 r+1 个 
mia , a" 的 集合 .这些 对 象 , 即 零 维 单 形 , 称 为 复 
形 兵 的 顶点 (vertex) .一 个 单 形 称 为 定向 的 (oriented), 
如 朵 它 的 项 点 集 是 有 序 的 ; B. BA TRENN 
木 同 有 序 集 决 定 同一 个 定向 . 单 形 rr 的 s 维 面 (s- dim- 
ensional 入 oe) ,是 通 点 包含 在 1 的 硬 点 集合 中 的 s 维 单 


形 .单纯 复 形 攻 乌 合 其 每 一 单 形 的 所 有 本 3:38 t< r 


Sr e rha. a’ at 和 面 (ga,'…' ,4 仆 称 为 
BJ; t" A9 ati (opposite faces), W r -1 B r tinsi 
Tü a WE BONE 1' 与 a'1'!' 是否 有 相同 定向 而 有 
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jer = l 1] = El 
WERE t' Bm. HI 
[r lil = [1] = 6. 


对 单纯 复 形 的 每 个 单 形 都 给 出 一 个 定向 ,并 且 训 求人 每 个 
单 形 的 定向 与 它 的 任何 一 个 面 的 定向 相 容 ,就 可 以 得 到 
一 个 定向 复 形 K. ( 见 [B1] 第 67 页 定义 8.7.) 

如 果 给 定 顶 点 集 和 顶点 集中 那些 取 作 单 形 的 所 有 
ARTH RH ( 称 为 概 形 (scheme)) ,那么 就 定义 了 一 - 
个 抽象 单纯 复 形 ;这 里 要 求 每 个 顶点 至 少 属于 系统 的 一 
TRA. HATERA ARAWE TEER TIE 
RA. ER EGERT. 

n 维 Euclid 空间 五 " 8 £ mHE URBE) 38 J (polyhe - 
dral (cellular ) complex) 是 可 数 局 部 有 限 复 形 K, 其 
元 率 为 + sb C. HB 可 "中 某 个 E'É0 3 8 t 5 + E 
(0=r=n), X Ë hu ms mis 2, ATER HI EL k) Ba 
腔 的 并 集 是 吾 : 申 纪 的 拓扑 闭 包 TAAT th BE Ei 
往 腔 并 和 集 的 拓扑 闭 包 与 1' 不 相交 .这 时 1'<<1' 意 味 着 或 
Ers CRK ECAC, H|; 1"] 由 关联 系数 [E'!': 


E']= 一 [EE E] XEN APE ME, ERA: 


的 空间 E 划分 而 得 到 的 两 个 区 域 .这 就 得 到 了 赋 
TH E" $S SP) i+) 3 Bi k 3 TE: 下 的 胞 腑 的 并 集 , 称 
3— F Bi (polyhedron). AHE | K|. 过 面体 复 形 
的 一 个 特殊 形式 是 Euclid 几何 单 纯 复 形 (geometric si- 


iplicial complex), 其 元 素 为 E" 中 的 Euclid 单 形 .一 
+ r 维 Eudid 单 形 (r - dimensional Euclidean sim- 


plex) t 由 点 x=(x,… ,xXx,)eE" 组 成 ,由 下 述 美 系 定 
M: 
= Di'a, k=l,..., n, 
r= 让 
其 中 a =(qi， a) (i=0, ,ry 是 ?中 的 独立 点 


(BES E E" 的 任何 一 个 EE 中 ), 和 < 入 <1, 并 且 


x = 1 @r=0, x= a), 

‘0 
a' 称 为 上 的 顶点 (Vertices) ,4 是 点 * 的 重心 坐标 {bar- 
ycentric coordinate), z' 称 为 由 抽象 单 形 (a, 
ar) 所 界定 的 几何 单 形 (geometric simplex). 

设 天 为 顶点 在 E" 中 的 可 数 局 部 有 限 抽象 单纯 复 

形 ,其 中 任何 组 成 单 形 的 顶点 都 是 独立 的 , 兵 的 在 何 两 
个 没有 会 共 顶 点 的 单 形 生成 不 交 几 何 复 形 ,由 乓 的 单 形 
生成 的 不 属于 某 个 生成 单 形 的 几何 单 形 的 并 集 的 闭 
包 , 与 后 者 不 相交 . 维 数 、 序 、 关 联 等 概念 均 可 由 K 
移 到 生成 几何 单 形 的 集合 ; 这 就 把 此 集合 变 成 -个 多 面 
体 复 形 ， 称 为 天 的 一 个 Eudid 实现 (Euclidean reali- 
zation), 
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对 任何 抽象 单纯 复 形 也 可 以 有 几何 实现 , 不 一 定 为 
Eudid 的 . 设 1o 是 一 个 任意 抽象 单纯 复 形 此 的 顶点 
族 ,外 全 良 序 集 I 为 指标 半 标 号 , 设 | K| 3 Pr 3 3E fh 3: 
数 4 的 组 {4,} GEDRA. HESL 这 些 数 使 对 
应 于 组 ill ha main A. U. A, 的 顶点 a",…, a* 组 
成 KK 中 一 个 单 形 (a*,… a") (这 种 坐标 的 个 数 有 限 ); 
设 Kh JE fsa, at) SRA r e RE r] 
ERAAI BRA Ep A0 SERS Eho 
之 一 , 则 | 下 | ERA |e RAR. H |e AEA E! 
iP: pe PRA A S E PRIA h t o Aa AE x 
EEr 和 K 中 引入 了 一 个 拓扑 : K] 中 的 一 个 集合 
被 取 作 开 集 ,如 果 它 与 每 一 个 | 媳 的 交集 是 | 好 中 的 开 
集 .多 面体 1K| 称 为 复 形 天 的 几何 实现 (geometric 
realization of the complex), m K 称 为 多 面体 | 大 | 的 三 
A | $y (triangulation of the polyhedron). 单纯 复 形 
天 是 有 限 的 (或 局 部 有 限 的 ) 当 且 仅 当 | 关 | 是 紧 ( 或 局 部 
紧 ) 空 间 .单纯 复 形 K 09) 15 BE 43 BL PE +b. Pt | K | TERE 
的 充分 必要 条 件 , 其 中 度量 由 下 式 给 出 : 


= Vp) 


如 果 兵 是 可 数 局 部 有 限 n 维 复 形 ,那么 它 可 以 在 n+l 
维 Eudid 空间 E 中 实现 .一 个 复 形 天 在 Hilbert %3 
间 中 可 实现 ,如 果 | 兵 | 可 同 胚 嵌 人 这 个 空间 中 , 使 J K | 的 
任何 闭 单 形 都 有 Euclid 实现 ; 当 且 仅 当 下 是 可 数 局 
部 有 恨 单纯 复 形 时 ， 这 种 实现 才 是 可 能 的 ， 
MAEN- PERRA CHATE- TREKKE 
面 , 且 使 得 不 得 单 形 的 交 为 空 集 . 当 研究 闭 单 疾 时 ,用 琴 
个 闭 单 形 的 交 是 空 集 或 者 是 这 些 单 形 的 朋 面 这 个 要 
求 来 代替 第 二 个 条 件 ， 

复 形 的 概念 在 同调 论 中 找到 了 其 最 天 最 的 应 用 .由 
于 对 多 曾 体 做 三 角 剖 分 时 可 能 要 用 到 许多 单 形 ,计算 多 
面体 的 拓扑 不 变量 就 很 麻烦 .在 这 方面 CW 复 形 
(CW - complex) ERW: CW AEM RESUS Mik 
的 任意 一 个 单纯 前 分 中 的 单 形 数 都 要 明显 地 少 , 另 一 广 
面 ,单纯 复 形 和 三 角 训 分 也 有 其 优点 .例如 在 对 连续 映 
射 进 行 单纯 通 近 时 , 在 对 关联 矩 降 进行 复 合 与 应 用 时 ， 
在 对 一 般 拓扑 空间 利用 复 形 进行 同调 论 的 研究 时 等 
等 . 

复 形 天 到 复 形 二 的 单纯 映射 (simplicial map- 
ping) 尾 一 个 函数 f: K — L, 它 在 下 的 每 个 顶点 a 
与 上 的 顶点 ffg) 之 间 建 立 一 种 对 应 ,使 得 每 当天 的 某 
些 厦 点 am, oa" 组 成 天 中 的 单 形 时 ,顶点 f(a*)，…， 
f(a") (其中:- 些 可 以 相同 ) 也 一 定 组 成 上 中 的 单 形 . 
88 f 把 天 的 每 个 单 形 C 与 工 的 单 形 P= f(E E 
来 .一 个 对 (下 , 上 ) 到 对 (KK“, 上 人 ) 的 单纯 映射 {simplicial 


的 公信 


mapping) f: (K, L) — (K, ry — TEAS: K 
一 K' W f(yC L, KELA Laa KA KH 
闭 子 复 形 .所 有 单纯 复 形 以 及 它们 的 单纯 上 映射 的 集合 构 
成 一 个 范畴 ,所 有 单纯 复 形 偶 对 以 及 它们 的 单纯 映射 的 
集合 也 如 此 ， 

复 形 的 同调 开始 时 旦 用 数值 不 变量 来 表达 的 ,后 来 
这 渐 使 用 诸如 群 、 异 ， 层 等 代数 手段 来 表达 ,其 构造 的 
方案 如 下 , 设 兵 为 侍奉 复 形 ,各 为 Abel 群 ;系数 群 委 上 
É) r 维 链 复 形 (7 - dimensional chain complex) (一 般 
为 无 限 的 ) 改 , 是 以 上 的 所 有 + 维 元 素 的 集合 为 定义 
域 ,以 G 为 值 域 的 函数 <. 复 形 兵 的 所 有 r 维 链 c 的 总 
体 关 于 加 法 运算 


{cr te KE) = oI Te), ecrEC(K, G), t€ K 


成 群 , 记 作 C, (K; G). 它 称 为 系数 在 G h (sk G E) 
的 下 的 + 维 链 {+ -dimensional chain) 群 -在 天 为 星 形 
有 限 复 形 的 假定 下 ,借助 公式 


> (Zee OE "| ETH, 


了 


ðe, = 


可 引信 C (以 ; G) 上 的 边 绿 算 子 tboundary operator)ë , 
Em x T — 4 Bas 


9:C (K; G)— Ç, (K; G). 


由 于 等 式 9. 0-0 成 立 , 我 们 得 到 一 个 链 复 形 (chain 
complex) {C, (K; G), 6}， 其 同调 群 H (K;G) (Bl 
Ker 6, 除 以 子 群 Im a, 的 商 群 ) 称 为 系数 在 G 中 的 复 形 
乓 的 了 维 同调 群 {r- dimensional homology group of 
the complex). (EÈ Ker 8, 常 记 作 Z, (K ; G), 且 称 为 系 
数 在 如 中 的 复 形 大 的 r AE C -dimensional cycles 
of the complex) 群 , 而 群 Im a, E tE B (K; G) B # 
为 系数 在 G 中 的 复 形 KÉ r 维 边 缘 (r - dimensional 
boundaries of the complex) 88). 

对 于 一 个 复 形 ,就 象 对 同调 群 那样 ,也 可 以 定义 上 
间 调 群 ,为 给 出 其 定义 , 仍 从 链 群 出 发 ,这 时 称 之 为 上 链 
群 ,并 沁 必 CKG) 这 里 已 假定 复 形 K Ë H] EL 3 B: 
的 ,而 上 边缘 算 子 (coboundary operator) ó’ 由 下 列 公 式 


a . e . . 


=E x: 
se = > er g” | 全 
d i 
它 定 义 了 一 个 同 态 
CK; G) > CHK; G). 


对 这 个 上 链 复 形 {C'(KK; G), a p aty =0, E EWR 
H'(K; G), Fl P Ker s maura Im ' Ao TRE, MAEM 


a 


ZIK G) R 8 3 # S f: G r BJ 34 KA r 维 上 闭 链 
(r -dimensional cocycles of the complex } 群 ， 群 
Im l WAE RK; G), HIRERE GEPRE KA r 
维 上 边缘 (r -dimensional coboundaries of the com- 
plex) 3. 

为 了 使 边缘 (或 上 边缘 ) 算 子 定 义 中 的 求 和 为 有 限 
的 ,需要 复 形 的 星 形 (或 闭 包 ) 有 限 性 -在 星 形 有 限 复 形 
的 情形 .可 以 定 文 任意 { 无 跟 ) 闭 链 的 同调 群 和 有 限 土 闭 
链 的 上 同调 群 , 在 闭 包 有 限 复 形 的 情形 ,可 以 定义 无 限 
士 闭 链 的 间 调 群 和 有 限 闭 链 的 同调 群 ,在 局 部 有 限 复 形 
的 情形 ,可 以 定义 有 限 和 元 限 的 同调 群 和 上 回调 群 ,如 
果 复 形 是 任意 的 . 则 其 同调 (或 上 同调 ) 群 用 给 定 复 形 按 
大 小 递增 排序 的 所 有 局 部 有 限 子 复 形 的 同调 (或 上 阿 
调 } 群 谱 的 顺 向 {或 递 向 ) 左 限 来 定义 ， 

研究 复 形 的 间 调 群 和 上 同调 群 时 ,可 以 考虑 单纯 复 
形 偶 对 (KK, 上 及 其 之 间 单 纯 映 射 f: (K. L) — (K', 
LORTE, UE G LIY KE LA r EARE C (K, 
L;G) 这 是 系数 在 台中 的 天 的 r 3EDEBE C (K ; GHEE 
系数 在 G PR LA ratr EE CAL; GRI RRE. BEEE 
(C (K, L; OG), 5,} 的 同调 群 H (K, L; G) 称 为 系数 群 
W GREIE K # L BJ r 维 相对 间 调 群 tr -dimensional 
relative homology group). 


单纯 映射 了 根据 公式 
eX ) = Pte (ky), 


诱导 出 群 C,(K; OAR CK: G) R — BM f, 
ARH c EC (K; G), 且 求 和 已 扩充 到 天 中 所 有 单 形 
t EIB E K rh 552 WEB APRS + R-RE 
择 ， 联 决 于 4 与 了 (ti) 的 定向 是 否 -一 致 . 已 扩充 到 商 群 
的 同 态 地 诱 导 C (K, L; Gy] C,(K'，L';G) 内 的 群 
HA F 一 局 态 与 边缘 算 子 O 可 交换 .从 而 得 到 相对 同 
ARR- NAS 


fr HAK, L,G) —> HAK, LG), 


FARRE y VE SP Ai homomorphism induced 

by the simplicial mapping). BACH, f,) 是 从 单纯 

偶 对 及 单纯 映射 的 范畴 到 Abel RBR AF. 
BS bh LEKO (K, L) PSS í IF FF Pl 


中 + 
0— C(L; G) > CAK; G) > C,(K, L; G) — Ü. 


HF LAKEMM, AK, p). i z WEEKE 
上 的 任意 一 个 闭 链 , CEH (K, L; GREER, ; 那 
AFE K-A c, E yez, (六 是 满 射 ), 复 形 下 
RSE (a c)=a leI, z SE L ch (EBE K N L W 
形 上 为 零 ] 旦 属于 Ker p; AtS TAS o 下 的 原 象 
9 "(8,z,), 它 是 复 形 上 的 一 个 闭 链 ,把 后 -- 闭 链 的 语调 类 
h eH (L; G) 与 纵 定 元 素 上 联系 起 来 ,就 得 到 了 -- 
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个 同 态 


d: HK, L; G) = (L; G), 


称 为 连接 问 态 (connecting homomorphism}. Ë -5 M F 
IH, fw} 是 相 容 的 , 即 等 式 a, /.= (1 L)., ôa 成 立 , 其 
中 如 ,是 子 在 上 上 的 限制 .包含 映射 p: L € K, g: K < 
(K, 工 )] 诱 导 了 群 的 正人 台 序 列 


r-n 
eH, dL; G) — HK, L; Oe 


LOERT 


C HAKO) e H(G) es 
称 为 复 形 对 (长, 上) 的 同调 序列 (homology sequence of 


pairs of complexes). OT 

两 个 单纯 映射 六 g: (K, L) 一 (K; LAME 
的 (contiguous) ,如果 对 于 天 中 每 个 单 形 t, 单 形 e) 
和 g(t 个 是 下 “中 同一 单 形 的 面 .在 单纯 假 对 及 其 单纯 陕 
射 的 范畴 里 ,这 一 美 系 起 闭 间 伦 的 那 种 作用 : 对 任何 邻 
BHRAS, g: (K. L) — (K, LOA fE r, h 
H (K, L; ORAR H (K', 上 L'; G) 中 的 诱导 同 态 人 .， 
g. 相同 ， 

REA: (K, L)S (K, 品 称 为 切除 映射 (excision 
mapping), #I 3: K-L 等 于 K-L. 切除 性 质 (excision 
property) 是 说 , 对 任何 r, 单纯 假 对 的 每 一 A I BR B 
射 i 都 诱导 癌 构 i: H (Ko Lu G) ~ H,(K, L; G) Bi 
单 点 组 成 的 复 形 捕 , RANA GE r 维 同调 群 ,对 所 
有 rr 关 0 都 是 零 群 , 而 对 >=0， 同 构 于 G. 

K, = (H , f. ,0. E Steenrod - Eilenberg 
意义 下 成 为 一 个 同调 论 ( 见 Steenrod - Eilenberg 公理 
(Steenrod - Eilenberg axioms)). 

上 同调 论 可 用 类 似 的 方式 构造 ,以 G 为 系数 群 的 、 复 
J K 模子 复 形 上 的 + 维 无 限 十 链 的 群 C'(K, L; G), 是 在 
上 的 单 形 1" 上 为 零 的 此 的 所 有 r 维 上 链 0 的 集合 ,而 以 如 
ARREK. ME KE L WJ rÆ tE Fl I Pe (r- 
dimensional relative eohomology group) H'(K, L; 
G) LA (C'(K, L; G), ár) 的 上 同调 群 . 

单纯 映射 了 诱导 群 CUK G) P| C'(K ; G) B 
一 个 同 态 f": 

XR) = (ukyay tkeK, eC(K ;G6) 
同 态 六 也 诱导 了 群 C'(K', L”, 6) 到 群 C'(K. L.G) 

-tAm Jr — B] 88 55 F D 588 +. ó" P] 2: 5, 
由 此 得 到 相对 同调 群 的 -一 个 同 态 f": 

HK L; G) > H'(K, L; G), 
称 为 单纯 映射 了 诱导 的 同 术 . 对 ( 百 '", 广 ?是 从 单纯 对 及 


w + = a “ 


单纯 映射 的 范畴 到 Abel RER P REBT. 
存在 一 个 由 包 合 o: LC K, p: KS (K, L) RF 


rs — (n 2 
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的 正 合 序列 
$ + 
Oe C'(L; G) e CK; G} e CK, L;G) — 0, 


mr KT K 的 子 复 形 二 时 ,上 同调 类 p'e H'(L; G) 
中 任何 上 闭 链 z"re Z'(L ; G) 都 能 够 以 任意 方式 扩张 
成 上 链 ECK; 全 .这 样 得 到 的 上 链 的 上 边缘 azi 在 
LEAF, ERTE ZTK, L; GRA EA fR EA 
调 类 S'h'e H'''(K, L; G). 对 应 于 所 选 定 的 类 4". 这 
种 对 应 h 一 5h' 定义 一 个 司 术 

8": HUL. G) — Hr'* (K, L; G). 


称 为 连接 同 态 (connecting homomorphism) . F£ 5 
SiñT (H. JUMA: ijin, FASIL y =a" 
成 立 . 
群 与 同 态 的 序列 
: D HL; G) > Hr*1(K, L; a 
“r+ Pii + ge 


+ Hr* (K; G _ H+L; G) 一 
是 一 个 正 合 序 列 , 且 称 为 复 形 对 (天 , L) 的 上 同调 序列 (co- 


homology sequence of the pair of complexes) 其 中 @: 

LEKA ý: Kc(K, 由 是 包含 映射 . 

对 任何 邻接 单纯 映射 f, g: (K, Ly — (K ', LR 
性 何 r， 由 KK 二 ; G) 到 H'( K, L; G) 内 的 诱导 群 
Bs f", 9 “相等 :单纯 慨 对 的 每 一 个 切除 映射 i: (KK, L.) 
Cc{K, 也) 诱导 一 个 同 构 六 : H'(K, L; G)— H'(K, L; 
G). 对 任何 由 一 个 单 点 组 成 的 复 形 KERA r*0, 
HK; G)=0, 而 H'(K; G) 同 构 于 G. 这 样 ,三 元 组 (万 "， 
f”. 8) E (fE Steenrod - Filenberg 意 久 上 的 ) 一 个 上 
同调 论 . 
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复 形 (同调 找 数 中 的 )[ complex in homological algebra ; 
KALE ONEnJIOreaecioni pneGpey | 

同调 代数 的 基本 概念 之 一 . 设 4 为 一 个 Abel 范畴 . 
一 个 分 次 对 象 (graded object): A rh iñ z? $ K, 8) — + 
序列 下 = (Kada sz: TM a: K! — K, 的 序列 a= (i) 
ded objects). 定义 对 象 K(h), 使 Kik) = Kur fF 
次 对 象 的 一 个 态 庙 K — Kh RAA K 到 下 的 一 个 
次 数 为 上 的 态 射 . 一 个 分 次 对 象 称 为 正 的 (positive ), 如 
洒 对 所 有 的 m<0 都 有 天,=0; 称 为 下 有 界 的 {bounded 
fom below). WEH hi, KCA) E M; 称 为 有 
限 的 (finite ) 或 有 界 的 (bounded), 如 果 除 了 有 限 个 整数 
以 外 ,所 有 的 K 都 =0. 在 一 个 范畴 4 中 ,一 个 链 复 形 
(chain complex ) 是 由 一 个 分 次 对 象 尺 与 一 个 人 次 数 为 一 1 
的 态 射 x: 状 一 天 所 组 成 的 ,这 里 凡 =0. 更 准确 地 : d= 
(d). AE q K. — K, B #F Pr Ë n # dd, =0. 
一 个 链 复 形 的 态 射 (morphsm of chain complexes ) 


(K, d) = (K, d) 


是 分 次 对 和 象 的 一 个 志 射 @: 天 "一 K, 使 ad “= da. 一 个 上 
链 复 形 (cochain cotmplex) 是 用 对 侦 方 法 来 定义 的 (作为 
具有 一 个 次 数 +1 的 态 射 4 的 分 次 对 象 ) . 

最 常 考虑 的 复 形 是 Abel 群 范畴 . 模范 畴 ， 或 拓扑 
FEE Abel 群 的 层 的 范畴 中 的 复 形 . 因此 ，Abel 群 的 
一 个 复 形 是 一 个 分 次 的 微分 群 ， 其 微分 有 次 数 一 1 或 
+1. 

与 每 一 个 复 形 六 相 联 系 的 有 三 个 分 次 对 象 : 

边界 (boundaries ) B= B(K ), 其 中 B,=1m (K,, ft 
K.,); 

闭 链 (eycles) 也 =Z( 色 )， 其 中 Z =Ker(K,: Kp); 

n Ë |Ë] 8 zJ $ (homology objects ) (Æ) H = HK), 
其 中 HZB ( W W i E) 8 (homology of a com - 
plex)). 

对 于 一 个 上 链 复 形 ， 类 似 的 对 象 称 为 上 边 缕 
(ooboundancs ) E H| 链 (cocydes) 5 L Pi W x £ 
(cohomology objects) (KK Hip p", Z" s H" 来 表示 )， 

如 果 H(K)=0, WEEK APW (acychic). 


TEH- TEA a: K KHAN 
Z(K) > Z(K), B(K') > B(K), 
因此 得 到 同调 或 上 同调 态 身 
H(a): HK ') — HK). 


两 个 态 射 9, b: K' 一 下 称 为 同 伦 的 (homotopic) 
( 记 成 a = b), 如 果 存 在 分 次 对 象 的 一 个 志 射 s: 下“ 一 
K(1) (或 者 ， 对 于 上 链 复 形 ， 存 在 3: 天 ' 一 K'(—1)) 
( 称 为 一 个 同 伦 (homotopy) )， 使 得 


a-b = ds+ sd 


ATE H(a)=H(b)). — T M E K E 2 0] SE Bl 
{oontractible ) 如 果 I, = 0, 在 这 种 情况 下 ， 复 形 KEF 
WA. 

WE O K'— K — K” — 0 EREK- TES 
FA, RARA E ets dl (connedting morphism ): 
H(K')— H(K). 其 次 数 为 一 1(+1)， 且 对 正 合 序列 
的 态 射 是 自 热 的 ， ETAK HAN Y 5] (long homology 
sequenoe) 即 对 于 链 复 形 ， 序 列 


-< H,(K) > HK — HAK > 
š KY) B. AO H, (K): : 
而 对 上 链 复 形 ， 序 列 
-> H"(K) > HYK) > H"(K”) > 
S "t (K HPG o K> 


都 是 正 合 的 ， 
链 复 形 的 一 个 态 射 6 ; K — 下 之 锥 Loone) 是 一 个 
RE MC(a)， 其 定义 如 下 : 
MCA} = KOK, 


其 中 


£, q, 
dfa} +1 = | 0 Mc 一 MC(ay. 


复 形 MC(a) 的 直 和 分 解 引出 复 形 的 -个 正 合 序列 
0 — K — MC(a) > K'(—1)> 0, 
其 相应 的 长 同调 序列 局 构 于 序列 


M. - Qa) 
= HK) > R,(MC(a)) > H,- (K) — 
H, (la) 
> H,. ((Ky— H, (MC(ay) -+ t 
因此 链 复 形 MCO REW, SER 5 H(ayR -- + 
同 构 ， 类 似 的 概念 与 事实 对 上 链 复 形 也 真 . 
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TPE [ complex integration , method of ; KOMELEKCHOTO 
amrer paponaems meron ], FH Ë Ra (method of con- 
tour integration) ° 077077 

在 “函数 (zeta - function), LBRL - function) 
以 及 更 一 般 地 由 Dirichlet 级 数 定义 的 函数 和 的 研究 和 应 
用 中 普遍 适用 的 方法 之 一 ， 

复 积 分 法 是 首先 由 B. Riemann(i1]) T 1876 年 联 
F AREENA 进 到 数论 中 的 S Sy lt s 3 
的 现代 应 用 (它们 用 到 关于 残 数 的 Cauchy 定理 和 关 
于 Dirichlet 级 数 的 Phragmén - Lindelöf 定理 (Phrag- 
mén -Lindelöf theorem)， 以 及 鞍点 法 {saddlepoint 
method) 等 等 }, 就 其 形式 和 内 容 而 言 , 是 多 种 多 样 
的 . 复 积 分 法 已 被 应 用 于 下 询 方 面 : 关 于 Dirichlet M 
孝 的 函数 方程 的 解析 开拓 各 导出 关于 Dirichlet 
请 数 的 近似 函数 方程 的 导出 ; X 55 pq 3k bt) dË w R,= 5 38 
目的 悄 计 以 及 这 些 零 点 在 临界 带 的 茶 个 部 分 中 分 布 
密度 的 居 计 ; 获得 各 种 最 重要 的 算术 函数 的 渐 近 公 
式 和 估计 . 复 积分 法 的 经 典 例 子 可 用 关于 Riemann 
末 数 的 函数 方程 的 解析 开拓 和 导出 的 证 明 ( 见 [2], [3]》 
来 如 以 说 明 .， AF s=s+ir(e>0), 有 


[s] _ 
有 [人 = n fe™dx = Je 
0 u 


对 最 初 由 级 数 C( s=) 2 n >l) E 2 AA Se k 


和 后 发 现 此 函数 也 可 由 公式 
Hs) = (1) 
表达 ,考虑 积分 
_ l = 
J(sy = Taide dz, 


其 积分 路 径 为 无穷 ) 围 道 C=a +B +y, 其 中 a, piz 
平面 负 实 轴 的 上 边缘 和 下 边缘 ( 负 实 轴 被 前 开 ), 8 是 以 
原点 为 中 心 ,半径 为 r< 2 的 圆周 ， 积 分 Js) 对 一 切 s 
收 敏 且 在 任何 圆 盘 |s|< 各 内 一 致 收 敏 ,这 是 因为 在 wx 和 ? 
上 对 所 有 |x| >z (A), ERARO T e "it 由 Cauchy 
积分 定理 ,此 积分 不 依赖 半 r， 从 而 是 5 HEAR. 假 
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定 在 a, p y EAIA se", z=re'", z=6e'', 且 
假定 f(z)}=1i(e' 一 1) 则 易于 把 J(s) 写成 关于 实 变 量 的 
积分 之 和 : 


的 t 
ri(s) = sinss Jf# R [ef re'°) d8. 


EAR |z| <x 内 有 |z2f(2)| < 4 ,因此 上 式 右边 第 二 项 小 于 
2zAr” le"! 它 当 上 一 0 时 对 固定 的 s( 其 实 部 z > 1 ltr 
ATE. FEHR8Z K(”I1), zJ(s=r(s)Ë(s)sinxzs, 从 而 
= _— (s) m 
š@) T(s)sin z$ INC) (2) 

在 rr>t HBE FERKEAR T ¿ (s) 2 Fi 
HFH. BEEK r(s) E e F BL E D 0 08 W br A 在 
点 5=1 处 有 唯一 的 奇 点 , 它 基 单 极点 , 残 数 为 1. 

为 导出 关于 “Cs)} 的 函数 方程 ,假定 c <0, N 是 大 于 4 
的 整数 . 今 


z 
Tals) = sm Íj 


其 中 C(N) R.38 LT C BJ B 5, Y: 22 9| B. D. k £ > 
及 =2N+1, 国 心 为 原点 的 圆 弧 连 接 x 与 ?. WBB CN) 
的 外 弧 的 积分 可 悄 计 为 形式 AR e", F c<0， 这 -- 
THN RATE AZ, N — o, J. (s) — 
Jo) 另 一 方面 , 由 残 数 定理 ， 


dz, 


N 
Jea) = Y fnm l +(- 2mniy = 


aal 


= 2(2ny 7! s 


TS x 
ing Za 
TE "i c< 0 h, 

J(s) = mdy) = 2027y -1t(1—s) 


sm 2 
> 


结合 这 个 方程 与 公式 12) ,就 得 到 关系 式 
S15) = 2(2m) TGSyeos > 


基于 解析 开拓 理论 ,这 个 关系 式 在 全 s 平 向 上 成 立 ， 该 式 
FA Riemann ¿Z 函数 的 函数 方程 . 

在 基于 Dirichlet 函数 的 现代 估计 得 到 近似 函数 广 
程 中 ， 复 积分 法 起 着 重要 必用 ( 见 [4] [5), 

复 积 分 法 在 侠 究 蜀 数 5s), 上 (5s, 台 等 的 军 点 分 布 中 
具有 基本 意义 ， 直 到 量 近 , 它 还 被 应 用 于 热 知 的 关于 对 
0 之 0 为 环 则 的 函数 Fls) 在 一 个 矩形 中 的 零点 数目 的 Lit- 
tlewood 定理 ,关于 arg F(5} 的 Bäcklund 定理 ,以 及 关 
于 解析 函数 的 平均 怕 的 同性 定理 (W [2]. 1969 年 , H. 
Montgomery ([ 外 ) 发 现 了 把 复 积分 法 应 用 于 这 些 结果 的 
一 个 新 的 ,直接 的 .更 加 有 力 的 途径 . 


5 Dirichlet 级 数 的 系数 求 和 公式 相 联系 , 复 积 分 
法 也 被 自然 地 应 用 于 数论 中 ( 见 [2], [7]). 
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[ 补 注 】 在 [2] (特别 有 是 2.4 节 ) 中 可 找到 如 何 导 出 关于 ， 
¿(s) 的 国 数 方程 :还 给 出 许多 别 的 画 数 方 程 的 推导 ， 

本 条 给 出 了 “力道 积分 法 "的 一 个 很 好 的 说 明 . 这 
个 方法 的 基本 原理 如 下 ;假定 刻 计 算 沿 一 (光滑 或 可 求 
长 ) 围 道 的 积分 . (一 条 赎 道 (contour) 是 -- 条 由 参数 方 
程 = 的 =x 的 二 好 的 给 定 的 曲线 ,其 中 ts[a,5]cR,xtb 
和 ?的 在 [a,b] HARR a= x < x,< < x =b 的 
每 个 区 间 [x , xl LETTA. 此 围 道 称 为 光滑 的 ,如 
果 除 有 限 个 点 外 x (0) 5 y ORAA, 8 WL PT sk IC 
曲线 {rectifiable curve).) 围 道 积分 法 在 于 改变 所 给 转 
道 ( 或 如 条 文中 所 说 ,拓展 所 给 围 道 ), 使 得 在 新 的 困 道 
上 很 易 算 出 欲求 的 积分 { 在 绝 大 多 数 情形 应 用 残 数 定理 
计算 , 见 Cauchy 积分 (Cauchy integral), PAR itt 
改变 后 围 道 的 积分 与 沿 原先 围 道 的 积分 的 差别 (如 果 被 
RERAN, 则 有 时 可 应 用 Cauchy 积分 定理 [Cauchy 
Integral theorem); AMIRAT H A Eain. 则 结果 可 由 被 
积 郴 数 的 精致 情 计 得 到 ) . 在 几乎 所 有 关于 复 分 析 的 教 
科 书 ,例如 [A2], [A3]，[A4] 中 , 都 有 复 积分 法 对 于 
计算 茶 些 类 型 积分 (例如 形 如 他, (P(x) 7 Q (x) dx, 
IPO) dx , j=, (POQ sinx dx 等 ) 以 及 证 
明 敌 分 析 中 许多 重要 定理 前 应 用 .参考 文献 [A5j. 中 有 
太 重 由 国道 积分 法 导出 的 公式 ， 

[AI 中 给 出 了 应 用 国道 积分 法 证 明 夫 数 定理 的 新 
途径 . 
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【译注 3 
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复 流 形 [complex manifold ; Rommekcaoe sMporoobpaspe ] , 
' 复数 域 上 的 解析 流 形 {analytic manifold }, 
GHE MESH (complex structure), EA 译 


复数 [complex number ; komniekcaoe uuc ] 

EAA z=x+ iy BJ $k, HOF x A y Es 3E $& (real 
number), i=Y 一 1 是 所 亩 虚数 单位 (imaginary 
unit), 即 其 平方 等 于 一 1 的 数 (在 工程 文献 中 也 常用 记 
号 |= -1 RAEN z 的 实 部 (real part),y 称 为 z 
的 患部 (imaginary part) GEX x= "Rez, y=Imz), 可 以 
把 实数 看 成 特殊 的 复数 ， 即 y=0 的 复数 ,不 蚌 实 数 的 
复数 , 即 y0 的 复数 ,有 了 时 称 为 虚数 (imaginary num- 
bers). ERREK ERIE St 3 3 z Bh th X: 98 E $ J E 
杂 的 历史 发 展 过 程 . 

从 代数 的 观点 来 说 ,复数 是 对 实数 域 及 增添 多 项 
sÑ x`+1 的 根 i 而 得 到 的 实数 域 开 的 (代数 ) 扩 张 习 的 
元素 ,这 样 得 到 的 域 忆 称 为 复数 域 (fieid of complex 
numbers 或 complex number feld). R CHREE 
的 性 质 是 , 它 在 代数 上 是 闭 的 ,也 就 是 说 , 以 C 中 的 元 素 
为 系数 的 任何 多 项 式 都 能 分 解 成 线性 因子 . 在 代数 上 是 
闭 的 这 个 性 质 也 可 表述 如 下 :任何 以 C 中 的 元 素 为 系数 
的 ninl 次 多 项 式 在 C PENA- AAR d'Alem- 
bert-Gauss 定理 { d'Alembert - Gauss theorem) 或 代 
数学 基本 定理 {fundamental theorem of algebra)). 

域 忆 可 以 构造 如 下 ; 把 元 素 z= 人 x,Y, z=(x y), 

, 即 复数 (complex number), E% YM RP 上 具有 

Descartes 直角 坐标 和 vv A yioo A a (x. y), (x, 

yhen Z, 两 个 复数 := (x, 站 与 co 的 和 人 eum 
of two complex numbers) EER (+x yty), BD 

z+z =(x.y)+(X,y) = txt (N 


这 两 个 复数 的 积 (product of two complex numbers) 
是 复数 (xx’ 一 yy',xy’+x’y ), Bl 


zz 二 + 


FRO 


x. yXx,y) = (xx yy tr. @) 
=(0,0) SPA SK A S $t (1.0) ER C hi 
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单位 元 ， 

当 把 平面 R 上 的 点 等 辣 于 域 忆 的 无 素 时 ,这 个 
面 称 为 复 平 面 (complex plane). 这 里 ,实数 x, x'.' 
等 同 于 x 办 上 的 点 (x,0), 0) kawin x 
轴 称 为 实 灿 (real axis). SA (0,y)—=iy, (0, Fiy 


于 了 轴 上 ,7 轴 ( 除 去 原点 0) 称 为 复 平 面世 的 虚 轴 
(imaginary axis); JÉ =Ç H iy, iy’ P É 6 555 Ë É 
(pure imaginary number). ECHE: z … 即 
复数 表 水 为 复 平 画 上 服从 运算 法 则 {1) 和 02) 的 点 ， 这 同 
土 述 更 广泛 采用 的 复数 表示 形式 是 等 价 的 : 


z = (X) = atiy, Z = {xy} = x tiy, 


后 者 亦 称 为 复数 表示 的 代 教 形式 (algebraic form) 或 
Descartes 形式 (Cartesian form)， 关 于 代数 形式 , 运算 
法 则 (1 和 (2] 化 为 下 述 简单 条 侍 : 复数 的 一 切 运算 都 可 
作为 密 项 式 来 进行 ,这 里 要 利用 虚数 单位 的 性 质 : 
i* i=i:=—1., 

在 平面 已 上 ,复数 z=(x,y)=xt+iy 和 z=(x, 一 y) 
=x 一 少 称 为 共 辐 的 (conjugate) 2 3 H S $k (oom plex 
conjugates}; 它们 的 位 置 关 于 实 轴 是 对 称 的 ， 两 个 失声 
复数 的 和 与 积 都 是 实数 : 


2+7 = 2Rez, z 


其 中 |zj=r=VYx T+y” 称 为 = 的 模 (modulus) 或 绝对 值 
(absolute value). 


下 列 不 等 式 总 成 立 : 


1 一 | 有 1z+2 | < z[+|: |. 


复数 z 不 等 于 零 , SRRZ >0. 映射 -= 是 复 平 
茄 的 二 阶 自 同 构 ( 即 立 一 去 =z), 它 使 得 实 轴 上 的 - 切 点 
RRA AAt =Z +z, ZZ 一 Zz . 

加 法 和 科 法 是 交换 的 和 结合 的 ,在 它们 之 间 存 在 分 
Ro fB. NM JK HL 3& ik r s| B. 8 ë š W — ww 
(subtraction) 可 除法 (division) (用 零 除 除外 ) ,可 用 f 
数 形 式 表示 好 下 


z—z = {x +i) {x Ti) = (Xx )tiy- y) G) 


z _ x+i _ zz xx + 
z x +iy |: |° x2+y2 
+A 0. 

x° +y 


因此 ,复数 了 除 以 复数 z 20. eA z RE 


H x 
Izp ty? 


需要 考 虚 的-' 个 重要 问题 是 : L SIR ki k h 


一 /一 一 一 . 
x: +y: 
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具有 运算 法 则 (1) s (2)B p E C SE E :可 能 的 ? 
或 者 说 ,是 否 存在 实质 上 不 同 的 其 他 扩张 ? 下 述 唯一 性 
定理 (uniqueness theoremJ) 给 出 答案 :由 域 R 增添 方程 
六 二 1 一 0 的 根 i 而 得 到 的 具 的 一 HJ (代数 ) 扩 张 都 与 忆 
是 同 构 的 ,也 就 是 说 ,只 有 上 闸 指 出 的 复数 运算 法 则 才 
与 按 代数 方式 增 漆 祖 i 的 要 求 是 相 容 的 . j. 这 一 事 
实 同 存在 复数 的 其 他 解释 , 即 不 作为 复 平面 上 的 点 的 解 
有 释 并 不 了 矛盾， 在 应 用 中 往往 采用 下 述 两 种 解释 . 

向 量 解 释 ， 复 数 z=x+ 了 by 可 以 等 同 于 从 原点 出 发 
的 .具有 坐标 x 和 ?的 向 量 (xz , 力 ( 见 图 1 在 这 种 解释 
中 ,复数 的 加 法 和 舌 法 可 以 根据 向 量 加 法 和 减法 的 规则 
来 进行 . 但 是 , 复数 的 乘法 和 除法 则 必须 根据 公式 (2) 
和 (3) 来 进行 ,在 向 量 代数 中 并 无 直接 的 类 似 运 算 ( 见 [4j， 
[5])， 复 数 的 向 量 解 释 可 以 直接 应 用 于 电气 工程 ,以 拱 
述 交 变 正弦 电流 和 电压 . 


短 阵 解 天 ,复数 w=# 十 认可 以 等 同 于 特殊 类 型 的 
(2 x2) 矩阵 : 
u v 


w = 
u 


K, IE, MERED E) 18 H l A SB BE Tü Bz rh ñ) z: 
算法 则 来 进行 . 

如 果 采 用 复 平 面 和 上 的 极 坐 标 , 即 身 径 "=|z| 和 极 
角 9=argz~ 一 这 里 称 为 z 的 辐 角 (argument,. 有 时 也 
称 为 z 的 相 (phase))， 则 得 到 偶数 的 三 角形 式 (trigono- 
metric form) RREZ (polar form): 

z=r(cosg + ismo), (4) 
roos m=Re z, rsno=lImz:. 

辐 角 p=arg 2 E A zz 的 的 案值 实 值 函 数 , 对 于 给 定 
的 z, 它 的 各 秆 相差 2x 的 整数 倍 ;复数 ¿=0 的 辐 角 没有 
EX. 通常 取 辐 角 的 主 值 (principal value of the argu- 
meni g=Arg z, Ë 出 附加 条 件 一 Arg 2 En 来 确定 . 
Ealer 公式 {Euler formulas)e'"=cosy 土 i sing 把 复数 的 
三 角形 式 (4) 变换 为 指数 形式 {exponential form): 


z= re”. (5) 
形式 (447 和 (5 特别 适宜 于 复数 的 乘法 和 除法 运算 : 
zz'=rr'|cos(@o+g tisini tg 一 着 et 


= = E [cos(p -由 +isinfp —%)]= L ed9 9 1 pab. 
硅 进 行 复 数 的 乘法 (或 除法 ) 时, 其 模 相 乘 (或 相 除 ), 其 


辐 放 相 加 (或 相 减 )、 复 数 的 乘 方 或 开 方 可 以 根据 所 谓 
de Moivre 公式 (de Moivre formulasy 进 行 : 


z ]=r (cwn +isImn gps re", 
ZH" pl [= EE y | EHE | 
n n 
=p etaan k=, en], 


其 中 第 一 个 公式 也 适用 于 负 台 指数 nm, 在 几何 上 , 复 妆 = 
PARA zre” 相当 于 把 向 量 z 旋 转角 员 f 如果 中 
>00, 则 按 肥 时 针 方 向), 狼 后 把 它 的 长 度 乘 以 ]z:| = 六: 特 
IE. ALEJ 1 的 复数 z=e"”, 只 是 单纯 旋转 角 中 … 
因此 , 可 以 把 复数 和 解 释 为 -一些 特殊 类 型 的 算 子 { 仿 射 量 
(afinor)). #EjX R, M ER BU Wë A J E EE Sg 
释 有 时 是 有 用 的 : 


op | Gy mso 


其 中 把 W 38 C B ESEBE DI. 33 SEE T. 
Mi, )— x+ iy EB C LAFE — 3k 3k B] RL 2: 
间 R° 的 拓扑 ; k di F 5 C 0938355389 BW 32205, AT 
C — FOR. 模 |z| 是 复数 z=(x,y) 的 Eudid 范 
数 , 被 赋予 这 个 范 数 的 域 忆 是 复 一 稚 的 Euclid 空间 , 也 
FA z PR (complex z-plane). 拓扑 积 C,=Cx--- x 


Cin +C,n21)8 —4 Ë n ÆR Eudid 空间 . 为 了 对 
AHERMAA E A e G 5 E E ZE W 3 E 6) tE 
质 , 这 是 由 于 C 在 代数 上 是 闭 的 . EES", ons z, sin z, 
这样 一 些 初 等 函数 的 性 质 ,也 只 有 当 把 它们 看 作 复 变 
BRAR, 才能 够 很 好 地 理解 (见解 析 阔 数 (analytic func- 
tion)). 

春来, W Ht k L iB LE G. Cardano (1545) 的 和 名著 
KATRI The great art) 即 《代数 法 则 》(The rules of 
引 吨 bfra) 一 书 中 ,但 是 他 把 虚 量 看 成 是 无 价值 的 , F H 
的 . R.Bombellit1572) 是 第 一 个 认识 到 虚 盟 应 用 价值 
的 人 ,特别 是 用 来 求解 所 谓 不 可 约 情况 下 的 三 次 方程 
{cubic equation) [ 当 利 用 虚 量 的 立方 根来 表示 实 根 
时 , 见 Cardano 公 式 ({Cardano rmula))， 他 曾 给 出 一 
些 最 简单 的 复数 运算 法 则 .一 般 地 说 , 当 求 解 二 次 方程 
和 三 次 方程 时 出 现 的 形 如 s+- 的 表达 式 ,在 16 
和 了 7 世纪 时 称 为 “ 虚 量 "， 但 是 ,即使 17 世纪 的 一 些 大 
数学 家 , 对 于 虚 量 的 代数 性 质 和 几何 性 质 也 都 不 甚 清 
楚 , 甚 至 认为 是 址 可 思议 的 .例如 , 大 家 知道 ,I, Newton 
就 曾 拒 堆 基 排除 在 数 的 概念 之 外 ,而 避 .Leibniz 则 说 : 
“复数 是 精神 世界 的 一 个 奇 好 的 避难 所 ,好 象 尾 存在 又 


不 存在 的 两 栖 物 .” 

ETRE RH n KA IRA HR, ER EE A.de 
Moivre(1704,1724) 和 民 . Cotes (1722) 的 交 章 中 解决 
的 .符号 i= 1 E L. Euler 提出 的 (1777,1794 出 
版 )， 也 正 是 他 在 1751 EMTEC 在 代数 上 基 闭 的 ;J 
d'Alembert (1747) 也 得 出 同样 的 结论 . 但 是 , 对 这 个 
事实 的 第 一 个 严格 的 证 明 则 应 记功 于 C.F, Gauss 
(1799), 他 于 1831 年 引 人 和 人 “复数 "一 词 ， 对 于 复数 及 其 
运算 的 全 面 的 几何 解释 ,是 在 C. Wessel (1799) 的 工作 
中 首先 出 现 的 ， 复数 的 几何 表示 有 时 称 为 “Argand 
E". HAER. Argand 的 文章 于 1806 年 和 1814 年 
发 表 以 后 ,这 种 表示 才 被 采用 ,他 在 很 大 程度 上 独立 地 
重新 发 现 了 Wessel 的 结果 . 

把 复数 当 作 一 对 实数 的 纯 算 术 理 论 , 是 W. 
Hamilton (1837) S| AB. 他 发 更 了 偶数 的 一 个 重要 
的 挫 广 , 即 四 元 数 (quaternion), 它 形成 了 一 个 非 交 换 
代数 . 更 一 般 卫 ,在 19 世纪末 已 经 证 明 , 对 数 的 概念 作 
超出 复数 的 任何 扩充 ,都 圳 要 牺牲 通常 运算 的 某 些 性 质 
(首先 是 交换 性 )， 亦 见 超 复数 (hypercomplex num- 
ber), ERANA (double and dual numbers); 
Cayley # (Cayley numbers). 
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直线 从 [complex of lines ; RowMuewr mmMbrx | 
ZKE, fh Wl sk Euclid ) = sj tik Aek 


直线 集 下. 直线 Te 天 称 为 线 共 的 射线 (ray of a com- 
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plex), 过 外 围 空 间 的 每 点 M , ARAR 4 B 3 3 HR 
族 通过 , 称 为 时 的 锥 面 , 记 为 Ku. ERAM ET A 
中 射线 上 点 与 通过 这 条 射线 的 平面 之 间 的 对 应 : 射线 i 
的 每 一 点 M 对 应 于 惟 面 K, f: M BD) tJ 平面 开 . 这 种 对 
应 称 为 正规 对 射 (normal correlation) , 室 间 锡 每 个 平 
面 含有 线 从 中 一 个 单 参数 射线 族 ， 它们 的 包 络 线 是 平面 
曲线 5. 射线 JE 天 的 一 “hl (centre of inflection), Æ 
指点 M ELEI MEERA rh a Fa M B) 3F B Il 
上 曲线 ,有 一 个 尖 点 RAPRA — A i 135 
心 , 钱 共 的 直 纹 面 的 一 个 相 切 点 (point of tangency), 

是 其 母线 上 的 点 邮 ， 它 在 曲 上 面 的 切 平面 就 是 正规 对 身 
时 对 应 于 点 邮 的 平面 IT. 在 线 从 的 每 个 直 纹 面 上 - 般 
恰 有 商 个 相 切 点 . 由 这 些 点 描 出 的 曲线 称 为 直 纹 面 的 相 
切线 (lines of tangency) . 相 切 线 是 其 渐 近 线 的 直 纹 面 
PARANEMA (principal surfaœs of a complex). 

HTDURI R A PHR. CHER, RAEE. 

在 Eudid 空间 中 ,每 条 射线 1 上 有 一 个 不 变 点 性 
(射线 的 中 心 (centre of a ray)); 在 忆 点 正规 对 射 时 与 
点 已 对 应 的 平面 和 [I 的 法 向 量 与 对 应 于 1 的 理想 点 的 平 
而 开 正 交 , 线 处 的 例子 有 :特殊 线 处 , 即 给 定 曲面 的 全 
体 切 线 集 ;线性 线 从 , 它 由 线 从 中 射线 的 Grassmann # 
标的 一 个 线性 齐 次 方程 定义 ; 特殊 线性 线 从 , 即 三 维 空 
间 中 与 一 条 定 直 线 相交 的 直线 的 集合 . 

除 直线 只 外 ,还 可 以 研究 平面 , 惟 面 , 二 次 曲面 和 
其 他 图 形 和 的 (三 矢 数 族 的 } 线 从 (L SI RUB (mani- 
fold of figures)). 
参考 文献 
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B C Mamont E WAE PE 


得 空间 [complex space; wosguekemoe npocrpamcTao], 


* 4 + < . 


Aecem. BB Se gn 8 U E A 
É) R SEE E $ IB] C". j 8) Gá sz Ju £ E M W 
z,=x,+ iy,, y=1, y n 的 所 有 可 能 的 站 元 数组 
(z, 2, 复数 空间 C ERA WAEN 
2+2 Z (z tži,... Z% tZ} 
和 和 对 标量 E CHREN 
A2 = (ÂZ... Aln) 


的 它 上 的 向 量 室 间 ,并 且 也 是 具有 Eudid 度量 


, 2, |: = 


pzz) = |z—z | = S|: 
r=1 


= $e -ar +o. 
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的 距离 空间 . WEZ. W $= E] C" 是 由 复 化 实数 空间 
* 有 ”得 到 的 . ERER CEE x tA T ñ C =C 的 拓扑 
#elIlC"=C x x C. 


参考 文献 
[t] iaar, B.B . ,BRBenerme B KOMURERHbIA AHAT, 2 HON., 
M., 1976. 


[2] Bourbaki, N., Elements of mathematics . General topo- 
logy, Addion - Wesley, 1966 ( 详 自 法 文 ) . 
E. H. Couommes FE 
DOME 复 空 间 的 一 个 较 一 般 的 概念 包含 在 [A1] F. 
对 此 简 述 如 下 . dh 基 为 一 装备 局 部 己 代 数 的 一 个 层 必 
的 Hausdor 全 空间 (Hausdorff space) (一 个 所 谓 cR 
数 化 空间 {C _algebraized space)). 两 个 这 样 的 空间 (X， 
PCY, 21) 称 为 同 构 的 (isomorphic), 是 指 存在 一 
TRE S: X — YARAN f; ov -> 2y( 见 [A1]), 现 
在 ,一 C 代 数 化 空间 (X, =) K 3 — E 3 E (complex 
manifold) ,如 果 它 局 部 同 构 于 一 标准 空间 (D , 2 y. BE. 
处 D 一 C "是 一 区 域 , 2 是 它 的 全 钝 函数 的 芽 层 , 即 如 
果 对 每 一 xeX 存 在 x 在 瑟 中 的 音域 站 和 一 区 域 
五 二 C”, 对 基 个 m ， 司 得 习 代 数 化 空间 (1,w 和 人 D， 
2 bp) 是 同 构 的 . 命 Dc C* 为 一 区 域 , J c 2 为 一 凝聚 
HE. RAE JIER AED HRA mA 
BEC 是 局 部 CC 代数 的 一 (凝聚 ) 层 .C 代数 
化 空 并 (4 , 24 ) 称 为 人 P , >, ) 的 一 ( 闭 ) 复 子 空间 (comb- 
lex subspacc) ( 它 通过 商 层 映射 自然 地 杉 人 在 (D， 
Z) P). 一 复 空间 (complex space) (X, z,) E — C 
代数 化 空间 ,也 就 是 局 部 同 构 于 一 复 子 空间 ， 即 每 一 点 
EX RARR UEU, co) 同 构 于 某 C" 中 的 一 区 
域 的 复 子 空间 ( 亦 见 层 论 (sheaf theery); 33818 (coh- 
erent sheaf )) .关于 复 空间 的 更 多 内 容 ， 特 别 是 它们 
在 多 复 变 函数 论 和 代数 几何 中 的 应 用 , 可 以 在 [A1] 中 
RH. ARN Stein 空间 (Stein space); 解析 空间 {analy- 
tic space}, 
参考 文献 
[Al] Grauen, H. and Remmert, R., Theory of Stein 
spaces, Springer, 1979( H B 835. PEW 译 


复 结构 [ complex structure ; kowmEaecBaa crpyxrypa ] 

a real vector space ) 是 指 VESER RAKAR 
复 向 最 空间 的 结构 . 上 的 蔓 结 构 完 全 由 用 让 数 乘 的 算 子 
所 确定 , 这 个 算 子 可 用 满足 瑟 = -所 的 任意 线性 变换 了 : 严 
=V RRE RE EAEE. 因此 , 这 种 类 型 的 变 
换 通 常 称 为 也 上 的 一 个 香 结 构 . 如 果 y WS E Sh, B 
5, p ARTERE CER -组 基 , 则 p. U, 

D. dvp lo Tu, 组 成 这 个 空间 在 域 R 上 的 一 组 基 , 于 
是 dimay =2 dim V. 如 果 了 是 了 上 的 复 结 构 , 则 下 的 


复 化 下 -分解 为 下 和 VEs, +V. RE, V, EE 
应 于 特征 值 士 :开拓 到 F 的 特征 空间 , £ B, V. =V.. 
反 过 来 ,每 一 个 满足 y C=SiS 的 复 子 空间 S < v€ 
定子 土 的 一 个 复 结构 和 司 V, =S. 
2n 维 实 空间 六 上 的 任意 两 个 复 结构 , 均 能 通过 六 
的 基 自 同 构 上 映射 互 换 . 因此 , 世 土 的 所 有 复 结构 的 集合 
为 群 GL(2n, RR} 的 一 个 齐 性 空间 , B 8 2 T ñ =s [B] 
GL(2n. R) H, KH. H >= GL(n .CQ) 是 形 如 
A B 
|: 
的 非 奇 异 矩阵 组 成 的 子 群 . 
2) 微分 汶 形 上 的 复 结构 是 指 蓝 解析 流 形 { 见 解析 
流 形 (analytic manifold p Aiit. 如 果 好 为 微分 流 
JE. R) MM 上 的 复 结构 就 是 同 定义 在 好 上 的 实 可 微 图 册 
相 容 的 M 上 的 复 解析 图 册 . 这 里 , dime M=2dim M. 
邮 上 的 一 个 复 结构 在 每 一 个 切 空间 T,(M】) 上 导出 一 个 复 
结构 ,因而 在 M 上 导出 一 个 能 完全 确定 它 的 殉 复 结构 
(almost -complex structure ) . 
参考 文献 
[I] Lichnerowicz, A. , Global theory of connections and 
holonomy groups, Noordholf, 1976 { 译 自 法 文 }. 
(2] Wels, jr., R.O., Differential analysis on œmplex 


manifords , Springer, 1980. 
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复杂 系统 [complex system ; ea Cmrres:a ] 

包含 大 量 相互 联系 的 元 素 的 系统 的 通称 .必须 强 
调 ， 这 是 一 个 非 正 规 的 概念 ， 因 为 迄今 还 没有 一 个 关 
于 复杂 系统 的 严格 数学 定义 ， 能 到 括 所 有 现实 的 复杂 
系统 的 直觉 观念 . 复杂 系统 的 典型 例子 有 : 神经 系 
统 ， 大 脑 ， 计 算 机 ， 估 类 社会 中 的 控制 系统 ， 等 等 . 

在 20 世纪， 由 子 研究 越 来 越 复 杂 的 对 象 的 需要 ， 科 
学 的 很 多 分 支 ， 如 生物 学 ， 技 术 ， 经 济 学 , 社会 学 等 ， 
都 引进 了 复杂 系统 的 概念 , 特别 有 是， 控制 论 
{cybernetics) 也 已 作为 一 个 独立 的 学 科 诞 生 ., 复杂 的 
控制 系统 (control system) 就 是 它 研究 的 基本 对 象 . 结 
果 是 产生 了 一 系列 专门 学 科 ， 在 它们 的 名称 中 都 省 有 
“系统 "一 词 ， 例 如 系统 分 析 ， 系 统 技术 ， 以 及 一 般 系 
统 理 论 ， 等 等 . 

已 有 各 种 不 同 的 数学 方法 ， 来 表述 和 研究 复杂 系 
统 . 可 以 特别 指出 复杂 系统 的 两 种 类 型 的 数学 模型 : 离 
散 的 和 连续 的 . 前 者 主要 是 在 数学 控制 论 (控制 系统 理 
È) 中 研究 的 模型 旦 以 离散 数学 为 研究 工具 ， 后 者 是 动 
力 系统 (dynamical system) 及 自动 控制 理论 中 研究 
的 模型 ， 以 微分 方程 理论 为 其 数学 基础 . 在 复杂 系统 
的 研究 中 得 到 广泛 应 用 的 还 有 概率 统计 的 方法 和 模 
型 ， 如 大 规模 服务 理论 ， 随 机 规划 和 随机 仿真 . 尽管 


' 上 由- — 


在 形式 上 和 所 用 数学 工具 上 的 不 同 ， 表 述 提 杂 系统 的 
所 有 不 同方 法 ， 可 以 统一 成 一 个 共同 方法 和 一 个 共同 
研究 对 象 

在 给 复杂 系统 一 个 数学 描述 的 种 种 努力 中 , 最 困难 
问题 中 的 一 个 是 复杂 性 (complexity) 概念 的 建立 . “ 复 
杂 性 "的 很 多 特征 都 是 实际 复杂 系统 所 固有 的 ， 如 组 成 
系统 的 元 件数 目 记 大 ENARE EAH EET, 
复杂 的 运行 ， 结 构 的 递 阶 性 ， 等 等 . 应 当 注 意 ，“ 复 杂 
系统 "与 "大 (规模 ) 系 统 " 并 非 同 义 的 术语 ， 因 为 后 者 
所 概括 的 系统 只 有 复杂 性 的 一 个 特征 ;元件 数目 
EX. 

在 复杂 系统 的 数学 研究 中 ， 为 建立 复杂 福 概念 ， 
在 最 近 {1983) 对 相当 简单 类 型 { 模 型) 的 控制 系统 取得 
了 重要 进展 ， 诸 如 Turing 机 (Turing machine)， 功 能 
元 图 (diagram of functional eementsy， 有 限 自动 机 
(auiomaton, finite) 等 等 、 当 今 的 研究 兴趣 集中 在 研 
究 越 来 越 复杂 的 数学 模型 上 ， 以 期 更 完全 好 反映 实际 
复杂 系统 的 结构 与 功能 . 简单 模型 的 很 多 规律 性 都 可 
以 扩展 到 更 复杂 的 模型 上 去 . 
参考 文献 
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复 环 南 [complex torus; KowmmexcHari Trop | 

复 交 换 Lie 群 , 是 C" 关 于 子 群 工 的 商 群 , Ht C" 
n 维 复数 空间 , 工 为 C "中 秩 为 加 的 略 . 连通 紧 复 Lie 
群 必 为 复 环 面 ( 见 [1])， "上 每 个 Hermite 内 积 定义 了 
T=C"T 上 一 个 平移 不 变 Kàhler 度量 ， 复 环 面 也 通 刻 
夯 为 唯一 的 紧 可 平行 化 的 Kšhler 流 形 ( 见 [2])， 复 流 形 
了 的 自 同 构 群 和 了 作为 复 Lie 群 的 全 形 相同 ， 见 群 的 
全 形 (holomorph of a group). 

复 环 面 了 上 全 纯 吕 形式 可 表 为 


Do B da A Nd, 
nE E 
其 中 meC, zz 为 C' 之 坐标 , Hm Dolbeault 上 同 
W E HT) 自然 地 同 构 于 COAT 
( 见 [1]), 

和 实 Lie 群 一 样 ，n Ed SKIN E 2n 维 实 环 面 ， 且 
相同 维 数 复 环 面 互相 同 构 。 从 复 结 构 的 观点 来 考察 ， 
它们 的 性 能 是 非常 复杂 的 . 由 于 中 格 古 的 基 能 用 一 
全 nx2n 矩阵 全 给 出 ,这 里 从 称 为 环 面 了 =Cr/T 的 
周期 矩阵 (period matrix) ， 具 有 周期 矩阵 Q, 的 环 面 
T=CHITG=1L 3 互相 局 构 ( 作 为 复 Lie 群 或 作为 复 流 
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E, 当 且 仅 当 存在 矩阵 CEG, COM Z e GL(2n,Z) 
使 得 Daz=CQiZ . 

中 维 环 面 的 周期 矩阵 能 化 为 矩阵 (E, A). Kh E 
为 nn 阶 单位 矩阵 ，4 为 n BEN h BE, Imi. 具有 
这 种 形式 的 周期 人 着 阵 的 环 面 生成 一 个 全 纯 族 ， 它 错 出 
依赖 于 m2 个 参数 的 任意 n 维 揽 环 画 的 有 效 参 数 化 遂 用 
形变 5 见 人 3]) ， FHE n=l 的 情形 ， 矢 数 空 间 为 上 半 平 
BI Im (a)>0, 而 一 维 复 环 面 的 同和 构 类 集 但 同 于 商 
(Im (a)>01/A, 其 中 A 为 模 群 (modular group). 

复 环 曙 如 果 是 代数 侯 ， 它 称 为 Abel $& (Abelian 
variety}. WH CYr 是 Abel 8 4H 4E C" rh # 
在 Hemite AE., KERETES $ 8 (W. 
iD. 用 周期 给 阵 写 出 ， 这 是 Riemann- Frobenius 条 
件 (Riemann - Frobenius condition): 存在 射 对 称 方 
E Q eGL(2n, 7) EB pQ 0 =0, R 一 :NQF 正定 . 
当 m = 时 ， 这 个 条 件 总 是 成 立 的 ; 对 应 的 代数 曲线 是 
RA Ai (WAAR h t (elliptic ourve))， 周 期 拒 阵 


o= |1 0v2 iv5 
一 | 


提供 了 2 维 复 环 面 不 是 代数 绞 的 例子 . 在 这 个 环 面 上 
甚至 没有 非常 数 的 亚 纯 函数 ( 见 [5])， 要 使 n 维 复 环 
面 是 代数 的 ， 其 必要 且 完 分 条 件 为 ， 在 它 上 面 存在 nm 
个 代数 无 美的 亚 纯 画 数 ， 

在 19 世纪 ， 对 复 环 面 的 兴趣 起 源 于 研究 Abel sŠ 
$ (Abelian fanction) 和 柜 数 曲线 的 Jacobi $ (Jacobi 
variety) BHRR. IHES n ÆR Kiihier 流 形 M H 
应 存在 它 的 中 间 Jacobi 8, Mi n 复 环 面 { 见 [7}). 
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Lie 代数 的 复 化 [complexification of a Lie algebra ; ko- 
Mieromberanag ace6pe Jin], Lie 代数 4 在 R Eig 

E Lie 代数 8c , 它 是 8 与 复数 域 C 在 实数 域 R 上 
的 张 量 积 tensor product): 


gc = aDC 


因此 ,Lis 代数 9 的 复 化 是 由 8 通过 把 纯 量 域 由 及 扩张 
到 心 而 得 到 的 .代数 红 的 元 素 可 以 看 成 元 素 对 (u， 
四 ,ab Eg; 在 gc 中 的 运算 由 以 下 公式 定 广 : 


(u. jti, v= {t +u, b +o), 
@+iB)(u.ue)=(wu— fo, ov 十 Pu}， 对 任何 a, geR, 
[u n), (u, w=. u] 一 [wu 5], 


代数 gc 也 称 为 Lie 代数 4 ÉS 3 EO (complex hull of a 
Lie algebra). ` 

— 40376 3 REMETEA Wi 
留 : Q E MB, D] SH) sk E BB p q R 42 g 也 具有 这 
个 性 质 ， 然 而 ,一 般 来 说 ,9 的 单 性 并 不 能 得 出 a. 也 是 
单 的 ， 

一 个 Lie 代数 的 复 化 的 概念 与 一 个 复 Lie 代数 的 
实 型 ( 见 (代数 ) 结 构 的 型 (fprm of an (algebraic) struc- 
ture)) 的 概念 是 紧密 关联 的 .一 个 揽 Lie 代数 ! 的 一 个 实 
Lie 子 代数 | 称 为 的 一 个 实 型 (real form), 如 果 每 一 
个 元 素 ze EARR R =u ti HER, E u, 
vej. THATAR b A. 并 非 每 一 个 复 Lie 代数 都 
有 实 型 . 另 一 方面 , 一 个 给 定 的 复 荆 记 代 孝 一 般 可 能 会 
有 若干 互 不 同 棉 的 实 型 , 例如 , — H n 阶 实 和 矩阵 所 组 成 
的 Lie 代数 和 和 一切 # 阶 反 Hermite 3 Ë& prH RR Lie 
代数 是 -- 切 na 阶 复 矩 阵 所 组 成 的 Lie 代数 的 下 不 同 构 
的 实 型 (还 有 其 他 实 型 ) . 
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Lie 群 的 复 化 [ complexification of a Lie group ; wm- 
JUNCH 中 raw rpm Jin G], £ R L 65 Li # G 

复 Lie 群 Ge, 它 舍 G 为 实 Lie 子 群 , 且 使 得 6 的 Lie 
代数 4 为 Gc 的 Lie 代数 gc 的 实 形式 ( 见 Lie 9880 
Fit {complexification of a Lie algebra)}， TERE 
G J Lie # Ge 的 实 形式 ireal form of the Lie group). 


例如 ，z 阶 西方 阵 全 体 构成 的 群 U (n) 29 n 阶 复 非 异 方 
阵 全 体 构 成 的 群 DL(n,C) 的 实 形 式 . 

在 连通 旦 单 连通 复 Lie 群 G. 的 复 解 析 线 性 表示 和 
它 的 连通 实 形式 厂 的 实 解 析 线 性 表示 间 存 在 著 一 一 对 
度 ， 它 使 不 可 约 表 示 互 相对 应 . 这 对 应 可 以 用 下 面 办 
法 给 出 车 pp 为 Gc 的 一 个 (不 可 约 ) 有 限 锥 复 解 析 表 
未 ， 则 p 在 GG 上 的 有 限制 是 6 的 一 个 (不 可 约 ) 有 限 级 实 
解析 表示 . 

并 不 是 每 个 实 Lie 群 都 有 复 化 ， 特 别 是 ， 连 通 实 
半 单 Lie 群 有 一 个 复 化 的 必 票 且 充 分 条 件 为 各 是 线性 
Lie 群 ， 即 同 构 于 某 个 群 G(n.C)BU FB . 9w., FA 
式 为 1 的 实 二 阶 矩 阵 物 成 的 群 的 通用 覆 秋 群 没有 复 化 . 
另 一 方面 ， 肾 Lie 群 都 有 复 化 . 

某 些 实 Lie 群 不 存在 香 化 ， 激励 人 们 引出 一 个 较 
一 般 的 概念 : 实 Lie 群 的 通用 复 化 (universal comp 
lexification) (Ẹ, 0). XE GSE Liet, +:G — GH 
ARRA EGNE E Lie HH, 每 个 实 解 
析 同 态 x: G 一 吾 ， 存 在 一 个 崔 一 的 巩 解 析 同 态 有 :G 
—H, ÑEa=fort. Lie 群 的 通用 复 化 总 是 存在 , B 
是 唯一 确定 的 ([3]) - 唯一 性 意味 着 如 果 (G, +") 为 G 
的 另 一 通用 复 化 ， 则 存在 自然 同 构 4:G 一 如“ 使 得 
4o7T=T'， 一般 地 ，dimecG<dimsG， 但 是 ， 如 果 G 
单 连通 的 , M| dime5=dimaG， 且 7 的 核 是 离散 的 ， 

亦 见 慌 数 群 的 型 {form of an alpebraic group). 
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向 量 空 间 的 复 化 [complexification of a vector spaw ; 
KOMIUKECHIHIKALIIIN pexTopaoro opocrpancrea | 

由 实 向 量 空间 和 通过 数 域 的 扩张 而 得 到 的 复 向 最 
FEVE FAV ELARRE VOC. 它 也 可 以 定 
义 为 形式 表达 式 x+iy HEA, Px, y EWV, 并 有 按 通 
常 意义 定 六 的 加 落 及 关于 复数 的 吉 乘 运算 . 空间 下 包含 
在 V“ 中 作为 一 个 实 子 空间 ， 称 为 “的 实 形式 (real 
form). V A — AEE VU( C 上 ) 的 基 . 特别 地 ， 
dime V" = dima V. 运算 PvPFc 是 从 有 上 向 量 空间 
的 范畴 到 C 上 向 量 空间 的 范畴 的 函 子 ， 

A. IL. Qumu Ë EAM 译 


复杂 性 理论 [oomplexity theory ; CIOWHOCTH Teepma ] 
[HHE] 把 数学 问题 分 为 可 判定 的 和 不 可 判定 的 ， 这 
是 晤 基本 的 分 类 ， 这 种 分 类 对 于 劝阻 设计 太 广 证 的 系 
统 ， 例 如 判定 程序 等 价 性 或 程序 停机 的 系统 的 企图 ， 
也 具有 一 定 的 实践 意义 ， 

但 在 许多 方面 这 种 分 类 太 粗 糙 . FE riie MHT H 
定 问 题 的 复杂 性 来 对 它们 分 类 . 两 个 都 是 可 判定 的 问 
是 ， 一 个 可 以 比 另 一 个 计算 起 来 难得 和 多， 实际 上 可 
以 认为 这 问题 是 不 可 判定 的 . 例如 ， 合 理 的 问题 也 许 
几 秒 可 以 算出 ， 而 另 一 些 间 题 (即使 用 最 好 的 机 器 ) 可 
能 要 算 几 百 万 年 ， 显 然 ， 同 前 者 比较 ， 后 者 是 难处 理 
的 ， 因 此 ， 在 知道 特定 问题 的 可 判定 性 后 ， 还 必须 研 
究 它 的 复杂 性 (comPplexity)， 即 问题 的 特定 例子 处 理 
起 来 很 困难 . 复杂 性 的 考虑 有 决定 性 的 重要 性 ， 例 
如 在 密码 学 (cryptography) 中 ， 如 果 不 能 在 一 定时 间 内 
破译 一 个 情报 可 能 会 耽 谋 整个 事情 ， 因 为 时 间 一 过 情 


况 会 整个 改变 ， 有 关 材 料 也 在 算法 的 计算 得 杂 性 algo- 


rithm, computational complexity of an) 中 讨论 ， 

计算 党 杂 性 理论 中 典型 的 何 题 是 : (对 同一 问题 ) 
算法 (algorithm) 4 在 用 更 少 的 资源 (例如 时 间或 存 情 
空间 ) 的 意义 下 是 否 比 算法 心 更 好 ? 问题 一 是 否 有 最 
好 的 算法 ? 问题 了 P 是 否 比 问题 P # W F K V TEH 
难 ; 解 五 的 一 切 算法 比 解 PP 的 某 个 固定 的 合理 的 算法 
都 更 复杂 ? 

通过 考虑 Turing 机 (Turing Imachine) 可 得 到 自然 
的 复杂 性 度量 : 【就 输入 长 庶 而 言 ) 计算 要 求 多 少 步 ? 
这 蚌 时 间 资 源 观 念 的 自然 描述 . 同样 ， 在 计算 过 程 中 
访问 的 方 格 数目 形成 自然 的 空间 度量 ，{ 见 形式 语 育 
(formal languages); 自动 机 (automata) 和 可 计算 函 
Ë (computable function). ) 

这 种 面向 机 器 的 复杂 性 将 在 本 条 下 半 部 分 考虑 ， 
讨论 将 限于 基本 Turing 机 模型 . 像 有 多 带 多 读 头 机 器 
或 随机 读 写 机 器 这 些 变型 在 更 详细 的 和 特定 的 计算 复 
杂 性 考虑 中 是 重要 的 ， 但 从 最 基本 的 结果 来 看 ， 特 殊 
的 Turing 机 模型 的 选择 是 无 关 紧 要 的 . 

本 条 前 半 部 分 要 研究 公理 化 复杂 性 理论 . 不 定义 
特殊 的 复杂 性 度量 ， 例 如 时 间或 存储 空间 ， 而 伐 之 以 
算法 使 用 的 “抽象 资源 " . 所 用 的 公理 很 自然 .在 不 涉 
及 很 针 东 西 的 意义 上 它 是 很 弱 的 ， 众 在 这 些 公理 的 基 
础 上 可 以 建立 卓越 的 理论 . 这 理论 始 于 [All. 

计算 得 杂 性 理论 的 第 三 个 主要 方面 : 低层 次 复杂 
性 ， 或 某 些 特殊 的 实 戚 中 重要 的 算法 的 复杂 性 ， 则 完 
全 不 讨论 ， 这 些 主题 以 及 复杂 性 理论 更 广 太 更 高 深 发 
履 的 详细 肉 容 可 以 对 阅 [A5] — [A7]. 

考 虚 所 有 的 Turing 机 的 个 梳 举 (enumeration】 

TM, s TM, (Al) 


COMPLEXITY THEORY 719 


核 举 {A 了 决定 所 有 的 单 变 元 部 分 递 娄 函数 (partial rec- 
ursive function) 的 核 举 


— fa (A2) 
所 有 的 单 变 元 部 分 递归 函数 的 - 4838 
f 8 Ja U (A3) 


称 为 可 接受 的 (acceptable)j， 当 且 权 当 可 以 由 (A2z) 能 
行 地 转 人 (A3)， 反 之 亦 然 . REZ. BEA HA 
数 的 下 标 ， 可 以 找到 同一 函数 在 (A 裤 中 的 下 标 。 反 之 
IAR. 

一 个 复杂 性 度量 (complexity measure) 是 一 个 对 
CM=(F, 中 j， 其 中 下 是 部 分 递归 函数 的 一 个 可 接受 杖 
举 (A3)， 而 中 是 部 分 递归 函数 的 一 个 无 穷 要 举 

Pp U i (A4) 


使 得 tA3) 和 (A4) 满 足 Blum 2: 8 (Blum axioms) B1 
及 了 2， 

BI. Hti >l, f io E M RA RK 4. 

B2. # Fe 2690838 gli, n,m) 蚌 递归 函数 : 


1， 如 果 p, mnam, 
gG, n, m)= 
0， 如 果 op (n)# m, 


费用 函数 (cost function) i ` 

Aw: rS E o (n) E f BQ Turing 机 对 输入 nm 的 
计算 步 数 ， 显 热 可 得 一 复杂 性 度量 ， 念 之 如 果 邻 p(n} 
基 同 一 Turing 机 对 输入 n 的 计算 中 访问 方 格 的 个 数 ， 
也 得 一 复杂 性 度量 ， 闪 要 这 种 异形 的 Turing 机 在 机 器 
循环 时 不 只 用 有 穷 量 的 带 方 格 . 

另 一 方面 , 选择 gp = 上 不 产生 复杂 性 度量 : 公理 B2 
不 满足 . Ji fü n, 选择 gp (mm)=1 也 不 产生 复杂 性 度 
量 ， 因 为 公理 Bi 不 满足 ,这些 例 于 证 说 明 这 两 个 从 
理 是 独立 的 . 

显 热 ， 在 序列 {A3) 中 每 个 部 分 递归 函数 无 穷 次 出 
m. ES f BARMEN gp 是 与 计算 了 的 某 算法 (l 
如 Turing 机 }) 关联 而 林 是 和 J 本身 关 联 .着 也 有 =f， 
FARRAR p THARE 本 质 上 小 的 慎 ， 表 明 对 应 
T£ 的 算法 本 质 上 更 好 ， 这 种 吉 速 何 时 且 如 何 成 为 可 
能 呢 ? ”加速 (Speedup) 问 题 是 复杂 性 理论 中 最 有 趣 的 
问题 之 一 ， 

无 论 考 虚 什么 样 的 条 条 性 度量 和 加 速 的 程度 ， 总 
存在 递归 函数 f. 使 得 对 了 的 任意 算法 可 加 速 到 所 指定 
的 程度 . W 关上 且 认 为 了 决定 的 算法 (例如 ，Turing 
机 了 af ) 是 特别 有 效 的 , 这 意味 着 o, ë X BD Wr us st pk: 
AR 的 复杂 性 观点 是 很 小 的 ， 男 外 讼 h (x) PE E 
ERRAR, AH 
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h(x) =27 


那么 有 J 的 男 一 个 算法 所 用 的 资源 如 上 所 示 的 那么 

小 . REZ tA ff H 
TOETU 

恒 这 并 不 必须 对 一 切 xx 成立， 只 是 几乎 处 处 成 立 . 当 

然 同 样 过 程 可 对 j 重复. 这 就 产生 了 另 -个 加 速 ， 但 

这 次 搬 是 使 用 “很 多 "资源 的 算法 . 对 新 得 到 的 函数 又 可 

ERME, HEARR. 

因此 ， 加 速 定理 {speedup theorem) 说 明 ， 有 些 范 
数 了 无 服 佳 算法 ， 对 每 全 大 所 哀 鸡 的 算法 加 速 是 可 能 
的 . 但 这 只 是 对 某 些 可 能 寝 认为 是 不 自然 的 浅 数 才 是 
真 的 . 

现在 ， 考 嵌 转 向 机 央 的 复杂 性 理论 ， 考 虚 对 一 切 
HAA w 都 停机 的 Turing 机 TM. TM 的 时 间 复 杂 性 
函数 (time - complexity function) RJ E % 3 

tr (n)= max {m :TM 对 |w|=n 的 输入 w 
E mP AAE}. 

PREL, ta 的 把 非 负 整数 集 旺 人 自身 ， 称 TM E 
在 一 多 项 式 P @). 使 得 对 一 切 n，trw (2) < P (m) 成 
x. 多 项 式 有 界 的 Turing 机 可 接受 的 语言 族 记 为 .. 
(到 目前 为 止 只 讨论 了 确定 性 Turing Hi, GUE St RAE 
确定 性 Turine 机 .) 

虽然 2 定义 为 语言 族 ， 但 是 它 可 以 看 成 存在 运行 
在 多 项 式 时 间 内 的 算法 的 问题 集 . 人们 总 可 以 把 判定 
问题 (decision problem) 着 成 是 “肯定 恒 " 语 言 的 归属 
向 题 ， 

由 数学 观点 看 ， 族 .” 是 非常 自然 的 . 这 由 它 关于 
下 面 的 计算 模型 的 高 度 不 变性 可 以 看 出 Am, AJL 
个 带子 的 Turing 机 TM, 比 通常 的 Toring Ht, B 
它们 的 时 间 - 复杂 性 阔 数 取 较 小 的 值 ， 但 是 ， 如 果 这 
个 TM, 的 时 间 复杂 性 函数 以 一 个 多 项 式 P (n) 9 E 
界 ， 那 么 可 以 (能 行 地 ) 构 造 一 个 以 多 项 式 Pln) 为 界 
RE% Turing 机 TM, 它 接受 的 语言 同 TM, 接受 的 
语言 一 样 。 (一 般 说 来 PEAT P. G) Éy, TH 
仍 是 多 项 式 .) 仿 之 ， 每 个 美 于 任何 合理 的 计算 模型 是 
多 项 式 有 界 的 语言 属于 上 商用 普通 Turing 机 定义 的 
族 e. 

Ë 2 也 是 枢 端 重要 的 , 因为 :x 以 外 的 语言 可 以 认 
为 是 不 能 计算 的 . 实际 上 ， 大 们 称 不 属于 ,> 的 递归 语 
EEES MH intractable). 

ER, 2 NER RS KE M KALARIN., 
3. 中 语言 的 多 项 式 界 很 大 时 也 可 以 这 样 认为 但 是 
在 内 划一 条 易 驾 台 和 崔 驾 驶 的 界线 是 不 自然 的 ， 这 
样 的 定义 也 是 因 时 而 异 的 :计算 机 的 壕 狼 发 展 后 会 改 
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的 刻画 ， 

现在 考虑 非 确定 性 Turing 机 (non - deterministic 
Turing machine); 当 在 特定 状态 注视 特定 记号 时 ， 
机 器 可 以 有 几 个 可 能 的 动作 ， 否 则 ， 非 确定 性 机 器 定 
义 就 同 确定 性 机 大 一 样 . 字 w 被 接受 当 旦 人 羽 当 它 引起 
一 个 可 接受 的 计算 ， 而 不 管 它 也 可 能 引出 失败 的 计 
W. 所 以 对 韭 确定 性 机 器 ， 若 有 一 个 可 以 成 功 的 路 
程 ， 那 么 就 不 管 一 切 失 败 的 路 程 . 

非 确定 性 桃 器 TM 接受 字 wsL{TM) 所 需 的 时 闻 
EELA TM 接受 w 的 最 短 计算 的 步 数 ，TM BS Ri [l 
复杂 性 函数 定义 为 


t (n)=max(1, m : TM 在 时 间 m 内 接受 
某 个 lw|=n h w}. 


FE, ta (n) Ë) E 2 h F 3 iFM. HEER Y n 
的 字 被 接受 时 yml. 

非 确定 性 Turing 机 定义 的 进一步 细节 就 不 再 讨 
È. 定义 了 时 间 复 杂 性 函数 后 ， 多 项 式 有 界 非 确定 性 
Turing 机 (polynomially - bounded non ~ determinis- 
tic Turing machine ) 概念 的 定 久 辐 以 前 一 样 . 被 非 确 
定性 多 项 式 有 办 Turing 机 可 接受 的 语言 族 记 为 .# >. 

多 中 的 问题 是 易 驾 取 的 ， 而 在 .#9 中 的 问题 有 这 
样 的 性 质 ， 它 易于 验证 问题 的 解 的 一 个 好 的 狂 测 是 否 
是 正确 的 ， 非 确定 性 Turing 机 可 以 看 成 是 验证 蒲 测 是 
否 正 确 的 装置 ; 它 在 计算 的 某 步 作 一 个 (或 多 个 ) 猜 
测 ， 只 当 这 个 (或 这 些 } 猜 测 正 确 时 ， 最 后 的 结果 才 
被 接受 ， 所 以 非 确 定性 Turing 机 时 间 界 实际 上 是 检验 
解 的 猜测 是 符 正 确 的 时 间 界 . 

ER, .” 被 包含 在 .xz 之 中 . 但 不 知 是 否 真 包 
W. > 是 否 等 于 .yw (2 =. > 人 的 问题 有 理由 称 为 
计算 理论 中 最 为 有 名 的 未 解决 回 题 . 这 个 问题 的 重要 
性 在 于 已 经 知 章 许 对 实践 里 很 便 要 的 问题 属于 .9 ， 
而 不 知 它们 是 天 属于 9 ， 实 际 上 这 些 问 题 的 -- 切 已 知 
等 法 要 用 指数 时 间 . 所 以 .> = +: 的 证 明 可 使 这 些 问 
W5 TX. 

非 确 定性 Turing #L 2 38 8 + E 38 BJ 3E E X iL 
K. 非 确定 性 只 是 一 个 辅助 概念 而 且 和 将 会 看 到 是 一 
个 非常 有 用 的 横 念 ， KEL, TAWE > EGS 
于 # 多 的 问题 ， 如 下 的 定义 和 结果 表明 ， 只 要 考虑 
一 种 特殊 语言 (可 以 是 一 种 最 受 大 欢迎 的 语言 ) 并 决定 
它 是 否 在 之 中 即 可 .存在 大 量 的 这 种 所 亩 .#2 完 
全 语言 { 见 下面 )， 它 们 来 自 数学 省 分 支 . 
(polynomially reducible), 记 为 LSL i 当 且 仅 当 存 
在 一 个 确定 性 多 项 式 有 界 的 Turing Hl TM 把 y, 中 的 
Fw 翻译 为 三; 中 的 字 mw ,使 得 WwW EFLENT w, 


属于 L.. 

应 该 指出 ， 按 前 面 定义 引进 的 Turing 机 了 必须 
对 一 切 输入 停机 ， 这 是 TM 为 确定 的 和 包 项 式 有 界 的 
推论 . 

TR. #L < L, B L. # 04, MM L. EA. 

EE LARA s ww WEHA -hard)， 车 对 一 切 
A PRALA LSL. LERA 完全 的 (2 - 
complete), PEE .9 RER, HAFA. 

可 以 把 .+ .x 完全 语言 看 成 .+ .2 pR EER. 
另外 ， 要 证 明 .7 =y > 是 否 成 立 ， 只 可 证 明 任 意 一 个 
+ ,4% 完全 语言 是 否 属于 2. 实际 上 , 考虑 某 个 这 样 的 语 
AL. 若 工 不 在 8 rh, 则 显然 2 cs. ELEF, 
则 由 .* 2 完全 性 定义 可 知 ,每 个 .x 中 的 语言 也 在 
ah, AR, RERE 2— 9 

AF Sú 3= tE 85 32 r h TAA A4). M ak E 
[A3] 是 复杂 性 理论 的 先驱 文章 . > 完全 问题 的 目录 
TRAS 典型 的 问题 有 : 巡回 的 推销 员 问 题 ， 命 
题 演算 的 可 满足 性 问题 ， 图 的 Hamilton RRE, Y 
的 问题 ， 编 时 间 表 问题 ， 及 TOL 语言 ( 见 工 系统 (|L- 
systems)) 的 归属 问题 ， 

虽然 问题 是 可 判定 的 ， 但 由 于 解 它 的 任意 算法 必用 
了 难处 理 的 计算 资源 量 ， 它 仍然 是 难 加 驭 的 . 难 驾驭 
性 是 由 不 属于 多 的 条 件 正式 定义 的 . 

已 注意 到 ， 有 许多 重要 问题 的 一 切 已 知 算法 执行 
讨 都 要 用 指数 时 间 ， 但 也 不 能 证 明 这 些 问 题 确 是 难 驾 
RKE. 一 切 > 完全 的 问题 属于 此 类 问题 . 实际 上 ， 
在 复杂 性 理论 中 建立 下 界 一 般 说 来 是 困难 的 性 务 ,一 个 
具 栖 的 算法 的 复杂 性 通常 可 以 被 和 估计， 得 对 一 个 具体 
得 题 的 一 切 算 革 很 难 讲 出 一 般 的 规律 ， 例 如 给 出 它 信 
复杂 性 的 下 界 ， 像 加 速 定理 这 样 的 结果 ， 其 至 表明 在 
某 些 情况 下 这 是 不 可 能 的 ， 按 照 抽象 复杂 性 度量 的 理 
论 ， 不 能 期 望 去 证 明 任 何 特定 问题 在 一 切 度 量 下 本 质 
上 是 困难 的 . BR br KARI E pasay OU. 

类 似 于 时 间 界 ， 可 以 定义 Toring 机 的 空间 界 (spa- 
œ bounds). 分 别 以 F7 ZMA? 空间 表示 用 争 项 起 
空间 的 确定 性 和 非 确定 性 Turing 机 接受 的 语言 、 下 列 
美 系 成 立 : 


EAP EF-SPACE= > SPACE 


专 上 包 售 关系 是 否 是 真 包 含 ， 仍 是 一 个 著 各 的 未 解决 
问题 . 
参考 文献 
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空间 的 连通 分 支 [ compovent of a space ; NDMimoaesra | 
招 扑 空间 羡 具 有 下 述 性 质 的 连通 子 集 CC: 如 果 
Cc XEEjB m E, CEC, M C=C. ZAKA i£ 
通 分 支 足 不 相 区 的. bD ES 3 OB TERES E 
一 个 连通 分 支 中 ， 如 果 忆 是 空间 沪 的 连通 分 支 是 Cc 
Y=xX, MJ C+ Y 的 连通 分 支 . # f:X— YERL 
KEEA, MI C E YEWA k. HAS 
f (CE XKE E. 
参考 文献 
[1] Kuratowski, K. , Topology, 2, Acad. Pres, 1968 ( 译 自 
社交 ). E. A. Ebueos Æ HÆR 译 


启 量 的 分 量 [componeat of a vector; imwamotearra Bekroba ], 
漆 一 个 辕 的 
JE 一 个 向 量 的 端点 向 这 个 轴 投 影 而 得 到 的 向 量 . 
84k Es 


AEA [ composite function ; coxas pyas ] 
HJ S BJ RO. FAN 了 的 信 域 了 
含 于 函数 f ,| 的 定义 域 X, 内 , 即 若 


fG Y, C KX. íi=1,.... n-li, 
则 函数 


由 
Gee of MY = AD xeX,. 


定义 , 称 为 让 ,，… ,的 复合 函数 (romposite func- 
tion) 或 让 ' a 的 tn 一 1) 重 复合 {(n — 1) -fold Com- 
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posite) (或 登 加 (superposition)). 例如 ,任意 多 个 变量 
的 有 理 函 数 , 都 是 四 种 算术 运算 , NAA X+y,x-—y, xy 
与 X77 的 复合 . 

K 5 BA 8 k K T pk 3m AH ARH F S PE Dh. 例 
MD. PE 2k ER Sk h S y RS h k PS $. KARA, E PB 
Ë fi: X — Y fE x E X PE. MAR YZE 
x0) EY ER WAS f o f. fE %% 也 连续 (这 里 ,区 ,了 
AZ, Ai. 都 是 拓扑 空间 ) . 类 似 地 ,# 重 ( 和 连续) 可 微 函 
数 的 复合 仍 为 (连续) 可 微 和 函数 ,n==1，2, …, 递增 
{递减} 函数 的 复合 也 是 递增 (递减 ) 函 数 . 在 函数 的 复 
合 过 程 中 , 某 些 定量 的 性 质 可 能 会 改变 : 满足 某 些 阶 数 
的 Lipschitz 函数 斤 与 扬 的 复合 也 注 足 Lipschitz 条 件 ， 
但 其 辽 等 于 太 的 阶 与 万 的 阶 的 乘积 . 函数 的 某 些 性 质 
在 复合 过 程 中 消失 ,例如 Riemann 或 Lebesgue 可 积 
函数 的 复合 , 一 般 不 再 依次 为 Riemann 或 Lebesgue 可 
MAR. 两 个 绝对 连续 函数 的 复 人 台 可 以 成 为 非 绝对 连 
Pas k. 然而 ， 根 据 N, K. Bari 与 D. E. Men 'shov 
am ([1]),， 在 一 个 区 间 上 三 个 维 对 连续 晴 数 的 复合 

会 产生 击 比 两 个 函数 复合 更 广 的 函数 类 . Bari ([2]) 
a 闭 区 间 上 的 任意 连续 函数 都 能 写成 一 些 由 三 
个 绝对 连续 函数 复合 成 的 复合 函数 之 和 ,而 且 存在 连续 省 
数 , 它 不 能 家 上 成 两 个 绝对 连续 函数 的 复合 之 和 ， 此 外 ，、 
闭 区 间 上 的 巡 续 函数 都 可 以 表达 为 项 个 有 界 变 差 滔 数 
复合 之 和 , 最 后 . 对 下 n=1, 2,，…,n 重 有 界 变 差 国 
数 之 复合 将 产生 实质 上 是 新 的 函数 类 , 也 存在 着 连续 天 
数 , 它 不 能 表达 为 1 重 有 界 变 差 函 数 的 复合 {[3]). 

函数 的 复合 概念 ,为 理解 “函数 的 公式 表示 "-- 词 ,所 
人 殿 了 最 广泛 的 途径 . 函数 用 复合 来 表示 的 周 题 的 提出 ,是 
同人 代数 方程 求 根 公 式 的 发 理 有 关 的 . 钵 次 或 由 次 以 下 的 
方程 的 每 个 根 都 可 以 表达 汶 关 于 方程 系数 的 四 种 算术 
运算 和 开 方 运算 的 复合 . 通过 某 种 变 搞 ( 称 为 Tschirn- 
hausen 变换 ) ,所 有 媚 芝 5 的 方程 都 可 以 化 为 如 下 的 形 
式 : 


xn 十 G1X 4 十 +a,- 0. 


因此 ,次 数 2 5 85 Jy iyi — iB be n 一 4 个 参数 的 画 
数 . REWHHBR, PT S 38 2 Eb 8 3 2 28 3y— - 些 较 少 变 
量 的 代数 函数 的 复合 D. Hilbert 1900 年 在 巴 歼 举行 
的 国际 数学 家 大 会 上 提出 的 23 个 问题 之 --, 就 是 与 此 
相关 的 . 即 第 十 三 问题 是 这 样 的 ( 见 [4]) : 方程 


?+TxPm+b taf+1l=0 ta) 


BB f ë (F u] D) $ aR 28 — EA AIER 15 Pk PS SË I) 
复合 ,其 中 两 个 变量 是 指 方程 系数 x,y,z 中 的 基 两 
个 ?【 注 意 ， 任 意 的 有 限 个 变量 的 师 数 都 尾 丙 个 变量 的 
不 连续 函数 的 复合 .) Hilbert 证 明了 ,. 胃 二 元 解析 函 
数 ， 不 可 能 复合 出 所 有 的 三 元 解析 哨 数 .他 还 证 明 


(5])， 儿 次 代数 方程 的 根 可 以 全 成 四 元 代数 函数 的 复 
合 ( 代 替 五 个 变量 ， 后 者 可 从 Tschimhauser 变换 直接 
Fin). ER REE T RA O [6] 一 119]). 

1954 E, A. T. Buryutan HEW ([10]). # 8 5 $ç 
m.n, m 以 及 看 满足 不 等 式 (m /n) > (m, / n), 那么 
可 以 找到 m PPR S n EEG, 它 不 能 写成 m 元 
TEAK n 重复 合 . 特别 她 ,对 每 个 n, 可 以 找到 其 
有 预先 指定 的 光滑 度 的 元 函数 , 它 不 可 能 是 较 少 个 自 
变量 且 共 有 同样 光 福 度 的 函数 的 复合 . 从 这 个 意义 
说 ,在 任意 个 自 变量 的 光 湖 函数 中 ,存在 着 与 所 有 自 变 
基 均 实质 依 坏 的 函数 . 

A. H. Komoropos 于 1956 年 证 明 ([11]} 了 , 定义 
在 n 维 方 体 (n 之 科 上 的 任意 连续 函数 ,都 是 二 元 连续 
BAHAG. 之 后 ,V, L Amol'd 将 自 变量 的 个 数 三 降 至 
Z., KE, 他 证 明 ([12j) 了 , 方 体 上 的 三 元 连续 鲨 数 
均 可 写成 二 元 连续 函数 的 复合 【更 精确 地 ,. EET s; 
成 九 个 落 数 之 和 ,其 中 每 一 个 都 是 二 元 连 继 团 数 的 复 
合 } EE, n (n 之 3) 方 体 上 的 连续 函 数 都 可 以 表示 
为 二 元 连续 函数 的 复合 ， 这 就 是 对 Hilbert X + J Ë 
( 引 的 根 不 能 用 二 元 连续 范 歼 的 复合 来 表示 这 一 猜想 的 
最 后 的 吾 定 . Komoropos 和 Amot’ d 的 论文 ,特别 地 , 给 
出 了 关于 任意 次 方程 的 根 ,用 至 多 两 个 变量 的 连续 示 数 
的 复合 的 表示 向 题 的 正面 答案 . HTAA RIE 
数 函 数 的 复合 ,相应 问题 尚未 和 解决 .现在 {1987) 尚 不 
清楚 ,方程 () 的 根 有 是 否 为 解析 函数 的 复合 . 

上 述 一 系列 论文 可 用 以 下 的 Komworopoa 定理 
(Kolmogorov tneorem) ([13]} 和 作为 最 后 的 总 结 : n 元 连 
续 函 数 都 可 以 通过 车 干 一 元 连续 交 数 以 及 一 个 二 元 函数 
9{x ,让 )=Xx 十 了 的 复合 而 得 到 . 事实 上 , 他 证 明了 在 n 维 
方 体 上 连续 的 函 教子 可 以 写成 形式 


fx, Kn} = S h, 
=I 


Seol. 


其 中 函数 有 和 gp 都 是 连续 活 数 , 而且 p, MEEA 
数 , 即 它们 与 无关、 

Birrymammas (ft4] )} 证 明 , 对 任意 有 限 个 元 连续 函数 
p u RERA g (天 =1， ;n= 二 1,，2,…)， 
甚至 存在 n MRAR, 它们 不 能 表示 为 以 下 形式 的 复 
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其 中 f. AFEN- TERAN., 
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复合 假设 [ composite hypothesis ; cnoxnan moreas ] 
关于 一 随机 变量 的 分 布 函数 (概率 密度 } 是 某 分 
布 欧 数 集合 的 成 员 的 际 述 (假定 ) ,该 分 布 集合 包含 多 于 
一 个 元 素 . 参见 统计 假设 的 验证 {statistjeal hypothesis , 
verification of); 简单 假设 (simple hypothesis ). 


参考 文献 
[1] Cramér, H ; Mathematical methods of statisties, Princ- 
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eton Univ., Press, 1946. 
M. C, Hym E MAR 译 


复合 理想 |compæite ideal ; cocraguaoñ naea] 
环 或 代数 中 不 是 守 理 想 (prime ideal) 的 理想 . 
m: y 详 


合成 [ composition ; kowmo3maas] 

二 元 代数 运算 (algebraic operation)， 例 如 ,两 个 
AR f 和 g 的 合成 是 函数 k= og, hw)=f(9(x》. X: F 
概率 论 中 的 合成 , 见 函 数 的 郑 积 (convolution of func- 
tions). ikek jE 


合成 序列 [ composition sequence ; komosimosem psa], 
合成 列 (composition series ) 

有 最 小 元 0， 最 大 元 1 的 偏 序 集 的 有 限 子 集 
la," a), WE 

Q=a <a < <a =1, 

并 且 所 有 区 间 [a,, a,,,] 都 是 简单 的 (基本 的 ) ( 见 基 本 
区 间 (elementary interyal}}， 对 于 偏 序 集中 任何 区 间 
[a, b], 也 可 同样 谈论 它 的 合成 列 ， 当 热 ， 侣 成 列 并 不 
总 存在 . 

泛 代 数 的 合成 列 由 同 余 来 定义 ， 由 于 群 中 的 同 祭 
是 由 正规 于 群 来 规定 的 ， 群 的 合成 列 (composition ser- 
ies of a group ) 可 定义 为 没有 真 加 细 的 (无 重复 的 ) 正 
规 列 〔【 见 字 群 列 (subgroup series))、 群 G 的 一 个 列 


E = G, C CG- C G, = G 


是 合成 列 , 当 且 仅 当 每 个 G | 都 是 G, rh i 38 K E 8 + 
群 . 
合成 列 中 所 有 的 商 G / G , 都 有 是 单 群 . 每 个 癌 构 于 
一 个 合成 列 的 正规 列 , 它 本 身 就 是 侣 成 列 ， 群 的 合成 列 
有 Jordan -Hökler Æ W (Jordan - Hölder theorem ) 成 
3. 环 , AE -— 8 B) c RE , EA Fit PU 88 n] h fJ ñ A 
ARKE X. HERAA ME (DL [2]). 
参考 文献 
[1] Cobn, P. M. , Universal algebra, Reidel, 1981, 
` P] Kypour, A. C., Jlemm no oSuueñ arepe, 2 Hn.. 
M. , 19731 中 译本 : 库 洛 什 ,一 般 代 数学 , 科学 出 版 社 ， 
1964). O. A, Vmanona, JI. A. Cxopamos E 
[ 补 注 】 对 于 泛 代 数 (universal algebra), 合成 列 的 概 
念 可 以 更 精确 地 规定 如 下 ([1D. 设 4 是 个 全 代数 ,E E. 
个 子 代数 . 从 五 到 4 的 一 个 正规 链 是 指 由 4 的 子 代数 
所 成 的 有 限 链 


ESATA, E SA,=A, 


其 中 小 上 有 同 余 U. U=1, sm) ERA BEEN 
Æ. MASERAK, A ARKAE MENA 
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的 一 正规 链 是 同 构 的 , EA 3 = ITT AA 5 Ke F, E. 
有 1,…, m 的 一 个 置 搞 a 使 得 A N, = A... Aon F 


是 有 Schreier 加 组 定理 (Schreier refinement theo- 


rem), 其 大 意 是 : 设 才 是 个 吕 代 数 , 瑟 是 它 的 子 代数 . 
车 在 4 的 任何 子 代数 上 , 所 有 的 同 余 都 是 可 换 的 , 则 由 


E 到 4 的 任何 正规 链 都 有 同 构 的 加 细 ， 以 及 Jordan - 


Holder 定理 (Jordan - Hókler theorem); 在 这 种 代数 
上 ,由 记 到 4 的 任何 两 个 合成 列 都 是 同 构 的 ， 

群 G 的 一 个 子 群 里, 车 存在 -个 于 群 链 :H= H.C 
HE cH =G, CA H EH 中 是 正规 的 
(i=0,…,m—1), 就 称 它 是 次 正规 的 (subnormal). 
考虑 G 中 次 正规 子 群 所 成 的 格 L. TE, MFE LA 
一 个 合成 列 可 定 广 6 的 一 个 合成 列 ,反之 亦 然 .对 于 
证 代数 尚 有 其 他 的 类 似 结论 (这 些 结 论 , 对 上 由 正规 子 
群 所 成 的 格 和 同 余 格 自然 是 不 成 立 的 ). 

#* x t 
[A1] Huppert, B. , Endliche Gruppen, 1, Springer, 1967. 
Wih 译 


FAHR [compositum ; Komu ]， 域 扩张 的 
Ek k Bi 3k Q 中 包含 二 个 给 定 的 子 扩张 4 三 名 和 
BQ 的 最 小 的 子 扩张 4 B. CERERA o: ÀG, 
B — 人 0 的 价 , 该 同 态 将 张 量 积 a 多 b REHA aben. 
斐 定 一 WE 


可 计算 函数 [oomputable function; shrmacommwas 中 7HKQql] 

一 个 函数 ,其 值 可 用 一 事先 给 定 的 能 行 过 程 或 算法 
(algorithm) 来 计算 . 计算 过 程 的 特征 性 质 是 事实 : 问题 
的 未 知 量 可 被 一 确定 的 事先 给 的 规则 和 上 指令 由 给 定 初 
始 值 逐步 计算 出 来 ,许多 数学 里 的 计算 过 程 的 有 用 例 
子 给 出 计算 过 松 的 直 现 概念 ， 在 0 世纪 从 事 的 数学 基 
础 的 一 般 计 划 的 范围 里 ， 要 求 出 现 和 直观 的 算法 概念 
不 同 的 精确 的 算法 概念 可 计算 画 数 ， 能 行 过 程 和 算法 
的 精确 定义 被 D. Hilbert, K. Gödel, A. Church, S. C. 
Kleene, E. L. Post, A. M. Turing Æ A A. Mapron 
以 不 同 的 形式 给 出 、 

建立 严格 的 数学 定义 的 不 同道 路 的 -- 般 要 法 可 陈 
述 如 下 . 对 已 知 的 或 可 想到 的 计算 过 程 作 了 仔细 的 分 
析 ， 揭 韦 了 这 些 过 程 的 重要 特征 ， 发 现 了 这 些 过 程 和 
它们 的 特性 的 适当 的 数学 相似 物 . 这 概念 的 不 同方 向 
的 实现 不 是 模糊 的 ， 且 得 到 数学 算法 概念 的 不 同形 
式 . 算法 概念 的 基本 模型 是 Turing 机 ， 部 分 递归 函 
$. Mapo 的 正规 算法 及 其 他 形式 . 

Tuzing 机 (Turing machine). 数学 中 用 的 算法 类 
似 于 在 分 开 的 行 上 工作 的 机 器 ， 经 过 几 行 后 机 器 可 作 
BER. Tuwing 和 Pest 刻画 了 抽象 机 器 的 概念 ( 兄 抽 
铸 计 算 机 (computer，abstrac))， 在 其 上 可 模 报 计算 


过 程 ， 一 个 Turing 机 (或 Turing -Pest H) M 由 下 列 
东西 组 成 : 

其 中 a 是 任意 符号 ; 字母 表 & 的 符号 的 有 和 窃 有 序 的 序列 
RATHER LRF F 83 z 上 的 字 作 为 钙 始 问 
题 ， 中 间 计 算 及 得 到 的 结果 的 编码 . 

b) 由 机 器 可 可 能 出 现 的 基本 状态 (clementary 
states) 的 有 限 表 (finite list)Q = (q, q, l; q, 被 认为 
是 M 的 初始 状态 , M 开始 工作 时 处 于 此 状态 ; g EA 
ERE: 车 M 进入 状态 g. MELEE. 

c) 程 序 (programs), 它 由 若干 个 单个 指令 了 ,组 
成 ， 其 中 工 , 具 有 形式 ag — a, Dq 2 —, 其 中 0 S;, 
k&n, 0<j, SmE D ERENS —L.R,S, 

在 给 定时 刻 机 器 M BJ I BJ 18 28 8 SR 0 > ER 
Aaq BJ F, APAR B RP BOB 上 的 字 { 空 字 记 为 
a,). EH BRA GTA -h S iU 28 M BJ ERHFHE 
述 也 被 编码 为 一 个 依 箱 于 指令 T, 的 字 : 

著 上 D= 上 上， 则 得 到 的 字 是 Aqa, B; 

着 上 =S， 则 得 到 的 字 是 A9,48; 

车 D=R H B=ap8”， 则 得 刘 的 字 是 daya,q B ”; 

著 上 DD=RR 且 台 是 空 字 ， 得 到 的 字 是 Aaa q B. 

机 器 M 运算 方式 可 如 下 描述 . fa T E A 
描述 (这 里 是 q= 9) 来 编码 输入 . 按照 M 0 # FF 8 
到 下 一 个 的 瞬时 描述 : 若 在 某 时 刻 所 得 的 瞬时 描述 售 
终止 状态 和 ， 计 算 停 止 . 最 后 瞬时 描述 被 解 码 且 给 出 
管 案 . 车 机 器 水 不 停止 ， 问 题 答案 被 认为 是 不 确定 的 . 

任何 以 被 归 约 为 一 适当 的 Turing 机 的 运算 的 计算 
过 程 是 直 现 能 行 的 . 其 道 命题 是 所 谓 Turing 论题 
{Turing thesis): 任何 能 行 计算 过 程 可 以 在 一 个 适当 
的 机 器 M 上 实现 ， 该 论题 不 能 被 证 明 ， 因 为 它 全 两 个 
概念 一 Turing 机 的 严格 的 数学 定义 和 能 行 过 程 的 模 
类 的 直观 概念 ， 如 果 Turing 机 用 以 模 报 其 定 祥 域 及 值 
域 为 自然 数 集 的 函数 值 的 计算 ， 那 么 可 得 到 {在 一 个 
您 ， 亦 见 Turing 机 (Turing machine). 

部 分 遂 归 函数 (partial recursive function). —#) 
已 知 算法 的 例子 可 碎 归 约 为 计算 适当 的 函数 的 值 的 
问题 , 把 这 个 特点 作为 基本 性 质 ，Herbrand，Gadel， 
Kleene 定 义 了 一 个 很 广 的 函数 类 , 它们 称 为 部 分 递归 
H. 邻 下 为 部 分 洲 数 类 ， 这 些 注 数 的 定义 域 及 值 
域 绽 为 自然 数 集 ， 如 下 算 子 在 集合 下 上 被 定 久 : 


Mpix ... Xa) 


EH f ann 经 复合 而 得 到 的 . 


b) EF (u - operator): $ f., AEF, RAR y Eh 
捷 芝 天 借助 于 上 等 子 而 得 到 的 ， 记 为 
WP 


Sr fO. xz) R f Oa. U. x z) i z<y PA di E X 
且 其 值 不 相等 ， 且 车 


tx, s... x.) = (X... . X...) 
WE = y. 


显然 ， 若 这 些 算 子 所 于 其 值 可 计算 的 了 苑 数 ， 则 存 
EHARA pA y ERRE. 如 下 函数 被 认为 星 最 简 


单 的 : +, x, IP (Xi, U, x A 
0.# x<y, 
kæna] 7 
1 , 若 x ==y. 


存在 简单 的 算法 以 计算 这 些 最 简单 的 函数 . 

车 它 可 由 最 简单 久 数 有 穷 次 使 用 复合 和 ht 算 于 而 得 
到 . 处 处 有 定义 的 部 分 递归 函数 称 为 一 般 递归 (general 
recursive) Ñ $. 任何 部 分 递归 函数 的 值 都 是 直观 意义 
下 能 行 的 计算 的 ， 这 命题 之 道 称 为 Church 论题 (Chur- 
ch thesis): 任何 其 值 可 以 能 行 计 等 的 函数 都 是 部 分 递 
归 函 数 . 因此 根据 Church 论题 ， 可 计算 函数 是 部 分 递 
GAH. 

Mapeo 正规 算法 (Markov normal algorithm). 
任何 给 定 算法 都 涉及 某 一 确定 的 字母 表 ， 是 一 个 纵 定 
向 题 的 解法 可 以 委 约 为 按照 事先 给 定 的 一 定 规则 对 这 
字母 表 上 字 的 处 理 . 算法 理论 的 途径 是 由 Mapo 发 
展 的 ， 他 把 正规 算法 的 概念 作为 计算 过 程 概念 的 数学 
模型 

一 正规 算法 虽 由 一 取 定 的 字母 表 %={@,， a K 
形 为 4 一 站 的 规则 的 一 有 穿 有 序 表 组 成 , 其 中 A E B 3: 
字母 表 w 上 的 字 . 某 些 规 则 被 指定 为 最 终 的 .一 个 规 
则 4 一 吾 被 如 下 地 用 于 一 个 宝 P: PEREA QAR 的 
7, 其 中 QE R 39383 a 上 的 字 ， 也 可 以 是 空 字 ; 
在 一 切 如 此 表示 之 中 取 中 为 最 短 的 那个 表示 ， 且 称 
OBR 是 此 规则 用 于 了 的 结果 .一 正规 算法 o 如 下 地 
用 于 一 字 产 : 应 用 第 一 个 可 用 于 字 PRAN, 由 此 得 字 
P: 应 用 第 一 个 可 用 于 字 P. 的 规则 ， 由 此 得 字 P. in 
此 进行 . 其 结果 是 当 应 用 了 某 最 终 规 则 后 终止 的 字 序 
F. 

若 信息 被 适当 地 编码 ， 则 正规 算法 可 用 于 各 种 算 
法 问题 的 解 . 任何 用 正规 算法 模拟 的 计算 过 程 在 直观 
意义 下 是 通行 的 ， 这 个 命题 之 道 被 称 为 Mapros 论题 
(Markov thesis): 任何 能 行 计 算 过 程 可 用 适当 的 正 
规 算 法 实现 ， 若 类 下 中 函数 值 的 计算 用 正规 算法 模拟 
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实现 ， 则 可 得 到 另 一 个 可 计算 函数 的 概念， 算法 概念 
的 其 他 更 精确 定 尽 也 已 提出 ( 见 算 法 (algorithm); E 
规 算 法 (normal algorithm )) . 

已 证 明了 关于 由 不 同 定 六 形式 给 出 的 算法 概念 的 
等 价 性 : Turing 机 上 可 计算 函数 类 ， 部 分 递归 函数 类 ， 
Mapon 正规 算法 可 计算 函数 类 {或 算法 概念 的 其 他 定 
义 所 定义 的 画 数 类 ) 是 相同 的 ， 目 前 绝 大 部 分 数学 家 认 
为 这 类 阔 数 可 作为 直观 可 计算 类 ， 且 和 直观 可 计算 郴 
数 类 相同 . 有 了 这 种 认为 它们 相同 的 看 法 ， 就 可 以 把 
算法 问题 处 理 为 数学 问题 . 
参考 文献 

[1] Mamaka, A H. | ANOpHIMEI H DCKVDCHMHEE yHKIUnL 
M. , 1965 (XW: Mal'tsev, A. L , Algorithms and 
recursive functions, Wolters - Nordholf, 1970). 

[2] Ropers, jr., H. , Theory of recursive functions and ef- 
fective computability, MeGraw - Hill, 1967. 

[3] Turing, A. M. ,On computable numbers, with an applica- 
tion to the Entscheidunpsproblem, Proc. London Math. 
Soc. (2), 42 (1937), 230—265. 

[4] Kleene, S. C. , Introduction to metamarhematics, Nor- 
th - Holland, 1951 (中 译本 : $.C. 克 林 ， 元 数学 导 
论 ， 科 学 出 版 杜 ， 上 册 984. FAR 1985). 

[5] Maproe, A A. , Teopas arropubues , M. ，1954《 中 译 
k: A A BRER., 算法 论 ， 科 学 出 版 杜 ， 上册 
1459, FÆ 1960). 

H A JEepos A I Tañuanos P# 

{ 补 注 】 “动作 符号 "上 , R, 5 分 别 表示 “ 左 称 "，* 右 
B, Aa CLE). 

在 计算 的 数学 理论 (mathematical theory of com- 

putation) 一 条 中 可 以 找到 可 计算 岁数 的 尝 多 的 信 

g. 杨 东 屏 译 


可 计算 不 变量 [computable invariant ; BAMEHCEME mm 
BaPaagT]， 给 定 类 型 的 守之 间 的 二 元 关系 的 

可 适用 于 所 有 该 类 型 的 字 的 且 将 任意 两 个 相关 字 处 
理 为 一 个 相同 字 的 算法 (algorithm) (在 其 梢 确 意 v F; 
例如 , RE). [2] 中 所 使 用 的 正规 算法 (normal ale- 
orithim}}. 

EHA. A. Mapa 的 定义 , 两 个 字 是 由 给 定 关 
系 的 不 变量 不 可 分 的 (inseparable )， 如 果 用 这 个 关系 
的 所 有 可 计算 不 变量 处 理 这 些 字 将 产生 相同 的 结果 
可 以 注意 到 ， 如 果 某 二 元 关系 是 可 判定 的 { 见 可 判定 集 
(decidable set))， 则 可 以 构造 它 的 计算 不 变量 使 得 不 
相关 的 两 个 字 上 有 不 同 的 值 ， 另 一 方面 ， 若 能 皮 功 地 
构造 出 不 相关 且 由 不 变量 不 可 分 的 字 ， 删 斯 讨论 的 关 
REAT H ER. 

代数 . 拓扑 中 的 许多 著名 算法 问题 (algorit mic pro- 
bem) 者 可 表述 为 研究 某 些 等 价 关系 类 的 可 判定 性 的 
问题 ， 且 这 样 一 些 问 题 的 否定 解 往 往 是 通过 诈 明 在 - 
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定 类 型 的 等 价 关 系 之 间 存 在 不 可 判定 关系 而 得 的 ，Mah- 
x98 找到 一 个 程序 加 强 【如 上 所 述 ) 许多 算法 阿 题 的 否定 
解 { 群 论 中 的 字 相 等 癌 题 ， 司 胚 问 题 ， 结 侣 演算 和 群 演 
算 不 变性 质 的 可 认 性 问题 ) .在 [3] 中 构造 了 一 个 可 校 举 
(UA RGM (enumerable set}) 但 不 可 判定 的 字 的 等 
价 关 系 ， 然 而 任意 两 不 相关 字 是 由 一 元 关系 不 恋 最 可 
分 的 . MPRA R OSET EAA MAR a Mapo 所 
研究 的 关系 类 也 成 立 . 
参考 文献 
[i] Mapxoe, A. A., Hi. AH CCCP. Cep. maTeM .», 
27 (1963), 4, 907-935. 
[2] Harop, H. M., B c6.: Amam uo Teobena 
anronabsean A MATEMATHHECEGH JIOTHK, T. 1, M., 1973, 
205 -210 (E4: Markov, A A. and Nagornyi, N., 
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可 计算 实数 [ computable real number ; Bbmarcyrmaioe w- 
CTHETENbHOE HBECJN] 

一 个 实数 ， 存 在 一 种 算法 (algorithm } i tiat T 

它 的 任意 精确 的 有 理 通 近 . “构造 实数 "一 词 与 其 有 相 

同 的 意义 ， 通 常 在 某 些 构 造 数学 系统 的 框架 中 考 虚 可 

计算 实数 时 使 用 ( 见 攀 造 分 析 (constructive analysis)). 

E. A. Kyme $ ERK jË 


计算 算法 [computational] algorithm ; apreciem am 
ropu m™] 

确切 定义 的 对 数据 进行 运算 的 指令 ,借助 这 些 指 令 
可 莽 由 进行 离散 运算 的 数字 计算 机 执行 有 限 次 运算 将 一 
批 数据 ( 输 人 数据 ? 变 为 另 一 批 数据 (输出 数据 } ,计算 算 
法 以 计算 过 程 , 即 实际 计算 机 按时 间 离 散 分 布 的 有 限 的 
状态 序列 的 形式 实现 .实际 的 计算 机 不 同 于 抽象 的 计 
算 机 , 它 有 有 限 的 运算 速度 ,有 限 的 数字 位 数 及 有 限 的 
存 情 能 力 ， 

如 果 纵 定 了 计算 算法 和 计算 机 , 计算 过 程 也 就 严格 
地 确定 了 ,有 即 对 于 给 定 的 输入 数据 以 完全 确定 的 方式 ， 
对 应 计算 机 运算 序列 .计算 机 状态 序列 ， 输 出 数据 .如 果 计 
算 机 的 运算 序列 不 依 坦 于 输 人 数据 , 则 称 计算 算法 是 线 
性 的 ,和 理 则 称 汐 非 线性 的 ， 

计算 机 的 运算 对 锭 是 机 器 字形 式 的 数据 .这 些 机 器 
字 可 理解 为 机 器 数 ， 机 器 指令 等 . 机 器 数 通常 构成 -- 
个 有 限 的 有 界 数 集 好 ,分 布 在 机 器 区 间 [-4，4] 中 ,并 
按 机 器 的 数 制 记 录 下 来 ,基数 上 是 给 定 的 ,这 里 a 关 2 是 
自然 数 ，4 是 最 大 机 器 数 { 机 器 无 穷 大 } .因此 机 器 数 的 
有 效 数 字 的 位 数 和 绝对 值 大 小 都 受到 限制 . 对 应 于 不 
同 的 基数 ,不 同 的 数 制 和 不 同 的 机 器 区 间 , 一 台 给 定 的 


计算 机 可 以 对 不 同 的 数 集 M THE. 

机 器 指令 是 包含 关于 运算 (如 算术 运算 ) 和 操作 数 
(运算 对 象 和 运算 结果 ) 信 息 的 计算 机 字 . 作用 在 两 个 
机 器 数 上 的 算术 运算 由 于 以 下 两 个 原因 可 能 产生 位 于 
数 集 对 之 外 的 结果 , 即 有 效 数字 的 位 数 大 于 人 允许 位 数 
或 数值 本 身 大 于 机 器 数 的 允许 值 . 在 前 -种 人 情况 中 , 结 
果 会 被 会 人 , 这 虽然 可 使 铺 果 回 到 财 中 ,但 会 使 送 算 不 
淮 确 ， 损 失 精 度 . 后 一 种 情况 会 造成 计算 机 停机 (机 器 
中 断 ) . 

两 个 机 器 数 的 算术 运算 同 其 后 的 售 人 运算 合 起 来 
称 为 一 个 仿 运 算 (quasi - operation). 集合 MAH EE 
义 的 伪 运 算 集会 形成 一 个 封闭 系统 入， 但 不 同 于 实数 
域 的 情形 , N 不 是 域 ， 系统 入 依赖 于 计算 机 的 选择 . 

一 个 实际 的 计算 算法 包 合 两 部 分 : , 

1) -个 可 用 于 数学 对 象 (有 限 维 向 量 空间 ， 域 ， 
代数 系统 ， 画 数 空间 等 的 匹 素 ) 的 抽象 的 (适当 的 ) 计 算 
算法 , 它 不 仅 不 依赖 于 所 用 的 具体 计算 机 ,而 且 能 用 常规 
的 数学 术语 或 基 种 算法 语言 写 出 来 . 

2) 程序 , 即 描述 计算 算法 并 在 指定 计算 机 上 组 织 
该 计算 过 程 实现 的 机 器 指令 的 总 合 . 

计算 算法 的 第 -- 部 分 是 初始 部 分 , 它 民 辐 于 各 种 编 
程序 方法 进入 第 二 部 分 ， 计算 算法 中 包含 一 些 控 制 参 
数 , 它 科 在 第 一 部 分 中 不 确定 南 在 程序 中 指定 , 它们 完 
全 确定 了 计算 过 程 ,并 保证 第 一 部 分 适用 于 指定 的 计算 机 . 

计算 算法 处 理 数 值 和 符号 信息 常常 免不了 信息 和 
精度 的 插 失 .精度 的 揽 失 是 由 计算 的 不 同 阶段 中 出 现 
的 几 种 误差 引起 的 ， 模 型 误差 , 通 近 误差 ， 输 入 数据 误 
着 和 会 入 运算 误差 .模型 误差 是 现实 过 程 的 数学 描述 
的 近似 性 的 结果 ,输入 数据 的 误差 可 以 来 自 观察 与 测 
晤 等 的 误差 ,也 可 以 来 自 输入 信息 的 会 人 误差 ,所 有 来 
自 模型 及 输入 数据 的 误差 有 时 被 称 为 下 可 浴 免 的 误 
差 . 遇 近 误差 起 因 于 将 抽象 的 计算 算法 看 成 是 某 一 离 
散 模 型 , 它 通常 遇 近 一 个 连续 模型 .在 某 些 情况 下 ,抽象 
的 计算 算法 本 身 就 是 一 个 独立 的 离散 模型 , 它 不 同 任何 其 
他 模型 对 照 ,此 时 谈论 逼近 误差 是 无 意义 的 ， 舍 人 误差 
只 在 实际 计算 过 程 中 碰 到 ,并 依赖 于 计算 机 的 选择 .如 
有 果 给 定 了 输 人 数据 和 抽象 的 计算 算法 , 则 计算 机 产生 的 中 
间 数 据 和 输出 数据 依 束 于 计算 机 的 选择 和 它 的 运算 方 
式 [ 单 精度 运算 还 是 双 精 度 运算 ) T pali S WI R 
许 等 价 变换 , 对 给 定 的 答 人 数据 ,用 等 价 变 换 可 以 替换 
中 间 结 果 , 并 使 最 终结 果 不 变 ， 对 应 于 同一 个 抽象 计算 
算法 的 两 种 不 同 的 等 价 表示 的 计算 算法 对 于 给 定 的 计 
等 机 和 输入 数据 可 以 产生 不 同 的 最 终 铺 果 . 

除了 精度 以 外 ,计算 算法 还 必须 具有 稳定 性 .计算 
算法 的 稳定 性 定义 为 计算 算法 的 整体 计算 误差 积累 速 
度 的 可 控制 性 . 根据 以 不 同 范 数 测定 的 初始 全 入 误 兰 
和 整体 计算 误差 ,有 各 种 不 同等 级 的 稳定 性 (或 不 稳定 


r. 


性 ) .如 果 计 算 算 法 只 包 舍 线性 递 推 关 条 序列 , 则 它 的 稳 
定性 根据 在 有 限 维 向 量 空 间 上 的 有 限 维 矩阵 的 范 数 来 
确定 .稳定 性 既 由 拙 象 计算 算法 的 结构 , 多 由 会 作 误 差 
的 影响 来 决定 .因而 造 代 过 程 x"'! m Atb DAET 
束 于 系数 所 阵 的 会 人 误差 对 它 的 范 数 的 影响 ,这 里 矩阵 
,也 是 计算 得 出 的 , 包 合 在 各 种 方程 和 算 子 的 系数 中 的 
会 入 误 差 扰动 了 抽象 计算 算法 的 数学 模型 ,在 这 种 意义 
下 , 它 也 可 以 认为 是 模型 误差. 给 定 的 抽象 计算 算法 的 稳 
定性 越 好 ,计算 结果 对 计算 机 的 选择 及 算法 的 等 价 表 示 的 
PRETERE A>. 

AAEREN RE, E KHT K 
中 是 特别 重要 的 .计算 算 结 经 济 性 的 度量 是 在 计算 中 得 
到 预定 精度 所 必须 花费 的 计算 机 时 间 . 经 济 的 计算 算 
法 已 广 深 用 于 数学 物理 问题 ( 例如 见 分 步 法 (fractional 
steps, methods of )) ,计算 算法 理论 的 一 个 重要 任务 是 
计算 算法 的 最 优化 . 

精 诬 的 控制 是 计算 算法 构造 的 典型 特征 ,这 种 控 
制 可 以 通过 以 下 方法 间接 地 实现 : 提高 稳定 性 和 算法 
带 近 的 阶 ,改变 算法 的 参数 {内 收 兽 性), 比较 两 个 计算 
算法 对 同一 阿古 得 到 的 不 同 的 数值 解 , 运用 试验 于 段 等 ， 
BI HL AEREA ;| 39 28 3 W BR bn f tF (two sided esti- 
Imate) 或 全 少 单 边 估计 ,那么 精度 的 直接 控制 就 实现 
了 ， 这 种 理论 的 估计 并 不 总 是 可 能 和 有 效 的 ,因为 这 种 
帖 计 提 供 的 数值 解 偏离 真 解 的 界 眼 不 总 是 充分 精确 的 . 
广 为 流 和 传 的 方法 是 区 间 分 析 法 ,这 种 方法 可 以 在 计算 过 
穆 中 得 到 计算 值 的 置信 界限 . 

抽象 的 和 实际 的 计算 算法 得 到 的 结果 之 间 的 差异 
是 由 于 它们 的 参数 之 间 有 相当 复 休 的 关系 .在 拙 象 的 计 
算 算 法 中 一 个 收 化 的 选 代 过 程 的 精 府 通常 随 着 迁 民 
Kyn 的 增加 而 提高 .在 实际 的 计算 算法 中 , 这 种 情况 
会 由 于 会 人 误差 的 影响 而 改变 , 从 某 一 时 刻 起 ,第 nn 步 
挝 慌 同 准确 解 的 差 可 以 不 再 减 小 . 

一 般 而 言 ,构造 抽象 的 计算 算法 不 考 下 具体 的 计算 
机 的 选择 ,只 是 通过 算法 本 上 髓 的 收 化 性 与 稳定 性 癌 接地 
考虑 计算 机 的 配置 . 若 机 器 的 速度 快 而 存储 能 力 低 , WJ 
在 求解 仿 往 分 方程 时 , 适 官 采用 经 济 的 .绝对 稳定 的 、 
商 精度 的 方案 . 有 并 行 处 理 器 的 计算 机 的 出 现 导 致 并 
行 算法 各 并行 程序 设计 的 发 展 ， 在 并 行程 序 设 计 中 ,被 
处 理 的 数据 被 前 分 为 几 部 分 ( 子 块 }, 这 些 部 分 由 相应 的 
处 理 器 独立 地 处 理 , 在 子 块 之 间 有 和信 息 交 换 , 这 种 交换 
损失 的 时 间 远 少 于 采用 并 行 计算 所 得 到 的 时 间 收 
益 . 并 行 计算 机 的 应 用 之 所 以 吸引 人 ,是 国 为 计算 速度 
大 大 地 撮 商 了 , 特 齐 是 对于 大 规模 计算 问题 

多 种 过 样 计算 机 导致 实现 同一 抽象 计算 算法 的 过 
种 多 样 的 程序 . 这 些 程序 的 编写 是 很 麻烦 的 ,因此 改写 
问题 具有 特殊 的 意义 ， 即 快速 地 , 如 果 可 能 , 自动 地 将 
-个 给 定 的 抽象 计算 算法 的 程序 从 一 台 计 算 机 翻译 到 
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m — il HL OLER iBT (programming))， 
H. H. Ano Ë gpt 泽 


计算 数学 [computational mathematics ; surancumreJmp- 
HAN MATEMATHKA j 

数学 的 - -个 分 支 , 它 研究 的 同 题 和 计算 机 的 应 用 看 
关系 . 这 个 术语 的 含 六 至 邻 还 不 能 认为 是 确定 的 ,因为 
这 一 数学 领域 随 着 计算 机 应 用 范围 的 不 断 扩 大 ,日 前 正 
在 莲 过 发 展 之 中 ,术语 “计算 数学 "常常 被 理解 为 求解 典 
型 的 数学 向 题 的 数值 方法 及 算法 的 理论 .这 种 解释 在 最 
初 阶段 被 广泛 接受 ,当时 电子 计算 机 的 应 用 对 数值 方法 
提出 了 新 的 要 求 . 那 时 主要 问题 就 是 发 展 新 的 ,适用 于 
计算 机 的 方法 .在 下 文中 ,术语 “计算 数学 "将 在 宽广 的 
意义 下 使 用 . 

计算 数学 可 以 认为 是 由 三 个 主要 领域 组 成 的 ,第 一 
个 领域 同 电子 计算 机 在 科学 研究 和 日 常 活动 中 各 方面 
的 应 用 有 关 ， 可 以 措 述 为 数学 模型 的 分 析 .， 第 一 个 加 
域 是 同 研究 数学 模型 时 所 再 到 的 典型 数学 问题 的 求 角 
方法 和 算法 的 制定 有 关 ， 第 三 个 领域 同 研究 人 和 计算 
机 相互 关系 的 简化 问题 有 关 , 包括 计算 机 程序 设计 
{programming) 及 计算 机 自动 程序 设计 (automatic pro- 
BFatmtning) 的 理论 与 实践 . 

数学 模型 的 分 析 包 括 问 题 提 法 的 研究 , 横 型 的 选 
卢 , 输 入 信息 的 分 析 和 处 理 , 在 模型 研究 中 提出 的 数学 
问题 的 数值 解法 , 计算 结果 的 分 析 , 最 后 是 所 得 结果 的 
实现 问题 ， 

模型 的 选取 应 该 考虑 以 下 要 求 .根据 模型 分 析 的 结 
果 来 研究 一 个 或 -- 类 现象 的 订 靠 程度 应 同 初始 信息 
的 精度 一 致 .这 意味 着 如 果 随 着 时 间 的 发 展 得 到 了 更 精 
确 的 信息 ,那么 模型 的 构造 也 要 相应 地 改进 , 其 府 采 用 
完全 不 同 的 模型 .对 这 些 问 题 , 初始 信息 处 理 方法 具有 
本 质 的 重要 性 . 应 用 得 最 多 的 是 数理 统计 的 方法 . 

数学 模型 在 科学 的 进步 中 起 了 重要 作用 ， 目前 数 
学 模型 已 普 这 应 用 于 入 类 活动 的 广阔 领域 (包括 设计 ， 
控制 , 预报 等 ) . 

在 人 造 模型 分 析 的 基础 上 对 实际 现象 的 研究 通常 
讲求 发 展 数值 方法 和 使 用 电子 计算 机 .因此 计算 数学 的 
一 个 重要 部 分 就 是 得 到 所 提出 的 数学 问题 的 数值 解 , 首 
先是 典型 的 数学 问题 的 数值 解 (狭义 的 计算 数学 ). 

作为 在 应 用 中 经 常 遇 见 的 典型 的 数学 问题 的 例 
子 , 人 们 可 以 想到 代数 中 的 问题 , 其 中 较 重 要 的 有 线性 
代 孝 方程 组 (尤其 是 大 型 方程 组 ) 的 数值 解法 ,给 阵 求 赣 
(inversion of a matrix }, 求 答 阵 的 本 征 值 (包括 求 前 
若干 个 本 征 值 一 一 部 分 本 征 慎 问题 (partial problem of 
eigen valucs} 及 求全 部 特征 值 一 完全 本 征 值 问题 
(complete problem of eigen values)), 其 他 的 例子 有 : 单 
变量 及 多 变量 函数 的 数值 微分 法 (numerical differenti- 
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ation) 和 数值 积分 法 (numerical integration). 求解 常 向 
分 方程 【qd 给 rential equation, ordinary) 和 积分 方程 
(integral equation) 的 数值 方法 ,以 及 各 种 数值 方法 的 研 
究 和 比较 分 析 , tl Adams 法 (Adams method} 和 Runge - 
Kutta 法 (Runge -Kutta met od) .许多 研究 网 求解 偏 微 
分 方程 的 数值 方法 有 关 { 见 双 曲 型 偏 祁 分 方程 , 歼 值 方法 
(hyperponc partial differential equation, numerical 
methods), 6 SV 84k IA FE , RA (elliptic partia! 
“differential equation, numerical methods) , 抛物 型 仿 
微分 方 各 ,数值 方法 {parabolic partial differential equ- 
ation, numerical methods))， 这 里 的 主要 课题 是 所 谓 
的 经 济 算法 ， 即 通过 相对 少量 的 运算 得 到 结果 的 方法 . 
数值 最 忧 化 方法 是 计算 数学 中 一 个 还 速 发 展 的 课 
题 . 最 优化 问题 涉及 活 画 在 一 个 千 构 通常 很 复杂 的 集 
合 上 的 极 值 ( 极 大 或 极 小 } 问 题 的 研究 ( 见 极 值 问题 , 数 
WA$ (extremal problem, numerical methods }). 
首先 要 提 到 的 是 数学 规划 {mathermatica] programming) 
问题 (包括 线性 规划 和 动态 规划 ), 经 济 学 中 的 许 包 问题 
可 归结 为 这 类 问题 .类 似 的 还 有 运筹 学 (operations re- 
search) 和 对 策 论 (games, theory of ) 中 提出 的 极 小 极 
AJ S ABEL RK yi. 在 多 步 对 第 (动态 进程 ) 的 
求解 中 涉及 特别 复杂 的 极 小 极 夫 - 极 小 极 大 型 问题 ， 
在 这 种 情况 下 , 如 果 没 有 强 有 力 的 计算 机 帮助 , 对 博 
弈 者 的 各 种 对 策 过 程 进行 数学 实验 是 不 可 能 的 ， 
计算 机 在 复杂 问题 { 特 别 是 大 型 问题 ) 求 解 中 的 应 
用 提出 了 数值 方法 理论 中 的 一 个 主要 课题 一 一 方法 或 
算法 对 各 种 误差 (和 包括 伟人 误差 敏感 性 的 研究 ( 见 宇 算 
算法 的 稳定 性 (stability of a computational algorithm) 
及 计 算 过 程 的 稳定 性 (stability of a oomputational pro 
cessy). 
反问 题 经 常 被 证 明 是 不 稳定 (不 适 定 ) 的 , 例如 通过 
算 子 4 及 元 素 上 5 的 已 知 信息 来 定 出 Ax=b 的 x, 在 输入 
数据 中 的 小 误差 可 能 给 x 带 来 很 大 的 误差 .更 有 甚 者 ， 
反问 题 经 常 不 是 对 所 有 的 了 b 值 都 有 和 解 、 因 此 当 5 的 近 
似 值 给 定时 ,应 想到 问题 的 正常 解 不 一 定 存在 .对 不 稳 
定 的 问题 必须 给 近似 解 以 特殊 的 定义 ,并 需要 发 展 寻 找 
这 种 解 的 特殊 方法 . 在 实验 结果 的 自动 处 理 中 包含 大 
量 的 这 样 疝 题 【 览 不 适 定 问题 posed probicm)). 
问题 求解 方法 的 优化 疝 厦 在 计算 数学 的 大 多 数 领 
Bth h S Hh (y, 它们 在 大 型 问题 (例如 小 及 很 多 变 景 的 
问题 ) 的 求解 中 尤其 重要 ， 
下 于 电 于 计算 机 的 广泛 应 用 ， 用 户 的 范围 不 断 扩 
大 ,同时 也 产生 某 种 自动 化 的 趋势 ， 即 允许 - : 些 用 户 对 
数值 方法 在 一 定 程度 上 是 无 知 的 .这 意味 着 算法 ,算法 
的 分 类 及 求解 典型 问题 的 标准 程序 面临 新 的 要 求 . 
` 如 果 没 有 计算 机 的 应 用 和 数 什 方法 的 发 展 , 一 些 应 
用 科学 站 前 的 科技 发 展 速度 是 不 可 想象 的 { 见 气 体 动力 


学 的 数值 方法 (gas dynamis, numerical methods of y. 
程序 设计 理论 的 基本 性 务 是 使 人 机 联系 更 为 方 
E, 尽管 随 着 计算 机 技术 的 发 展 ,这 种 观点 和 具体 的 研 


- 究 方 向 会 有 根本 的 改变 . 几 代 计算 机 的 更 替 也 形成 了 


程序 设计 的 不 间 发 展 阶段 ， 

用 机 器 语言 编程 序 很 快 就 让 位 于 为 典型 问题 求 拥 
编 标准 程序 (standard program) 及 这 些 程序 的 合成 . 因 
为 这 些 程序 可 以 用 来 求解 一 大 类 问题 ,所 以 这 时 就 不 再 
需要 为 解法 编程 序 ,只 要 提供 输入 信息 就 通 了 .然而 这 些 
信息 的 输 人 和 非 标准 块 的 编写 仍 需 要 大 量 机 器 语言 的 
程序 设计 ( 见 画 向 机 器 的 语言 (machine - oriented lan- 
guape )} ， 

随 着 新 一 民 更 快速 的 计算 机 的 出 现 ,需要 解决 的 问 
题 也 栅 应 地 增加 了 . 铺 果 人 机 联系 中 出 现 了 障碍 , 即 程序 
设计 的 速度 .这 引起 程序 设计 新 阶段 的 诞生 一 一 带 编译 
HERRERA (algorithm language) 的 创立 ,编译 程 
序 将 算法 语言 翻译 成 机 器 语言 . 由 于 算法 语言 同人 类 的 
日 常 语言 很 相近 ,它们 的 使 用 大 大 地 简化 了 程序 设计 ， 
同时 也 扩大 了 用 户 的 范围 ， 

与 通用 的 算法 语言 (4lgol iA (Algol); Fortran 
WH (Fortan) ) 的 创立 平行 ,一 些 面 向 问题 的 语言 (prob- 
lem - oriented language) 也 为 各 个 独特 类 型 的 用 户 ， 
例如 进行 经 济 信 息 处 理 的 用 户 ,而 发 展 起 来 (Cobhel 语言 
(Cobo). 发 展 专业 化 语言 是 基于 下 述 原 四 : 通用 语 育 
及 其 编 详 程序 是 为 求解 广泛 类 型 问题 而 设计 的 ,而 对 个 
别 重 要 类 型 问题 的 特征 反映 较 少 ,因此 机 器 的 汪 力 没有 
得 到 充分 利用 . 

随 着 计算 机 速度 的 进一步 提高 ,信息 的 输入 输出 设 
备 成 为 人 机 交流 的 主要 障碍 . 这 些 设备 的 缀 慢 运 行使 高 
效率 的 中 心 处 理 器 变 得 完全 没 用 . 为 了 克服 这 一 了 予 
慎 ， 有 必要 建立 能 在 一 台 机 器 上 同时 解 次 儿 个 问题 的 
系统 ,建立 这 样 的 系统 另外 一 个 原因 是 ,大 量 的 用 户 需 
要 问 时 使 用 一 台 机 器 (在 自动 控制 系统 中 应 用 计算 机 
时 ,这 是 特别 重要 的 ). 所 有 这 些 及 一 些 其 他 原因 导致 一 
种 新 的 程序 设计 的 出 现 , 即 篆 统 程序 设计 (System prog- 
ramming). 它 的 基本 任务 是 产生 一 个 控制 机 器 运行 的 
操作 系统 ,这 种 系统 能 通过 程序 设计 扩大 计算 机 的 潜力 
并 提供 给 用 户 原 设备 没准 备 提 供 的 额外 服务 ; 在 问题 
求解 过 程 中 可 同时 输入 和 输出 , 输出 的 自动 编辑 , 图 形 
记录 ,可 见 虹 示 , 同 计算 机 对 话 , 由 计算 机 同时 求解 包 个 
A (分 时 ). 

计算 机 厨 多 种 不 同 的 机 器 , 如 输入 装 丑 ,机 器 与 使 
用 者 (往往 是 与 物理 装置 ) 之 间 的 通信 某 道 ,联合 起 来 组 
成 合成 的 工作 系统 ,可 以 扩大 计算 机 的 用 途 . 这 种 高 效 
率 的 系统 适用 于 解 供 如 径 济 学 和 物理 实验 绪 果 处 理 中 
涉及 的 大 量 信息 的 输入 和 处 理 的 问题 . 

计算 系统 ,尤其 是 信息 系统 及 自动 控制 系统 的 发 展 
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是 当代 科学 中 最 迫切 的 问题 之 -… A. H. 了 wxorop #Ë 
【 补 注 】 日 前 ， 计算 机 上 的 计算 机 代数 学 (computer al- 
名 bra} 或 符号 公式 操作 (symbolic formula manipula- 
ton) 正 很 快 地 变 得 重要 起 来 .这 里 代数 工具 用 来 进行 
BARE. 利用 这 些 工 具 可 以 得 到 积分 和 Jacobi 行列 
式 的 准确 值 ,这 同 舍 人 误差 起 重要 作用 的 数值 数学 形成 
鲜明 对 比 . 强 有 力 的 计算 装置 的 有 效 性 及 其 系统 地 使 用 
导致 了 苦 干 新 的 数学 研究 领域 的 出 现 ,并 促进 或 复 基 了 
其 他 的 领域 ， 

这 方面 的 资料 及 例子 见 鼻 杂 性 理论 (complexity the- 
0ry) ,密码 学 (cryptography) ,形式 语言 与 自动 机 (formal 
languages and automata), LÆ (上 -system), 特别 
是 计算 的 数学 理论 (mathematical theory of computa- 
tion). 金保 侠 PE 


抽象 计算 机 | computer, abstract ; Rbmmicmremniag Manata 
aõcrpakrnan ] ,抽象 机 ( abstract machine ) 

描述 计算 机 模型 的 数学 概念 ， 而 忽 赂 存 赃 寄存 器 的 
限界 容量 和 电子 计算 机 的 其 他 技术 参数 ， 和 实际 计算 
机 不 同 ,抽象 计算 机 能 计算 在 无 限 的 可 构造 个 体 域 上 定 
沁 的 消 数 {例如 ,整数 ,有 限 字 二 表 上 的 字 , 有 限 图 , 无限 
树 ， 等 等 ， 见 构造 对 象 (constructive obiect)). 抽象 
机 用 作 严 格 地 定 交 算法 (algorithmy》 的 直觉 思想 的 概 
念 . 这 种 概念 用 于 研究 算法 存在 的 问题 ( 即 算法 问题 
(algorithmic problemy 的 可 解 性 )， 或 算法 质量 的 研究 
{ 邵 估计 算法 的 复杂 性 )}. 抽象 机 也 用 于 算法 语言 
(algorithmic language} 语 义学 的 形式 化 ， 通 过 一 奖 栅 
象 机 来 建立 菇 一 类 抽象 计算 机 的 模型 (例如 , 诈 串 行 算 
法 模拟 并 行 算 法 ) . 

抽象 计算 机 可 按 其 结构 复杂 性 和 算法 处 理 信 息 的 
类 型 来 分 类 ， 其 主要 类 型 如 下 : 

1) 处 理 有 限 字 母 表 上 字 的 抽象 计算 机 ， 这 种 计算 
机 结构 的 复杂 性 最 简单 .以 便 送 应 理论 的 具 体 油 要 ， 典 
型 代表 是 Toring 机 ( Turing machine), Minsky 机 ， 
Maproa 的 正规 算法 (normal algorithm) 和 Post 典 范 系 
统 ( Post canonical systetmp .抽象 计算 机 往往 用 于 论 
证 竺 法 问题 的 不 可 解 性 和 估计 算法 的 复杂 性 , 见 算法 的 
计算 复杂 性 (algorithm, computational complexity of 
an). . 

2) 其 有 与 1) 类 机 有 相同 结构 复杂 性 的 抽象 计算 
机 ,可 是 它 处 理 怎 阵 , 有 有限 图 和 任意 复 形 . 典型 的 代表 
包括 Konmoropos 算法 ，von Neumann 细胞 自动 机 和 
生长 自动 机 ， 如 果 说 Komworopos 算法 的 信息 处 理 是 
局 部 的 ,那么 在 von Neumam 细胞 和 生长 自动 机 中 则 
是 并 行进 行 的 ， 通 用 抽象 计算 机 已 经 制 成 ;它们 具有 念 
人 满意 的 特性 ,能 够 模拟 任意 同类 抽象 计算 机 . 在 有 些 
抽象 计算 机 上 进行 了 最 高 速 (实时 ) 计 算 的 研究 . 
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3) 通常 处 理 字 或 整数 ,并 具有 按 实 际 要 求 确定 的 
完善 结构 的 抽象 计算 机 , 它 与 实际 计算 机 有 许多 共同 之 
tk. 典型 代表 是 所 谓 算 子 算法 (operator algorithms) 
( 见 [3]) 和 向 存储 器 随机 存 取 的 机 器 ， 这 种 抽象 计算 机 
用 于 估计 实用 算法 的 复杂 性 和 模拟 抽象 计算 机 ， 

4) 具有 与 3) 类 机 有 相同 结构 复杂 性 的 抽象 计算 
机 ,但 它 处 理 任 意图 (往往 是 无 限 树 ).， 它们 是 3) 类 抽 
象 计算 机 发 展 的 结果 ， 是 为 适应 算法 语言 的 专门 特性 而 
设计 的 .这 种 抽象 计算 机 用 于 算法 语言 语义 学 的 形式 
化 ,并 论证 程序 的 正确 性 .典型 代表 包括 Algo - 68 语 
È (Algol -68) 和 PLA 语言 (PL Iy 语义 规范 中 合用 的 
抽象 计算 机 ， 
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GREI 以 上 描述 的 抽象 计算 机 概念 不 仅 包 括 现 今 使 
用 的 基于 机 器 的 模型 , 而 且 包 括 更 多 面向 演算 的 形式 体 
系 ， 例 如 ,执行 4 演算 (4 -caleulus) 中 项 的 归 约 的 * 媒 
体 " 是 上 述 概念 意义 上 的 一 个 抽象 算法 

FEHER KARE” EARR, ME 
来 加 以 讨论 . 

-一致 性 与 非 一 至 性 比较 : 在 研究 公式 复 淋 性 或 网 络 
复杂 性 中 ， :个 是 研究 给 定 函 数 对 长 魔 大 (k 为 给 定 整 数 ) 
输入 的 限制 , 另 一 个 是 研究 计算 这 种 限制 的 公式 或 期 阁 
的 志 模 或 深度 .可 以 想象 ,不 存在 有 效 步 标 ,能 对 任意 
长 度 大 产生 这 一 限制 的 最 低 复 条 性 的 公式 或 网 络 的 描 
述 ,因此 ,这 些 极 小 设备 表示 原始 画 数 的 作 一 臻 设备. 
另 -- 方 面 , 给 定 的 Turing 机 算法 提供 地 整个 函数 的 一 
致 性 措 述 . 

并 行 与 作 并 行 计 算 比 较 : 在 抽象 串 行 计算 机 中 存 
在 着 单个 处 理 器 , 它 在 单一 转换 过 程 中 对 被 认 为 是 在 原 
FHERR RRJ LES H È, 正如 上 文 作 者 所 注意 
到 的 ,这 仍 能 表示 像 一 个 字符 那样 的 真 原子 对 象 , 或 像 
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一 个 数 ,- TER AE EARE). 在 并 行 
AEH P. Tr EREE JOA l Bl AER 38 F| Jel met ET RERI + 
相交 数据 进行 运算 . 在 并 行 模型 的 范畴 内 , 还 可 以 对 同步 
并 行 与 措 步 并 行 之 间作 进一步 区 分 ,取决 于 处 理 器 是 同 
步 运算 还 是 在 其 专用 时 标 内 分 别 运算 . -TEA 
此 不 同 处 理 器 执行 的 指令 ， 如果 所 有 处 理 器 在 单一 运 
算 周 期 中 对 不 同 数据 执行 相同 运算 , 那么 ,这 种 机 器 称 
为 单 指令 包 煞 据 (SIMD)WL. 如 果 不 同 的 处 理 器 能 对 不 
同 的 数据 执行 任意 指令 ,那么 ,这 是 多 指令 多 数据 
(MIMD) HL. 并行 处 理 器 能 在 公用 存储 器 上 运算 , 或 者 用 
B “种 方法 ， 每 个 处 理 呆 有 私 用 存 鱼 器 ， 且 不 同 的 处 
理 器 借助 于 在 连接 具体 处 理 器 的 通道 上 发 送 和 接收 的 
消息 来 交换 信息 . 
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HAFS AMF [ concave and convex operators ; Bomy- 
TÄ H Ryke Omeparops: | 

半 序 室 间 中 的 非 线性 算 子 ,类 仆 于 一 个 实 变 量 的 站 
RASAN. , 

一 个 Banach 空间 中 的 在 某 个 锥 以上 是 正 的 非 线 
HEW f A, BA IRS (concave) (更 确切 地 ,在 KE u, M 
的 ), 如 果 

1) 对 和 任何 的 非常 元 xE 兵 ,下面 的 不 等 式 成 立 : 


axu < Ax = B(x)uo, 


这 里 lo 是 天 的 某 个 男 定 的 非 零 元 ,xfz] 与 (x) 是正 的 
纯 量 画 数 ; 
2) 对 每 个 使 得 


e (x) < x < fixo m, B | >0. 
成 立 的 xe 大 ,下 面 的 关系 成 立 : | 
Aix) > (1+ Kx. DA Gerl, (*) 


RE g(x, i) >00. 
类 似 地 ,一 个 算 子 44 称 为 凸 的 (convex) (更 确切 


W, Æ KE u MA), WRAL DRE, ETS 
m (eJ H n REER, EH PSS yix, t< 0. 
一 个 典型 的 例子 是 Ypo 积分 算 f 


AIKO] = ss x(s)yds, 
G 


BJP EE s ii Ey |H PR3RERSK k(t, s, u) 2 T FR u 的 
凹 性 与 凸 性 所 确定 , 一 个 算 子 的 凹 性 意味 着 它 仅 仅 和 包含 
“ 弱 " 的 非 线性 一 一 随 甘 锥 中 的 元 素 的 范 数 增加 , 算 子 
的 值 * 慢 慢 地 "增加 . 一般 说 来 ,一 个 算 子 的 西 性 意味 
着 , 它 包 含 * 强 "的 非 线 性 . 由 于 这 个 理由 , ngua F 
的 方程 在 许多 方面 不 同 于 包含 凸 算 子 的 方程 ;前 者 的 性 
质 炊 似 于 相应 的 纯 量 方程 ,而 不 同 于 后 者 .后 者 关于 正 
解 的 唯一 性 定理 是 不 成 立 的 ， 
参考 文献 
H] Kpacuocensckñ, M. A. , T'eOMGTDHSOCKHC METOM HEH- 
Heiigoro anaia, M. , 1975 ( 3 Æ ; Krasnosel "skit, M. 
A. and Zabreiko, P. P., Geometric methods of non- 
linear analysis, Springer, 1983). 
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MAS [concave function ; noruyras Qyuaxmnua ] 
HOAR ( 实 变 量 的 }) (convex function (of a 
real variable) 符号 相反 的 函数 . 


集中 函数 [concentration function ; wouuesrpaunme dyus. 
waj], £ hp. f X 

对 所 有 非 负 实 数 I AMENER X KTERE A 
KH Q (I, X): 


Q@(L X) = SuP Pí(x=X=x+I). 


REPRO, X) E n. E MU PE. B zh I 20 2 8 
的 函数 , 它 是 右 连 续 的 , HE 


Jim Q(X) = !. 


上 反之 , 尾 一 具备 这 些 性 质 的 函数 都 可 作为 某 个 外 机 变量 
的 集中 函数 . 

集中 函数 是 随机 变量 值 的 散布 程度 的 一 个 方便 的 
刻画 , Jt io r BS UL F aR TH WE, 可 作为 散布 度 
增加 的 数量 表 反 .在 给 定 分 项 的 集中 度 的 情况 下 , 其 和 
的 集中 度 的 第 一 个 绝对 的 { 即 只 包含 绝对 党 数 的 ) 个 
计 , 由 A. B. Komaoropos ([4]) £ P. Lévy ([2]) 的 
方法 而 得 到 , 这 个 半 果 随后 又 有 所 加 强 ( 见 [5])， # 

到 如 下 的 结论 ， 它 包 会 所 有 以 前 的 结果 作为 特例 : 
-| /2 
Q, S) < CI (Sen - Qt, xl 

=I 


1 


其 中 


s = Xx. 
í l 


Xot XE RANER S (i=1,- n), 
C 是 一 绝对 常数 ,有 两 种 类 型 的 估计 特别 党 到 重视 : 
QU, SHKREPI L6, 及 Q (1, 3) 的 积分 型 情 
it ( W. [7]). 

tE h EF 88 WIB) k i EF E E 2 m. 是 
BL JE e A (scattering function): 


Dig, X) = inf(/: QU, 六 > 外 


其 中 0 Sa <S. 联系 着 随机 变量 的 集中 西数 与 特征 
ER Sl), 有 如 下 的 不 等 式 (W [8D: 


2 
96 1 
Q, X) < | malt] f iora 


还 存在 不 等 式 
QU, Xi tX) =< Q(X) i=1,2. 


其 中 三 与 X, 是 独立 随机 变量 . 已 经 尝试 将 有 关 集 中 国 
数 的 某 些 铺 果 推广 到 独立 随机 向 量 求 和 的 情形 { 见 
[9]). 

参考 文献 

O} Doeblin, W. and Lévy, P., Cakul des probabili- 
tæ. Sur les sommes de variables aléatoires indépen- 
dantes à dispersions bornées infërieurgment, C. R. 
Acad. Sa., 202 (1936), 2027 一 2029 ， 

[2] Lévy , P., Théorie de l'addition des variabies akato- 
ires, Gauthier - Vilars , 1937. 

[3] Doeblin , W., Sut ks sommes d'un grand nombre 
de variabks aléatoires indépendantes , Bull. Se. Ma. 
th., 63 (1939), 23—64. 

[4] Kolmogorov, A., Sur les propridtés des fonctions 
de wnæntration de M. P. Ley, Ain. na. H. 
Poincaré , 16 (1958—1960), 27—34. 

[5] Porosm, B. A., &Teopma Beposr. m cc NpHMeH.» ,6 
(1961), 1, 103 — t08. 

[6] Kesten, H., A sharper form of the Doeblin - Lévy- 
Kolmogorov - Rogozin inequality for concentration 
fimctions , Mah. Scand., 25 (1969), 133 - 144. 

[7] Porosm, B. A., €foxr. AH OOCPH, 211 (t973), 
1067—1070. 

[$] Tempos, B. B., Cy HRCAEHCGAM5DL CTITYYHiEDP Be- 
mmu, M. ，1972【 英 译本 : Petrov, Y. V., Sums 
of independent random variables , Springer, 1975). 

[9] Esseen, C. G., On te onentration function of 
a sum of independent random variables , Z. Wakrs. 
chemlichkeittheor . und Verw. Geb., 9 (1968), 290 
— 308. E. å PoromgH E R 


Ft [conchoid; Kouxomma ] ,均线 的 
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TEESE RI F N RH ER AY EE- -A R (u E e St 3 D ak 38 
少 一 个 长 度 为 (常量 ) 的 线段 而 得 到 的 平面 曲线 .如 
果 给 定 的 曲线 在 极 坐 标 中 的 方程 姨 p 一 (gq),， 则 其 峙 线 
的 方程 的 形式 为 p=f(g) 土 !， 例如 ,直线 的 蚌 线 称 为 
Nicomedes #EšË (Nicomedes conchoid); 贺 的 蚌 线 称 为 


Pascal $H£Ë (Pascal limaçon). A JI. Cogonos BE 
【 补 注 ]】 
参 者 文献 

[AI] Lawrence, J. D., A catalog of special plane curves, 

Dover , reprint, 1972. 张 清 林 PE 


合 的 凝聚 点 [condensation pointof a set ; cryusesms 

TOMKA | 

URE NMRA (condensation point of a set); 
集合 的 极限 点 (tiimit point of a set) R A 
( acçumulation point ). M. V. Boñuexoscxuü # 
【 补 注 ] 上 面 提 到 的 三 个 概念 有 明显 的 区 别 , 如果 4 
是 拓扑 空间 天 的 子 集 ,x 是 下 的 点 , 那么 x A 5) 3 8 
{accumulation point), 当 且 仅 当 x 的 每 个 邻 域 都 与 
44\ {x} 相交; CE AHER K (condensation point), 
当 且 仅 当 它 的 每 个 邻 域 包 含有 4 的 不 可 数 个 点 . 

极限 点 这 个 术语 其 意义 有 点 含糊 . 如 果 工 的 每 个 
邻 域 都 包含 4 的 无 穷 多 个 点 ,可 以 称 x 为 4 的 极限 点 
(limit point ,但 这 不 是 标准 的 说 法 . 有 时 人 们 称 x 为 
网 的 极限 点 CE 网 (拓扑 空间 中 集合 的 ) (net (of sets in 
a topological! space))), WR iç F Jj 3: 4 TR rR T x. 
BE ARH F. KERARI xA EA (ciuster 
point) . ` 

Eq X 3 T, EEH, RA A— X B3 R F SH 063822 81 A 
的 聚 点 的 概念 一 至 ,因此 人 科 就 用 " 束 点 " 这 个 词 . 

WER, REF. P WA 译 


凝聚 点 [ comdensation point ; Kouneacaumt Toia], Euclid 
空间 E" 60 k 2 Me 
空间 E" 中 的 一 点 , 它 的 任意 邻 域 都 全 有 集合 M 的 
不 可 数 多 个 点 .由 一 个 集合 的 凝聚 点 所 组 成 的 集合 必定 
是 闭 的 ; 如 果 它 是 非 空 的 , 则 它 必定 是 完全 的 , 且 具 有 连 
续 统 基数 .凝聚 点 的 概念 可 以 推广 到 任意 拓扑 空间 ， 
E. A. Epam: # 
GEJ 直接 推广 到 任意 空间 ;点 x 是 拓扑 空间 中 的 (E 
AMARE ME x 的 每 个 邻 域 ( 和 由 的 交 ) 都 是 
不 可 数 集 ( 亦 见 [A1]}). 
参考 文献 
[A1] Arkhangel'skii, A. V. and Ponomarev, V. 1., Funda- 


mentals of general topology, problems and exercises, 
Reidel, 1984 ( WE BRX). 方 嘉 琳 F 


RRE NCT [condensing operator ; yerorinommi oneparop| 
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-个 算 子 避 ，-- 般 是 非 线 性 的 , 定 交 于 赋 范 向 量 空 
间 扎 中 的 一 个 集合 M 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 t L , 取 
Ë T W.W. bJ 2 ñ] Y 中 ,使 得 对 于 任何 的 非 紧 集 AEN, 
Wr [UCA)] 一 一 集合 VAE Y) 的 非 紧 性 测度 一 一 小 于 非 
REWE y (A) 这 里 , 非 紧 性 铀 度 在 两 种 情形 中 可 能 
是 相同 的 或 不 同 的 , 例如 ,作为 yx 与 久 ,我 们 可 取 非 紧 
性 的 Kuratowski 测度 : z(A)=inf ia>0:4 可 以 分 解 为 
有 限 多 个 直径 小 于 d 的 于 集 }. 
对 于 连续 的 效 聚 算 子 , 全 连续 算 子 理论 的 许多 构造 
与 事实 能 够 保留 下 来 ,例如 ,压缩 向 量 场 的 旋转 ,压缩 算 
子 的 不 动 点 原理 ,等 等 . 
参考 文献 
{11} Camroaeaaii，B. H., Yarm marem. Hayk? ,27 (1972).1 , 
81 一 146. 
[2] Kuratowski, C, , Sur les espaces complets , Fund . Math., 
15 (1930), 301—309. 


H H Cotones Æ 李 炳 三 PF 


Se tF i ft [conditional convergence ; 
LIMOCTb|] , 28i) 

级 数 的 下 述 性 质 : 当 把 给 定 的 级 数 的 各 项 按 一 定 方 
式 重新 排列 以 后 所 得 到 的 级 数 蚌 收 部 的 ， 孝 项 组 数 

Žu 

J: X 3k bh ik iki) (unconditionally convergent) , wi 2 
数 {9 本 身 以 及 把 它 的 各 项 重新 排列 后 所 得 到 的 级 数 都 
是 收 伍 的 ,并 且 这 些 级 数 之 和 都 相同 ; 换 句 话说 , 无条件 
收 歼 的 级 数 之 和 与 其 各 项 的 次 序 无 关 . MRR (s) uk 
敏 , 但 不 是 盛 条 件 收 伍 , 则 稼 为 条件 收 伍 的 
(conditionally convergent). 为 使 级 数 ( 作 是 条 件 收 莹 
的 ,其 必要 和 充分 条 性 为 : 它 尾 收 人 证 的 ,但 不 是 绝对 收 伊 


YCHOBHAS CXO- 


(*) 


的 ， my du, |= +. 
# R 93 (*) JH E P S. Pl ul, ugyan 表 
m EW ERM. -uj -uz nuu, EREM 


质 , 则 级 教 ( 遇 是 条件 收 笋 的 , 当 且 仅 当 两 个 级 孝 
Y aut ny” u, 是 发 散 的 (这 里 ,级 数 中 各 项 的 次 序 
EEE). I 

如 果实 数 项 缓 数 ERRAK, 并 且 设 
一 m 所 gm 所 十 wm, 则 存在 由 级 数 (各 的 各 项 重新 排列 而 
BUKRA D a un 使 得 其 部 分 和 序列 {s;) 具有 如 
HEM: 


lim si = a, 


lims = B 
"N 一 x= 


(这 是 Riemann 定理 (Riemann theorem) 的 推广 ). 
两 个 条 件 收 就 的 级 教之 积 , Ta RAABE 
磁 的 结果 进行 求 和 的 次 序 有 关 ， 
级 数 的 条 传 收 租 和 无 条 件 收 笋 的 概念 可 以 推广 到 


革 个 赋 范 向 量 空间 X tP 0 8 r e m. WE X EA 
限 维 空间 , DB ad # 08 28 $ 05 48 AE Q. 0k 9 65 2 Ai 
Pou EX, n= 1,22.) RARA, 5 H y 5 938 
Y lu, l ERN. AT, UR XERE A. HM 
ffe d kuk ki Do u, Ei Llall =+, 
D. JL Kynpsanes 所 
[3F2E1 关 十 由 抽象 空间 的 元 这 构成 的 级 数 的 收敛 性 
和 发 散 性 ,一 种 很 有 价值 的 参考 文献 是 [All. 
参考 立 献 
[AI] Lindenstrauss, J. and Tafarazzi, L., Classical Banach 
sps, 1, Sequence spaces, Springer. 1977, 
[A2] Rudin, W., Principles of mathematical analysis, 
McGraw - Hill, 1976【 中 译本 : W. 户 了 ,数学 分 析 原 
理 , 人 民 教 育 出 版 村 ,19791， 
张 鸿 宁 译 sl FE 


条 件 密度 [conditional density ; yenoaaar moraocre | 

条 和 件 分 布 conditional distribution) 的 密度 , 设 (Q, 
,站 是 一 个 概率 空间 ,凡是 实 轴 上 Borel EA c 代 
数 , $t r 的 一 个 子 5 代数 ,再 设 


Qiu, B) = P{XEeB| Fh og BEM, 
R XXT IHRE, MA 
Fy(x| 8) = Q(e,(— so. x) 
是 蕊 关于 夫 的 条 件 分 布 函数 . 如 果 


F| E) = fft] dt 


那么 haK ERT 5 代数 F REE. 
如 浊 瑟 和 了 是 随机 变量, f (y) 是 了 的 分 布 的 密度， 
H v(x, 让 是 XX 和 了 的 联合 分 布 密 度 ,那么 


Jy | Y=y) = f gge y) 
定义 了 随机 变量 X 02 i tY E o) E 
É y 的 条 件 密 度 ， 


参考 文献 
[1] Tipoxopes , E). B., Posanoe, IO. A., Teopus seponr - 
HocTeifi 2 pan. M. ，1973【 英 译本 : Prohorov, Yu. 
V. and Rozanov, Yu. A., Probability theory, Spr- 
inger, 1969). B.T. Yuaros $ MHE Pe 


条 件 分 布 [conditional distribution ; yooenoe pacnpeae 
nemme ] 

基本 事件 和 Borel 集 的 函数 , 对 每 一 个 固定 的 基 李 
事件 , 它 是 一 个 梳 率 分 布 (probability distribution). 而 
对 每 一 个 固定 的 Borel 集 , 它 是 条 件 概率 (conditional 
probability). 


W (GQ. xz，P) 是 一 个 概率 空间 , 见 是 实 轴 上 Borel 
EB r 代 数 ,二 是 定义 在 【Rs 上 的 一 个 随机 变量 ,而 
W a e 的 一 个 子 5 代数 ”一 个 定义 在 x 入 二 的 函数 
eta, 甩 ) 称 为 随机 变量 下 关于 代数 着 的 一 个 { 正 则 ) 
条 件 分 布 ((regular) conditional distribution), 如果 下 
述 条 件 成 立 : 

a) 对 固定 的 Be W.P 38 O (w, B) AE Š HY 8489; 

b) A O (o, 本 以 概率 1 对 固定 的 目 是 9 ER 

一 个 概率 测度 ; 

c) AEE F e W 


[Q(e. BP(dw) = PAXE [Y F). 


2540389 B[ yE 9 r — tE 3 BJ BI NN 2 B] (z — 如) 中 取 值 
的 随机 元 名 的 条 件 分 布 ， 如 果 美 是-… 个 完全 的 可 分 距 
离 空 间 , 而 外 是 Borel 集 的 ao 代数 ,那么 随机 元 台 关 于 
ER aR I Sor ) 的 条 件 分 布 存在 . 

函数 F,(x|8)=0 (o, (一 名. x) SEO aE X X: 
T o 3 W 65 R fFe BB M (oonditional distribution 
function). 

一 个 随机 变量 下 关于 另 一 个 随机 变量 了 的 条 件 分 
布 { 条 人 姓 分 布 函数 )] 定 义 为 和 关于 了 生成 代数 的 条 和 件 
分 布 (F tF ys PS 3k). 

随机 变量 X XY HAAA F (x| Y) EY 
的 一 个 Borel 83. xT Y=y, CHE F (x| Y= y AX 
对 了 的 ~- 个 固定 值 的 条 件 分 布施 数 ， 如 果 了 有 密度 
f, (y). 那么 


Fv(xIY=y) = à 


l 
FO r(x, y), 
HPF, | (x, yj 是 五 和 了 的 联合 分 布 函 数 . 
#+*x 
[1] Tpoxopoe, 10. B., Posmos, 10. A., Tepas sepo- 
mmoc, ma., M. , 1973 ( 英 译 本 : Proborov, Yu. 
V. and Rezganov, Yu. A. , Probability theory, Springer, 
1969}. 
[2] Loéve , M. , Probability theory, Princon Univ. Press, 
1963. 
[3] Taxman, H. H.. Cpo, A.B. , Teëeopaq CHyqsamñ- 
Hp mpowocs, T. 1, M. , 1971 {中 译本 : H. H. 5: š£ 
&. A.B. 斯 科 罗 需 德 , 随机 过 程 论 , 第 一 卷 ,科学 出 版 
社 , 1986). B.T. Youmaxoe $ 
【 补 福 】 条 件 分 布 的 另 一 定义 是 正则 事件 (regular ev- 
ent) 和 Borel $ (Borel set) 的 手数 fm， 本 满足 下 还 条 
Ph: 对 周 定 的 w, flw, JE AEN E (probability 
measure), 而 对 固定 的 BB, fC. B) É — + ATAA 
(measurable function). 
#- xW 
[A1] Breiman, L. , Probability , Addison - Wesley, 1968. 
陈 培 德 W 
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条 件 极 值 [ conditional extremum ; yombisi :rzpewyw ] 

一 个 给 定 函 数 (或 证 图 ), 在 其 他 一 -此 确定 函数 (证 
晒 ) 取 信 于 给 定 的 容许 集 的 条 件 下 所 达到 的 报 小 或 极 大 
值 . 如 果 不 存 在 上 述 关 于 独立 变量 (两 数 } 范 围 的 限 
制 ， 则 称 为 无 条 件 极 值 runeonditional extremum). 


fG.....X.) (1 
在 假定 其 他 函数 到 给 定 值 
S (x i, ...., XJ ce, i=),.... m, m= {2) 


的 条 件 下 的 极 小 值 ， 在 这 个 问题 中 ,附加 条 件 (2) 中 向 
RER g=: o ga) 的 函数 值 所 成 的 集合 6, RE 
A m # Euchd 空间 R" 的 一 个 点 c={6,…, 0, ). 

妃 如 在 条 忻 介 ) 中 ,除了 等 式 以 外 ,还 有 车 二 不 等 
式 ,例如 


PAX e Xa) = c, i=l1,....mi, mi <n 
Bx I, ... Xx.) = cç, =m +] mrana Mis (3) 
Pa, cea Xa) = Cp i=m +1, , . + M 


8 2 w Pn 38 P asia y ERER (non - linear prog- 
ramming) 中 的 一 个 问题 . EHA (1), (3):F,in 3 A 
数 g 的 容许 值 所 成 之 集合 GHA BH g AB k, 
CADA 6 i (3) 0) BH ÚW) m, 个 等 起 所 定义 的 某 
(n —m,) 维 超 曲 面 内 [m1<n) .而 这 个 曲 边 巍 面 体 的 边 
界面 , 由 (3) 中 的 n 一 mm) CRRA. 

上 述 条 件 极 限 什 问 题 (1)，{3) 的 一 个 特殊 情形 是 
线性 规划 (linear programming) HIRE. JEH EA f uA 
pART P x, 为 线性 的 ， 对 于 线性 规划 问题 ,限制 
独立 变量 范围 的 向 量 函 数 # 的 容许 值 所 成 的 集合 G, 
EXT- CDER, EREHE m TERR H 
定义 的 (n —m ) 维 的 某 个 超 曲面 内 . 

羔 似 地 ,应 用 上 有 意义 的 关于 优化 泛 沙 的 大 量 H 
是 都 与 条 人 性 极 值 有 关 ( 见 等 周 问题 (isoperimetric prob- 
lem); Bolza 问题 (Bolza problem ) ;Lagrange 问题 (Lag- 
range problem ); Mayer 问题 (Mayer probiem)}. 这 
样 ,如 同 数 学 规划 一 样 , 变 分 学 以 及 最 优 控制 中 的 基本 
问题 都 是 条 性 极 值 问 题 . 

为 了 解 条 件 极 值 问题 ,特别 是 考虑 某 些 涉及 条 件 极 
值 的 理论 问题 时 , 应 用 未 定 的 Lagrange WR + (Lag- 
range multipliers ) 是 有 益 的 , 它 把 问题 化 为 无 条 件 极 
值 问题 ,从 而 简化 了 寻求 优化 必要 条 件 的 工作 .使 用 Lag- 
range 乘 子 是 解 条 件 极 值 问题 的 许多 既 典 方法 的 基础 . 
参 老 文献 : 

[1] Hadley, G. , Nontinear and dynamic programming, Ad- 

dison - Wesley, 1964. 

[2] Biss, G. A. . Lectures on tbe calculus of variations, 
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Chicago Univ, Press, 1947. 
[3] Tlourpguraa, JM. C. [u mp. |，MarcwtayHtockag TeOPHT OTI- 
TELTEHEP npoucocos, 2 agg.. M. , 1969. 
H. E. Bamaprt Ée ERE 译 


ARENE [conditional] mathematical expectation ; yc- 
TBBOe MaTeMaTitecKoe OUaaRE ]， 条 件 期 望 (condi- 
tional expectation) 

WT 3 o V. B 38 21 m Hi U 3E 8 BU 3: £ 3 ff PS 
数 . tim, PE — 13 SE E|. 六 是 定义 在 这 个 空 
RE. RASA Y — TAM UL E. 6 h 6 F -- 
个 go 代数 ,器 .七 关于 网 的 条 件 期 望 理 解 为 关于 W 
TMH -AILEE E (X| 9), 且 对 每 一 个 Bew, 


Í XP(dw) = Í ECX | BP(da) (=) 


成 立 , 如 果 苇 的 期 望 是 无 穷 的 (但 有 定义 ), 即 数 EX 一 
Emax (0, xj EX" = 一 Emin{0, 关 } 中 只 有 -- 个 是 有 限 
É, BÉ Z H (=) 所 定义 的 条 件 期 望 仍 有 意义 ,但 E(XI| 
让) 可 以 取 无 穷 值 ， 
条 忻 期 韦唯 -确定 到 等 价 性 ， 数 学 期 户 (mathe- 
matical expectation) 是 一 个 数 , 与 此 相反 , 条 件 期 望 表 
现 为 一 个 函数 (随机 变量 ) 
条 件 期 望 的 性 质 与 数学 期 望 的 性 质 相似 : 
1) E(X,| B8)= E(X,|8), 如 果 X Go) E X, (eo) 几乎 必 
然 成 立 ; 

2) E(c| 9 )=c 对 每 一 个 实数 c 成立; 

3yE(zX +X IV) =E (XBRE (X,| 9) HE R 
的 实数 wx 和 上 及 成 立 ; 

4) |E{XIV)ES E(IW 10); 

5) g(E(X| BY S E(g(X)|0) IE — AAN g 成 立 ， 
进一步 ,下 列 性 质 是 条 件 期 望 特有 的 : 

6) 如 果 男 = 10, 9 是 平凡 ea 代数 ,那么 E(X| 则 = 

EX; 

D EXI )y=X; 

8) E(E(X|9)=EX; 

9) WR XREF, NZ E(X |9)=EX; 

10) u Y KF BTM, BZ E(XY 8)=Y EX8). 

# E 3RSE Y 3E FFE F Bi i rtt 8 — RER: mE 
X, X,. > RAMMER A] < Y(n=1,2, 
=), EY<o HB X — X 几乎 必 热 成 立 ,那么 儿 乎 必 
然 地 ，E (X. | 9) EID). 

随机 变量 X 关于 随机 变量 了 的 条 件 期 望 定 只 汐 X 
关于 了 生成 的 代数 的 条 件 期 望 . 

条 件 期 望 的 -- 个 特例 是 条 人 忻 概 率 (conditional 
probability). 
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HEME [conditional probability ; FCIOBHAN BeDONT- 
HOCEE | 
1) 二 事件 对 另 一 事件 的 条 件 概 率 是 联系 这 两 事 


件 的 一 特征 , 若 4 和 了 忆 都 是 事件 而 P(B)>0, W 3 br A 
对 如 (或 在 号 的 条 件 下 , 吉 关 于 吾 ) 的 条 件 概率 P(A| B) 


由 等 式 
PANE) 

, P(B) 
EX. RIE P(A| B) H AE B 2 EB Sit E, E 
AXAR. 对 独立 章 忻 4 和 B. # HE E PAI) 
等 于 其 无 条 件 概率 P(A). 

关于 事件 的 条 件 和 无 条 件 概率 的 联系 , 见 Bayes 公 
式 (Bayes formula ) 和 完全 概率 公式 ( complete proba- 
bility formula )， 

2) TIFA RAN 8 S RITRO 为 “随机 


PAJE) = 


fi P(A Pta, = P(A MB) 
B 


对 一 代数 的 条 件 概率 确定 到 等 价 类 ， 
如 果 a 代数 由 可 数 个 正 概率 互 斥 事件 B, B, 所 
ER, H B,,B,,… 的 并 为 全 空间 中 , 则 


P(A|B) = PAB, ) ,对 weB, k=1,2,.... 


一 事件 4 对 一 5 代数 加 的 条 件 概率 可 定义 为 4 的 
指示 范 数 的 条 件数 学 期 望 (conditional mathematical 
expectation) E (LIB). 

EO, v, PAARE, BA v H foit. 条 
性 概率 P(A4i 品 ) 称 为 是 正则 | 的 (regular) , 如 果 存 在 函数 
plo A), wen, Ae z, 使 

a) 对 国定 的 w, plwm,A) 为 oc 代数 .x 上 的 概率 测 
度 . 


LS 


b) PAIB)=p (o, A) 以 概率 1 成 立 . 
GERR EH, AIREARI ARH, 
其 中 条 件 福 率 起 着 测度 的 作用 .对 随机 变量 X 03 28 Pt 
概率 定 必 为 对 由 AERA + 代数 的 条 件 概率 . 
参考 文献 
[1] Konmoropos, A.H., (CHOE TIOHRTHH TEOpHH PEPOATHOC - 
wË, 2 nal, M., 1974. 
[2] IIPoxopoe IO. B, Posanos, JO. A, Teopux Bëeposr- 
nocTreÑ, 2 wa, M., 1973. 
[3] Loėve, M., Probability theory, Princeton Univ. Press. 
1963. B. T. ysaos $ BEEM +E 


条 件 稳定 性 [conditional stability ; yemoauax ycroñqu- 
EOCTh 


] 
一 个 点 关于 映射 旅 
(f) s: E — E (D 


的 条 件 稳定 性 有 是: RHE Lv Hec* 在 这 一 点 的 同等 
连续 性 ; 这 里 J ETIKA E (R A fE 上 的 诱导 度 
量 ) 中 基 浪 形 V ARY. G+ 是非 负 实数 或 整数 的 集 
合 : G=R E G=Z. 

TARTERA RAE k E S 3 3 T a Be 
射 非 负 短 族 的 条 件 稳 定性 . 一 个 点 关于 一 个 动力 系统 六 
的 条 件 稳定 性 是 这 一 点 甘于 映射 族 If. | 的 条 件 稳定 
性 ， 在 占 + 画 上 给 出 的 方程 

xü + 1) = g x0) 


解 的 条 件 稳定 性 ， 是 点 xoli) 关于 映射 族 


t = Gare `` ` fa ¿Ja 


的 条 件 稳定 性 . 
在 FR ' 上 给 定 的 微分 方程 
= /ú(x, t) (2) 
解 x (- ) 的 条 件 稳定 性 ,是 点 GEFAER + 
+r, t) eu: 的 条 姓 称 定性 ， EPX, T} 是 这 一 方程 的 
Cauchy EF (Cauchy operator). 在 tj 十 有 R” 上 给 定 的 m 
MERTE 


yem) = gS, ym b 


解 y(: } 的 笨 件 稳定 性 ， 是 形 恕 (2) 的 相应 的 一 阶 微 分 

Jy, fet +R' EERE x(-)= (yt. ), (+), 
ca yT RIRE TE EF 
x = (x, s" e r+ Xm), 

f(x, D = {Xz 


下 面 的 定义 1) 一 5) 是 这 些 其 酚 例 后 及 有 关 记 号 ， 
L. 给 定 一 个 微分 方程 (2)， 其 中 是 一 个 赋 范 nt 维 


Xm 8 (Xi. oa Xm T) 
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HRSA H x =e E. É + Jr Ë 6 SW i 

为 + 及 一 ERARA ke lO amana n 
( conditionally stable ), 如 果 有 RIK A E (3 E 29 
C" HAREA k EMA D, UA A x (t) HBA 
以 下 性 质 ， 对 于 每 -一 个 上 >0， 都 有 一 个 8&8>0 使 得 
对 每 个 满足 不 等 式 |x —x,(6)1< ó sa 满足 苛 
始 条 件 = 的 同一 方程 的 解 x( 人 9 )， 在 +R 上 
是 唯一 确定 的 ， Kanaku uma pumas 
Ix(ty—x (t)i< e. WRR A A SE FE BR 0) A D 可 这 举 
选择 ， 使 得 对 于 从 这 个 圆 盘 中 出 发 的 { 即 xf e Di) 
周一 方程 的 每 个 解 


lim | x(g)_xoə(z) | = Ü 


(相应 地 ， 


lim Tin | x() xol) | < 0: 


这 里 及 别处 都 约定 In 0= 一 %)}， 那 么 解 x,(t) 称 为 
(指数 为 天 的 ) 渐 近 ( 相 应 地 ， 指数 } 条 件 稳定 的 
(asymptotically (exponentially ) conditionally stable). 

MRE R (RC ) 中 选取 适当 的 模 , 那么 方程 (2) (x 
ER 了 或 xsEC) 的 解 称 为 指数 为 上 的 条 件 ( 渐 近 ， 启 
数 条 件 ) 稳 定 的 (conditionally (asymptotically, exponen- 
dally conditionally )stable } . 解 的 这 一 性 质 不 依 末 1 楼 
的 选择 . 

2. PASE n 维 Riemam 流 形 V" CEE E TI 05 Fá Ë 5 
数 写成 4{， h 成 Xo V" #8 29 Q S S k e 
[9, ~ n) T OM f: V” — V" #& FF SA E mi 
(conditionally stube)， 如 果 存 在 一 +R V" PRAK 
EMH )k ENA D, 1 CAA 3 RA DLTEEB: 对 
于 每 个 >0, 都 存在 一 个 5 >0 司 得 对 每 个 满足 不 等 式 
dix ghed B x e pt RER d(fix, fix, < z FB+ 
By e N ik Ar, ME R F Ë tt B 09 8] D 可 以 1 
样 选择 , 使 得 对 每 个 x € D: 

(fix, fixo) — 0 , Htt Bf 

(相应 地 ， 


lm indoOrix, fixo) < 0 
1— +a Í 


那么 点 蕊 称 为 (指数 为 上 ) 关 于 映射 的 渐 近 (相应 地 ， 
指数 ) 条 br 稳定 的 (asymptotically (exponentially ) 
conditionally stable). 

设 六 为 一 紧 可 微 流 形 . 如 果 在 V CRESI 
Riemann tiff, 那么 一 个 点 x° OMS k 关 于 


* * ú w 


(conditionally stable (asymptotically, exponentially 
conditionally stable) } ,的 这 一 性 质 不 依赖 于 在 上 
对 Riemann 矩阵 的 选择 . 


w + a & a.s 


736 CONDITIONAL STABILITY 


3. $ S Æ — n E Riemann (或 Finsler, 见 Finder JL 
何 学 {Finsler ppometry )) 流 形 上 的 微分 方程 (2), 它 上 面 
HERKKO. ORT. 这 一 方程 的 解 gie): 
stable ) ,如 果 有 一 个 媒人 "(考虑 为 一 个 C" 类 的 流 形 ， 
EEE m >i Hik EAR pt, EAA x G) 并 具 
有 以 下 性 质 ， 对 于 每 个 >0, 存 在 一 个 5 >0, 使 得 对 于 
每 个 满足 不 等 式 dx, x ( D< ó B) xe pt 满足 初始 条 
件 xft)=x 的 同一 方程 的 解 xf # t + R* E Et — 
确定 的 ,并 且 对 每 个 { er, +R 满足 不 等 式 dixit), 
x (t< s. 如 果 具 有 以 上 性 质 的 图 盘 吕 "可 以 这 样 取 , tE 
得 对 于 从 这 个 圆 盘 中 出 发 的 ( 即 x(z,) £ D*) 同 一 方程 的 
每 个 解 

dx xot H — 0, H r—+ + oç Bj 
(相应 地 ， 


Tim 1 ndt), xal < 0 


那么 解 xi(*) 就 称 为 (指数 为 如 ) 渐 近 { 相 应 地 ， 指 数 ) 


4. BV ACRA n ERE, U 为 它 的 开 子 集 . E 
设 点 xo E U #£ C'H TRE U — V" F A 3 
(6 G', Rh GE R3Rk Z), X T 35 x, 称 为 ( 指 
stable), MEA — 436 WE A (HJ C" 2818 A ) 在 四 中 的 
k k D, EHT x 9 535 了 c V". 有 同一 点 
HA W. shi T t 8 G * Wr £ (D: [Y W ) < V. 如果 
R AX PEKAR D 可 以 这 样 取 ， 使 得 对 每 个 x 
E D* lit- +e f/x =xv, 那么 这 个 不 动 点 xn 称 为 (指数 
3 k) X: F BE SIE Lf... > WH REFRE RY (asympto- 
tically conditionally stable). 

5. 一 个 任意 阶 方程 yM sgip o mUD r), Jt 
解 (，) 的 (指数 为 记 ) 条 件 ( 条 件 渐 近 ， 条 人 忻 指 数 ) 稳 
定性 定义 为 相应 的 一 阶 方程 (2) 的 解 jw(* )= (y, (°), 
P(O; pTO ))GR3OD ké tr ORE, #£ 
件 指数 ) 稳 定性 ， 其 中 


有 时 (例如 网 [3]) 在 定义 条 件 稳 定性 时 要 求 指数 天 
为 韭 零 : 具有 和 零 指数 的 条 件 稳定 性 总 是 成 立 的 ,指数 
为 n( 相 空间 的 维 数 ) 的 条 件 稳定 性 (rd. Ais 
数 稳定 性 ) 与 Jaye WEY (Lyapunov stability ) (相应 
地 ， 渐 近 ， 指 数 稳定 性 } 相 同 . 

对 条 件 稳定 性 下 的 平衡 位 置 已 进行 了 研究 .假定 
在 点 x; E 耻 ' 的 一 个 邻 域内 给 定 自治 微分 方程 


š = fx), (3) 


其 右边 是 连续 可 微 的 ， 且 在 点 x 为 零 . 如 果 在 复 平面 
的 左 半 开平 面 上 , 导数 df. A k 个 本 征 值 , 那么 方程 (3) 
的 这 一 不 动 点 是 指数 为 条件 指 数 稳定 的 (JIarynoe 条 
ty)). 例如 , 摆 振 动 方程 了 + asin y= 必 的 上 平衡 位 置 
二 7 ,了 = 全 是 指数 为 1 的 指数 条 件 稳定 的 ， 因 为 变 分 
方程 (variational equations ) p—w°y =0 BJ * $E Jr # 
4 一 中: 一 0 的 一 个 根 是 负 的 . 

如 果 导 数 df 的 K 个 本 征 值 落 在 开 单位 图 盘 内 , 那 
Z aJ KB M f: R'— R" 的 不 动 点 为 是 指数 为 上 关于 
指数 条 件 稳定 的 . 周期 为 mm 的 微分 映射 了 RR -RR' 的 
周期 点 为 是 指数 为 关于 了 条 性 ( 潮 近 条 件 ， 指 数 条 件 } 
稳定 的 ， 当 且 疏 当 它 关于 启 具 有 这 一 特性 ， 

AASR, 周期 为 于 的 自治 微分 方程 人 3) 的 周 
期 解 是 指数 为 k( 渐 近 ， 指 数 } 条 件 稳定 的 , ERSE 
在 点 f=0 的 慎 是 指数 为 k 关 于 映射 X(T, 0}( 相 应 地 ， 
新 近 ， 指数) 条件 稳 定 的 ， 这 里 天 (8, r) 星 方程 (3) 的 
Cauchy 算 子 ， 

O. Peron 的 例子 ( 见 Jimyeoe 稳定 性 (Lyapunov sta- 
bility } ) 表 明 ， 认 着 方程 (3) 的 解 的 变 分 方程 ， 其 
Jsos 指数 上 的 负 值 性 并 不 意味 着 这 个 解 具有 指数 为 
上 的 条 件 稳定 性 . 但 是 有 以 下 的 定理 ， 它 指出 作为 


` Perron 的 出 于 描述 的 情况 并 不 是 一 般 的 . 


1) 8; S% Eudide 空间 E" 的 所 有 微分 同 且 了 的 集合 ， 
它 具 有 一 致 连续 的 导数 并 满足 不 等 式 


sup maxf| df, ||, | (gf)! < +> 


对 每 个 微分 同 肚 je S. HS 表示 满足 不 等 式 


sup ix | < +% 


. 的 微分 同 且 re S HRA 在 集合 8 LERAM 


df 9) = sup (| fx —8x | + df= 48 |) 


是 给 定 的 . 


对 每 一个 je S, 有 具有 以 下 性 质 并 在 8 xE A 
处 处 秽 密 的 G 型 集合 也: 对 每 个 (f,x) ED, 点 x 是 
关于 柚 分 同 肚 指数 条 件 稳定 的 ， 并 具有 指数 


dim ena lim +n | der lo) 


BJ R.# SEs 5 E D) Lyao 特征 指数 梢 等 的 指数 { WL 

Janya 特征 指数 (Lyapunov characteristic exponent ) ) . 
2) 对 于 在 封闭 可 徽 流 形 上 给 定 的 动力 系统 , 可 用 

从 微分 拓扑 的 观点 来 看 较 简单 和 不 变 的 方法 来 建立 相 


`x 


HER. 设 所 是 一 封闭 可 徽 流 形 . 在 后 到 LAC 
类 映射 的 所 有 微分 同 有 是 了 的 集 人 台 S EA C BOE RO £ 
的 . 在 空间 $x 全 内 ， 存 在 一 个 处 外 币 常 的 0G, 型 集 
会 DD, 它 具有 以 下 特性 :对 每 个 (fx) ED ,点 x 是 指数 
为 


k(x) = dim [reran tim Lia jari ol (4) 


ATRE f 18 96 3 EA aE B). 
3) 对 于 封闭 可 微 流 形 V" 的 每 -@ EDIB f Lo > 
F” 和 [上 关于 了 不 上 变 的 每 个 概率 分 布 ( 它 的 g 代数 包 
含 所 有 的 Bore fE t), SK x ey" 的 集合 一 它们 是 
毕 数 为 {4) 关 于 了 指数 条 件 稳定 的 一 一 具有 概率 1. 
参考 文献 
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条 件 完 全 格 [ conditionally - complete lattice ; yroa not 
HAN pELETKA | 

每 个 非 空 有 界 FË S P 3 J. L 2 MUS K F St B) 
略 . AREER — T BT, uf HQ Sr ti 309 un ye 
的 序 所 成 的 格 . T. C. bobanosa Ë Wap E 


条 件 周 期 函数 [conditionally - periodic function : Yetoggo 
mepnonwecwan 中 ya 


函数 4 与 函数 y KATRAN A p HMAT 
~ C 是 以 2r 为 周期 的 吨 数 T' E n # PLP B; 而 
里: 有 ~ R' EE oproti. 这 里 osto. oË 
一 个 常 值 向 量 ， 其 分 量 关于 有 在 数 是 线性 天 美的 . 由 
Fourier 级 数 的 部 分 和 


IA, sin(ayt +k.) + B, cos(o,t + Ú), 


1=| 


可 给 出 条 件 周 期 函数 的 柚子 .此 时 


时 
A = A(@..... n) = DIA, sine, + B, cosg, h, 


r 上 


P = (0 (1...., Al) = antt., wnt Hn) 
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如 果 一 个 条 件 辕 期 函数 连续 , 则 它 与 :个 带 有 周期 
D0 RAMA M (quasi - periodie function) 相 
A 
Ho- 
$ x k 
[1] Arnold, V 1.. Chapitres supplémentaires de la théorie 
des equations différentielles, MIR , 1980 (E HRZ]. 
O. B. KowkRHKO 摆 
【 补 注 】 j PEN R E E > Jal BH 09, 见 殉 周期 函数 
{almot - periodic function}. kHH Mrt WE 


条 件 轴 期 运动 [eomditionaiiy - periodic motion ，ycroamo 
MWODHO WSIVOCROC IDHAEHHE | 

质点 的 直线 运动 ， 其 规律 由 实际 的 条 件 周期 函数 
(conditionally - periodic function) 所 表示 . m i 


特征 标的 导 子 [conductor of a character ; woutykTop xa- 
PakTepa j 

与 局 部 域 有 限 扩 张 的 Galois 群 表 示 的 特征 标 有 关 
的 一 个 整数 . 设 兵 是 机 对 于 离散 赋值 为 完备 的 域 , 它 的 
简 余 类 域 上 的 特征 户 世 有. ë L / KH n K Galois 扩 
张 , Galois 群 为 G, 并 设 它 的 剩余 类 晤 扩张 是 可 分 的 . 
设 X 为 G 的 . -个 有 限 维 复 表示 的 特征 标 , 它 的 导 子 了 (7 
EMH 

/00 = S 0600 x(G), 
1=0 "0 


其 中 
G=[g68€G: AMAA v (xy20 ñ xe L. 
A v (g(x)[|x)2 (+1), 
m = [G 上 x(G.) =A, i E xig), 
ge6, 
yA L Ais J WC. 若 p 不 整除 n， 则 当 i >9 时 有 
G =i W hf Sx- rG). 若 X 是 有 理 岩 示 M 


”的 特征 标 , 则 xfGo)=dim M°: FF 了 (x) 是非 负 整 


$£. 
参考 立 献 
[H CasseB. J. W. S. and Fibich, A. (eds.), Algebraic 
number theory. Acad. Press, 1967. 
[2] Artin, E. and Tate, J. , Class field theory, Benja- 


min, 1967, 
[3] Serre, J.. P. -Lot fields Springer, 1979 【 译 自 法 
xa. M. B. Honrasea F 


[IEI OA RARR oK HU Galois 群 的 特征 标 x 
的 导 子 ,理想 pk 也 称 为 x 的 Artin 导 子 (Artin conduc- 
lor). 对 十 整体 域 的 扩张 也 有 相应 的 概念 , 它 是 一 个 所 
有 有 限 素数 的 适当 的 积 , 见 [Al] p. 126. Æ Artin L Bš 
数 (L -function) 理论 中 它 有 重要 的 年 用. 

PEIR 


TR CONDUCTOR OF AN ABELIAN FXTFNSION 


Class field theory, Springer. 1988. 
pe- 


[41] Neukirch, J. ， 


Abel 扩张 的 导 子 [conductor of an Abelian extension | 
[ 补 注 】 B L/KE Abeli K, NaC ERAR Cr 
中 相应 的 于 群 (网 类 域 论 (class field theory)) . Abel 
扩张 的 导 子 (epnducter of an Abelian extension) Æ fE 
PET KU RHG LERA EER T n 的 最 大公 因子 . 

场 部 域 的 Abe 扩张 /天 莉 导 于 为 vx, 这 里 $x 为 下 
IRBA O RARA. net Ni ,xL SUr 上 成立 的 最 
小 整数 ,其 中 Un={xeEAk: x= l modp p} Uk= Uk Ak 
{这 样 . 当 目 仅 当 导 子 是 4 时 ,该 Abel 扩 张 是 非 分 歧 
的 )， 下 述 定 理 给 出 了 Abel 扩张 导 子 的 局 部 和 整体 概 
SHEA: 数 域 的 Abel 扩张 的 导 子 1 等 于 [5 .其 
中 下 是 对 应 的 局 部 扩张 工 , / K, 的 导 于 , ip 为 无 限 素 除 
FR}, iy mri], HL, ZK sk L. =K g 


w. * é r +* 


aor ramiñcation theorem) H. £ í 是 类 域 L JK 的 导 


子 ， 则 『 不 能 被 在 工 / 天 中 非 分 岐 的 任何 束 除 了 整除 ,而 


ERE LIK PARRER R TER. 
3 LIKERS KRII K, HAH HGaK*/ 

ON KEE E ARRANA RR, M 

L Ki sapa E p o h foo ERE z 的 Artin Së 

子 { 见 特征 标的 导 子 (conductor of a charaqter)). P B. 

后: 旦 太 葡 可 分 代数 诸 电 对 于 高 次 特征 标 尚 不 知 是 否 

也 有 类 做 的 结论 

参考 文献 

IAH] Serre. J.-P.. 
MK X 1. 

[A3 Neukirch, J 


Local fields . Springer. 1979 (é H 


. Class feld theory. Springer, 1988 
Er- 译 


ZAAT [conductor of an integral ciur ; am- 
AYKTOp Medroro JAMLIKAHS | 
ERRE ANRE, ARAARA Ff. REA 
是 4 在 它 商 域 中 的 整 闭 包 .有 时 导 子 被 看 作 可 中 的 一 
个 理想 . 如 果 ARARE 4 异 ( 即 ,如果 4 是 几何 环 (ge- 
ometric Ting)), 4 的 -TRAE PHRA FA SAI 
当局 部 化 A, DE-A ERR. 用 几何 语言 说 ,这 就 
意味 着 导 子 确定 出 由 非 正规 点 组 成 的 昼 射 慨 形 Spec A 
中 的 -AA TR E. 
参考 文献 
{i] Bourbaki, N. , Elements of mathematics , Commu- 
tative algebra, Addison - Wesley, 1972( RARE) 
[2] Zariski, O. and Samuel, P., 
š Springer, L975. 


Commuutatiye algebra, 


H. B. Moira $ WT 泽 


HE [cone ; koayc] 


1) Euclid 空间 中 的 锥 是 - -个 集合 天 ， 它 由 从 基点 
0, 即 锥 项 (vertex of the cone) 发 出 的 半 直 线 组 成 . K 
的 边界 6K( 由 称 为 锥 的 母线 (generators of the cone) 
的 半 直 线 组 成 }) 是 锥 面 (conical surface 部分， 有 时 也 
FAH. 最 后 ， 下 与 包含 0 且 被 一 个 不 通过 0 的 平面 
界定 的 半空 间 的 交 常 称 为 容 . 在 这 种 情况 下 ， 该 平面 
位 于 锥 面 内 的 部 分 称 为 链 底 (base of the cone)， 底 和 
项 点 之 间 的 锥 面部 分 称 为 锥 的 侧面 (lateral surface of 
the cone). . 

如 果 锥 底 是 贺 盘 ， 那 么 该 锥 称 为 是 圆 的 (circular). 
如 果 困 锥 的 预 点 在 底面 上 的 正 投 影 是 底 的 中 心 ， 则 称 
H #t 8 F BJ (straight). 通过 锥 项 且 垂 直 于 底 的 直 
AANE (axis of the cone) ， 它 在 便 点 与 底 之 间 的 
线段 是 锥 的 高 (height of the cone)， 直 圆锥 的 体积 等 

于 mRh/3, APASA R 为 底 的 半径 ; 其 侧面 积 等 于 

zxRI, 其 中 上 是 -母线 在 顶点 与 底 之 间 线 段 的 长 庶 ， # 
包含 于 两 平行 平面 之 间 的 部 分 称 为 截 锥 (truncated 
cone) RAH PRZ A (conical frustum). 下 贺 锥 在 平 
行 于 底 的 两 诗 面 之 间 的 平 截 头 台 ， EREA (R +P 
+Rr)h/3, HEF R, EMREN., h RAMEEZ 
HKEE HAERE R+, 其 中 1 是 一 母线 线 
BRKE. A E iaakoa # 
CHE] 直 圆 锥 也 称 为 回转 锥 {cone of revolution). 
有 时 也 会 遇 上 圆锥 平台 (frustum of a cone) 这 个 术语 
URERA. 

2) 拓扑 空间 XX( 锥 说) 上 的 锥 是 由 子 空间 Xx {0} 
收缩 于 一 点 W( ETN (vertex of the cone)) 而 从 积 Xx 
[0,1] 获得 的 空间 CX: 


= (XD10.1) /XXI0)). 


换言之 ,5 下 是 常 器 射 七 一 歼 的 柱 ( 见 柱 结构 fcylindri- 
cal construction) RES RA id A — X BE ( Wk pit: 
结构 (mapping-cone construction)). Æ X Æ T4 
B). HIRE X Eñ — #E 5 k 88 £ (ü RR Th Z 
间 的 收编 核 (retract of a topological! spaœ). 

折 扑 空间 上 锥 的 概念 可 推广 到 范 畦 论 的 构架 中 : 
具有 共同 始 对 象 4 的 任何 范畴 外 的 坊 射 :4--4 
(的 集合 称 为 一 “个 以 4 为 项 点 的 态 射 稚 (morphism 
one). tA i. 可 以 定义 态 射 余 锥 为 具有 共同 终 对 旬 
ARSH BA AG8en Wa, MA [5], [6]. 

， M. H Bomoi P 

3) 映射 锥 (mapping cone) F Ë ht BÉ Ay $ë a 18 
(mapping - cone construction) 而 与 拓扑 空间 的 … 连 续 
映射 :XX-* 了 相 联系 的 一 拓扑 空间 . Ú C, E IÉ A 
YECH, CERA CEC MW E, S 3, w H C 
是 f 的 映射 维 . 于 是 这 样 得 到 的 序列 


了 
X—YCC CO CC CC: 


称 为 Puppe 序列 (Puppe sequence), 
X, ~ SY, $F, 这 里 $SX({ 分 别 地 ，SY) 是 天 上 { 分 别 
R, Y F)BJ£S53E (suspension), 

TAB- - 35406 5 IEE X £ r 2 JE) B) h 94 ñj 23 
化 映射 锥 C... 这 里 ， 正 如 对 于 一 个 上 纤维 化 ， 对 于 任 
一 有 点 空间 A, Puppe 序列 所 诱导 的 同 伦 娄 序列 


[X.A] = [Y, A] © [C;, A] © [Cz 4A] = 


EES: 其 中 ， 人 第 四 项 开始 所 有 项 都 是 群 ， 且 从 第 
七 项 开始 ， 都 星 Abe F. 见 [4], [5]. 
A Q Xapumrampe FË 

4) 实 向 量 空间 巨 中 的 锥 是 使 得 对 任何 ¿>0, AKE 
K HRE KCE, 32 0 e K , WI #E K fr 3⁄ 2: J (pointed), 
且 若 天 不 包 舍 一 维 子 空间， RKR K 为 突出 的 
(salicnt) ， 非 突出 锥 有 了 时 称 为 棉 (wedge). 

如 果 一 个 锥 是 五 的 一 个 西子 集 ， 则 称 此 欠 为 钙 的 
(convex). 因此， 下 的 一 个 子 集 天 是 凸 锥 ， 当 上 且 仅 当 
对 任 一 4>0. AKEK, H K+K=< K. 此 时 ， E pyh H 
发 生成 的 向 量子 空间 与 集合 K-K: mE KE 
僚 的 ， 那 么 天 站 (- 向 是 包 售 于 天 的 最 大 向 量子 空间 ， 
一 个 尖 的 凸 锥 是 赛 出 的 ， 当 且 权 当天 站 (一 六 )=0， 

如 果 忆 是 一 有 {( 偏 } 序 向 量 空间 ， 则 正 羽 (positive 
one) P= (x:x€E, x20) ë — ARAARA. FE 
之 ,任何 一 个 这 样 的 凸 锥 外 诱导 上 中 的 :~ 个 序 关系 : 
až, WME x EK. 

一 个 惟 天 称 为 是 再 生 的 ， 如 果 任 一 元 素 xeE 可 表 
示 为 兵 中 元 素 的 差 . 例如 ， 区 间 负 ,1] 上 的 非 负 连续 
(或 可 和 } 函 教 的 锥 是 再 生 的 ; 作用 在 Hilbert 空间 上 的 
有 界 自 伴 算 子 空间 中 的 正 算 子 的 集合 也 是 再 生 的 . 但 
是 ， 非 负 非 减 连 续 函 数 的 锥 则 不 是 再 生 的 . 

王 中 一 个 拓扑 的 存在 提供 了 具有 较 丰 富 内 容 的 锥 
的 概念 使 能 获得 非 平凡 的 结果 . 例如 ， 假 若 EE- + 
可 分 的 局 部 凸 空间 ， 且 天 是 吾 中 一 个 内 部 非 空 的 突出 
的 尖 凸 锥 (这 样 的 锥 称 为 立体 的 (solid))， 则 上 的 每 
个 在 K 上 正 的 线性 型 了 是 连续 的 (如 果 对 于 xeKK， 
fix)2z0， 则 称 f 在 兵 上 是 正 的 ); # M JE. E ñj — 4 I] 
量子 空间 ， 它 与 疏 的 内 部 有 非 空 的 变 ， 且 了 是 MEH 
在 兵 门 MY 上 正 的 线性 型 ， 则 互 上 存在 一 个 在 乓 上 正 
的 了 的 延 拓 线 福 型 F. W [1], [2], [3]. 

M. H. Boñuexopckñ 扎 


【 补 注 】 再 生 欠 也 称 为 母 锥 (generating cone), 


5) Banach 空间 (Banacl spaces} 中 锥 的 理论 得 到 


了 更 充分 的 发 展 . Vk KE Banach 空间 巨 中 的 一 个 
锥 ， 它 在 上 中 诱导 了 一 个 序 关 系 >. 如 果 锥 是 闭 的 ， 

则 对 于 E. Aichimedes 原 理 (Archimedea ptinçiple) 
成 立 : 如 果 xeE， 而 数 宛 >0 B -* 中 ， 双 如果 存 在 一 
点 了 使 得 对 所 有 的 ,XxX 所 7 ,那么 x 所 9， 对 十 一 个 立 


HH cC ~ Sx, 
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ERNER: 如 果 巨 有 Arkimed E, WAK 
是 闭 的 . 

B K'E KHAR. Bl 上 所 有 正 线 性 连续 函数 
W GEHE EK, J020, MESEK) M K' 
ETE, "4 BR 425 KEZMA, M, 3 K-K 
=E. WE 下 是 闭 的 ， 那 么 对 任 一 点 加 >0( 分 判 地 ， 
x É K), 存在 一 个 上 六 "使 得 fuy>0 (分 别 地 , fo < 0). 

锥 兵 称 为 不 平坦 的 (unflattened)， 指 对 在意 x€ E 
存在 元 案 nu, vEK 使 得 


Nal He < M|| x ll. 


x = HÜ, 


其 中 时 是 常数 . 
如 果 一 个 锥 是 闭 的 和 再 生 的 .那么 它 是 不 平坦 的 
(Kpeiiy - Smulyan 定理 (Krein - Smulyan theorem)). 
一 个 锥 下 称 为 是 正规 的 (normal)， 指 


mí(|<+y|:xyeK x Ely => 0 


帷 的 正规 性 等 价 于 范 数 的 半 单 泗 福 (semi - monotonicity 
of the norm): 0 <y<x # S | S M lx l, p 
MEHE. W K'# SR E P| E B EK, HE 
要 条 件 是 锥 是 正规 的 ((Kpeiia 定理 )Krein theorem). 
对 俩 地 : 如 果 K EATA KERE, WAKE 
和 再生 的 . 存在 一 个 一 一 线性 连续 映射 ， 它 把 具有 一 正 
规 锥 兵 的 空间 五 映射 成 某 个 紧 统 Q 上 连续 函数 空间 
CO) 的 一 个 子 空 间 , 并 且 在 此 映射 下 ,天 的 元 素 且 只 有 
TESORERIA AN. 
(completely repular), 指 天 的 元 束 的 每 一 AHER 
有 界 ERAR HEPMA. 3; 天 是 闭 的 和 正则 的 ， 
则 它 是 正规 的 ; 每 一 完全 正 删 锥 是 正规 的 和 正则 的 ， 
其 实 如 果 兵 是 正则 的 和 立体 的 ， 那 么 它 就 是 完全 正 出 
的 ， 锥 的 正 出 性 与 范 数 的 有 序 连 续 性 (order oontin uity 
of the norm) 相关 : 如 果 x 0 , 即 如果 族 {x,) 是 递减 
有 向 集 ,， 且 infx =0,382. 1 x. | — 0. PH K E MM 
性 等 价 于 如 下 性 质 ， 即 空间 五 是 Dedekind ZENH E 
中 的 范 数 是 有 序 连 续 的 . vi KHENA E Ep 
范 数 的 有 序 连 续 性 .， 

HE KEAT WA (plasterable). 如 果 存 在 锥 KEX 
和 数 5>0， 使 得 对 任 一 xeK, 球 S(x; 8 lxl)S K. 
乓 的 可 塑性 等 价 于 三 中 在 六 上 为 加 性 的 等 俐 范 数 的 存 
EE. 可 塑 维 是 完全 正则 的 . 

锥 的 理论 也 口 发 展 到 任意 赋 范 空间 ， 但 是 ， 在 一 
般 情 况 下 ， 上 面 提 到 的 某 些 结果 不 再 保持 ， 例如， 
Krein- Smulyan 定理 不 再 成 立 ， 闭 锥 的 正 贡 性 也 木 再 
蕴含 其 正规 性 . WI (7) 18], [9] p9. 

E 3 Bym: # 

TAEI 空间 锥 {或 模 ) 也 称 为 生成 锥 (spanning one 
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或 生成 模 (spanning wedæ)). 
有 序 连 续 性 有 时 也 称 为 单调 连续 性 (monotone 
continuity} . 
Banach 空间 中 的 维 被 用 于 最 优化 理论 中 它们 
LE HE X Ë y i aha E B t EK. 
参考 立 献 
[AI] Hiriart - Urruty, J. B., Tangent cones, generalized gra- 
dienis and mathematical programming it Banach 
spaces, Mathematics of operations Reseach, 4 (1979), 
79-97. 
[A2] Holmes, R. B., Geometric Functional analysis and its 
applications, Springer, 1975. 
[A3] Peressini, A I., Ordered topologcal vector spaces, 
Harper and Row, 1967. 
[A4] Barbu, V., Convexity and optimization in Banach 
spaces, Reidel, 1986. 
参考 文献 
[i] Dyermmomapnpd anarmm3, Capanowan mamm firmo. 
™era, M., 1972, rz. 8. 
[2] Edwards, R. E., Functional analysis: theory and applica- 
tions., Holt, Rinehardt, Winston, 1965. 
[3] Schaefer, H. H., Topological vector spaces, Macmillan , 
1966. 
[下 Dok, A., Lectures on algebraic topology, Springer, 
1980. 
[5] Spanier, E. H., Algebraic topology, MeGraw - Hill, 1966. 
[6] Lawo, M. Mi, Hynpretibep ,E D., (CHOM reopun 
xareropeñ, M., 1974. 
[7] Kpacunoceypcauñ, M. A., IIOTOSGTICIBHDE PEeTDICRHMA one- 
Paropasm ypPamepai M., 1962 ¿( % PF Æ: Krasnosel' skit, 
M. A. Positive solutions of operator equations, Wol- 
ters - Noordhoff, 1964). 
[8] Bymx, 5. 3, Breene B TeopHIO KOByCOB n HOPMHPO- 
HH MPOCTPARCTEAR Karnmmquuq ,1977. 
[9 Bym, E. 3, COMAE BONpOCH TEOMETpHH KOHRyCOE 
B HODMHDOBAHHRIX TPOCcTPakcTaax Kanmmmm , 1977. 
[G0] Kpetia, M. T., Pymen, M A., Ç Yonen marem Hayk), 
3 (1948), 3 — 95. E k, KEH, AREH 


锥 条 件 [ come condition ; Kogyca yenoene ] 

对 Fudid 空间 的 一 个 区 域 所 吉 的 条 件 ， 它 以 基 种 
形式 反映 该 区 域 的 不 平坦 性 质 , 一 个 开 集 GCE ME 
弱 锥 条 件 (weak cone condition), 是 指 对 于 所 有 xsEC， 
x+V(e(x), H) G sf, EP V (e(x), H) ë T 4 fE 
坐标 原点 和 的 有 圈定 开 度 ££ IE EE H (0 < H = oo) É E 
圆锥 , 且 其 轴 向 量 e(X) 依 更 于 x. 一 个 开 集 G 满足 强 锥 
条 件 (strong cone condition ), 如 果 存 在 一 组 开 集 G, 对 
闭 包 吝 的 覆盖 ， 使 得 对 于 任何 xE 如 门 G, 锥 x+ 
V(e(x), DEAE G 中 (这 些 锥 的 开 度 可 以 依赖 于 上 7. 
在 与 函数 的 积分 表示 和 鬼 人 定理 的 联系 中 , 锥 条 件 的 各 
ARHEHE CEEE, AMin, 3.38 [角形 条 件 ( 见 


Mp. r ik kk, 329. 
$> 
[i] Ew, O. B , Hmm, B. C., Homai, C M.. 


Mnerparrhabte rpejcranneunx dymom H rcopeMi 
nekem, M. , 1975 ( 6 PE K: Besov, O, Y., H'i, 
V. P. and Nikol'skii, S. M. 


tons of functions and imbedding theorems, Wiley, 


, Integral representa- 


1978). M. H. BolBinexopexañ E 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[Al] Agmon, S... Lectures on elliptic boundary value 


problems, v. Nostrand, 1965. 史 树 中 译 
EAR [confidence bounds ; nonaeprTeTkaaa pannua ] 
见 置信 估计 (confidenee estimation). 


Eikit confidence estimation ; moeeparerbaoe ouem- 
name | 

一 种 数理 统计 学 方法 ,用 来 为 概率 分 布 的 末 知 重 数 
构造 出 一 个 近似 值 集合 . 

it X ARTF Euclid 空间 中 的 集合 各 内 的 随机 
HE, 设 此 向 量 的 概率 分 布 属 手 一 个 让 密度 p (x | 6). 
(xë, DE 合 ) 所 定义 的 参数 分 布 族 , 密 度 p(x| 和 从 是 相对 
于 测度 g(x) 而 言 , 假设 相应 于 区 的 观察 结果 的 条 数值 8 
为 未 知 ， 置 信 佑 计 的 可 点 在 于 造 出 一 个 贷 合 已 [Xx). 它 依 
赖 于 久 且 包含 相应 于 未 知 真 值 8 的 一 给 定 函数 值 #9). 

i UB PR 9 u (0) 的 值 域 (BE 回 ), 并 设 Ctx) (x€ y) 
HAARA e Wx EETU- REA EH R 
定 对 任 -- 元 asf 及 任意 值 ge O EHC) 的 概 
HEN RREH 


Petu, 8} = f plxIDdux), weU, 088 
Cuix)5u 


给 出 , 它 称 为 对 给 定 值 中 集合 C(X) S 的 覆盖 概率 
(covering probability). 

若 真 值 8 未知 , 则 相应 于 天 观察 结果 的 集合 CO 
(HARR CO), x€ 2-) fk 38 PS Š u (0) 的 未 知 真 值 的 
一 个 置信 集 (confidenoe set) 或 区 间 估 计 (interval 
estimator) . 置信 概率 (confidenee probability) P- (gy #T 
CEL E LEIES 


Pel = Pelut, 0), ñ= 8 


A, EHEAR EEA M h BJ K lB] it CaO 的 
概率 特征 ， 换 色 话 说 , PoE CO N 3 u ÉE 
率 ,W (0) R — Ei u 在 未 知 真 奢 数 点 0 处 之 值 . 

刘 果 置信 福 率 P-(0) + tK $ñ + 0, 则 区 间 情 计 CD 
称 为 对 样本 空间 相似 . 这 名 称 的 来 由 是 下 述 两 公式 的 


= = = = k = à 


Pel) = P{ C(O Su(0)|9) = 
以 及 
P[{XE 到 | 从 = 常数 = 1 


在 较 一 般 的 情况 下 , R 巧 依赖 于 未 知 的 gb, 出 于 这 个 理 
由 ,在 实际 上 作 中 区 间 估 计 的 质量 通常 是 通过 置信 水 平 


(confidence level) 
Pc = in[Pc(0) 


来 表征 , 此 处 下 确 界 是 在 集合 OLRAK (FIS k FS 
时 被 称 为 置信 系数 (confidence wefficient H. 

置信 估计 的 优化 层 由 区 间 傣 计 所 要 满足 的 要 求 来 
定义 ,例如 , 若 昌 的 是 构造 与 样本 空间 相似 的 .有 给 定 
la T o (0.5 <¿o<1)63J RTE., 则 这 要 求 可 用 恒 等 
式 


Pelu, 89] Zo, eB 


表示 . 自然 地 , 去 寻找 这 样 的 区 间 估 计 , 它 覆盖 真 值 4 (0) 
的 概率 , Eb ENRILE EUDAR. HA 
说 ,这 阁 称 为 无 偏 性 杰 求 的 第 二 个 要 求 ,可 用 不 等 式 


Pelu, @ =< u, uel, beð 


表示 . 在 这 些 条 件 下 , “最 好 的 "估计 局 可 合理 地 取 为 
这 样 的 估计 , 它 罚 盖 任 一 不 同 于 真 值 (全 的 值 # 的 概率 
尽 可 能 地 小 . 由 此 得 出 第 三 个 要 求 , 即 * 最 天 精度 "的 要 
求 ; 对 任何 不 同 于 C 且 满足 条 忻 
Pe uA) |] z o, fed 
的 C 不 等 式 
Pelu, 0) < Pe(u, 0), ue U, #e@ 


必定 成 立 . 

+S 2 yx = 4-3 RKE alih iH C ËJ T. tE, 35 tr 
于 构造 一 个 有 显著 性 水 平 (significance level) | -w 
的 .相似 于 样本 空间 的 无 偏 最 优 统计 检验 的 工作 ,这 个 
问题 的 解 的 存在 性 及 其 构造 .构成 了 统计 很 设 检验 一 般 
理论 的 基础 . 

置信 佑 计 在 #9) 为 一 纯 量 函数 时 用 得 最 针 ， 设 
X... X. (n2: 2) R # F| —IE#S2y fr (normal distribu- 
tion) 的 独立 随机 变量 , 带 未 知 参 数 Ex = 0. 及 Dx=0,. 
BBW tH u (0) =, 的 区 间 枯 计 . A 


-< 22l < _ T. 
ei = piyd- 


由 于 随机 变量 了 = n (X-a) RA B B F S n — 169 
Student 分 布 (Student distribution), Aiki PAAT 
RAMEK 0, A 0.(|0| <%,9,>0) 因此 对 任何 正 数 上 事 
性 
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三 三 ， 本 
一 0, < X+— 
|x Va b: < vl 
发 生 的 概率 只 依赖 于 t， 如 时 把 这 区 间 取 为 名 的 区 间 
估计 蕊 , 则 它 将 相应 于 置信 概率 
P e(0..0,) = P( | T|<), 


这 与 8= (0.0). 这 样 的 区 疝 估 计 称 为 置信 区 间 
{oonfidenoe interval), 而 其 端点 旭 称 为 z 信 W 
(confidenoe bounds)， 在 这 种 情况 下 ,贺信 区 间 基 一 
个 相似 于 样本 空间 的 置信 估计 ， 在 本 恒 中 ,区 和 间 居 i 计 是 
最 精确 无 偏 的 . 
+ x W 
[1] Wilks, S. 5., Mathematical statistics, Wiley, 1962. 
[2] Schmetterer, L., Introduction to mathematical statislics， 
Springer, 1974 【1 详 自 德 文 ). 
[3] Lehmann, E., Testing statistical hypothesis , Wiley, 1986. 
[4] Eomoxs, J H., &Teopuq pepomgr.u ee npmwen.»., 10 
(1965), 1, 187—192. 
ID. B. Jw, H. M. Xarpa E KAR 译 


置信 区 N confidence interval; momepmmeruaai 首 arepaaur 
见 置 信 估 计 (confidence estimation). 


置 以 水 平 「 confidence level ; mopepurejdssurrm ypogenb] 
LEM (confidence estimation). 


TAME [confidence probability; moaepamrerTbBas BeposTt- 
HOCTh ] 
见 置 全 估计 (confidence estimation). 


置信 I [confidence set; nopepihrebamoe MHOwecTao ] 
AEM (confidence estimation). 


构 形 [configuration ; iah ypasuwa } 

以 相互 间 的 关联 (incidence) X £ 38 Ë Z ñ — 
点 ， 线 和 面 的 有 限 集 ， 构 形 可 以 在 一 个 平面 上 ， 也 可 
以 在 空间 中 . 

一 个 平面 构 形 (plane configuration) fE F mi EIE 
下 述 条 御 的 p 个 点 和 g 条 ( 直 ) 线 的 系统 : 每 一 点 都 与 ? 
条 线 相关 联 ， 而 每 条 线 寿 与 和 个 点 相关 联 ， 这 里 的 ， 
和 是 固定 常数 . 给 定 构 形 的 一 T E R E E R 
(system of generators) 是 该 构 形 的 这 样 一 个 极 小 点 
系 : 从 与 其 中 一 对 点 相关 联 的 线 和 - .对 线 相 交 的 点 可 
以 得 出 整个 构 形 ， 数 户 ,9, 六 下 以 美 系 式 py= gr HIE 
系 而 构 形 则 用 符号 (p,, 2) ER. SAARIN 8 
JO n (p). 

平面 构 形 的 例 ， 1) 相关 联 的 一 个 点 和 一 条 线形 成 
构 形 (1.).2) 不 共 线 的 3 点 以 及 分 别 与 其 中 每 -对 点 
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“ 联 的 3 条 线形 成 构 形 ( 31， 图 形 是 平面 上 的 三 角形 
pK MH. 引出 4 边线 和 两 两 相交 得 出 的 6 个 点 组 成 
的 完全 4 这 形 是 构 形 (G, 4 ， 不 过 这 时 并 非 所 有 连接 
构 形 中 -对 点 的 线 都 是 这 个 构 形 的 线 ; 点 P, Q. RA 
A RP. RQ, PQ 不 属于 它 (图 1)， 


图 1 


w f = "=" “ "F 


Lon TARAH JA- -个 映射 ， 它 把 点 上 映 成 点 ， 进 映 
成 直 、 面 且 既 保留 大 有 的 关联 美 系 及 不 疗 生 新 的 关 
联 ， 如 果 构 形 的 自 同 构 群 对 点 和 对 线 都 县 忧 递 的 ， 则 
法 构 形 称 为 正则 的 iregular). 


对 于 给 定 的 一 个 构 形 (p,, 9.)， 构 形 OPER S 
它 对 侦 的 (dual) (p) 型 的 构 形 与 其 对 侦 构 形 同 构 


FKA ER Gelf - dual). 

ul — AF493 PER RA XE E 98 e TS 
Gp. MARRI ARN 8138 BÚ (projective). P| n, $E 
T ji: 1.00 32 SRE PEREK ARER 2 0138 TEA 
理 ， 从 而 点 和 线 的 关联 在 该 平面 的 射影 变换 下 保持 不 
变 ， 王 是 这 个 构 形 是 射影 的 ， 这 种 平面 构 形 的 所 有 元 
素 及 其 关联 可 以 只 用 直 尺 画 成 图 形 ， 作 为 对 偶 原 理 的 
推论 ， 一 个 平面 构 形 总 有 对 侦 ， 

一 个 构 形 可 以 定义 成 一 个 有 限 部 分 平面 ， 某 个 构 
形 存在 的 可 能 性 取决 于 其 点 和 线 的 总 体 与 点 和 钱 的 关 
联 的 总 体 之 闻 的 几何 与 组 合 关 系 ， 一 个 构 形 也 可 用 一 
个 抽象 格式 来 定义 ， 岳 如， 图 2 的 表 展 未 了 一 个 4 面 
体 的 4 点 和 4 面 的 关联 (用 x 表示 )， 其 中 如 和 了 分 


l— +. 


图 2 
PERME. SE- 构 形 被 抽象 地 定义 后， 就 会 产生 
实现 问题 .也 就 是 说 ， 用 一 组 给 定 的 生成 元 构 作 全 部 
关联 的 可 能 性 ， 一 个 构 形 实现 为 一 个 有 限 部 分 平面 意 
味 着 把 它 同 构 地 上 映射 威 某 平面 的 个子 平面 的 可 能 
tE. 
HJE (p.), p23, JURA p BW WIRA 3 3k I; 


这 时 其 巴 点 和 过 是 成 对 关联 的 ， 构 形 (3,) 的 抽象 格式 
TA, ES RE 2 的 表 那 样 来 构 作 .具有 当 p27 
时 才 可 能 有 平 向 构 形 tp;}， 因 为 构 形 中 过 每 点 必须 有 
3 条 线 而 每 条 线 上 还 有 构 形 中 另外 2 点 ( 数 p 必须 满足 
不 等 式 p(p—1)223p, HERF, ZALTA ii 
FEJA (p) 型 攀 形 ， 具 体 有 和 瑚 少 个 与 p f X. (HS His 
是 唯 -的 ) SJ (7. 08 3 的 格式 所 术 ， 其 中 每 个 数 代 


i3| 12] 14i 
5 6 7 
4 34, 23 


图 3 
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z 


图 4 


表 一 点 ， 而 括号 右边 的 数 表 示 插 号 左边 两 对 点 的 连 线 
的 变 点 ， 重 线 右边 的 数 表示 左边 的 关联 都 成 立时 5, 6, 
7 点 必须 基线， 在 实 射 影 平 面 上 ， 除 最 后 的 关联 (3 点 
共 线 ) 椒 成 立 外 , 所 有 关联 都 可 由 完全 4 边 形 来 实现 
{图 4)， 共 有 3 个 不 网 构 的 构 形 (9)， 其 中 一 个 ， 
(9,),, 称 为 Brianchon - Pascal 构 形 (Brianchon - Pascal 
configuration) (图 5); 每 条 线 上 关联 着 3 个 不 同 的 点 
疙 ， 而 特点 关联 着 3 条 不 同 的 线 ， 这 个 构 形 可 存 射影 
平面 上 实现 (图 6); EERE., EMA A gtt E A 


Bl6 
Briawchon 定理 iBrianchon thecrem); Pascal Œ 
(Pascal theorernu). WEO DE 2 ShA EAO), (9,》 


【图 z) 与 Brianchon - Pascal 构 形 有 本 质 性 不 同 ， 何 
wW. AČ O), 不 是 正则 的 ， 而 (9,), 的 枸 作 要 异 助 于 


图 了 


辅助 的 2 阶 曲线 . 构 形 (0,} 届 有 10 个 互 不 同 构 的 实 
现 ， 其 中 最 重要 的 是 Desargues 的 形 {Desarguesjan 
configuration) (E 8). 它 可 以 在 实 射影 平面 上 实现 ， 


图 8 


而 且 是 射影 、 正 则 和 自 对 偶 的 . (10.89549 种 实现 
没有 表述 成 一 般 的 几何 定量 ， 而 且 其 中 只 有 8 种 可 在 
实 射影 平面 上 实 更， 但 它们 的 构造 都 要 求 对 对 成 元 系 
作 特 定 的 安排 (特别 地 ， 此 类 构 形 之 一 可 以 正 包 边 形 的 
形式 来 实现 (图 9))， 在 图 形 中 ， 顶 点 序列 也 能 以 和 作为 
同时 内 接 和 外 接 的 10 边 形 而 得 到 ， 构 形 (9;} 和 (10,) 
电 共 有 一 种 借助 于 作为 互相 内 接 和 外 接 多 边 形 的 几何 


#9 


构造 ; 这 样 - k, AE (Oh 表示 成 9 边 形 (2,3,6,1,5， 
9,4,8,7, 2)89JÉ A (181 6), Desargues 构 形 表示 成 10 
边 形 (1,2,3,4,5,6,7,%,9, 10,183 (H 8). 这些 
物 形 的 这 种 表示 在 自 饲 构 意 多 下 是 唯 -的 ， 一 般 地 ， 
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互相 内 接 和 内 接 p 边 形 的 构造 导出 (请 ) 型 的 一 个 构 
W, REEE A Aah tr JH A 8 BIP E £ E 
的 形式 给 出 的 表示 , 例如 ,Desargues 网 形 有 (在 自问 构 
意义 下 ) 唯 -的 方式 表示 成 互相 内 接 和 外 接 的 5 边 形 (1, 
9,7,5,3) 和 ( 8.4,10.6,2) (81 8). 5 p AI. Af] 
HR p o TEH t BGR A. 

2 JÉ (spatial configuration) E u fü hi tj- -个 
有 限 系 ， 其 中 每 -点 与 确定 个 数 的 而 关联 ， 每 - 面 也 
与 确定 个 数 的 点 关联 ， 租 空间 中 由 点 和 面 组 成 的 档 形 
一 样 ， 也 可 以 研究 空间 中 由 点 和 线 组 成 的 构 形 ， FE 
前 面 讨论 过 的 由 点 和 线 组 成 的 Desargues 构 形 也 是 空 
EHE (10, (É 由， 这 时 相应 的 3 过 形 位 于 不 同 的 平 
面 . 它 也 可 作为 由 点 和 面 组 成 的 构 形 (10,，5,) ， 对 应 
三 角形 的 6 个 顶点 ， 透 视 中 心 和 透视 轴 上 三 角形 的 对 
应 边 相 会 的 3 点 共有 10 个 点 .由 3 边 形 的 对 应 边 构成 
3 个 面 加 上 3 按 形 自身 所 在 的 2 个 面 共 有 5 个 面 . 每 
TU 839669 6 Tan, METAS ARH 8) X: 
Wx. . 
构 形 (4;) 是 平凡 的 tp,) 型 空间 构 形 ， 其 格式 在 图 2 
中 给 出 ， 它 可 以 图 示 为 4 面体 ， 当 p 和 7 时 不 可 能 有 
(pj) 型 的 枸 形 ， 当 p= 时 有 5 个 不 同 的 构 洪 格式 ， 其 
中 一 个 是 所 谓 的 M6bius Hë (Möbius configuration), 
它 由 两 个 互相 内 接 和 外 接 的 4 面体 组 成 .两 个 4 mg 
的 8 个 顶点 中 的 每 -个 与 4 面体 的 4 个 面 关联 ， 而 8 个 
面 中 的 每 一 个 与 4 个 点 美 联 ， 当 构 形 的 阶 增 大 时 、 不 
同 构 形 的 个 数 陈 速 增 天 ;例如 ， 构 形 (9 已 有 26 种 不 
同 的 几何 实现 ， 

最 引 估 注 晶 的 空间 高 阶 构 形 是 Reye 和 Schlafli 的 
所 谓 及 eye 构 形 (Reye confipuration), EE mh J HUA 
组 成 的 F (1208. EERE E a H E a pt P 8 hg 
造 ， 点 是 立方 体 的 顶点 和 中心 ， 立 方 体 之 3 组 水 行 边 
(在 无 穷 远 处 的 ) 交 点 ; 面 是 立方 体 的 6 个 面 和 通过 每 
一 对 对 过 的 所 个 面 (图 10). 
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Reye 构 形 是 射影 、 正 则 和 自 对 偶 的 ， 其 构造 也 可 以 
{ 按 对 个 原理 ) 用 8 面体 替代 立方 体 来 表示 (图 11). Reye 
构 形 也 可 以 当 作 点 和 线 的 空间 构 形 (12,, 16,). 


Æ 11 


由 点 和 线 组 成 的 130,, 12)) 构 形 称 为 Schlafli W < 
Schläfli double - six). J =H EE nÍ 38278 8 &: XDE 
的 每 个 面 上 {关于 两 631 Z —) 对 称 地 分 布 的 点 和 线 
(图 12) . 


Wi 12 


并 非 每 个 可 平 沾 构 形 都 能 在 实 射影 平面 上 实 
现 . 例如 ， 构 形 (75 和 (8;) 就 不 能 如 此 实现 ， 从 而 产生 
了 构 形 在 其 他 射影 平面 上 实现 的 问题 . 断言 基 构 形 连 
同 其 全 部 (但 可 能 除去 一 个 ) 关联 在 给 定 平面 上 的 实 
现 列 滔 了 该 构 形 连同 其 全 部 关联 的 实现 的 每 个 假设 
都 称 为 给 定 平面 的 -- 个 构 形 假设 (configuration hypo- 
thesis) .于 是 ， 如 果 在 某 种 平面 上 一 个 构 形 的 全 部 关 
联 可 以 实现 呼 该 平面 的 几何 性 质 所 致 ， 邦 么 这 个 构 形 
可 以 在 该 平面 上 实现 ， 亦 邵 评 可 平面 的 (planaD ,他 
w., HE 人 9 总 可 以 在 实 射影 焉 面 上 实现 ， 因 洲 由 
Brianchon 和 Pascal 的 定理 ， 其 除 一 个 以 外 的 全 部 关 


联 的 实现 将 蕴涵 那个 除外 关联 成 立 . 换 害 话 说 , 这 些 定 
理 是 构 形 假设 ， 在 这 种 平面 上 一 个 (7,) 构 形 { 图 由 的 都 
个 除外 关联 不 成 立 { 国 一 个 完全 4 边 形 的 对 边 点 不 共 
m). 于 是 这 样 -- 个 断言 不 是 构 形 假设 ， 但 它 在 息 射 
ETELE. 可 以 类 似 地 考察 其 他 构 肛 的 实现 ， 桂 莽 
是 ' 个 13》 构 形 可 以 在 3 个 或 4 个 元 素 的 Galois 域 上 
构 作 的 有 限 Pappus 平面 上 实现 . 

在 给 定 平 面 上 成 立 的 构 形 假设 以 -- 定 的 方式 将 该 
平面 的 元 束 进 行 组 织 ， 从 而 在 该 平面 的 几 箱 的 公理 履 结 
构 上 超 作 用 ， 例 如 ， 如 果 射 影 平面 的 所 有 公理 在 个 
平面 上 成 立 , 但 Desargues 构 形 不 能 实现 , 则 该 平面 是 
一 个 所 谓 的 非 Desargues 几何 ,一 个 构 形 假设 也 能 以 代 
数 形式 表述 为 某 个 代数 恒等式 .在 一 个 任意 的 射影 衬 
面 上 的 格 形 霞 设 只 能 当成 新 的 公理 镍 引进 ， 而 作为 公 
设 的 一 个 构 形 假设 却 可 能 会 导致 该 平面 上 其 他 构 形 假 
设 的 成 立 . 一 般 地 说 ， 相 应 于 -个 代数 恒等式 的 那个 
构 形 假设 , 称 为 这 个 恒等式 在 实现 该 构 形 的 平面 上 的 儿 
何 表示 . (不 过 是 否 每 个 构 形 假设 都 是 在 平面 三 元 环 成 体 
上 的 射影 平面 上 的 - -种 确定 类 型 的 恒等式 的 几何 表 
示 , 则 尚未 确定 .} 对 类 但 的 代数 等 价 物 的 考察 使 人 们 
醋 去 研究 一 个 构 内 的 性 质 以 及 它 作 为 有 限 部 分 平面 在 
一 个 特定 的 射影 下 面 上 的 实现 ， 又 研究 不 同 构 形 假设 
之 间 的 逻辑 联系 . 

HELE- RILA RE LAIA. 例如 ， 
(8,) 平面 构 形 在 没有 一 重点 的 三 次 曲线 理论 ， 特 别 
是 关 于 揭 点 方面 有 重要 作用 ,Reye 构 形 被 用 来 研究 4 
稚 欧 氏 空间 E PREMA mE. EE* 中 的 -- 个 正则 多 面 
性 是 由 3 准 正 则 多 面体 作为 界面 所 界定 的 , 后 :中 的 - -个 
正则 名 面体 称 为 - -个 a HE (n - oell), WERE Hn AE 
则 多 面体 所 界定 . 例如 , 一 个 5 胞 腔 由 5 个 3 维 4 面 体 界 
定 , 一 个 8 胞 腑 由 8 个 立方 体 界 定 ， 等 等 ，5 胞 腔 与 24 
胞 腔 是 相互 对 但 的 { 点 对 应 于 宣 间 ， 钱 对 应 于 平面 )， 
对 正 出 胞 胸 的 研究 昆 通 过 考察 它们 在 EF; 的 投影 来 进行 
的 . 如 果 对 一 个 24 B& Bë BR AE 3 维 面 作为 投影 的 空 
间 ， 则 得 到 空间 分 成 12 个 8 面体 的 分 绑 ， 其 中 除了 中 
心 的 那个 外 其 余 的 都 伸展 至 捷 穷 ， 所 导致 的 这 类 射影 
由 只 eye 构 形 (图 10) 所 实现 . 如 果 选 取 过 24 胸腔 的 一 
个 顶点 的 3 维 空间 作为 射影 的 空间 ， 则 仍 得 到 Reye 构 
形 ( 图 11). (24 Bü 2) 3 维 空间 的 射影 如 图 13 所 
示 .) 

及 eye 构 形 还 产生 于 中 心 不 共 面 的 4 个 球 的 对 称 轴 和 对 
称 点 系统 、 人 在 这 个 系统 中 每 根 轴 与 3 点 关联 ， 短 点 二 4 
根 轴 关联 ， 从 而 得 到 点 和 线 的 空间 构 形 (12,，16))， 行 
3 个 对 称 点 确定 - :平面 ， 与 一 个 对 称 点 关联 的 2 根 轴 
组 成 另外 8 个 不 同 的 平面 ， 总 共 12 个 平面 中 的 每 一 面 
与 名 点 关联 ，10 个 对 称 点 中 的 每 一 点 也 与 6 面 关联 ; 
亦 即 得 到 一 个 (124 构 形 . 由 Schlifli 双 六 所 表示 的 构 


形 在 研究 3 次 代数 曲面 的 性 质 时 得 到 应 用 .这样 一 个 3 
次 曲面 由 19 个 点 确定 ， 且 总 通过 某 个 Schläfli WU. 
其 本 后 在 干 它 的 任意 4 条 线 具 有 双 曲 面 排 列 ， 
对 于 关联 在 平 向 上 实现 的 构 形 假设 被 应 用 于 奸 究 
名 面体 (或 多 面 角 ) 和 解决 有 关 在 各 种 限制 (具有 不 可 达 
元 素 的 晴 构 ， 只 用 一 根 直 尺 的 结构 等 等 )] 下 的 构造 问 
ER. 多 面 性 构 形 的 理论 在 运动 学 和 图 解 静 为 学 中 得 到 
了 应 用 . 
攀 形 也 可 能 由 其 他 几何 元 素 组 成 ， 例 如 ， 
任意 维 的 单位 半径 圆 盘 给 成 ， 
参考 文献 
[1] Hilbert, D. and Cohn - Yossen, Š. E.. Anschauliche Ge- 
ometrie, Springer, 1932 (中 详 本 : D. Arn F. S. E. E 
福 森 ， 直 现 几 何 ( 上 ， 下 }， 人 民 教 育 出 版 社 ，1964). 
[2] Cxopanggon JI A. & Yengesi marem Hayk, 6 (1951). 
112 — 154. 
[3] Aprygos B. H. < Marem c6 P, 26 (1950), 425 — 456. 
[4] Levi, F., Geometrische Konfigurationen (mit einer Ei- 
nführung in die kombinatorische Flachentopologie ), 
S. Hirzel, Leipzig, 1929. T A Cunopoa $R 
【 补 注 了 可 平面 构 形 (planar configuration) # hj 1 # 
人 到 一 个 平面 中 的 构 形 ， 但 司 能 有 多 种 方式 的 嵌入 ， 
而 平面 构 形 (plane configuration. 如 前 定义 ) 则 是 在 一 
个 平面 上 的 构 形 
如 果 在 多 边 形 有 4 的 边 与 宪 边 形 8B 的 硕 点 之 辣 有 一 
"对 应 ， 虱 得 4 的 每 一 边 通 过 它 在 BB 中 所 对 应 的 顶 
点 ， 则 4 称 鸭 是 关于 BB 的 外 接 多 边 形 (Grcumscribed 


+u. 


H E" rh 


"w" + ü + “à 


polygon) ， 这 样 在 图 7a 中， 三 角形 147 是 关于 369 外 
接 的 ，369 又 是 关于 258 外 接 的 ， 而 258 是 关于 147 
外 接 的 
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AJ 是 关于 构 形 的 近代 参考 文献 有 关 在 3 次 曲 
面 中 的 Schlañi 双 六 的 一 些 烤 料 可 见 [A4]. 
这 里 论述 之 条 目 己 不 大 为 人 所 知 . 一 户 面 已 经 有 
(有 限 ) 群 的 理论 ， 特 别 是 置换 群 理论 ( 见 群 (group); 有 
RÆ (finite group); MiA (permutation proup)), 
其 中 作 置 换 的 对 象 的 几何 本 性 是 苞 关 紧 要 的 ， 另 一 方 
面 ， 如 果 对 构 形 本 身 而 不 是 对 它 的 自 同 构 群 有 兴趣 ， 
那么 有 些 对 此 作 研 究 的 学 科 ， 父 有 很 几何 (连同 其 具有 
有 几何 本 性 的 对 象 ) 或 区 组 设计 理论 ( 见 底 组 设计 (block 
design)) (那里 只 关心 关联 (incidence) 关 系 )] . 
[A2] 是 关于 这 些 材 料 的 参考 文献 
参考 文献 
[ALI] Steinitz, E., Konfigurationen der projektiven Geome- 
trie, in W. F. Meyer and H. Mohrmann (eds.): Enzy- 
klopadie der mathematischen Wissenschaften, vol. 3, 
Teubner, 1907 — 1910, 481 一 516. 
[A2] Dembowski, F., Finite geometries, Springer, 1968. 
[A3] Kärteszi, F., Introduction to finite geometries, North- 
Holland, 1976. 
[A4] Mani, Yu. 1, Cubic forms, North - Holland, 1984. 
* TH H 集 校 


聚合 分 析 [ confluent analysis 或 confluence analysis ; 
MD 中 mo9bTHh MAIHI | 

一 上 数理 统计 方法 的 总 称 . 这 些 坟 法 涉及 分 析 数 
基 { 隧 机 或 非 随机 }) 变量 XU... XO Z [B] 3 35 Hb fE E 65 
HALE, 条件 是 变量 X) 自身 大厅 观察 . 面 随机 变量 


Y = Xe e i=l, i (1) 


是 可 观察 的 . 这 里 e 外 是 在 对 XX 在 第 i 次 观察 时 之 真 
值 下 作 测 量 时 的 误差 ,n RRRA., 这 里 ,所 考虑 的 不 
可 观察 变量 XU... X ERRA CAH 关系 的 一 般 
形式 假定 为 弓 知 . 聚合 分 析 的 部 分 内 容 是 对 一 些 未 知 
参数 值 构造 统计 估计 盘 , 这 些 和 参数 出 现在 “结构 "方程 之 
中 ,以 及 构造 … 些 统计 检验 ,去 检验 有 关 这 种 半 系 的 性 
质 的 不 同 假设 ， 

案 合 分 析 理 论 和 应 用 方面 的 发 展 . 是 秆 对 结构 关 
系 为 线性 型 或 者 ,通过 对 原 变 量 作 适 当 变换 可 以 线性 
化 ) 的 情况 . 在 聚合 分 析 线 性 模型 的 框架 中 , 原先 关于 
个 变量 之 间 存 在 着 m (m < 站 个 线性 关系 的 先 验 假定 可 
表 为 :存在 p 一 mt 个 “公共 "关子 YO, Ye iE 


x9 = 4 YOU +À4,,- Á Yt m), $=1,~ P Q) 


ARER ASIA | (s=1,-, p; k=l; p-m), # # 
pom. ERATEN gem) - (2), 使 我 们 可 
将 基本 问题 陈述 为 关于 未 知 参数 值 4,, 的 统计 估计 和 
假设 检验 的 问题 . 形式 上 ,模型 01)--(2) 看 上 去 好 象 与 
因子 分 析 (factor analysis) 模 型 一 样 ; 然而 ,聚合 分 析 和 
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因子 分 析 问 题 几 无 共同 之 点 ,聚合 分 析 的 日 的 是 描述 
存在 于 变量 0,….X 之 间 的 结构 关系 ,而 因子 分 析 中 
的 基本 问题 则 在 于 造 出 和 解释 公共 因子 Ye Ym, 
同时 , 可 以 说 豪 合 分 析 与 回归 分 析 (regression analysis) 
间 题 性 质 接近 , 襄 合 分 析 某 些 部 分 模型 可 骨 人 回归 分 析 
的 框架 中 (例如 , 若 按 人 1) 的 观察 值 , 要求 显示 堪 带 误差 
的 变量 ?对 不 带 误 差 的 变量 OO…,X IK PGH) . 
参考 文献 

[1] Frisch, R., Statistical confluent analysis by means of co- 
mplete regression systems, Univ. Oslo Econom. Inst. 
1934. 

[2] Koopmans, T. C., Linear regression alaysis of economie 
time series, Publ. Netherl. Econom. Inst. 20, Netherlands 
Econom. Inst. 1937. 

[3] Kendall, M.G. and Stuart, A, The advanced theory of 
statistics, Inferenoe and relationships, 2, Griffin, 1983. 
Chapt. 29. 

[4] Malinveaud, E., Statistical methods of econometrss, 
North - Holland, 1979, Chat 10 (HEH Z ). 

[5] Añtmasn C. A. Bornagosckn H. M., š Jamo. ma- 
Doparopra $, 40 {1974}, 285-295. 

C. A. Añmosgu 所 
【 补 注 】 这 方法 最 初 由 HH. Frisch 提出 110) 其 实 
“ 识 全 分析" 这 个 名 称 在 西方 文献 中 已 不 再 使 用 . 它 已 
被 及 , G. Jəreskog ([A1]) 的 线性 结构 分 析 方 法 所 代替 . 
参考 文献 

[A1] Jórškog, K. G., Structural analysis of covariance and 


correlation matrices, Psychometrika, 4l (1978), 
443-477. 
【译注 】 EPEAT RAA A]. 
BEEM 译 


汇合 型 超 几 何方 程 [confluent hypergeometric equation ; 
Bblpox icdade rmüepreoMerpuuecKkKOe ypasnneume , iE {k 
超 儿 和 何 方程 (degenerate hypergeometric equation} 


» ». + n 


一 阶 线性 常 微 分 方程 

zw +(y—z)w —aw = Ù, a, Y= 二 常数 ， (1) 
. J: 8 Jt 52 

(e :zrw 一 ne zY ly = Q, 

一 般 地 说 ， 变 量 z, w MISS a, ?可 以 取 复 数值 , Whit- 
takes 方程 (Whittaker equation) 是 方程 (1) 的 约 化 形式 ， 
方程 (中 同 超 几 何方 程 (hypereeometric equation) 有 着 密 
切 的 联系 .合流 超 儿 何方 各 可 以 看 作 吓 由 Riemann ff 
分 方程 (Riemann differential equation) 当 两 个 奇 点 侣 并 
时 所 得 到 的 方程 . 点 x=0 是 方程 人 的 正则 奇 点 ， 而 点 
x=% Jes ñf sÁ ( BL, WJ ga (singular point) ) . E. E. Kum- 


mer 最 先 对 方程 (1) 的 解 进 行 了 系统 的 研究 . 
方程 《IJ 的 解 可 以 通过 汇合 型 超 几 何 函 数 (oonfhuent 


hyperæometric function) (z; y; 2) 878. WME y As 


是 整数 , 则 方程 41} 的 通 解 可 以 写 戌 下 列 形式 : 
w = Cila yin + Cr a+ =y (2) 


其 中 C. Tt C, 是 任意 常数 . 这 个 表达 式 企 具有 测 颖 
CHOKE z 平面 上 成 立 ， 如 果 y 是 整数 , 则 通 解 具 
有 更 复杂 的 形式 {可 以 合 有 对 数 项 )， 还 可 选取 不 间 F 
Or PRAA (例如 Whittaker & && (Whittaker func- 
tions),[2) ,13]) 作 为 方程 (1} 的 基本 解 组 . TEOMA 
还 可 通过 复 z 平面 上 的 转 道 积分 来 表示 . 

许 包 二 阶 线 性 常 微分 方程 (例如 Bessel 方程 (Bessel 
equation} ) 都 能 通过 未 知 函 数 和 自 恋 量 的 变换 化 为 方 
EOOH). FER Æ. J JE Y 


(aoz + Bow 十 (az +b) +(a;z + bw = 0, 
d, b, = 常数 


的 方程 可 以 利用 谍 合 型 超 几 何 函 数 进行 积分 . 
参考 文献 

[] Kummer, E. E., Ueber die hypergeometrische Reihe 
1+ofix ip" +, J. Reine Angew. Math. , 15 (1836), 
39 83; 127-172. 

[2] Krazer, A. and Franz, W., Transzendente Funktionen, 
Akademie - Verlag, 1960. 

[3] Bateman, H. and Erdélyi, A., Higher transoendential 
functions. The gamma function. The hypergeometric 
function, 1, MoeGrow - Hill, 1953. 

[4] Kamke, E., Differentialgleichungen : Lúsunpsmethoden 
und Lósungen, l, Chelsea, reprint, 1971 (E. F 88 zz, 
常 微 分 方程 手册 ,科学 出 版 杜 , 1977). 

H.X.Posoe 提 张 鸿 林 详 


汇合 型 超 几 何 函 数 [confluent hypergeometric function; 
BEIPOOEKDEHERS rAOEPTEOMETPHECKAN hyusunnq], Kummer 
函数 (有 ummef ñunction), Pochhammer M #k ( Poch- 
hammer function} ` 
汇合 型 超 几何 方程 (ooniluent bypergeometric equa- 
tion) 
zw +(y—z)w —aw = 0 (1) 


ER. 这 个 函数 可 以 利用 所 谓 Kumrner 级 数 (Kummer 
series) yE W: 
b(a;y;2) = Fila, y; z) = (2) 
_ az _ afati z? 
u It ne y+1) 2! 
其 中 上 和 ?+ 是 参数 ,可 以 取 任 何 实数 或 复数 值 ,但 是 ?=0， 
一 ] ,一 2,… 除 外 , 叮 z 是 复 变 量 . 838 bla; y; 2) F 3 
第 一 类 汇合 型 超 几 何 卫 数 {confluent hypergeometric 
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Function of the frst kind)， 方 程 (1} 的 另 .个 线性 无 


美的 解 
F(a; y; z) = 
Fia- y+ iy- a- Ln. , 
Tri- i OET LA vah 
yY#0, -1 —2..... | argz | < 


称 为 第 一 K A REILE A (confluent hypergeometric 
funcion of the second kind). 

合流 型 超 几 何 函 数 呈 (x;7;z) 是 整个 复 z 平面 上 的 
整 解 析 函 数 ;如果 z 固定 , 则 中 (a;Y;z) 是 的 整 函 数 ， 
基 % 的 亚 纯 函数 ,而 点 7=0, 一 1], 一 2,… 是 单 极点 .合流 
型 起 几何 函 教 payo AR (— So, 0) É E z Bi 
上 是 解析 画 数 ,并 且 是 = 积 ? 的 整 函数 . 

在 汇合 型 超 几 和 何 萎 数 由 心 ;六 2 与 超 几 何 画 数 
(hypergeometric function) F(z, B .y;z) Z BTE F #|3ë 
£=: 


Pia; y; 2) = pm F 


a, Ê, y; š 


万 等 关系 .由 个 函数 Oht y; 2 Payt; z) S 
为 函数 中 (a; ORRE. TAR Dayz) T E 
何 两 个 与 其 邻接 的 函数 之 间 存 在 线性 关系 ,例如 


Taiy 2)—YPa— 1;Y;7}—7zP(a; y+1;z) = 0. 


可 以 从 超凡 何 函 教 的 邻接 师 数 之 介 的 关系 式 中 得 到 六 
个 这 种 形式 的 公式 .继续 应 用 这 些 递 推 公式 ,可 以 推出 
函数 b (x;y;z) MERAM Otm; y+n; z) (P m 


An 是 整数 ) 之 间 的 线性 关系 . 
mp2. 
L paye) = goate hatn; Y +n; zh 
H=1,2,.... 
基本 积分 表 不 或 
W@(a;y;z) = 


__ T 
Fo 一 的 
W(a;y;2) = 


= _ | f =n a —1 -a-i 
YA F PAT! de, Reap0, Rez>0. 


合流 型 超 几何 函数 当 z — co IN BJ Bi #E pi Pr AA 
家 这 些 积分 霄 示 式 来 研究 ([1],[2],133). 如 果 >— co, 


1 
em ly di, Rey>Rea>0; 


而 «和 z 是 有 界 的 , MAR Diay z) B9 PE BE Hh 2: zÉ 
(2) 来 描述 ， 特 别 是 , FT KB RER OA: : 


@(a;y;z) = 1+0(| y |7) 


HERRE LA BRAJLA RRATA: 


. > > èv +è v . ú snabbar 


Bessel pq 3: 
让- “|+ 


2+ l; 2iz|, 


2 


Jiz) = T 


e $Ó +L : 2p 十 1 2z|， 


L) = 7 


1 
TOt” Bi 


K,() = Vre (zy Y u es: 2+1; 2z. 


Laguerre 多 项 式 ; 


e Da 


Lz) = ——tb(—n;a+ 1; 2). 


概率 积分 : 


指数 积分 函数 : 
—Ei(—z) = e` Ẹ(l; i: z} 
对 数 积分 铺 数 : 
H(z) = zl; 1; —Inz) 
r 83: 
Ta,z) = e Fl-a l-a z} 
初等 函数 : 
e = @(a; e; z), 
sinz = e“z@(1: 2; —2iz). 
JPII], f2] ,13] ,[8] - 
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HALAH [confom conics; codosgycunse xpimsae | 
RAP KË C KH ER. ME F, A F, E 
平面 上 给 定 的 两 点 , 则 在 平面 的 每 -- 点 上 ,有 -AWA 
和 -条 双 曲 线 通 过 , 它 匀 以 严 和 中 作为 两 个 公共 些 
每 一 个 椭圆 和 每 一 条 与 其 共 焦 的 双 曲 线 是 正 交 
的 ,也 就 是 说 ,它们 【在 相 个 点 上 )] 相交 成 直角 . 在 一 个 


适当 的 坐标 系 中 , 一 切 共 焦 的 椭圆 和 双 曲 线 吕 以 由 下 列 - 


方程 给 出 ， 
x? 2 
Žž +— = I, (r) 
À i~e? 


其 中 < 是 由 焦点 到 坐标 磊 点 的 距离 ,外 是 可 变 和 参数， 当 
4> 己 时 ,这 个 方程 定义 一 个 精 圆 , 当 09<4<e 时 ,定义 
-条 又 曲线 ( 当 4<0 时 , 则 为 虚 -次 曲线 )， 如 果 其 中 
-个 焦点 趋 币 于 元 穿 远 , 则 最 终 得 到 两 族 共 焦 抛 物 线 
(图 2). 


任何 两 条 届 于 不 同族 的 执 物 线 也 是 相互 正 交 的 ， 可 以 
利用 共 焦 的 椭圆 和 又 曲 线 扶 下 述 方 式 引 人 所 滑 平 面 上 
的 椭 贺 坐标 系 {elliptic coordinate system). 如果 Mix, 
们 是 平面 上 的 酝 何 一 点 , 那么 把 它 的 上 华 标 代入 方 牲 


(*), 便 竺 到 一 :个 关于 4 的 二 次 方程 ;这 个 方程 的 两 个 根 
A 4; 就 是 点 M BJ WIB ba. t e E 8 OG HH e < 
身 构 成 这 个 坐标 系 的 坐标 网 ,也 就 是 说 ,它们 由 方程 
4 二 常数 和 = 常数 来 定义 . BC3-3 

【 补 注 】 

PERR 
[A1] Struik, D. J3., Lectures on analytic and projective ge- 

ometry. Addison - Wesley , 1953, 157—160 ， 

张 鸿 林 评 


HER [confocal curves ; ko 中 okKaunmbuare KDHBbie ] 
同 共 售 二 次 曲线 (confocal oonics) . 


共 形 联络 [ confonnal connection ; Koa 中 opwHaq cawanocrs] 

ERRE 时 上 一 种 被 分 - JU fn š& 89 differential- 
geometric structure) , š H E 8638 8 — Bhesa t. E 
REEERE M LEDER HEA EHAS n =dm M 
的 共 形 空间 C, 为 典型 纤维 的 时 候 . 五 的 结构 对 每 点 
XE 好 附加 共 形 空间 C. 的 一 个 楼 机 C., Z 2 R| T (B 
了 一 个 保持 x 上 太 在 x 的 所 有 方向 的 共 形 变换 外 )} 加 上 一 
个 无 穷 远 点 的 切 空间 工 .(MD), 作 为 这 个 空间 E 的 一 个 联 
络 的 共 形 联络 ,对 每 一 条 原点 为 x, BJ XW ROM 
和 其 上 每 个 点 % ,关联 一 个 具 形 映射 y:(C — (C)... 
使 得 满足 某 种 条 件 { 见 下 面 对 % 的 灯 件 ), 假定 空间 C, 
用 由 两 个 点 ( 现 点 ) 及 站 个 过 这 两 点 的 豆 相 正 区 的 超 曲 
面 组 成 的 标 架 来 描述 .这 种 标 架 在 伪 Euctid 空间 !R,，,， 
中 解释 为 满足 下 列 条 件 的 基 的 一 个 等 价 类 ; 


(eu, eri) = (e1, 61} Tt 5 (en, en), 
(eo. ep} = (en viven = (ee) = 0. (1) 
JEZER... n. Ih 
等 价 关 系 为 


{esa} ~ {Aes)}, a=0,..., n=l 


假定 好 被 坐标 区 域 覆 着 并 且 在 每 个 区 域 中 已 固定 一 不 
(Cy, 中 的 光滑 标 架 场 , 使 得 向 量 e, 定义 的 顶点 和 x 相 
同 . 那 么 下 面 对 % 的 条 侍 是 : 当 1 — 0. x 沿 .x 移动 到 
时 .y 必 收 敏 到 恒 等 映射 ,并 且 官 与 后 者 的 偏差 的 主 部 , 关 
T x 90 3 45658 rh 893 En 29 39, 区 须 由 下 列 形 式 的 - -个 
APERE: 


e o | 
l ef | | w Q 一 om (> 
| 0 =u} -wi 
w twt = Ü, w. B50... n+l] BJE n 


EB intimt?) A FERR H REA ER ww?， 
co G), (i < J) fl o? : 
of = Tñ dx'. deu T} | > 0 (3) 
AEZ, E xc REA y. 之 下 的 象 必须 由 下 述 向 量 定 义 
eald8 +oB( XY tet)], 
其 中 三 是 2 # xo 的 切 向 量 ， 并 有 
e(t) 
lim 一 一 一 
r—U t 
对 尾 意 点 x 处 场 的 标 架 , 在 按 公 式 马 = 和 名 ,后 =4e: 
作 保 持 条 件 1) 的 变换 之 下 , 即 过 渡 到 空间 {C) 中 共 形 
标 时 主 纤维 关 末 的 任意 元 时 ,形式 ( 引 蔡 换 成 下 面 的 下 
上 的 1 形式 : 


= 0. 


= Af dA% TALAP o$, 
它 也 组 成 形 如 (2) 的 一 个 矩阵 oy”. 2 形式 
QE= do La Aw] 


组 成 -个 结构 和 (2) 相同 的 矩阵 0 =l yzl. 利用 形式 
datto Awi 可 以 得 到 表达 式 MISA A 95, 巾 
FO) QRA di 的 线性 组 合 ,因而 也 是 wt 人 oi 的 
线性 组 合 . 对 于 矩阵 ay 中 的 元 ,月 共 形 联络 的 结构 方 
程 ( 这 里 为 简便 起 见 省 略 了 “:" 5): 


dal + ot Aw = Ri, 

do) +w —B wh) Aoh = Q, 

dol +a Aot +o Aa +o Awb = 
da? tal Alw Boh) = Q9, 


4 
Y cj, (4) 


在 这 里 ,右边 部 分 是 半 某 本 的 形式 , PENRE AO, 
的 线性 组 合 ; 它 个 组 成 共 形 联络 的 措 率 - 曲率 形式 
组 ,并 按 下 列 规 划 变 换 : 


QP = APAP RI +A PR), 
Qj = ABASH, 
Q; = AFAQ + OAT A — AtAY ,1 ) 
方程 02,=0 具有 不 变 式 意义 ,并 决定 -个 零 挠 率 的 共 形 
联络 , 设 
Qf = 工人 beh Awoh. 


2 
Art F A0: 
Chi = (AP YATAJALA Chr 
而 对 于 Ci =E w 


C, = AP YAA, Cp 
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FEES E q =Q =0, C ,=0 HE E (Cartan) 规 
范 共 形 联 络 的 特殊 类 . 
组 成 (2) 型 的 乱 阵 的 那些 形式 (3) 队 一 地 决定 了 M 
上 的 共 形 联络 ; xx, 处 的 标 架 在 ?itCJ — (C). Z F BJ 
R A BJ 38 PF 3 u (0) =e ËJ F 2| b tH e E 
义 的 : 
du, = (wl) n(x up 


Ep x'= x'(t) BE BH R 2 在 xu 的 某 个 坐标 部 域 内 的 方 
程 ,x 的 坐标 为 x" 四 .如 果 IT 上 的 一 组 1 形式 9, wt， 
< 月 ,et, 满 足 右 过 可 用 ot Ao EERDE (4), 
这 里 败 [E= 上 用 是 线性 独立 的 ,那么 它们 就 在 上 述 
意义 下 决定 了 MM 上 的 一 个 共 形 联络 . 

共 形 联络 提供 了 研究 Riemann 空间 共 形 映射 的 合 
ELR. 如 果 存 在 好 上 的 局 部 标 架 场 ,关于 它 有 


e = Puoh o = Qo, Ri = Qc Ao. 


么 巷 形 联络 就 转化 成 某 个 Riemann 空间 的 Lei- 
Civita 联结 (Levi- Civita connection)， 美 于 这 个 联络 ,由 


do + wk Not = ER Auh 


定 羡 的 曲率 张 量 只 为 


Ri = ài P Ik — M P- P, HSR Pa + Ch. 


友之 ,对 于 Riemann 空间 的 每 个 Levi - Civita 联络 ， 
看 在 唯一 的 规范 共 形 联络 ， 使 得 它 可 由 上 述 的 方法 得 
到 , 这 里 局 ,=0, P ÆN Rici KA R =R, 和 数量 曲率 
及 = 了 只, 按 下 式 表达 的 : 


ltl s gp È _ Z _ 
P, = kai kaqa 


(conformal curvature tensor). 两 个 Riemann 空间 是 
共 形 等 价 的 , 如 果 它 人 的 Levi- Civita 联络 有 相同 的 规 
范 共 形 联 络 .特别 ,; 当 n>3 时 , Riemann 空间 是 共 形 
Eudid 空间 当 且 仅 当 它 的 C5=0. 
参考 文献 
[1] Cartan, E., Les espaces à connexion conforme, Ann 
Soc. Polon, Math. , 2 (1923), 171—221. 
[2] Ogive, K., Theory of conformal connections, Kodai 
Math. Sem. Reports, 191967}, 193—224. 
O. F. Jywacre Ë 
Lè RIES AAGE, LEA H P 65 56 É X 38 PF T, 
BAA Onti, P T ARRA ntl. 
TAAA) 主 部 这 个 概念 见 流 形 上 的 联络 
(connections on a manifold)} 的 补 注 . 
WNE 译 
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共 形 微分 几何 学 [ conformal - differential geometry ; k+ 
中 oparmo - midibepeunuaIruau reometpas | 

共 形 几何 学 (conformal geometry) 的 一 个 分 支 ,用 
分 析 的 方法 ,主要 是 微分 学 的 方法 ,研究 在 此 形变 换 之 
下 不 变 的 几何 量 ， 
， 在 共 形 平面 M, 中 ,每 个 点 或 加 是 用 一 个 向 量 
二 {来 定 广 的 ,这 里 x [=1.…, 中 是 所 谓 
的 四 圆 坐 标 (tetracyclic coordinates) ， 对 一 个 点 有 


(O = xl +x + xt — xi 三 小 


而 对 一 个 圆 , (xx) >0 .平面 的 共 形 - 微分 几何 学 研究 贺 
列 和 圆 汇 , 一 个 圆 列 对 应 于 三 维 双 曲 空间 中 的 一 条 曲 
钱 , 面 一 个 圆 沪 购 对 应 于 一 个 曲面 . 赚 列 是 用 央 数 表 未 
x=x(t) 给 出 的 ,参数 t 可 以 被 指定 为 


如是 圆 列 中 两 个 无 限 接近 的 圆 之 间 的 钊 -在 圆 列 理论 
中 特别 有 意义 的 是 这 个 图 到 的 包 络 的 两 个 分 支 ,Y=Y(1) 
A vy= (t), 即 它们 的 密切 图 . 如 同 曲 线 的 普通 微分 几 柯 学 
一 样 , 对 - -个 圆 列 , 可 以 写成 为 向 量 x,z=dx ida, v, V BJ 
导数 关于 它们 自身 分 解 的 求 导 公 式 : 
2 = z. A = -X4CY cy， 
人 
do ` do 

这 样 可 得 到 两 个 不 变量 h= 和 g=ciic, 不 变量 5 
ER BIRR E HB EH A o RREN: b= lsin’ (p/2). 
AEH F R] th h ZŠ P3 BB it: E gi Ae 39 38 Ag: p k HI 
线 被 埋 作 一 个 包 络 , 即 不 变量 2 — +i 的 圆 列 . 进一步 ， 
如 果 不 变量 8 是 常 值 ,那么 知道 这 曲线 是 一 个 画 永 的 等 
着 轨 线 , 即 一 条 斜 驶 线 . 

在 三 维 空间 M, 中 ,方程 X=x 人 的 定 尽 一 个 球面 列 ， 
在 对 它 的 研究 中 , 它 的 包 络 曲面 ,所 谢 的 管道 曲面 (canal 
surface), 起 着 重要 的 作用 .每 一 个 球面 列 用 二 个 不 变量 
来 刻画 ,它们 是 这 个 列 中 的 球面 所 决定 的 某 些 和 . 

M, 中 的 圆 汇 是 用 参数 表示 x= xf , u) 给 出 的 ,在 
双 曲 空间 中 与 它 对 应 的 曲面 上 , 将 与 曲面 在 点 x 的 切 平面 
正 交 的 直线 取 为 第 一 类 法 线 , 以 及 第 一 类 法 线 关于 绝对 
形 关 的 极 法 钱 取 为 第 二 类 法 钱 ， 这 样 就 方便 地 引信 
了 配 概 规范 化 { 见 [3]). 在 M. 中 , 汇 的 规范 化 和 曲面 的 
规范 化 相对 应 :和 每 个 圆 旬 相配 的 是 和 x 以 及 每 一 个 无 
穷 小 地 接近 的 圆 正 交 的 图 x ,用 来 定 光 陪 束 的 两 个 加 
HATARI” X ri yax A M, 上 ,对 应 于 台 曲 空间 
中 相 虱 山 面 的 不 变量 也 定 穴 了 圆 汇 的 不 变量 .并 找 出 了 
ERRER KANE. 


在 M, 的 曲面 沦 中 ,借助 于 在 每 点 和 曲面 的 所 有 切 
球面 正 交 的 正规 圆 引 人 和 曲面 的 标 架 ;在 各 点 附 以 -T# 
形 标 架 , 它 是 由 曲面 的 一 个 虑 x, 定义 正规 加 的 两 个 举 
标 球面 y, (i 二 1, 2), X 的 一 个 切 球面 z 以 及 这 个 球面 和 正 
规 贺 的 交点 外 组 成 的 .在 曲面 规 范 化 的 一 般 理论 中 ,我 
们 用 到 共 形 空间 的 规范 曲面 论 和 到 曲 空 间 的 绝对 形 的 
内 配 极 规范 化 理论 之 间 的 同 构 . M, 中 一 个 规范 曲面 的 内 
几何 是 一 种 Weyl 几何 , 它 的 第 一 基本 张 最 和 曲面 的 角 
度量 张 量 相同 ,而 第 二 基本 张 量 是 定 匀 球面 的 支撑 坐标 
的 正规 化 子 ， 

关于 规范 曲面 得 到 的 铺 果 对 于 规范 共 形 空间 也 是 
上 成立 的 . 
参考 文献 

H] Darboux,G., Lecons sur la théorie générale des su- 
faces et les applications géométriques du calcul infinite- 
simal, 1— 4, Gauthier - Villam, 1887—1896. 

[2] Blaschke, W. , Vorlesungen über Differentialgeometrie 
und geornetrische Grundlagen von Einstein's Relativitä- 
tstheorie 3. Differentialgeornetrie der Kreien und 
Kugeln, Springer, 1929. 

[3] Hopen, A IL, Ilpocrpancrea ah 中 mhoii oammocr , 2 
Man] ， M., 1976. 

[4] Eyumsanona ,FF B, Hopes, A IL, Ə;zweurui ronpopm- 
BOH IWOMKIDHH, Kazans, 1972. 
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共 形 Eudid 空间 [ conformal Euwdidean space ; wombop- 
MED - 下 axmamnoac IDOCTpaacreo ] 

FAA Euclid 空间 上 的 共 形 映射 的 Riemann = 
间 , HJE Euclid 空间 的 曲率 张 量 有 形式 


Ria = 2TIpia gi 
这 里 


Ty = tbr + BBm— gg). 


Pu T ne a 
当 n=2 时 ,每 个 所 都 是 共 形 Euclid 空间 .为 使 n>3 的 空 
间 成 为 共 形 Euclid 空间 ,必要 和 充分 的 是 存在 张 量 p. W 
Rf 要 和 Wup=0. 有 时 共 形 Euclid 空间 也 称 为 容 有 
共 形 映射 到 Euclid 空间 上 的 Weyl 空间 ( 见 [2])， 
+= sr hk 
[1] Schouten, J. A. and Struik, D. J., Einfiiirung m die 
neueren Methoden der Differentialgeometrie, 2. Noor- 
dhoff, 1935. 
[2]. Hopaem A. IL, IIpocrpascrBa adhannoñ cessaocna, 2 
E3, ， M. , 1976. F B Byrrvwanoaa JE 
【 补 注 ] 本 条 目 上 面 定义 的 概念 也 称 为 共 形 的 Euclid 
空间 ,下 册 是 对 这 个 概念 的 另 一 种 描述 . 设 M E — + n 


H Rieman 空间 (Riemannian space), HÆ Riemann 
Æ R Riemannian metric) g, Levi - Civita *# + (WL 
Levi - Civita 联络 (Levi - Civita œnnection)) D, 曲率 张 
量 (curvature tensor) R, Ricd 248 (DL Ricd 张 量 ;Riceni 
tensor))Ric 和 标量 曲率 (scalar curvature) K. 那么 共 


KÆ (Weyl curvature tensor) 2A FREH: 
C(X, Y)Z=R(X, Y)Z—(X A Y) (L(Z)— 
- LQXA Y) (Z), 
这 里 


1 K 


L(W)=— M IVATETCESIYCESI w 


(XA Y)(W)=g(Y, W )X-g(X. W)Y. 


FTE. M AREE EREDATE HERRERA, 当 
HA 

1) 33n>3Bf, C=0; B 

2) i n=3 H, C =0 并 且 (p, .LXY)=(D, L) (X). 

(#J 3 L [A1]: 当 n >3 时 , 对 于 工 的 “Codazzi $ 
程 " (Codazzi equation) 自动 请 忠 ,) 上 面 给 出 的 方程 的 
坐标 表达 式 可 在 J. A. Schouten 的 书 [A2] 中 找到 . 
参考 文献 

[AI] Yano, K., The theory of Lie derivatives and its 
applications, North - Holland, 1957. 

[A2] Schouten, J. A., Rio - caloulus. An introduction to 
lensor analysis and its 
Springer, 1954. 

[译注]】 当 m=3 时 , 共 形 曲 举 张 基 CEA. 内 此 ， 
这 时 M 容 有 到 五 " 的 某 个 开 邻 域 上 的 共 形 映射 , 54 H IV 
AWL) (Y) =(D,L) (X). EARE SE W 


geometrial applications. 


共 形 测 地 网 [ conformai - geodesic net; kompopmao - 


TEONCHMECKAN CETE ] 
Eudid H F — h m F A, 它 容 许 一 个 到 


测 地 网 (geodesic net) Eit (Conformal map- 


ping}， 经 旋转 一 个 直角 后 , 共 形 - 渍 地 网 变 成 - .个 得 
形 网 {rhombic net), R ZIRA, 
B. T. Eames E WFE 译 


共 形 几何 学 [eonformal geometry ; neofwaaa reowerpea ] 
几何 学 的 分 支 ， 它 研究 图 形 的 那些 在 共 形 变 撞 
(conformal transformation) FRERE. 共 形 几何 
学 中 主要 的 不 变量 是 两 个 方向 之 间 的 角 . 
共 形 几何 学 是 定 尽 于 增 涨 一 个 理想 无 穷 远 点 扩充 了 
的 Euclid 空间 上 的 几何 学 , 且 以 把 球面 变 为 球面 的 点 变 
换 群 作为 其 基本 群 。 这 个 空间 称 为 共 形 空间 (conformal 
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space) M,， 而 其 基本 群 称 为 共 形变 换 群 (group of 
conformal transformations) ， 在 共 形 空间 中 ， 平 面 是 
遵 过 无 穷 远 点 的 球面 . 

共 形 几何 的 这 个 定义 适用 于 尾音 维 数 的 Eudid 空 
间 ; 在 二 维 情形 ， 可 用 贺 来 代替 球面 ， 对 于 维 数 a 2>3, 
把 球面 变 为 球面 的 变 措 概括 了 所 有 的 哥 角 变换 
(Liouville 定理 (Liouville theorem)). 对 于 n=2, B 
角 变 换 群 要 大 一 些 ; 可 是 ， 就 是 在 这 种 情况 下 ， 共 
形 几 何 学 这 一 名 称 仍 是 指 具 有 把 轿 变 为 贺 的 点 变换 群 
作为 其 基本 群 的 几何 学 . 

菱形 几何 学 的 基本 群 中 每 个 变换 可 分 解 为 有 限 个 
Eudid 运动 。 相 似 变换 和 反 演 . 

平面 M, 的 共 形 几 和 何 学 的 基本 群 同 构 于 射影 群 的 一 
子 群 ， 即 三 维 射影 空间 P. 0 j 3 -— 4 — Br SEJ3E i OR 
天 型 二 次 曲面 ) 变 为 其 自身 的 射影 变换 子 群 ， 即 三 维 空 
间 的 双 有 曲 运动 群 ， 这 使 得 人 们 能 驶 应 用 一 个 与 被 用 干 
{E Eudid 几何 学 中 的 类 人 的 解析 结构 于 共 形 几何 . 

P KR ANAA x 0i=1,…,4) 或 由 具 
AWM aP bay hisk x 确定 , 设 


(Xy) = xi Fx2y2 十 X3y3 XN 


是 关于 两 向 量 x. Y 的 一 个 形式 ， 且 设 KE P, 中 由 方 
程 xi px;Fxi—xi=0 或 由 (xx) =0 定义 的 椭圆 型 二 次 
曲面 ， 对 于 大 的 外 部 点 ， 有 (xx >0， 对 于 天 的 内 部 
点 ， 有 (xx) <0. 利用 绝对 形 K, TURRE 
影 {stereograbhic projection)， 把 绝对 形 上 和 其 外 部 的 
点 变 为 共 形 平 面 以 及 其 苞 的 集合 . P, BJ X Jb TE x (i= 
1,…,4) 称 为 平面 M, EA J 65 FQ [Ñ 82 $z (tetracyclic 
coordinates). 由 于 在 球 极 平面 投影 下 ， 绚 对 形 上 的 点 
蛮 为 平面 中 的 点 ， 而 绝对 形 外 部 的 点 变 为 平面 中 的 
E. Pri BR s PXE KK P, 中 的 双 曲 运动 群 对 应 于 平 
面 的 这 种 变换 群 ， 其 变换 把 点 变 为 点 ， 把 较 变 为 轿 ， 
即 平面 的 共 形 几何 学 的 基本 群 。 这 个 群 可 由 下 述 公式 解 
析 地 给 出 : 


4 
xi = Dpkxn, k=1,...,4; det l| pi | = 0, 
1=1 


其 中 x, 和 x 是 一 点 在 变换 前 后 的 坐标 ， 且 具有 如 下 约 
T, MAER 


(xx) = xf +x} 十 和 — xi 


XY = (1 HRHP- (x; Y 
仅 相差 一 个 因子 . E 
e” = pipi T+pipi +PP —pips, 
则 该 二 次 型 保持 的 条 件 可 写 为 
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e% = ell 一 e” 一 ea = 1; e 一 G isj. 


在 共 形变 换 下 ， 无 穷 和 点 可 以 变 为 任 MA, 
所 以 一 个 回 可 以 变 为 -条 直线 、 反 之 亦 然 . 如 果 要 求 
无 穷 远 点 变 为 其 自身 , 即 直线 变 为 直线 ， 那 么 这 种 变换 
群 就 是 相似 变换 群 ( 相 悦 扩 大 (homothety) 和 Eudid 运 
动 ) 

P 中 相似 子 群 对 应 于 保持 绝对 形 上 某 一 -给 定点 不 
动 的 双 曲 运动 子 群 . 

共 形 变换 的 另 一 重要 的 类 是 由 反 演 (inversion) 组 
成 的 . P, 中 一 个 反 演 对 应 于 一 个 极 透射 (polar 
homology), 即 一 个 双 曲 运动 , 在 它 之 下 , 每 对 对 应 点 P 
和 严 位 于 一 直线 上 ， 该 直线 通过 绝对 形 外 的 其 一 国定 
C, BE 3 H kik (pipi CI N)=-1, XEN 
为 上 述 直 线 与 一 平 而 的 交点 ， 该 平面 为 C 关于 绝对 形 
的 极 面 ， 正 如 每 个 双 曲 运动 可 由 有 限 个 极 透 射 合成 一 
样 ， 任 一 共 形 变换 可 由 有 限 个 反 演 合 成 . 

平面 上 共 形 几何 学 的 主要 不 变量 是 两 加 之 同 的 来 
角 g， 它 由 下 式 


2 = YY 
08 P E Nyy) 
表示 , 其 中 x 和 YY 是 在 四 网 坐标 x fly G=, 


应 于 两 圈 的 向 莉 . 在 P 的 双 其 几何 学 中 ,平面 上 两 豆 之 
疗 的 夹 角 等 于 空间 中 对 应 于 那些 圈 的 点 之 间 的 非 Eudid 
距离 ， 角 的 不 变性 可 和 由 距离 的 不 变性 得 到 ， 丙 圆 正 交 
的 条 件 是 (xy) 一 9， 布 相 切 的 条 件 是 (xx) (yy) — (xy) =0. 
如 果 其 中 的 一 个 团 退 化 为 一 点 ，(xx) =0, Hü Z OR E 
关联 的 条 件 为 (xy) =0. 

M, 中 最 简单 的 图 形 是 一 个 号 束 ， 它 是 由 方程 
tapti £ X 05, JEF pH q ERR F 3 88 4" El E 
E. BRRR A=(ppX9q) 一 (pq 的 符号 而 成 为 : a) f 
RUS (A>0); b) Ai (A<0); 或 所 抛物 的 (A=0) 
( 见 图 1). 


所 中 的 直线 对 应 于 图 东 ， 一 个 柄 辆 束 对 应 于 一 生 不 与 
绝对 形 相交 的 直线 ， -个 双 曲 束 对 应 于 一 条 与 绝对 形 


相交 的 直线 ， 一 个 抛物 束 对 应 于 一 条 与 绝对 形 相 切 的 
直线， 由 于 也 中 的 每 条 线 有 y, MA M. 中 每 
TRA HMR. MAT PHE JLA N e E E k h 
复 变 量 的 分 式 线性 函数 给 出 . 

在 三 维 空间 M, 的 共 形 几何 中 ， 土 要 的 对 象 是 点 
和 球 ， 它 们 由 五 球 坐 标 (pentaspherical coordinates) 
x (i=1,…,5) 或 由 五 维 空间 中 的 伪 向 量 x 定 义 . 球 之 间 
的 夹 角 由 与 平面 上 图 之 间 的 夹 角 同 样 的 公式 来 定 交 ， 

M FREIA: 球 束 ww= 咯 十 应, 球 的 两 参 
S w=ax + fytyr, PR0R12= Sk w = ax + By +yz+ ót. 

M, FË) — TES — ff BIS 2sR s E S. BB 2 K 


2 
x= Dex, 
=l 

在 附加 条 件 

Exx ax) aF > 0 
TES. M x , x, 808 SE PJ PB] s PR y Z BJP 32 o Hi 
公式 
A“P(x,yXxsy) 

(yy) 


定义 , 其 中 4 是 由 As= (Xx) G, B=1, 2) 形 成 的 行 
列 式 的 元 素 的 余子 式 ， 圈 对 


Cos:0 = 


有 绝对 不 变量 


k = = 
AA 


#l h = FAVA" SS 
其 中 


Á; = (xx), Ay = (XX), A = det | A, |l 
= det [ A; ||, S; = (xx). 


AFEA DUA Kk AA PERANTE. Fi 
# in FEE Ki X. HUHH 3 DS pR 3 z BJ W E 3 P 
An An =A =4,=1, An=An=0, Sn = Sa =0, 这 两 
个 束 本 身 则 按 下 式 由 这 些 球 所 决定 : 

X = xi COSQ+X)Sin@, X= XI cosp +X sing, 
其 中 plp) ER x (x,) IP x (x, ) Z j 6 328. S R fs 
站 和 内 是 第 一 个 圈 的 主 球 和 第 二 个 图 的 主 球 的 来 角 ， 
则 称 角 外 和 把 为 这 商 个 圆 的 主 仙 (它们 与 第 二 个 贺 的 
主 球 和 第 一 个 加 的 主 球 相交 的 角 相 同 }) .一 圆 对 的 不 变 
量 用 主角 表示 如 下 : 


k = cos? 9, cos? b, h = Leo? 01 + eos 6,), 


主角 身 和 自 定 尽 了 第 一 个 二 的 球 与 第 二 个 圆 的 球 
形成 的 利 的 根 值 .如果 入 = 名 ,那么 对 应 于 图 对 所 有 的 
BR. 0=0 =0,; 这 样 的 一 对 圆 称 为 等 角 的 . 两 个 圆 的 
相互 位 置 可 用 圆 对 不 变量 : 所 环绕 (1 —2h +k>0); b) 
分 离 (I —2h+k<0); 或 c) 相 变 【1 一 2 十 让 = 们 ( 见 
图 2) 及 球 x, 和 % 的 线性 独立 条 件 来 表征 . 对 王 一 个 


CH E00 


圆 对 的 等 角 性 ， 其 充 要 条 件 是 太一 k=0. 

在 共 形 几何 学 中 , 数学 分 析 方法 的 使 用 导致 了 共 形 
微分 几何 学 (conformal- differential seometry} 的 产生 ， 
BRAHE (conformal connection) 的 空间 的 几何 学 是 
基于 共 形 几何 学 来 构造 的 , 并 且 这 种 岂 何 学 与 共 形 几何 
学 的 关系 和 Riemanm 几何 学 与 Euclid 几何 学 的 关系 一 样 . 
下 面 的 术语 也 是 对 共 形 几 何 学 的 习惯 叫 法 : 反 演 半径 
的 几何 学 (geometry of inverse radii), RJL È (circular 
peometry), 友 演 几何 学 (inversion geometry), 以 及 
Mibius 几何 学 (Möbius geometry) (得 名 于 首先 研究 
圆 变质 几何 学 的 A. Möbius) . 
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共 形 映射 | oonfurmal mapping ; kouhopmeoe oro6 pasen | 

使 无 穷 小 图 形 形 状 保持 不 变 的 连续 岗 射 

基本 概念 n 维 Euclid 空间 (x 之 2) 中 的 区 域 G 到 
n 维 Eudlid 空间 的 连续 映射 w = 了 (z) 称 为 在 点 zoeEG 共 
形 的 ， 如 果 该 映射 在 该 点 具有 保 角 性 和 伸缩 不 变性 
dilaticn) 是 指 当 :以 任何 方式 赵 于 zo 时 ,点 z 与 z ËJ) Sa 
点 f(z) 5 f(zo Fj É EP BS j z 5 z, E 89 EE 8 e 
1 了 (2) 一 ftz9111z 一 zo| 88 AA E BJ E R k =k (z, , f). 
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ZE k ERA Br zs E z 4 BJ li 85 £ 38 (coefficient of 
dilation). w —f (z) Æ z, 的 保 角 性 (preservation (con- 
servation) of angles) 是 指 在 G Ñ 点 zo 28 FR fB w PJ (E 
和 何 两 条 连续 曲线 h L, ( 即 它们 在 z, 5 BJ 12849 rR fii a) 
在 所 给 锋 射 于 变 成 的 一 对 连续 曲线 工 ， L, , 在 wo 一 了 (z0) 
交 成 相同 的 角 a. 区 域 G 的 连续 映射 称 为 共 形 的 ， 如 
果 它 在 该 区 域 的 每 一 点 都 共 形 . 按照 定义 ， 区 域 G 的 
共 形 映射 只 要 求 在 如 的 内 点 连续 并 且 共 形 ; 当 说 到 关 
于 闭 区 域 的 共 形 出 射 时 ， 作 为 一 人 条 规定 ， 是 指 在 内 点 
共 形 的 闭 域 土 的 连续 映射 ， 

在 最 重要 的 n=2 的 情形 , 区 域 G 及 其 在 岗 射 了 下 
的 象 f(G) 位 于 一 个 平面 上 ， 为 方便 将 平面 视 为 复数 = 
平面 C; 于 是 ，w= 了 lz) 是 复 变量 z EG 的 复 值 函数 . Thi 
HR, Æ waf) Ei z Edi. MDA z6 为 顶点 的 曲线 交 
角 在 该 映射 下 或 者 大 小 和 符号 都 保持 不 变 ， 或 者 保持 
其 大 小 而 改变 其 符号 ， 在 第 一 种 情形 ， 称 该 映射 在 
点 为 第 一 类 共 形 的 (conforma) of the first kind), £ 


= a * + +, 


cond kind}. Pop w=f(z) E z AW E tE 
共 形 映射 , MEHER w=) 在 z, ABERE 
BH, RDIR. 因此 ， 只 需 研究 第 一 类 共 形 映射 ， 
而 且 这 也 表明 当 说 到 共 形 映射 时 ， 不 必 具 蛋 指 明 
它们 的 类 . 

如 果 喘 射 w= 太 2 在 z, 共 形 ， 那 么 当 z … z Bf, H. 
值 (7 一 Fl 一 20) 趋 于 一 个 有 限 的 极限 ， 即 导数 
J CARFE. HEBE S (z 夫 0， 则 道 命题 亦 成 立 . 

因此 ， 若 f' zj) 存在 并 且 非 零 ， 则 在 w=f(z)] Bh 
射 下 从 有 出 发 每 个 无 穷 小 向 量 促 张 (20, 站 =| 了 Cz0)| 
f, 旋转 一 个 角 arg 了 "(zo), 并 按照 向 量 f(z0) -zo 作 位 
Ë; 以 z 为 心 的 无 穷 小 辆 盘 变 成 无 穷 小 圆 盘 ， 

WN w=f() 在 复 平 耐心 的 区 域 G AHE., SAR 
HAR (z) EG) 在 G 内 解析 且 f “(z) #0. aeh 
w= 了 {2) 在 区 域 G 内 共 形 (或 f(z) 解 析 ), 只 需 了 C2) 连续 
并 且 在 每 点 zEG 具 有 保 角 性 {( 即 保持 角度 大 小 和 符号 
TERHERE T. 如 果 转 而 要 求 连 续 映 射 w = (z) 
teG) 单 叶 ( 即 一 一 对 应 ) 并 且 在 每 一 点 具有 伟 纺 不 恋 
性 ， 那 么 该 映射 是 第 -- 或 第 二 类 共 形 映射 ， 因 此 f(z) 
或 J(2) 是 在 G 的 每 一 点 具有 非 零 导数 的 解析 函数 .对 
于 了 (2) 在 zoEC 的 某 叙 域内 解析 的 情形 ， 下 列 三 性 质 等 
价 :a) mw=Fz] 在 2 是 (第 一 类 ) 共 形 映射 ; bj f(z) # z, 
EREHE: o) f 《zy 产 0， 区域 G 内 的 每 - 单 
AER f(z) 把 G 映射 为 具有 相同 连通 数 的 区 域 (G); 
而 且 反 函数 广 "(z) 是 了 (G) 内 具有 非 零 导数 的 单 叶 和 解析 
KA. 亦 有 非 单 叶 共 形 呐 射 { 例 如 、w=z4 是 半 平 面 
Im z >0 内 的 非 单 叶 共 形 映 射 ; mw =e 是 整个 C 上 的 非 
单 叶 共 形 映射 ) , 

平面 共 形 热 射 理论 及 应 用 的 首 机 问题 是 通过 单 叶 
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题 ， 而 在 实用 上 则 表现 为 用 相对 比较 篇 单 的 函数 实 
现 这 种 映射 的 可 能 性 问题 . 对 于 具有 不 退缩 为 一 点 

-的 非 空 边界 的 单 连 通 域 的 情形 ， 前 -: 个 问题 已 巾 
Riemann 映射 定理 (Riemann mapping theorem) 4E 
T 肯定 的 解答 ( 见 Riemann 定理 (Riemann theoreml ) )， 
通过 应 用 单 复 变 初 等 函数 LTE), WE TERNAN 
射 为 多 边 形 的 Christoffel - Schwarz 公式 (Christoffel - 
Schwarz formula), 以 及 应 用 反射 原理 (reflection princi- 
ple) 与 拓 形 映射 的 近似 方法 , 对 某 些 特 殊 类 型 的 区 域 
第 二 个 问题 亦 已 解决 WE Rieman 映射 定理 ， 扩 
充 复 平面 内 所 有 具有 不 退缩 为 一 点 的 非 空 边 界 的 单 连 
通 域 共 形 等 价 ， 对 于 多 连通 域 的 共 形 上 映射， 其 情 
形 就 大 不 相同 , 由 于 某 个 区 域 G, 到 另 一 区 域 G, 的 单 
导 共 形 映 射 一 一 连续 并 有 旦 具有 连续 的 道 映 射 ， 为 使 这 
样 的 映射 存在 ，G 和 G, 必须 有 相同 的 连通 数 , 即 两 者 同 
为 单 连通 或 二 连通 等 等 ， 或 合 为 无 限 连通 . 然而 这 个 
必要 条 件 并 不 充分 ， 这 一 点 在 单 连通 域 情形 已 十 分 明 
显 ， 例 如， 图 盘 | z|<1 不 可 能 被 单 叶 共 形 地 映射 为 有 
限 平面 C, 同样 ， 扩 充 复 平面 筷 不 可 能 单 叶 共 形 上 映射 
成 圆 盘 |z|<1 或 平面 C (事实 上 , 在 后 两 种 情形 甚至 不 可 
能 找到 据 扑 观 射 }. 在 多 连通 区 域 的 情形 ,其 状况 甚至 
更 为 严重 , 例如, 圆 环 G1={z:7 <|z| <R,1 TEE 
BEHRA EA G= (z :r,<|z|< R,).,r, >0, r,>0, 当 
BERSARA B R r =R n 在 这 种 情形 ， 
G, 到 G, BAHE Wk $J REE N e Pr, z r, 的 整 线 性 函 
数 ， 其 中 月 是 实数 . 尽管 如 此 ， 扩 充 复 平 面 内 每 个 上 县 
有 非 空 边界 的 有 限 连 通 域 G FS HJ É pr OE Dh $J A 
有 相同 连通 数 并 包含 点 上 的 所 谓 典 型 域 (canonical 
domains), MRAR RAKSA AEAN FE, 去 
掉 有 限 个 不 相交 半圆 盘 的 扩充 复 平面 ; 或 除去 一 些 上 县 
有 给 定 策 角 有 的 时 对 数 螺 线 弧 的 扩充 复 平面 ， 此 处 的 
单个 裂纹 ,图 盘 和 螺 线 弧 可 以 退化 为 点 . 如 果 要 求 一 
给 定点 a EG 在 这 样 的 一 个 映射 下 对 应 于 只 上 是 当 z 一 a 
时 对 a 关中 有 关系 式 了 tz)=(z 一 4) '+OG —a), 对 4a=00 
# 5 8 = f (zy =z+O (1/2), 那么 在 前 两 种 典型 域 的 
情形 ， 映 射 阔 数 w=A{z) 存在 且 唯 一 确定 ， 并 称 为 典型 
共 形 映射 (canonical conformal mapping). FAE 
连通 域 ， 类 似 的 定理 也 成 立 . 

由 有 限 个 不 相交 了 间 周 (此 处 将 直线 视 为 半径 无 穷 大 
WARE REKER G, 到 同类 区 域 G, 上 的 每 个 单 叶 映 
射 都 是 分 式 线 性 映射 (factional - linear mapping). 
在 解析 范 教 论 中 ， 也 研究 由 解析 函数 作成 的 具有 不 同 
连通 数 的 区 域 间 的 非 单 叶 上 映射 、 这 包括 : 圆 盘 到 多 连 
通 区 域 的 共 形 映射 ; n 连通 区 域 到 nn 叶 圆 稚 的 映射 ; 
似 及 更 为 一 般 的 ，- 个 Rieman 曲面 (Riemann sur- 


Face) 到 另 一 个 Riemann 曲面 的 映射 . 

在 共 形 映射 的 理论 及 应 用 中 ， WU hii 
件 作 conditions ) 起 者 重要 作用 . 这 些 条 $ 
使 之 有 可 能 从 一 - 绘 定 区 域 到 另 一 区 域 单 连通 区 域 的 情 
形 ) 或 一 给 定 区 域 到 特定 类 型 的 典型 区 域 (任意 连通 
域 的 情形 ) 的 共 形 映射 无 穷 族 中 挑选 出 - -个 唯一 的 函 
数 . 对 于 分 别 具 有 不 退化 为 点 的 非 空 边界 [, D. 的 区 
H G.G, 最 通用 的 正规 化 条 件 是 : 1) HEHEA 
ae G 对 应 于 给 定 的 有 穷 点 bseG,, arg f”(a) =u, wx 是 预 
先 措 定 的 实数 , 0 二 a<2x{ 见 甘于 共 形 映射 的 Riemann 
Æ (Riemann theorem));2) 给 定点 a € G, 对 应 于 给 
E be G,, 3: E G, 的 一 个 给 定 的 可 达 边 界 点 如 ( 素 
w 边界 元 或 极 昭 元 (limit elements) TAARA 
(attainable boundary point 对 应 于 G, 的 给 定 可 这 
边界 点 ( 素 螨 1m( 见 共 形 陕 射 的 边 异 性 质 (conformal 
mapping, boundary properties of a)); 82 3) 区域 
G, 的 三 个 给 定 的 不 同 可 达 边 界 点 (KO M). Ç, Ü, 
分 别 对 应 于 区 域 G, 的 给 定 可 达 边 界 点 E o, o, 
aw. HESAR Fi AGAGA GAERA G, 位 于 
HEARE B), MA r, M a, o SÍ o, BF EC bk 
G 也 必须 位 于 其 左边 (或 右边 ) . 后 两 种 规范 化 类 型 名 
半 用 于 由 闭 Jordan 曲线 围 成 的 区 域 ， 因 为 在 这 种 情 
形 ， 区 域 的 可 达 边 界 点 与 素 端 的 概念 都 等 价 于 区 域 
的 边界 点 ， 关 于 任意 连通 域 到 典型 域 的 映射 的 正规 化 
条 忻 已 在 上 文 作 过 讨论 ， 

IF n >3, n #Æ Euclid 宅 间 中 区 域 的 共 形 映射 形 
成 一 个 十 分 狭窄 的 所 谓 Möbius 映射 (Möbius 
mappings) 类， 其 中 的 等 个 映射 或 者 是 线性 相 亿 歇 
射 ， 或 者 是 这 种 线性 相似 有 映射 同 反 注 (inversion ， 妈 基 
于 空间 中 某 个 球面 的 对 称 变换 ,或 反 半 径 映 射 ) 的 合 
成 (Liouville 定理 (Liouville theorem)). F n >2, 
— 4" fi 19 tE 38 tf) W. < Iñ B: BF 25 ih PS UN 30 ESAT 
(quasi -oonformal mapping) 组 成 EARRA TF, 
无 穷 小 图 形 的 形状 有 了 偏差， 但 这 种 怕 郑 是 有 限度 
的 ， 特 别 地 ， 角 度 的 大 小 有 了 有 限 凑 的 改变 ; 同样 ， 
无 穷 小 球 变 成 无 穷 小 查 球 ， 其 长 生 轴 之 比 有 界 ， 

二 准 区 域 的 共 形 映射 起 着 很 大 的 作用 ， 不 单 是 平 
面 上 的 区 域 ， 亦 指 位 于 光 清 曲面 上 的 区 域 ， 这 种 共 形 
映射 的 例子 可 以 由 球 曾 到 平面 的 球 极 平面 投影 
(stereographic projection) 与 Mercator 投影 给 出 . € 
们 是 在 制图 学 中 被 发 现 与 应 用 的 { 见 制 转学 中 的 数学 问 
EN (cartography, mathematical problems in); 制 国 
RE (cartographic projection)). 应 当 指 出 , 在 那个 
时 代 ， 曲 面 共 形 映射 间 题 的 提出 ， 以 其 一 般 形式 引出 
一 般 曲 面 论 的 开端 与 发 展 ， 共 形 映射 在 范 数论 . 位 势 理 
论 .数学 物理 方程 的 边 值 问题 的 解 .以 及 首先 是 关于 


Laplaœ 与 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 的 解 等 方面 找 
到 了 广泛 的 应 用 . 

某 些 单 连通 域 的 共 形 映射 ， 复 平面 中 区 域 的 伸 
缩 ， 旋 转 与 平 称 基 通 过 形 如 w=wz+b 的 整 线性 函数 实 
现 的 . 半 平 面 .加 级 与 贺 副 的 外 部 被 此 之 间 的 单 叶 共 
形 映射 是 通过 分 式 线性 变换 实现 的 . 此 处 ， 任 意 给 定 
这 种 区 域 之 .GG 过 界 上 三 个 不 同 的 点 总， 和 ， 己 【其 
编号 使 得 围绕 G, RRA G Ga iR G 位 于 其 左 )， 
AS RAER G 的 边界 上 三 个 不 同 的 点 c, 0 0 
【 作 类 似 的 编号 1， 则 存在 唯 -- 的 分 式 线 性 变换 w= 
Lini G, 单 叶 共 形 映射 为 G, HEREA 第 三 型 规范 化 
FiF LG =g k=l, 2 ，3， 该 函数 可 从 方程 


— Zz 一 加 . Fd 


 z—b hh 

Rih. WEA a, = 0 或 点 总 = 加 出 更 在 表达 式 中 ， 相 
应 的 每 个 分 子 和 分 母 须 代 之 以 数 1. 特别 地 ,单位 圆 盘 
D=1z :|z1<1} 到 自身 的 映射 的 _- 般 形 式 为 


Li | 


Ww ` ay — Wh 


mw 2-a 


Li) = ë 


w + 
1—az 
而 上 半 平 面 P= {z:Imz>0} 到 该 圆 盘 的 映射 的 一 般 
形式 为 
L.(2) 一 e" E, 

z—ü 


w 


KE hua c S| E: 0 # S sdh qi FARR, H m= 
arg L (a)=arg L (c), 0Sa<2r. $ alale, eime 
>0), a(0 所 a<2x) 均 可 预先 任意 给 定 . 因此 , 单位 贺 盘 
与 上 半 平 面 到 单位 圈 检 的 单 半 共 形 映射 的 上 述 -- 般 形 
式 ， 使 之 可 用 简单 的 方法 给 出 第 一 型 正规 化 灯 件 . b=0 
的 第 二 型 正规 化 也 容易 满足 ， 只 要 应 用 上 文具 有 绽 定 a 
(或 c) 的 - - 骤 形 式 ， 接 着 从 给 定 边界 点 和 四 的 对 应 条 
HAEN Te". 

实现 单位 图 盘 到 自身 或 上 半 平 面 到 自身 的 映射 的 正 
规 化 的 篇 单 性 ， 可 作为 下 面 且 有 广泛 应 用 的 方法 的 基 
KR. 借助 于 些 可 研究 具有 非 空 非 退 化 边界 的 任意 区 域 G, 
G, BEARR ERE. BEATE G 和 G, 
分 别 设法 借助 于 某 函 数 w=f{z2) 和 w= 太 {2) 单 叶 共 形 地 
映射 为 D (或 P}, 于 是 具有 某 种 正规 化 条 件 的 G, A G; 
的 块 射 问题 就 归结 为 寻求 D{ 或 P) 天 自身 共有 相应 正 
规 化 条 件 的 分 式 线性 变换 w= 工 (z)， 若 函数 工 已 求 
得 , 则 /(2)= fc (L (f. (z)) h E: RIAH. 考虑 到 这 
— A, FEH RI EA sl qa ty Bak D së Fk FA P 
ñj nF E h RI tti EAER. 

l 函数 w=e'=e* (ow ytisin y) 把 水 平 带 域 
lz=x+iy:0<y<x 映射 为 上 半 平 面 . 该 函数 把 水 平 
直线 了 =ce 瞻 射 成 射线 Argw=c, 把 竖 直 线段 (x +iy : 
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x=d a Ey SpA REM w  w]=e% as Argw S p} 

2) 函数 w=tan z 把 竖 直 带 域 {xtiy: orjia 
xeni) RAHAA D. 此 处 竖 直 线 x=c, 一 rx/14 = 
es<€z/4, tiw FEL i 和 一 为 端点 的 画 周 的 * 子午 线 ” 
mk. TA w tan ci Mk YTE Ix +iy; —m!4 < x 
srj, yadi Dede OAF E 3 T FFR 7 DU 
HAR °2£R7 弧 ， 连 结 单 位 圆周 的 左 半 与 右 半 部 分 并 
FLA z=ítanhd. 

3) 函数 w=sin z FPR Ix +Iy:— n ex <x/2, 
y>0) 映射 为 P. 此 处 水 平 线段 对 应 于 以 一 1，+] 3⁄ $E 
虚 的 椭圆 张 ， 而 竖 直 线 吸 则 对 应 于 有 同样 焦点 的 
X HRM. 

4) BÉ V.=(z:0<argz<x 1) (0 <a 5 2x) AAE 
V,= (z: 0<argz< BY (0 < B <2n (V,=P) 的 映射 函数 


w = En) = 
= jz 187“ Ë Ë argz| +i sin Ë wd| 


是 函数 mw=z 巡 的 一 个 单 值 解 析 分 支 . 此 钼 射线 arg z 
= 对 应 射线 arg w= feja, 并且 圆 千 ]z|=d 的 强 对 应 
FER Iw) d“ 5931. 

5) BARNAS- RAM H -A 8 SC Et SH pa A A 
aA b (a= b)238 TEAR B FIER A BE A ART FB 36 T- Jr 
法 映射 为 P， 首先 用 分 式 线性 映射 w =(z—ayG b) 
所 给 区 域 映 射 为 以 0 为 项 点 的 山形 上 上. 然后 用 旋转 基 
TA yiwe w EVRA A V. (W L x 4). Bš fE 4) 
H B= x hb 334 . 

6) HtA ( hI, Kyra A SR (Z hukovsk i 
function) 


w = (+ Vz2— 2) 


的 -个 单 值 分 支 ( 以 条 件 |wl<1 选取 之 )， 可 将 具有 焦 
E esya > 0 88 (a+ =L 的 外 部 
映射 为 圆 盘 |w|<cHat+b); 用 其 曙 一 分 支 ( 以 条 件 |wi>1 
选 定之 } 可 将 该 区 域 映 射 为 区 域 |w| >[a+5)/c， 同样 的 
这 两 个 分 支 分 别 把 具有 裂纹 [—c, c] 的 扩充 平面 已 映射 
为 单位 圆周 |z|=1 的 内 部 和 外 部 .椭圆 内 部 不 可 能 通 
过 初等 函数 的 复合 映射 成 D P; 该 映射 可 通过 初等 
函数 与 本 阅 正 芯 sn z 的 复合 实现 . 
7) 用 函数 


m n- 2y} 


w = erlit ytret} 


TARARE = a tE DUR (21 人) 一 0937 的 =1 
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两 分 支 间 的 区 域 如 映射 成 P， 其 中 函数 =+- 
£ G 内 的 单 值 解 析 分 支 由 条 件 im 上 >0 选 定 ，y= 


arc tan (b / a), 


pem = tem [e | 7 y oj 


+i sin 


T 
Fy wa), 


ARREA 4 385] ARAN 


i cosh en 3 
2y £ 
的 单 值 分 支 映 射 成 上 半 平 面 , 其 中 cosh 表示 方程 
osh w=; M F rik íz: 0 < Im z< z) 3E 85 l E IE $: >Ë 
轴 的 (唯一 ) 解 ， 
8) 抛物 线 六 =2px 的 外 部 到 已 的 映射 可 通过 


函数 
w = _ PE i P 
V š 2 VS 


的 -个 单 值 解析 分 支 来 实现 ， 该 分 去 系 由 条 件 
Im w >0 M. BAR : 


其 中 的 平方 根 取 正 值 .， 访 抛物线 的 内 部 到 P 的 映射 可 
通过 单 信 和 解析 函数 


w = icoshr Y F+ 
来 实现 、 其 中 
Vç = VB feos arges ising arst) 


9) 矩形 Q =[x+iy: —a<x<a, 0 <y<b1 0 H 
AERA P, MPE Oi pge h Ag 


,= 
V(1-ËKXI- 120) 


AAEE, AP k Ka F Ct afb, e 
WAFA aK, itt 


dt 


K= . 
I VAP 7) 
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共 形 映射 的 边界 性 质 [conformal manping , boundary 
properties of a; KO9 中 DPMHbI OTOGPAMEHRR TPAHHHHE 
CROËCTBA ] 

把 复 平 面 内 一 区域 共 袁 瞻 射 成 另 … 区 域 的 函数 在 
被 映射 区 域 边 界 上 及 边界 邻近 的 性 质 ， 在 这 些 性 质 中 
有 :把 给 定 区 域 G, 共 形 映射 为 区 域 G, WA g w = f(z) 
连续 延 拓 到 G, 的 边界 DRA RENA 下 的 可 
能 性 ; 在 这 种 延 拓 不 可 能 的 情况 下 的 不 连续 忻 特 征 ; 
经 延 拓 的 映射 在 边界 点 tsTi 的 共 形 性 ;经 延 拓 的 函数 
在 NERAZ G =G UT, 上 的 可 微 性 或 光 请 性 特 
征 ; 或 虹 射 函数 的 导数 对 于 G 中 各 种 解析 函数 族 的 
类 属 关 系 。 等 等 ， 这 些 性 质 是 同 G, 和 G; 的 边界 性 质 
联系 在 -起 加 以 研究 的 ， 共 形 嵌 射 的 最 一 般 的 边界 性 
质 之 一 盯 言 :对 任何 单 连 通 区 域 如 和 G: A GE G, 1 
HEE IERA wf), BRR R a T Ea 
立 了 两 区 域 的 素 端 { 见 极 限 元 (limit elements )) 间 的 
一 一 对 应 ; 即 该 映射 把 位 于 G, 内 确定 G, HETK: 
的 所 有 等 价 路 径 组 成 的 类 变 成 位 于 G, 内 确定 G, Bs 3: 
个 素 映 四 的 所 有 等 价 路 径 组 成 的 类 【 递 映 射 z 王 广 fp)， 
w eG;， 则 把 确定 中 的 覆 径 等 价 类 变 成 确定 了 的 路 径 等 
价 类 ). Hü H. KER FE JF. f ü E T 5 MR G 连 
AERA ERE ¿e G, 一 起 都 成 为 一 拓扑 空间 中 
的 点 ) 到 区 域 8, 连同 它 的 素 端 的 同 胚 . AAEE G, 和 
;之 一 是 单位 回 盘 D= z:|2) < 11 的 情形 (偶尔 是 半 平 
面 或 出 形 域 )， 一 般 情 形 可 归结 为 这 种 特殊 情形 . 

设 w=f(z) 是 具有 边界 己 ={z:|z|=1} HAA D E] 
具有 边界 工 的 有 界 区 域 G 上 的 单 叶 共 形 映射 ,证 z= 
PWE ERRER : o (f(z)=z.z ED. 则 有 如 下 结果 . 

l) A wafe) PERERA LEC, HURN 
TREE, Eaki F G W xq T Z ARRE 
38 WC ba (BD H i S sa HA). 为 使 z=gltw] 可 连续 延 折 
到 点 o er, Ka ai jt, o E V u — F 35 
组 成 部 份 GE PA UJ hb lk. PE GERA T ba BU > 18 
的 组 成 部 份 ) , 车 工 是 一 条 时 Jordan 曲线 , 则 了 可 连续 
延 拓 到 世上 ,gq 可 连续 延 拓 到 工 上 , 因此 经 延 拓 的 应 数 
实现 前 区 域 忆 和 如 之 间 的 一 一 双向 连续 映射 ( 同 胚 )， 

EFE P., T ÆR% Jodan Hi., + Ai E A 
数 了 和 o syn ie CAT. 

2) 车 工 是 可 求 长 的 六 Jordan 曲线 ， 则 边界 范 数 
AO (çs C y8lo(e) (os r RAEE. 因此 , o= 
f( eC) 和 ?= (wm) (o ST) #dD 2 9 3 84 HE 3E 3 
RONYEME3E. KAC 36 T UP D # JU 
每 个 点 《EC 处 有 有 限 的 非 零 导 数 ， 则 时 qq tw) 在 几 
平 每 个 点 oer 处 有 有 限 的 非 堂 导数， 因而 这 些 映 射 
在 种 自 的 区 域 钓 几乎 每 个 边界 点 姓 是 共 形 的 ( 即 具 有 
避 角 性 和 和 伸缩 比 的 不 变性 )， 函 数 f(z} 属 于 Hardy 
类 B'. 
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3) 设 工 是 可 求 长 的 闭 Jordan 曲线 且 具 有 如 下 性 
质 : 对 于 任何 不 加 两 点 o, ET, ENAT AANE 
WL, PEERKE SA AAEN | o-a] E 
县 有 -上 界 d, d 是 某 个 与 o 和 ay, 无 美的 量 . M yG ) & D 
EREBRA 2(-+d) 一 的 Halder 条 件 . 

4) BET EGRA Jordan 沿线 . 固定 一 点 由 ET 
对 于 一 吧 < 天 名， 一 条 长 度 为 151 的 弧 沿 着 了 工 依照 关于 
GAEB (23 s >0 时 ) 或 负 向 { 当 s< 人 0 时 ) 认 该 点 发 出 . 
HoN BARKA, Brh) 是 在 点 wm (s) #k09 41 5: 
正 向 与 实 轴 正 向 间 的 夹 前 (选取 +{s) 的 值 司 得 函数 +(s) 
连续 ) 、 若 对 于 某 个 p=0, 1,…, 存在 导数 r 中 (s) 满 足 某 
个 正 数 阶 x<1 的 Holder 条 件 , MARU a) EAA 
BEABA DEMERE x 的 Hilder 条 件 ， 而 且 
# D E f'(z) 0; BR o iw 连续 并 且 在 右上 满足 
Et z ñ Holder 条 件 ， 而 且 在 6G EF e"(w)# 0, 
参考 文献 , 

[1] Mapuna, AH, Teopm anamwrawecwax pym, 2 
MaL., T. 2, M. , 1968 《中 译本 : A H D en atr, 
解析 项 数论 ， 高 等 教育 出 上 社 ，1957 ) . 

[2] Collngwood, E. F. and Lohwater, A. J., The theory of 
cheater, sets, Cambridge Univ. Press, 1966. 

13] TiIpugmajnon, H. H. , T paymi ceoiicraa ARAJIATHOCEHX 
bynum, 2 wan. . M. , 1966 (PRA: Á. H. 8. B 138 
去 ， 解 析 函 数 的 边界 性 质 , 科学 出 版 杜 ，1956) 

[4] T'omysan, T. M. TecMETPEH9eczag Teopun 中 ywRHRKUHH komm- 
JEECHOTO - DEPEMEHROTO , 2 waa. , M. ,1966 【中 译本 ， 
r. M, ERF., KERKJE, EZ HL AR t. 
1956). 

[5] Warschawski, S. E. , On differentiability at the boundary 
in comnformal mapping, Proe. Amer. Math. Soc. , 12 (1981) 
4, &l4-— 620. 

[6] Kellogg, O. D., Harmonic functions and Green's inte- 
gral, Trans. Amer. Math. Soe. ,13 (1942) t, 109-132. 

[7] Romzegxo, E, M, ,« Hæ. AH CCCP. Cep, varem. ®, 29 
(1965), 1069 一 1084. 
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共 形 半径 [omnformal radius ; Roajopwukai panayc], x 
TAEWA 

单 连 通 区 域 共 形 映射 的 一 个 特征 ,其 定 尽 如 下 ; 设 
DD 是 sz 平面 内 的 单 连通 区 域 ， 其 边界 点 儿 于 一 个 ，z， 
EDA- A. 车 z, o, Mp = HE HAA w = f (z) #& 
DAŽAS WEARER f(z0)=0,， 了 (20) 二 1, 并 把 
五 单 计 映 射 成 图 盘 w: 1w|<r} EMRE r= ,DD) 
数 w =f) E D RER o aset, 在 oo 点 一 邻 域内 有 
Jë m 

fE) = z+te tez l+ C. 


的 Laurent 展开 式 , 并 把 D 单 叶 映射 成 区 域 iw: 


PE 
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1w1>r}. 在 这 种 场合 , 称 量 r=r (oo, D) HD PAN E 
点 的 共 形 半径 。 当 ooeD 时 , D 关于 无 穷 远 点 的 共 形 半 
tg T DAH CAR H {2 (transfinite diame- 
ter), 3: H$ TF 3É CHRE (capacity). 

区 域 的 共 形 半径 的 概念 在 复 平 向 内 任意 区 域 情形 
的 推广 是 区 域 记 关于 一 点 z ED 的 内 半 共 概念 (在 苏联 
以 外 的 文献 中 ,“ 内 半径 "一 词 最 妇 用 于 单 连 道 区 域 的 情 
E). 设 D 是 z 平 面 上 一 区域, z B DA -Mi B® 
定 区 域 襄 以 z 为 极点 的 Green AA gi, z) £ E. 
Ry ERD XF, AÑ Robin 常数 (Robin con- 
stant}, ED 


lm[g(z,zo)+In | z —zo |] 对 zo 25, 
Y = 
limlgtz, wm)—tn|z1] 对 n5w. 


Ë "=e 称 为 区 域 卫 关于 za 点 的 内 半径 (interior 
radius). 车 六 是 单 连通 区 域 且 其 边界 至 少 售 有 两 个 
A H) p X: T zoe 媚 的 内 半径 就 等 于 呈 关 于 5 点 的 共 
EF. SEKARAT MERE D 
AD APRA Gren AM g(z, z.) g l, Zah zo € 
D, DSD,, 则 它们 在 z, 点 的 内 半径 ,和 上 WE tn F 
不 等 式 


F = r). 


任意 区 域 吕 关于 点 z, £ D 之 内 半径 则 定义 为 所 有 包含 
FD, 含有 z, B Green 阐 数 存在 之 区 域 在 z 的 内 半 
径 的 集合 的 最 小 上 界 . IK E. É Dp 没有 广 
义 的 Green 函数 ， 则 D # z, € D 的 内 半径 r 等 于 oo. 
参考 文献 
[H] Toyan, T. M. ，， 六 epoMeTPI9ema TeOTHR 中 yt KOMILI- 
TROT Penor, 2 wm., M., 1966 (中 译本 : 
，M ,区 章 辛 ， 复 变 画 数 的 几何 理论 ， 科 掌 出 版 社 ， 
1956). 
[2] Cuupace, B.H.. Je6enea, H. A., KonTHYKTHBEAN Teo- 
pua 中 YI 诈 KOMPEKCHOTO repesgugoro, M. - JI, 1964 
( 英 译 本 : Smirnov, V. L and Lebedev, N. A. , Functions 
of a compex variable; constructive theory, M. L T., 
1968). i 


[3] Hayman, W, K., Multivalent functions, Cambridge Univ. 


Press, 1958, T. B. Kyam 摆 
[ 补 注 〗 在 [A2] 中 , z 平面 内 紧 连 通 集 EE WHE F £ 
定义 为 它 的 余 集 关于 无 穷 远 点 的 其 形 半 径 ( 旭 于 文 所 定 
X). # E 被 筷 合 于 半径 为 + 的 贺 盘 内 且 其 直径 d >r, 


则 
p = r = dp, 


此 处 p 是 它 的 共 形 半径 { 依 [A2| 中 前 意义 ， 
**x 


见 [A2]}. 


[AL] Tsuji, M. , Potential theory in modern function theo- 
Ty, Chelsea. reprint, 1975. 
[A2] -Duren, P. L., Univalent functions, Springer, 1983. 
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共 形 空间 [ conformal space ; pomhopmeoe mpocrpatcrao1 
由 增添 了 一 个 理想 无 穷 远 点 的 Eudid 空间 的 扩充 
空间 M. . 在 共 形 几何 学 (conformal geometry) 中 考虑 到 
这 种 空间 .对 应 于 这 个 空间 的 基本 群 由 球 击 (M. 中 的 
圆 ) 变 为 球面 的 点 变换 组 成 . 通过 球 概 平 面 投影 (stereo- 
graphic projection), WETE M. 被 映射 成 只 有 了 双 曲 
度量 的 空间 P... 的 绝对 形 天 , ， 共 形 几 何 学 的 基本 群 同 
构 于 空间 已 ,, 的 双 申 运动 群 . 
理想 点 的 存在 人 证 了 标 极 平面 氟 影 是 一 -- 对 应 
的 . 在 茶 形 群 的 变换 下 ， 现 想 点 可 以 变 为 平常 点 .办 
此 ， 在 共 形 空间 中 ， 球 面 与 平面 可 不 如 区 分 : ED 
是 通过 理想 点 的 球面 . 
[ 补 注 】 
geometry), 
(apsolute quadric). 
关于 M 的 几何 学 的 更 多 论述 可 在 [A1] 中 找到 ， 
参考 文献 
[A1] S1chwerdtfeger, H., Geometry of complex numbers, Do- 
ver, reprint, 1979. 杨 B, KRt., RREH 


T B. Byumwanrosa 所 
共 形 几何 学 也 称 作 Möbius 几何 学 (Mgbius 
了 ,的 绝对 形 也 称 为 号 ,的 绝对 二 滨 曲 面 


共 形 结构 [ conformal structure ; Wo 和 openaaa crpykrypa ] 
D 向 量 空间 上 的 共 形 结构 是 上 两 两 位 似 的 


Euclid BÆ K. 关上 的 任 一 Eucliid 度量 gg 定义 一 
个 共 形 结构 


K = R* 8 = {49;14>0), 


称 为 由 Eudid 度量 ç TE OE N. 的 自 同 构 4 


formal structure), ERRAR 间 上 的 请 导 变 换 保 
持 集 合 直 .一 个 共 形 结构 的 自 同 构 群 厨 构 于 线性 共 形 群 


CO = R? XxÓO(n), n=4dim V, 
它 是 正 数 乘法 群 与 正 交 群 的 直 积 . 


即 流 形 M CARRAR ANTA :KK 一 M， 其 
纤维 Km (P EARED TM EREA. A x 
是 拓扑 平 扩 的 且 其 任何 截面 9( 产 生 M EH Riemann 
度量 ) 由 下 式 唯一 地 定义 一 个 共 形 结构 : 


K, = {gp A2>0). 


截面 g 称 为 从 属 丁 共 形 结构 下 的 Riemann 度量 {Rie- 
mannian metric). 该 从 的 任何 别 的 截击 z, 有 形式 


C 


m= 


noe O A T — j A. ` 


4 


9 二 罗 ， 这 里 了 是 上 的 正 育 数 ， 即 Riemann 度量 g, 
和 g 是 共 形 等 价 的 ,因此 ，- -个 共 形 结构 由 可 定义 
为 一 个 共 形 等 价 的 Riemann ERX. 流 形 Mf 上 的 一 - 
个 共 形 结构 天 可 等 同 于 时 上 的 CD 结构 下， 它 由 对 
上 所 有 至 少 关于 一 个 从 属于 天 的 Riemann 度量 标准 
正 变 的 标 架 组 成 . 一 个 共 形 结构 的 主要 性 质 由 如 下 事 
LAE. Mt COH B E- tL GA Ç 
的 第 一 个 扩张 是 户 上 的 一 个 民 结 构 8 一 B, RO 
个 扩张 是 BY 上 的 -A e 结构 ( - 标 架 场 )， 因 而 特别 
地 可 知 ， 直 的 自 同 板 群 ( 它 与 任 一 所 属于 天 的 Riemann 
度量 的 共 形 变换 群 相同 } 是 维 数 Sil 向 十 2)12 的 李 
BE. 而 在 第 二 阶 切 空间 中 它 的 稳定 子 群 的 迷 向 表示 是 
一 一 的 . 

一 般 说 来 ， 一 个 共 形 结构 天 的 自 同 构 群 与 某 一 从 
ETECH Riemann 度 基 的 运动 群 相 同 . 仅 有 的 例外 是 
球面 S$" 和 Eudid 空间 E" LRR Riemann 度量 生成 
的 标准 共 形 结构 兵 ,. 流 形 M 上 的 共 形 结构 称 为 局 部 平井 
的 , 指 它 局 部 等 价 于 Euclid 空间 下 的 标准 共 形 结构 K, 
即 任 一 点 PE 好 的 一 个 令 域 内 存在 一 个 从 属于 天 的 平坦 
Riemann 虚 量 ,一 个 共 形 结 构 是 局 部 平 志 的 (jocaljy flat) 
EERE, 茶 个 {因而 任 一 个 ) 从 属于 它 的 Riemann 
度量 的 Weyl 共 形 册 率 张 量 为 霍 . 局 部 平坦 共 形 结构 的 恒 
+E, Euchd 空间 EF, 3E S'E, JIoCaacpceuñ 空间 
Ar, URERA HE pR B) 22 B| A" X8 
AXE PRERE. ERA EE Ë mgA 
单 连通 流 形 上 ， 所 有 局 部 平坦 的 共 形 结构 都 是 以 这 种 
方式 考虑 的 . 在 球面 8$8" 上 标准 共 形 结构 K. ERAN 
具有 一 极 大 [在 维 数 意 义 下 ) 自 同 构 群 的 共 形 结构 ， 赋 
予 共 形 结构 她 的 球面 3" 称 为 共 形 空间 (conformal 
space). O7 

JEJE 55 HJ 5 $g 28: 5 M.E n 3k JÉ E£ t (conformal 
connection) 的 概念 密切 相关 : 这 样 的 一 个 联络 总 定义 
本 上 的 一 个 未 形 缚 构 ; 另 一 方面 ， 一 个 共 形 联络 是 由 
所 给 共 形 结构 定义 的 约 化 主 从 上 的 器 络 . 
参考 文职 

[1] Kobayashi, $., Transformation groups and differential 
geometry, Springer, 1972. 
[2) Sternberg, S., Lectures on differential geometry, Pren- 


tice - Hall, 1964, 

[3] Kavembenpn, E. H., € Marew menoa Y, 8 (1970), 3, 
321- 328. 

[用 Anemoi, J. B, «Marem 5.5, 89 (1972), 2, 
280 — 296. 
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HE EH [ conformal transformation ; Woa 中 opwiaoe opeof5 - 


pa30BaHHe | 
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--—# ERAH {conformal mappingy .nm>2 时 ，D 
维 Euclid 空间 的 共 形 变换 构成 ta+1) (n +2)/2 套数 共 
EH. M M Bomont f 杨 维 奇 译 


KETE A E [ contormally - invariant metric ; Kmpop- 

MHC - HHBAPHANFHAN METpRKA], Riemann $w R J 65 
- -个 规则 , 它 使 把 一 个 参数 令 域 USR 了 映射 到 闭 复 

平面 它 中 的 局 部 参数 z U 一 它 对 应 于 一 个 实 值 函数 


Pr:2(0) — (0, + oo] 


使 得 对 所 有 的 局 部 参数 z U 一 厂 及 z): U, > G, 
Y U, YU, 非 空 时 ,有 以 下 关系 式 : 


p.,(z;(p)) — dz (p) 
Pa (z (0) dalp) 


HP URE z 下 U 在 他 中 的 象 .一 个 共 形 不 变 度 量 
通常 记 为 p(z) dz|, 它 反映 了 关于 局 部 做 数 z 的 选取 的 
土 述 不 变性 . 

每 个 线性 微分 14(z)4z {或 二 次 微分 (quadratic dif- 
ferential) O (Jd TAF AHERE ER 14(2)| 
"14z| (或 上 加 | Tda 作为 定义 共 形 不 变量 的 一 个 
很 一 般 的 形式 , 共 形 不 蛮 度 量 的 概念 使 人 们 能够 导出 及 
上 曲线 长 度 的 概念 和 极 值 长 庶 玉 人 则 线 族 的 模 的 概念 ( 兄 
RERA E(extremal metric, method of) #1 111). 共 
形 不 变 度 量 的 定义 可 称 杆 到 性 意 维 的 Riemann 8 F. 
参考 文献 

[1] Jenkins, J. J., Univalent functions and conformal ma- 

pring, Springer, 1958. . ` 

[2] Schiffer, M. , Spencer, D.C., Functionals of finite Rie- 

mann surfaces, Princeton Univ. Press, 1954. 

[3A] Ahlfors, L. V., The compex analytic structure of the 
space of closed Riemann surfaces, in Analytic func- 
lions, Prinæton Univ. Press, 1960, 45—66. 

[3B] Ahlfors, L. V., On quasioonformal mappings, J. 
d'Anal- Mah. , 3 (1954), 1—58. 

[3C] Ahlfors, L. V. , Correction to On duasjconformal ma- 
pring, J. d'Anal. Math., 3(1954), 207 ~ 208. 

[3D] Bers, L. , Quasiconiorma! mapping and Tekhma llers 
theorem, in Analytic functions, Princeton Univ. Press, 
1960, 89—119. 

[3E] Bers, L., Spaces of Riemann surfaces, in J. A. Todd 
(ed.): Proc. internat. Congress Mathematidans Edim- 
burgh, 1958, Cambridge Univ. Press, 349 ~ 361. 

[3F] Bers, L., Simultaneous uniformization, Bul. Amer 
Math. Soc,, 66(1960), 94 97. 

[3G] Bers, L. , Holomorphic differentials as functions of 
moduli, Bull. Amer. Math. Soc. , @T(1961y, 206 — 210. 
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参考 文献 
[A1] Ahlfors, L. V., Ledures on guasioonformal mappings, 
v. Nostrand, 1966. 陈 志 杰 F 


FIRA [congruence ; cpaaaeuae | 

两 个 整数 a 与 了 之 间 形 如 4=b+mk 的 关系 ,表示 
两 数 之 差 a—b 能 被 一 个 给 定 的 正 整 数 m 整除 ,m 称 为 
这 个 间 余 区 的 模 (modulus (或 module)of à congru- 
ence), a 称 为 关于 模 m 的 剩余 (IER HR 
(remainder of an inteper)). Y#ma 3 b £ F 38 m 


同 杂 ,合用 记号 
a = h (modm), 


这 个 式 子 称 为 同 余 式 ， 如 果 差 a-b 不 能 被 mE, W 
a 与 6 称 为 模 m 不 同 余 , 为 表示 a 与 8 不 同 余 , 使 用 记号 


a = b (modmy 


F| a = b (mod m) ÆT a 55 b m 除 时 看 相 同 的 

以 一 个 固定 的 m 为 模 的 同 余 式 是 一 个 等 价 关 系 : 
它 是 自 反 的 ,因为 a 二 a (modm); 它 是 对 称 的 ， 因 为 
由 a = b(mod m ) RNA b= a (mod m) EEE 48 gÉ B , A 
3 a = bmod m) A b = c (mod m) H 8 a = (mod 


+ m By Abel Ë. 这 个 群 的 等 元 是 由 数 m. 的 所 有 倍数 
组 成 的 类 ;类 A RID G) Jj ABB r JG 9 Y f 5 Br 
组 成 的 类 . 此 外 , 8 m 的 全 体 剩 余 类 对 上 面 定义 的 如 
法 .减法 和 乘法 运算 构成 一 个 环 . 

设 F(x xx》 是 站 个 变量 的 整 系数 多 项 式 ， JE SH 


Fix i, .,..x 1 Z Ü (mud m) (*) 


的 方程 称 为 同 余 方 程 (conpruence equation). # 88 
x. X, BEIRIS EPT da q. U, @, RAAR 
FEGH- FW. WEF, a) Ó m 同人 条 于 
F. 如 果 a(1 专 i) 对 模 m 属于 剩余 类 大 ,那么 另外 
的 任何 一 组 a EX(U 和 Si) 也 是 这 个 则 人 杂 方 程 的 -个 
B. 因此 ,我 们 就 把 以 a ,…, a 为 代表 元 的 那 组 剩余 
类 称 为 同 余 方 程 (*) 的 一 个 解 , 即 是 代数 方程 F(x,,…， 
x,)=0 ER m 的 剩余 类 环 中 的 一 个 解 . 根据 这 一 约 
定 , 模 m 的 完全 剩余 类 环 中 有 针 少 组 剩余 类 满足 方程 
F(x … =0, MAGATE (*) 有 名 少 个 解 . 更 一 般 
形式 的 同 余 方程 的 解数 以 及 同 余 方 程 组 的 解数 , 均 吕 同 
HEEE. 
EFA 


ax = b (mod m), 


当 a 与 mm 互 察 ( 记 为 (4,m) =1) 时 ,有 了 唯一 解 . 对 模 向 ， 


m) TE, žE = (mod mm 入 把 所 有 整数 的 集合 分 成 
些 两 两 不 相交 的 等 价 娄 A.B... 两 个 整数 属于 同一 
个 类 , 当 且 仅 当 它们 关于 模 m 同 余 . 这 些 类 称 为 模 m 
的 剩余 类 (residue classes modulo m). 每 个 整数 关于 模 
mi 3k 0, m 一 1 中 的 一 个 同 余 , 数 0, …, m—1 


属于 不 同 的 类 , 因此 怡 好 有 m 个 剩余 类 , 而 数 0,…， 


m-l 构成 这 些 类 的 一 组 代表 元 ， 任 一 组 包含 每 个 剩余 
类 中 一 个 数 的 m 个 整数 丝 称 为 一 个 模 mr 的 完全 剩余 系 
„(complete reskiue system modulo m ). 

以 同一 个 数 为 模 的 同 余 直 与 通常 的 等 式样 可 以 
HI. MAREEN. H 


a =b(modm) # c = d (modm) 
可 得 
ae = bd (modm) 和 ac = bd (modm). 


FJ 5 iy Buin] 3p bi la|— 3638 +b l -个 全 因子 ， 
只 要 这 个 因子 与 该 同 佘 式 的 模 互 素 . WR d ERRA 
两 边 的 数 与 该 同 余 式 的 模 下 的 -个 公 因 于 ,那么 用 d 
去 除 就 得 到 一 个 以 mid 为 模 的 同 余 式 . 

同 余 式 的 加 法 ,减法 及 乘法 运算 诱导 出 剩余 类 的 类 
似 运算 . 因此 , 3 a 与 了 分别 是 剩余 类 4 与 B 的 任意 
元 , 则 a+ 恒 局 子 同 一 个 剩余 类 , 称 之 为 剩余 类 4 与 8 
的 和 (sum)A+B. 两 个 剩余 类 4 5 B bJ 2 4 一 BB 及 积 
.A 8B 可 同样 定义 . 模 m 的 全 体 剩余 类 对 加 法 构成 一 


那些 元 素 与 闵 互 素 的 剩余 类 关于 习 法 构成 -个 Abel 
群 . 这 个 群 草 单 位 元 是 包含 数 1 的 类 EE, 而 类 4 的 道 元 是 
由 同 余 方程 


ax = ] (modnm), 


的 解 组 成 的 类 A '. 

由 与 m 互 素 的 元 素 组 成 的 模 mm 的 剩余 类 称 为 婚约 
剩余 类 (reduced residue class), ME SEAM HR 
余 类 中 一 个 数 的 任何 一 组 数 称 为 -个 既 药 剩余 系 
(reduced residue system). 一 个 既 约 剩余 系 由 g(my 
ARAE , p (m) E Euler K% (Euler function), €$ 
于 集合 1, …, 阐 中 与 村 音素 的 元 素 个 数 . 

由 模 m 的 既 约 剩余 类 组 成 的 乘法 群 的 构造 已 由 虐 . 
Euler 和 P. Fermat 的 定理 作 了 相当 透彻 的 说 明 , 这 些 
定理 表明 ;这 个 群 的 任何 元素 的 阶 可 整除 pim). 

Euer 定理 (Euier theorem )， 如 果 a 5 m g. K. 
那么 


其 中 acd 


am = l (modm). 


这 一 定理 对 素数 模 的 一 个 特例 是 Fermat 小 定理 
(Fermat little theorem WW 3: p ERAH a AAEH p 3 


除 , 那 么 


aT! = 1 (modp) 


ha e 


研究 既 欧 剩余 类 的 滋 法 群 时 用 的 : :个 重要 概念 是 
模 m 的 原 根 (Primitive root). #(a,m)=1 BF, FÉ 
正 整数 ?使 好 二 (mod m), 例如 可 取 ?= pim). 这 种 正 
整数 中 最 小 者 称 为 数 a 对 模 m 所属 的 指数 . 

属于 指数 p Gn) BJ 8k ( 如 果 有 这 样 的 数 存 在 的 话 ) 
FAR m 的 原 根 (primitive root modulo m). 如 
果 g 是 一 A+ m 的 原 根 ， I y UN Ë o (m) 的 一 个 完全 
ARR. MAg EAR m 的 既 约 剩余 系 . 因此 ， 若 人 am) 
=], MHES 0, pim) -1 FMT y, HRR a = g' 
(mod m) R. Jt; y FK 39 Š a 8 m RT g 的 指数 ,并 
HE ind a( 更 确切 地 ,用 indsa) KR A. EAR 
性 质 与 对 数 的 性 质 很 相 羽 . 原 根 促 对 形 如 2.4.p* 以 及 
2p* 的 模 mot JEE. 其 中 p23 为 素数 而 x 之 1 为 整 
数 . 在 这 些 情形 , 模 册 的 既 约 剩 余 类 的 乘法 群 即 为 
Pm) 阶 御 环 群 。 在 其 他 情形 , 既 约 剩余 类 群 的 构造 要 复 
RHF. 

数论 中 许多 问题 可 归结 为 某 种 类 型 的 同 余 方程 是 
否 可 解 . 因此 ,首先 由 C.F. Gaws ( 见 [ 引 ) 系 统 建 立 起 
来 并 用 来 作为 经 典 数论 这 基础 的 冉 余 式 理论 , 馆 今 已 成 
为 求解 数论 问题 的 基本 工具 之 一 .就 这 -点 来 说 , 疗 余 
方程 解 琢 问题 的 研究 对 数论 有 极为 重要 的 意义 ， 最 简 
单 类 型 的 同 余 方程 是 含有 一 个 未 知 数 的 一 次 同 寻 方程 
ax = b (mod m). 一 次 同 余 方程 的 解数 问题 由 如 下 
的 定理 所 完全 解决 . Vi(a,m)=4 ,那么 当 声 不 能 被 d 
整除 时 , 同 余 方程 ax = b(mod m) 无 解 ， 而 当 b 是 d 
的 倍数 时 ,这 个 同 余 方 程 怡 有 a +W. 

以 素数 p>2 为 模 的 线性 同 余 方 程 组 


Dax = h {modpy, =)... 
j=l 


的 可 解 性 问题 可 以 用 任意 域 上 的 线性 方程 的 一 般 理论 
来 彻底 解决 . 合 数 模 的 情形 可 以 化 为 素数 模 的 情形 . 

按照 研究 的 复杂 性 . 二 项 同 余 式 two - term æn- 
gruence} 

x"= a (mod mm)， 当 (94,m})=1 时 

是 楼 下 来 要 讨论 的 舍 一 个 未 知 数 的 代数 向 余 方程 . 如 果 
同 余 方程 x"= a (mod m) N, N a fr 338 m 的 n 次 
AR] (n-th power residue modulo m); 如 果 无 
R, Ml a PEE m Bn KEERA (n - th power non- 
residue modulo m), 特别 地 ， 当 n=2 时 , 剩余 或 非 
者 余 称 为 是 二 次 的 (quadratic), 5 n=3 时 称 为 三 次 
B) (cubic), 而 当 m=4 时 ， 称 为 双 二 次 的 {bi - quadra - 
tic). 


UAR m pu: py ARR RN E: 
f ix) = U (mod m) 


的 解数 问题 可 化 为 同 余 方程 【i=1,……， 中 


aa s — —.—n 
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fx) = 0 (modp")} 


的 解数 问题 . 首先 , 下面 的 定理 成 立 : WR mm/ ,…, m, 是 
两 两 互 素 的 正 整数 ， 那 么 同 余 方 程 (x) = 0(mod m, 
mS N 可 以 用 诸 N (i=1,… ,r) 的 时 护照 公 
A N-[]L N Hi, 这 里 入 等 于 相应 间作 方程 了 (x) 二 
0 (mod m,) 的 解数 . 其 次 ， 同 余 方程 


f) = 0 (modp"), a>] 


的 解数 问题 , 一般 说 来 , 可 化 为 同 祭 方程 x)= mod p) 
的 解数 问题 ,这 里 p 是 -个 素数 . 下 述 定 理 是 这 种 转化 
HEM ERFARE 了 (x) = 0 (mod p) 的 每 个 解 x = 
x (mod p) 可 以 唯一 地 确定 同宗 方程 f (x) == 0 mod p°) 
的 一 个 解 x= x, (mod p°), 只 要 形式 导数 了 cc 去 
O(mod p), 即 存 在 同 余 方程 f(x) = 0 (mod p=) 的 唯 
一 和 解 x, ,使 得 x, == xi (mod p). 

在 客 元 同 余 方 程 的 情形 也 有 类 似 的 结论 , 即 在 非 退 
化 情形 ,以 侣 数 严 为 模 的 同 祭 方程 Fo U, x) 三 
0 (mod m) 的 解数 问题 可 以 化 为 对 素数 模 的 同样 的 同 
余 方 得 的 解数 问题 ， 

同和 对 方程 /和 Omod p (faxt Ha, y 
Æ O (mod p)) 的 解数 的 上 界 由 Lagrange 定理 
(Lagrange theorem) 给 出 ; 同 余 方 程 f(x) = 0 (mod p) 
MORO OF EL 2 m À fO) W K 3. 一 般 来 说 , 研究 
间 余 方程 f(x) == 0 (mod 中 的 确切 解数 问题 会 通 到 相 
当 大 的 困难 ,因而 化 今 为 止 (1984) 在 这 方面 只 得 到 了 为 
数 不 包 的 一 些 结果 . 

EREKE, Lapang 定理 不 再 成 立 . Ew 
所 提 到 的 有 关 素 芝 的 这 个 特殊 性 质 可 用 以 下 的 事实 来 作 
出 解释 : 以 穴 数 虽 为 模 的 剩余 类 构成 一 个 域 ( 见 素数 模 的 
ARA (congruenoe modulo a prime number)). 3 
-AA RER E K N EE PR E E Wilson 
Æ (Wilson theorem) h. 

在 研究 罕 数 模 5 的 二 次 间 祭 方程 

x? = a (modp) 

及 其 应 用 中 引进 了 Legendre 符号 (Legendre symbol) 
及 Jacobi 符号 (Jacobi symbol) . 

SSE T AK HIS (以 及 -- 般 来 说 任意 多 个 林 
知 数 ) 的 同 余 方程 

F(x, y) = 0 (Imodp) 

可 以 作为 p TRHA RRR I PJ b'P Span . TE. 
在 其 研究 中 上 既 要 用 到 数论 的 方法 ,也 要 用 到 代数 国 数论 
下 代数 玫 柯 的 方法 . 正 是 由 于 用 了 这 些 方 法 ， 才 首次 对 
很 广 的 -~ 类 同 作 方程 F(x, y) = 0 (mod p) 的 解数 N, 得 
到 了 形 如 


N, = p+O(Vp) 
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的 渐 近 展开 式 ， 此 后 , 内 利 用 数论 中 不 超出 同 作 理 论 范 
围 的 地 法 也 导出 了 同样 的 渐 近 展开 式 ( 见 [6]). 

相对 来 说 , 人 们 对 多 变量 的 代数 同 余 方程 所 知 其 
少 . 下 面 的 Chevally 定理 (Chevally theorem) 昆 一 个 


很 一 般 的 结果 . 设 FOX. CADA 一 个 有 理 整 系数 的 多 
项 式 , 其 次 数 小 Fn. 这 时 , 同 余 方程 
Fix... x,) = 0 (modp) 


的 解数 可 被 素数 p 整除 ,有关 这 种 类 型 问题 的 … 个 很 
强 的 结果 是 由 P. Deligne ([9]) 得 到 的 ( 亦 见 [10]). 
研究 同 余 方程 在 不 完全 剩余 系 中 的 解数 问题 也 有 
ERHAN. H. M. Buporpanoa 首先 试图 对 这 种 类 刑 
的 问题 给 出 系统 的 解法 ( 见 [4]). 这 种 类 型 的 问题 之 一 
Bl 二 次 剩余 奉 非 剩余 在 集合 1,…,p 一 ! 中 的 分 布 间 
题 , 它 与 同 余 方 程 y= x (mod 中) 的 解 的 研究 有 关 
( 见 Bquorpanos 假设 【Vinogradov hypotheses); MM 
# n 3ES84 By H (distribution of power residues 
and non - residues)). 
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【 补 注 】 联 立 同 余 方程 组 x 兰 c (mod m.) i=1, r, 
这 里 对 所 有 天 | 有 (m, m)=l, HE Mmm, A 
唯 … 的 剩余 类 为 其 解 , 这 舰 足 孙子 剩余 定理 (Chinese 
remainder theorem). 

在 Heme 引 理 ( Hensel lemma) (L | A2] y h 38 
ETA fo) = Omod P) 的 解 来 得 到 f(x} 一 Omod p°) 


的 解 的 具体 方法 , 这 已 拓 广 成 为 p- 进 数 (p-adic number) 
理论 中 的 一 种 技巧 
#+ 
[AI] Hardy, G. H. and Wright, E. M., An introduction to 
ihe theory of numbers, Oxford Univ. Press, 1979, 
Chapt. 5; 7; 5. 
[A2] Kobiitz, N., p-adic numbers, p- adiç analysis and 
zeta - functions, Springer, 1977, Chapt. 1. 
LEH]? 
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同 余 方程 [congruence equation ; cpasmenne ypasmenne ], 
代数 同 余 式 (alpebraic congruence) 


= w w * . 


形 如 
Flx,,..., x,) = Ü (mod m) (1) 
的 同 余 式 , 其 中 
FlX1, .Xn) = a 
t t =0 
是 变量 x. U. X 的 .有 理 整 系数 .的 多项式 ,而 
m 为 整数 . BH 
dli. i) = i 十 ... +i, 
的 最 大 值 称 为 关于 变量 组 x, … , x, 的 次 数 成 称 为 (1) 
的 次 数 (degree), 这 里 最 人 什 息 到 在 使 G, <, = 
0 (mod 由) 的 所 有 可 能 的 数组 二 =, i IL MB (I< s=n) 
之 最 大 值 称 为 该 同 余 方程 关于 变数 x, Ë 的 次 数 . 这 里 最 大 
信和 是 取 在 同样 的 数组 i ,…, i Eb. 


同 余 方程 理论 中 的 主要 问题 是 求 给 定 的 癌 余 方程 
的 解数 .可 以 把 杖 题 限制 在 素数 模 的 情形 , 因为 寺 合 
模 澡 而 言 ,除了 少数 退化 的 情形 外 ,方程 {1) 的 解数 问 
题 均 可 归结 为 对 素数 找 p 的 同 余 方 程 F{x,,…, x= 
O (mod p) 的 解数 问题 , 这 里 p 是 m 的 除数 ， 

研究 得 最 为 透彻 的 一 个 变量 的 同 余 方程 (Xx) = 
0 (mod p) 是 二 项 同 余 式 (two - term congruence) 


x" = a (modp), a = 0 (modp). 


对 一 般 多 项 式 FOOR RE, F| 397 P E B Ur 3 3⁄2 T 
困难 ， ts r 其 得 到 一 些 零 星 的 结果 . 


同 余 方 程 弓 

Fx ..... Xa) = O (modp). ¿=L ....m (2) 
可 以 视 为 由 pp 个 元 素 组 成 的 有 限 素 域 Z (p) ERES 
程 组 


FX = Ü, í=1],....mn. 


此 同 余 方程 组 的 解数 等 于 由 方程 组 (2) 所 定义 的 代数 入 
{algebraic variety) 的 Z/P REAN F 8. 因此 , 在 研 
RIEA [Pl RA ER [E] s: Jy ERN, 在 用 数论 方法 的 同 
时 ,也 要 用 代数 几何 的 未 法 . 

研究 得 最 充分 的 多 变量 同 余 方程 是 形 如 


F(x,y) = 0 (modp) 


的 同 余 方 程 ， 对 这 种 类 型 的 辣 余 方 答 的 解数 N. . 可 得 
到 估计 起 


|N,—-p | < 20 Vp, 3) 


其 中 F(x, 轨 为 一 纺 对 不 可 约 多 项 式 ， 常 数 g 只 与 此 多 
项 式 有 关 且 等 于 曲线 F(x,y)=0 的 亏 格 ，1934 年 H. 
Hasse 对 第 一 个 非 平 凡 的 情形 , 即 对 栅 圆 型 同 余 方程 


y? =E x’ +ax +b (modp), 


得 到 了 这 样 的 尾 计 ,根据 的 是 他 的 关于 曲线 六 = 
x'+ax+b Ë) Jacobi $ (Jacobi variety) 上 的 点 的 加 法 
公式 Hasse 的 方法 后 来 被 A. Wakap E aer 
可 约 多 项 式 F 的 情形 . 在 [3]j 中 用 初等 方法 也 得 到 了 这 个 
WA. 

变量 个 数 n2>3 的 同 余 方 程 的 研究 还 很 不 充分 . 
一 个 一 般 性 的 结果 是 Chevalley 定理 (Chevalley theo- 
rem). 根据 这 个 定理 ,如 果 正人 ex) 是 个 次 数 严 
略 小 于 变量 个 数 的 型 ,那么 同 余 方 程 

F(x1,...,x) = 0 (mod p) 


的 解数 有 是正 的 且 能 被 p 整 除 ; 在 非 齐 次 多 项 式 的 情形 ， 
并 不 能 保证 有 解 存 在 ,但 解数 能 被 Pp 整除 仍然 正确 ,此 
为 Warning 定理 (Waming theorem). 后 一 定理 已 被 
推广 到 同 余 方 程 组 的 情形 ， 

同 余 方 程 的 理论 在 数论 的 其 他 一 些 分 支 【Diophan- 
tus 方程 论 . 堆 垒 数论 问题 及 代数 数论 等 ) 中 均 有 大 量 的 
应 用 . 
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.Sur les courbes algébriques et les varietés qui s'et 
dedusent, Hermann, 1948. C. A. Crenanos $È 
【 补 注 1 一 个 比 Warning 定理 (WHE ) bu a 
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AROA P. Deligne 所 证 明 (1973). 事实 上 , 他 让 
H TARW Riemann 假设 (Riemann hypothesis for 
finite fields}. 此 假设 是 由 Wel 提出 11948) 的， 它 与 
Zl (py L 8OBE 6 ç s Ë (zeta - function) (L E 
LIDERE F Air fr EARE. >< F 
Deligne 的 证 明 , 对 非 奇 异 情 形 见 [Al], 而 对 奇异 情形 部 
[A2]. [43] 中 有 关于 他 的 结果 (及 证 明 ) 的 综述 ， 对 于 
有 限 域 上 的 曲线 ,这 -- 衣 iemann 假设 的 难点 在 估计 式 
(3}， 此 式 的 一 个 简单 证 明史 [A4]. Zi/p} 上 曲线 上 的 
点 数 之 由 计 在 编码 理论 中 也 十 分 重要 . 
参考 立 献 
[A1] Deligne, P., La comjedure de Weil, 1, 
IHEŞ, 43 (1974}, 273 — 307. 
[A2] Delige, P., La conjecture de Weil, 2, Publ. Math 
THES, 52 (1980), 137 一 252. 
[A3) Katz, N. M., An overview of Delignëe `s proof of the 
Riemann hypothesis for varieties over finite fields, 
Proc. Symp. Pure Math., Vol. 28, Amer. Math. Soc., 
1976, pp. 275 — 305. 
[A4] Bomberi, E., Counting points on curves over finite 
fiekls, Sem. Bourbaki, 430 (1972 — 1973). 
KE 译 RE 校 


Publ. Math. 


合同 (代数 学 中 的 ) [ congruence ( im an algebra ) ; 
Konrpyamuns | 

IZRA (universal algebra) A={4A, Q ES QP 
的 所 有 运算 可 交换 的 一 个 等 价 关系 1， Bl x 满足 如 下 


条 件 : 对 任意 a, a, E AG=1, ' , n) AE n zú 
Hoen, tl a n a (=l, , n), 那么 (ql,…， 
a orla o ada) 用 类 似 的 方式 定义 代数 系统 


中 的 合同 , 于 是 ， 杰 一 个 合同 x 的 等 价 类 形成 与 各局 型 
的 一 个 泛 代 数 (代数 系统 ] Aj n, 称 和 /为 模 的 商 
代数 (quotient algebra (或 称 商 系统 (quotient sys- 
tem) MARIA, n ENHA (E A WR a Ph 3) 
AA 中 包 会 4 的 类 a/n) 是 一 个 满 癌 配 ， 反 之， 每 
TRE p: A *B 确 定 唯一 的 -- 个 合同 ， 此 合同 的 
类 由 如 的 无 素 的 原 象 构成 ， 

在 一 个 还 代数 (代数 系 广 ) 的 关系 格 中 ， 若 干 个 合 
Ar [iE7) 的 交 是 一 个 合同 ,一般 说 来 , ARE RHE 
于 个 合同 的 并 不 是 一 个 合同 .两 个 合同 x 和 ,的 积 
mm 是 一 个 合同 ， 当 且 仅 当 n za,n[ 8. BH 34 H 42 
ASN. 

#= AK 
{1] Kypom. A. T.. Omaa sumre6pa， Jexpm *, M., 1974 

OHRA: AU. RRi MRH, EBREHE 

出 版 社 ，1964) B. C. Manaxoscmă IË 
【 补 注 】 
参考 文献 


T64 CONGRUENCF ( IN GEOMETRY ) 


[AI] Cotm, P. M., Universal algebra, Reidel, 1981. 
卢 景 省 详 


全 等 (几何 中 的 ) [coogruenee (in geometry) : MDerpy3er- 
BDCTb| i 

LARE RER, APERP- -个 等 价 关 系 , 它 
的 引进 谭 可 是 公理 式 的 ( 见 Hilbert 公理 系统 (Hilbert 
system of axioms))， 也 可 基于 变换 群 ， 最 通常 的 是 
ER (motim) f. 于是， 在 Eudid 几何 (更 一 般 地 在 


常 曲率 空间 的 几何 ) 中 ， 两 个 图 形 称 为 全 等 的 (oongru - 


ent)， 或 相等 的 (equal)， 如 果 一 个 能 经 运动 而 变 成 
男 一 个 . M H Bowron PZ MAH FE 


EA (p, fO) 的 同 余 式 [congmence modulo a doubie 
moduls (p, f(x)}; cpannempe Do Jmoigapsay wrony:mo(p, f(x))] 
整 系 数 多 项 式 a (x) b(x) 之 间 形 如 


a(x)—b(x) = f(x)g(xy+ph(x) 


的 关系 式 , rh p AER, MSat, 


gf 以 及 tx) 党 为 有 理 整 系数 多 项 式 . 换言之 , 具有 有 
理 整 系数 的 多 项 式 atx) 与 b(x) 称 为 对 重 模 (p. f G) 同 
余 , 如 果 它 们 的 车 a00 一 Bt THRON pE. 用 
记号 

aix) = b(x) (mod(ə, f (x); 


表示 a(x) 与 b(x) 对 重 模 (p, f(x)) 同 余 . 这 个 记号 以 及 
重 模 同 余 这 一 概念 ,都 是 民 . Dedekind 引进 的 , 

重 模 同 余 是 所 有 整 系数 多 项 式 组 成 的 集合 上 的 一 
个 等 价 关 系 ,于 是 就 把 这 个 集合 分 成 一些 两 两 不 相交 的 
类 , 称 为 对 于 重 模 (p, fi) 的 剩余 类 ， 由 于 每 个 多 项 式 
ax 对 重 模 (p, f (x 恰 与 一 个 形 如 


Ba" 148," + .+h 


B£ ROU. RK OF 8... B HL Sh r Hh SUNE p 的 -- 
A+ e 28 3, AMEA p 个 模 (p, f(x)) 的 剩余 类 . 
重 模 同 余 式 可 以 与 正常 同 余 式 同样 地 相 加 . 相 减 及 
相 彝 . 这些 运 算 诱导 出 重 模 剩余 类 中 间 样 的 运算 ,于 
是 ,全 体 剩余 类 组 成 的 集合 构成 一 个 交换 环 . 
模 (fx 的 剩余 类 环 是 系数 属于 有 限 素 域 蕊 的 多 
项 式 环 兵 ,[ 要 对 于 由 多 项 式 珊 O 生 成 的 理想 (元 咏 的 商 


环 ,这 里 x) 是 由 f(x) 对 模 pp 化 简 得 到 的 . E o) 
对 模 p RTA, (FOE Kb] 中 的 一 个 极 大 理想 ， 
TKI] (fF 4) 是 由 pr 个 元 素 组 成 的 域 ( 它 是 罕 域 K, 
的 一 个 次 扩张 ), 

WMR 对 榴 了 不 可 约 , 则 对 重 模 同人 杂 式 有 与 Fer- 
mat 小 定理 (Fermat little theorem) 类 似 的 结果 成 立 ， 


ay = a(x) (mod (p, f(x) 


关于 Lagrange 定理 (Lagrange theorem} 也 有 类 伺 的 
结论 :系数 为 整 系数 多 项 式 之 同 余 方 程 


zm +a (xyz + 


对 模 (p, f(x)) 至 多 有 mm 个 不 同 余 的 解 . 由 这 些 定理 可 
以 推出 


' +a,(x) = 0 (mod (p, f (x), 


x — x = [Eba (mode). 
dj|n 


这 里 中 人) 是 所 有 关于 模 p 不 同 的 , ER EMAN 
为 1) 不 可 约 d 次 多 项 式 的 乘积 . 如 果 用 (nm) 表示 模 p 
相同 的 , 标 淮 的 不 可 约 n 次 凶 项 式 的 个 数 , 那 么 


= T Suay", 
nal" 
其 中 Ad) 为 Mobius 函数 (Mabius function), #F%J 
H, 对 任何 自然 数 4 有 (1) >0， 于 是 ， 对 和 任何 整数 请 >0， 
存在 由 中 个 元 素 组 成 的 有 限 域 K, EURA p N s 
HARER KK nkp. 
参考 文献 
[t] Bearoe, E. A, resesrrapuasq Teopas wen, M. - JL, 
1937. C. A. Cremano 1 
【 补 注 
参考 文本 . 
[A1] Hardy, G. H. and Wright, E. M., An introduction to 
the theory of numbers, Oxford Univ. Press, 1979. 
‘Chapts 5; 7; 8. 张 明 范 译 潘 承 出 校 


KRANER [congruere modulo a prime number; 
CpABHEHHE DO IPOCTOMY MoOJyJEs0 | 

模 是 素数 的 同 余 式 . 率 数 模 的 同 余 式 理论 的 显著 
特点 是 模 靖 的 剩余 类 组 成 中 个 元 素 的 一 个 有 限 域 ， 所 
以 农 数 横 的 同 余 式 可 以 作为 有 限 素 域 上 的 方 各 来 处 
理 ,而 且 除了 数论 的 方法 以 外 , 还 可 以 用 代数 几何 方法 
进行 研究 ， 

对 于 代数 数论 (algebraic number theory), 编码 
理论 和 数学 的 其 他 分 支 有 重大 意义 的 含 单 变 量 x 的 间 余 
式 理 论 ,其 基本 问题 之 一 是 研究 分 解 对 农 数 模 p 的 任意 
整 系数 多 项 式 为 不 可 约 因 子 


FOE f) Aa (modp) 


的 法 则 ， 
以 素数 PARKA n>2 个 变量 的 同 作 式 理论 的 第 
二 个 枯木 问题 是 同 余 方 程 (congruence equation) 
0 三 0fmodp) 
的 解 的 个 数 问题 ,其 中 x (1% i= n) e a sZ sà E (k, sk 


者 遍历 整个 模 p 剩余 类 的 集合 (完全 剩余 系 的 问题 )， 
或 者 取 值 于 它 的 特殊 部 分 (不 完全 剩余 系 的 问题 ) . 

企 有 一 个 变量 的 一 次 和 双 :次 同 余 式 解数 问题 的 
研究 方向 ,最 早 的 结果 是 由 C.F. Gaus (f1]) 和 J. L. 
Lagrange (BDA BJ. E，Artin{[3]) 建 立 了 超 椭圆 同 
RAV = x)(mod p) 在 素数 模 bp 的 完全 剩余 系 上 解 
的 个 数 问 题 与 由 他 引进 的 有 有 限 常 数 域 的 代数 函数 域 
ELEH Riemann 假设 之 间 的 联系 . 特别 是 ,他 宣 
布 了 这 样 的 想 设 , 即 对 于 同 余 式 y = f(x) (mod p) 的 解 
数 N (ak £ hÑ S=" tax! +a, 对 模 p 而 
言 , 不 是 为 一 个 多项式 的 平方 )}， 估 计 式 


uka 


成 立 (OF [x] 表示 实数 x 的 整数 部 分 ) ， 
Artin PJ 8 t 24 T 8 Et |a] s A 


y? = x? +ax +b (modp) 


的 情形 首先 为 H. Hasse ([6]) 所 证 明 , 后 来 A. Weil([8]) 
推广 Hasse 的 方法 到 一 般 的 情形 , 而且 得 到 了 方程 f(x ,y) 
=0 在 由 4= 呈 个 元 素 组 成 的 域 而 的 五 素 中 的 解数 N. 
的 居 计 


| -ql sc009 
ttt (x ,办 是 系数 在 扎 中 的 次 对 不 可 约 包 项 式 . Hasse- 
Weil 的 方法 很 复杂 而 且 需 要 用 到 近代 抽象 代数 几何 学 . 
证 明 Hasse 和 Weil 的 结 困 的 一 个 简单 的 纯 算 术 方 法 可 
在 [7] 中 找到 . 
以 率 数 为 模 的 个 变量 的 同 余 式 的 研究 较 少 ， 下 
面 的 定理 可 以 作为 一 般 的 结果 . W f(x... x) 是 整 系 
数 绝对 不 可 绝密 项 式 ， 那 么 对 于 同 余 式 


f(x... Kn) EZ Ü (modp), n=2 
的 解数 N IHE 
|N, -p js cpjp"- ] 一 17 2 

成 立 , 其 中 常数 c{ 站 ) 不 依赖 于 p. 更 好 的 结果 已 由 忆 
Deligne ([9]) 得 到 . 

关于 紊 数 模 的 同 余 式 在 不 完全 剩余 系 上 的 结果 见 
Banorpanos 假设 (Vinogradov hypotheses); 二 项 同 余 
式 (two-term congruence); WWR RGM 
( distribution of power residues and non - residues ). 
参考 文献 


[1] Gaws, C. F., Untersuchungen über höhere Arithmetik, 


Springer, 1889 { 译 自 拉 ] $). 


12] Lagrange, J. L. Démonstration d'un théorème 
d'arithmétique , im Ceuves, Vol. 3, Pans, 1869, 
189 一 201. 


B] Artim, E., Quadratische Körper m Gebiete der hoberen 
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Kongruenzen T, Math. Z., 

[4] Bunorpanos. H. M.. Hp. tp, M. , 
本 : Vinogradov, L M. 
1985). 

[5] Hasse, H. , Zahlentheorie, Akademie - Verlag, 1963. 

[6] Hase, H.. Abstrakte Begründung der komplexen 
multiplication und Riemannsche 
Funktionenkorpern, Abh. Math. Sem. Hamburg Univ., 
10 (1934), 325 一 347. 

[7] Crenanoa, C. A , «Tp. Marmi. m - Ta AH COCP5, 132 
(1973), 237 — 246. 

[8] Wei, A, Courbes alaébriques et variétés abélennes. 
Sur les courbes alpëébriques et les warietës qui s'en 
dedusent, Hermann, 1948. 

[9] Dehgne, P, La congdure de Weil 1, Publ. Math. 
IHES, 43 (1974), 273 一 307. C. A. Crenn E 

【 补 注 】 如 果 包 项 式 JE F, JÚ u F. L E 
不 可 约 的 , 那么 它 在 F. LEATA. X T # 
编码 理论 里 出 现 的 有 关 有 限 域 上 的 多项式 及 其 因 式 分 
解 的 某 些 材 料 见 [A1]. 
参考 文献 
[A1] MacWilliams, F. J. and Sloane, N. J. A., Tbe theory 
of emor correcting codes, I — IL, North - Holland, 
1977. 
[A2] Hardy, G. H. and Wright, E. M., An introduction to 
the theory of numbers, Oxford Univ. Press, 1979, 
Chapts. 5; 7; 8. AGEE EHE 


19 (1924), 207 — 246. 
1952 【 黄 评 
Selected works, Springer, 


Vermmutung in 


线 汇 [cungruence of lines ; =omrpyəunmag nmpaMmbx ] 

三 维 { 射 影 , 仿 射 或 Euclid) = [g] H, tk ë + Bi fE £ 
a congruence ), 线 汇 的 阶 (order of a congruence) 是 通 
过 空间 任 一 点 的 线 汇 中 的 直线 数 . 线 汇 的 级 (dass) 是 在 
任 一 平面 中 的 直线 数 .' 

可 按 两 种 方式 将 线 汇 的 射线 分 解 成 单条 数 可 展 曲 
而 ( 见 可 展 曲 面 (developable sur 包 ce)) 族 ， 使 得 每 条 射 
线 1sC 有 两 个 可 展 曲面 通过 , 它们 或 是 实 的 且 相 异 ( 双 
曲 射线 (hyperbolic ray) K HJE), WE E W f N H e 
(elliptic ray) 的 情形 ), 或 是 实 的 且 重 合 EEE 线 
(parabolic ray) 的 情形 ) ,射线 1e C 和 这 些 可 展 曲 面 的 将 
线 的 切 点 称 为 了 的 焦点 (oci) . 线 汇 中 射线 的 焦点 组 
成 的 曲面 称 为 它 的 焦 曲 面 (focal surfaoe) .过 线 汇 中 射 
线 1 的 焦 曲 面 的 切 平面 称 为 1 的 冶 平 面 (focal plane). 
线 汇 的 可 展 曲 面 和 每 个 焦 曲 面 交 成 一 个 线 网 ， 称 为 线 汇 的 
ÆR (foca] net). 每 个 焦 曲面 土 线 的 嵌 网 是 共 罗 网 . 在 
XZ I P< È. RIE H PS 4" #Ë EH ID 65 2: DL R E nË ; E 38 l < 
域 , ES L Ph Bi tAE Hi IRL 55) SE 2: 128 šB sk; Eh $$ X 
域 , 线 汇 由 唯一 一 的 焦 曲面 的 一 族 渐 近 线 的 切线 组 成 . 线 
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这 条 射线 的 焦点 贝 定 的 线 民 的 中 点 .由 射线 的 中 心 形成 
的 曲面 称 为 线 谍 的 平均 曲面 (mean surface). HAH 
TASTER Hut) ll (u du, otdi) B 2 s FR 09 s Bz 
RER 1 LJ — AEREE, 它 的 端点 称 为 射线 的 边界 点 
(boundary points). #r35 % É 5A EY HEART 
面 称 为 主 平面 (principal planes); 严格 线 与 射线 交 于 射 
线 边界 点 的 直 纹 面 称 为 主 则 W (principal surfaces) . $f 
线 的 边界 点 的 集合 称 为 边界 曲 面 (boundary surface). 
RETRAT: W 线 汇 ; 它 的 两 个 焦 曲面 上 的 渐 近 
线 彼此 对 应 ; 线性 钱 汇 , 即 宝 间 中 S PS 3 ËF E Ek 
(directrioes) 的 定 曲 线 相交 的 直线 集 ;法 线 线 汇 , 即 蘑 个 肌 
面 的 法 线 集 ; 迷 向 线 汇 , 即 具有 不 定 主 曲面 的 线 汇 . ， 
和 和 线 汇 一 起 被 研究 的 还 有 {两 劝 数 族 的 } 平 面 汇 , 诬 
面 汇 ,二 次 曲面 汇 和 其 他 图 形 的 线 汇 ( 见 图 形 的 流 形 
(manifold of figures }}. 空间 中 任意 线 ! 曲 线 ) 汇 称 为 
曲线 汇 (curvilinear conpruence}. 
参考 文献 
[i] Ommo, C TI, Teopus roupyanmă ，M. J. 1950. 
B C Manaxoscwañ E 
【 补 注 】 
参考 文献 


[AI] Darboux, G., Théorie genérale des surfaoes 2, 


Cheisea, reprint, 1972 HE 译 


同 余 问题 [congruence problem; koarpyasn. npoiema ] 

Go 中 每 个 有 限 指数 的 子 群 是 否 都 是 同人 余子 群 
(congruence subgroup)? RE, ORRA kp 
整数 环 ， 见 代数 数论 (algebraic number theory), M 
G 是 上 上 连通 的 线性 代 甫 群 (linear algebraic gro- 
up). 以 上 是 同 余 问 题 的 经 典 陈述 ， 它 的 近代 说 法 基于 
同 余 核 的 概念 , 这 个 核 衡量 与 肯定 解答 的 偏离 程度 ， 令 
Go 和 G6 分 别 是 Go 在 由 它 的 所 有 有 限 指 效 的 子 知 和 由 所 
有 间 余 子 群 所 定义 的 拓扑 下 O 点 的 群 的 完全 化 ,存在 
一 个 连续 的 满 同 态 z: G, > G6, r 的 核 称 为 同 余 核 , 用 
(GET. 经 典 同 余 问题 的 肯定 解答 等 价 于 证 明 etG) 
=l. 用 现代 的 术语 ， 和 出 余 问 题 是 同 余 核 c(G) 的 计算 
问题 ， 

设 Go=SLO,Z), 其 中 也 是 整数 环 ，19 Ht u, 
知 对 n=2, 同 余 问 题 的 回答 是 否定 的 .对 n>2, 1965 
年 证 明了 SL(n, Z) 中 有 限 指数 的 每 个 子 群 都 是 局 余子 
群 ( 见 [1])， 此 后 , 同 余 问 题 对 于 Co=SLin,O) (n>2) 
和 Sp(2n,O) Q> DRAA TAHU) 这 里 Sp 表示 
辛 群 。 对 这 些 群 其 结果 如 下 :clG) 关 1 仅 对 全 虚 域 大 成 
立 ， 这 时 同 余 核 同 构 子 k 中 单位 根 的 [循环 } 群 . 还 可 
证 明 除 了 SL(2) 外 向 样 结果 对 单 连 通 Chevalley 群 也 成 
立 ( 见 [31). 单 过 通 条 忻 是 本 质 的 ， 因 为 从 强逼 近 定理 
( 见 线性 慌 数 群 ) 可 得 出 ， 非 单 连 通 的 半 单 群 G 的 同 


余 核 <c(G) 是 无 限 群 . 对 每 个 非 半 单 群 G. c (G)=c(S), E 
中 全 是 扫 的 要 大 半 单 子 群 ,， 特别 地 ， 对 可 解 群 G, c(G) 
=1. 

周作 问题 的 更 一 般 的 形式 可 以 用 环 


0O,={xek:o(x) 所 1， 对 一 切 o €V 


代替 口 而 得 到 ,其 中 下 是 域 上 的 包含 所 有 Archimedes 
范 数 的 不 等 价 范 数 的 任何 有 限 集 . 此 时 , 同 余 核 "用 
e(G,V)# 8) Ak hh L 46 + V ( W.[4], 151). 
参考 文献 
[1] Bass, H., Milnor, J. and Serre, J. P., Solution of the 
ongwnæ subgroup probiem for SL, (m 2:3) and 
SPa (n22), Publ. Muth. IHES, 33 (1967), 421- 499. 
[2] Serre, J. - P., Le problëme des groupes de congruenoe 
pour SL,, Ann. of Math., 92 (1970), 489 — 527. 
[3] Matsumoto, H., Sur les sous - groupes arithmëtiques des 
groupes semi - simples dépolys, Ann. Sci. Ecole Norm. 
Sup. (4), 2 (19869), 1— 62, 
[3] Hrom nay H mm. Arnreópa. Tononorgg, T'eoxe- 
Ta, T. 1l. M. , 19724. 5—37 (W$: Platonov, 
V. P., Algebraic groups, J. Sonet Math., 4 (1975), 
5, 463 — 482). 
[5] Raghunathan, M., On the congruence subgroup problem, 
Publ. Math, IHES, 46 (1946), 107-161. 
B. I. Timaroaoa ## 
【 补 注 ] PLSI CE DIS T EED| Ea. 
AERE FEH # 


W sk TE [omgruence subgroup; Konrpy3pm -nomrpyma] 

环 上 及 上 一 般 线 性 群 GL(n ,RR} 的 具有 下 列 性 质 的 
TE H fE R Bi E U SE AB p hi HGLn. R, 
P), AP 


GL(n, R, P) = 


即 HEA GLa, R) P 5AE g [F] $: e E 
B. MO CAREER EKA n 的 线性 群 工 的 子 群 玉 称 
为 同 余 壮 群 ,如果 


H ITNGLG,R, B) 


xl E B PERRY. 
如 果 


Ker(GL(n, R)SGLín, R / y. 


H — F r 1GL¿Oa, R, B), 


gruence subgroup). 同 余 子 群 的 概念 首先 产后 于 
R=Z BJ W JE. 对 于 Dedekind 环 R, J.E FH 5 AE 
看 .特别 有 效 和 重要 的 情形 是 T=GmmGLtna, R); 其 
中 全 是 只 的 分 式 域 上 的 代数 群 . 

参考 文献 


[1] Bass, H., Milnor, J and Sere, J.-P., Sotutions of the 
Qpngtuenee subgroup probem for SL, (n23) and 
Sp..(n22), Publ. Math. IHES, 33 (1967). 424—499. 

B. TL. Tinarouop 村 AER H 许 以 超 校 


ELEA [congruence with several variables ; cpanue- 
HHe OT HeCKOJIBKEX He DÉ Me HHbIX | 


ARE 
fix... Xn) 5 0 (mod m), d) 


其 中 f(x x.) B n(22) DERHEN, RETE 
Emn 除 尽 的 整 有 理 系数 . 当 模 m= pu ptm, pP 
是 不 同 的 窒 数 ) 时 ,这 个 同 余 式 的 可 解 性 等 价 丁 同 余 式 


fx. .., x = 0 (mod p™) (2) 


对 全 部 i=1, …,s 的 可 和 解 性 . 因此 1) 的 解数 点 等 于 
RENON ETNEK. TE, 研究 形 如 
(AI A RA, 只 澳 研 究 模 为 素数 短 的 情形 就 足够 


fx xa) = Ü (modp°%), a>] (3) 


FAETON x,) = 0 (mod p} (中 


WW. 在 非 退 化 的 情形 . {4} 的 可 解 性 也 是 13) 航 可 解 
性 的 充分 条 件 . 更 确切 地 说 . 下列 命题 是 正确 的 ; 当 


{) 的 每 一 个 解 x, == x") (mod p) 使 得 2 (x) =, x0) 


#0 (mdp 至 少 对 一 个 j=1,…,n 成 立时 ，(3) 就 有 
pP A x = Mmd p"), 而且 xm = xtD(mod p) 
(i=1, n, n). 

因此 ,在 非 退 化 的 情形 W p M G SO m 时 的 同 余 式 
(1) 8 8 Sk Pj 8 n] )4 25 y T m B5 3 Br p BJ JÉ tn 
(4) 的 同 祭 式 的 解数 问题 ， 如 果 /(x.. l x E — 4 
有 理 系 数 绝对 不 可 约 密 项 式 , 则 对 于 (4) 的 解数 N, tiit 
式 

|N, =p"! | = C(fy" I-l; 2 
成 立 ， 其 中 常数 C(fyR5 有关 而 与 p 无 关 . 由 这 
个 情 计 可 知 ,辣妹 式 {4} 对 于 所 有 大 于 某 一 有 效 可 计算 
的 常数 Co 由 的 案 数 p 是 可 解 的 ,这 一 常 交 依赖 于 给 定 
的 多 项 式 f(x Ul. x) (也 见 束 数 模 的 同 余 式 (congru- 
ence modulo a prime number)). 这 个 问题 的 更 强 的 
结果 已 由 下 Delige ([31) 得 到 . 
x 
[H Bopesmu, 3. M. ,Ulabapegmu, TI. P., Teopus mon, 2 
w., M., 1972 (% 译 K. Borevih, Z. L and 
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Shafarevich, I. R.. Number theory, Acad. Press, 
1966). 
[2] Hase, H., Zahlentheorie, Akademie - Verlag, 1963. 
13) Deligme, P., La conjecture de Weil I. Publ Math. 
IHES, 43 (1974), 273 — 307. C. A. CrTremagon BE 
OHE) 更 多 的 情况 也 见 周作 方程 (qongruence equa- 
tion), PEAX, X. EQ FE Et HAS PT 25 89, 
MEE Q RHEE (10305) A F dpi aha utu. 
ETE 译 WH 


二 次 曲线 [conic ; komara], AER [38 Bh eR 

射影 平面 . 仿 射 平面 或 Eudid 平面 内 的 一 个 点 
集 . 其 中 的 点 的 齐 次 坐标 { 关 于 某 一 射影 坐标 系 . 仿 射 谷 
标 系 或 Descartes 坐标 系 }x,. x, , x, 满足 一 个 二 次 方 
程 : 


F(x) = $ a,x = 0, a, = ap 
i= 


对 称 双 线 性 型 (x, X)= 2 = d x, X, 称 为 二 (Cx) 的 极 形 
式 (polar form). 车 两 点 M '=(x. xV, x; ] 和 MY* = 
(X. X. RR (x: ，x "=0， 则 称 它们 关于 二 
KAERRA. WRR M M” 5 WWE 3823 
TN, 名 两 点 ， 且 MM ”，M ”关于 该 二 次 捧 线 是 极 共 
WiL RAN, M, 邮 ， 册 ”形成 一 个 调和 四 元 点 
组 ,共有 二 次 曲线 自身 的 点 才 是 自 共 力 的 ， 一 条 给 定 
直线 关于 二 次 曲线 的 极点 (pole) 是 与 此 直线 的 所 有 点 
都 极 共 孝 的 点 ， 与 给 定点 M TOKAR N 
ABRA M 关于 该 一 次 曲线 的 极 线 (polar). £ 
坐标 xe. xi, X: F, M' 的 极 线 由 线性 方程 Dlx, x )=0 
来 定义 . $r (x, x), H| 好 "的 极 线 是 一 条 直线 ， 
车 p(x,x')=0, WM 的 极 线 是 整个 严 面 ,在 这 各 
情况 下 ，M’ 位 于 二 次 曲线 上 ， 且 称 之 为 该 二 次 曲线 
M + $ gx (singular point) 车 R=rank(a,)=3, 

二 次 曲线 没有 奇 点 ， 此 时 就 说 它 是 非 旭 化 的 或 不 可 
分 大 (可 分 要 的 在 射影 平面 中 ， 这 是 一 条 实 的 
或 进 的 孵 形 既 .一 个 非 退 化 的 二 次 曲线 定 灾 了 射影 平 
面 上 的 一 个 对 射 变 换 ， 即 把 点 集 映 成 直线 集 的 一 个 
BA. 非 退 化 二 次 曲线 的 切线 是 其 切 点 的 概 钱 ， 若 
上 只 =2,， 则 二 网 曲线 是 一 对 实 的 或 上 逢 的 相交 于 一 硒 点 的 
直线 ， 著 只 =1， 则 二 次 明 线 上 的 每 一 点 都 是 奇异 的 ， 
此 时 ， 二 次 曲线 本 身 是 一 对 重合 的 实 直线 (二 重 线 ) . 
一 议 曲 线 的 仿 射 性 质 由 它 的 位 置 特性 及 与 它 关于 特异 
直线 xu=0( 无 穷 过 直线 ) 相关 的 点 和 直线 来 区 分 . 一 条 
二 次 昌 线 是 双 曲 型 的 、 术 略 型 的 或 扫 物 型 的 ， 根 据 它 
与 上 述 直 线 在 无 济 远 处 相交 (5<0)、 不 相交 15>0) 或 
相 切 46= 淖 来 判定 ， 其 中 
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Au än 


da dpf 


ZK h 4 ÉS rh i (centre) EAN kë 8 eR H R 点 ,直径 
(diameter) EEIE AMRA, WR (asymptote) 是 
与 二 次 曲线 切 于 无 帘 远 点 的 切线 、 两 直径 称 为 关于 二 
次 曲线 共 蜀 ， 如 果 它 们 的 无 穷 远 点 关于 该 二 次 曲线 极 
共 辆 . 

二 次 曲线 的 度量 性 质 是 从 它 的 仿 射 性 质 由 芮 任意 
点 之 间谍 离 的 不 变性 来 决定 的 . 若 二 次 曲线 的 一 直 
径 与 其 共 者 直径 正 交 ， 则 该 直径 是 二 次 曲线 的 对 称 


灿 ， 称 它 为 二 次 曲线 的 一 条 轴 ， 二 次 曲线 的 一 条 准 钱 
(directrix) 是 一 个 焦点 的 极 线 . ` 
参考 文献 . 
[1] Pusuron, C. II., ABSJIRTESQCRAR reosenpas, 2 W30., 
M. 1952, 


[2] Edson, H. B., Karna xypc anabir reoserDeta, 
5 mea, M., 1960. B C. Manmaxoncguñ BE 


[HE] 
参考 文献 


[A1] Salmon, G., A treatise on conic sections, Longmans, 


1879. 


[42] Giring, O., Vorlesungen über höhere Geometrie , Vic- 


weg, 1982. E Bh. KEt, RBF 


加 锥 曲线 【enic sections ; koamecgae ceweuna], JF SK 


二 次 曲线 

直立 圆锥 与 不 过 其 顶点 的 平面 相 截 而 得 到 的 曲 
线 . 辆 锥 曲线 可 能 属于 下 列 三 种 类 型 之 一 : 1) 截 平 面 问 
加 锥 的 所 有 母线 相交 ,县 只 在 辣 一 凸 半 欠 的 点 上 相交 
(图 a); 交 线 是 一 封闭 的 卵 形 曲线 —— WN (ellipse); 
当 截 平面 与 贺 锥 的 轴 重 直 时 ,作为 椭圆 的 一 个 特 萄 情况 
得 到 一 个 圆 . 2) 截 平面 平行 于 国难 的 一 个 切 平 面 ( 图 
b); 交 钱 是 一 不 封闭 的 伸 向 无 穷 远 的 曲线 一 一 热 物 线 
(parabola), 且 整个 地 位 于 一 个 半 锥 中 . 3)3& F Hi] PE 
个 半 惟 相交 (lc); 
bola) 一 一 是 由 两 个 相同 的 不 封闭 的 伸 向 无 穷 远 的 部 
分 { 即 双 曲 线 移 两 个 分 友 ( 叶 )) 组 成 的 ,它们 各 处 于 一 个 
半 惟 上 . 


交 线 是 一 双 曲 钱 (hyper- 


从 解析 几何 学 的 观点 来 看 , 圆锥 曲线 是 实 的 非 退 化 
二 次 曲线 (second - order curve). 
当 贺 锥 曲线 具有 对 称 中 心 (centre) 时 , 即 在 椭圆 和 
双 曲 线 的 情况 下 ,曲线 的 方程 可 以 化 为 (把 坐标 原点 移 
至 中 心 } 下 列 形式 : 


anx? tapy tany? = fy. 


这 类 圆锥 曲线 {所 谓 有 心 圆锥 曲线 (central conic Sec- 


tions 力 的 进一步 研究 表明 ,它们 的 方程 还 可 化 为 更 简 
单 的 形式 : 


Ax? + By) = C, (+) 


IAR Ji t 3 ERRAR Ay 16] 5s EI HE Eh ER By x ARMA P Pr E 3: 
#B (principal axes) 重 合 即 可 . AiR AR B R 8 F] 89 
符号 (与 C lil S), WFE OEA M À fü B 
具有 相反 的 符号 , 则 方程 (定义 一 双 曲 线 . 

抛物 线 的 方程 不 能 化 为 形式 (和 ， 送 当选 择 坐 标 轴 
{到 抛 物 线 的 唯一 对 称 轴 作为 一 个 坐标 轴 , 到 过 抛物 线 
的 项 点 且 垂 直 于 对 称 轴 的 直线 作为 另 一 个 坐标 轴 ) , P 
物 线 方 程 可 以 化 为 下 列 形式 : 


古 希 腾 的 数学 家 已 经 知道 圆锥 曲线 .那个 时 代 论 
述 圆锥 曲线 的 盟 全 面 的 著作 是 珀 加 的 Apollonius{ 大 约 
公元 前 200 年 ) 的 4 圆锥 曲线 》 (Conic sections). 后 来 
在 加 锥 基线 理论 方面 所 职 得 的 成 就 , 同 17 世纪 新 的 几 
何方 法 (HEE (G. Desargues , B. Pascal) ,特别 是 坐标 
# (R. Descartes , P. Fermat DAR HAZ. 

FE 3 ES FE AB bg 3 (R IB] ERAS 24 AEF 3 8 E 
标 轴 , 取 过 顶点 的 切线 作为 纵 坐 标 轴 ), ML B: it zk y g: 
可 以 化 为 下 列 形式 : 


y? = ¿px +A x° 


{ 其 中 喇 和 1 是 常数 )，、 SLR p0, W4 1=0 时 它 定义 
一 个 抛物 线 , 当 4<0 时 定义 -个 椭圆, 当 4>0 时 定义 
一 个 友 曲 线 ， 这 个 方程 给 出 的 男 锥 曲线 的 几何 性 质 ,十 
代 玫 和 何 学 家 已 经 知道 ; 珀 加 的 Apollonius 就 是 根据 这 些 
性 质 为 各 类 图 锥 曲线 命名 的 . 这些 名称 一 直 洪 用 到 现 
在 : “parabola ” (希腊 文 为 xpagoji 有 的 意思 是 “应 用 ” 
(application) (HAER EJLA Ap, WRAS Epy 
的 撼 形 变换 成 面积 相 剖 而 具有 给 定 底 迪 2p 的 矩形 , 称 
为 抬 给 定 的 矩形 “应 用 "于 底 边 2p); “lipe (希腊 文 
为 sisiwia ) 的 意思 是 “不 足 * (deficiency) { 带 有 不 足 的 
应 用 ); “hyperbola” (3 Ë X 3vzepño 19) hé EEA 
余 "( 带 有 剩余 的 应 用 }). 

随 着 向 现代 研究 方法 的 转变 ,图 锥 曲线 的 立体 几 行 
定 尽 被 它们 作为 平面 上 点 的 集合 的 平面 几何 定 必 所 代 


Ë. 例如 , 把 椭圆 定 兴 为 这 样 一 些 点 的 集合 ,它们 与 两 
给 定点 (焦点) 的 距离 之 和 为 给 定 的 值 ， 还 可 给 出 贺 峻 
向 线 的 另 一 个 平面 几何 定义 , 它 概 括 了 所 有 三 种 类 璇 的 
曲线 : 圆锥 曲线 是 这 样 些 点 的 集合 ,它们 与 -- 个 销 定 
点 {焦点 } 和 -- 条 给 定 直 线 的 距离 之 比 是 -个 轩 定 的 正 
数 e (离心 率 )， 如 果 &<1, 则 该 贺 锥 曲线 为 椭 阅 ; 如 果 
”x>1, 则 为 双 曲 线 ; 如 果 e= 1. 则 为 抛物线 ， 
参考 文献 

[I] Armano, M. C., 


TEOMETPHE , M., 1968. 
[2] Waerden, B. L. van der, Ontwakende wetenschap, 


Noordhoff, 1957. B. H. Burongop I 
【 补 注 】 所 有 圆锥 曲线 在 射影 上 都 是 等 价 的 ( 见 射 影 
变换 (projective transformation). HE H #& y p| 28 
BW. 3k p ER RI HH £k , 当 且 促 当 它 与 无 穷 远 直线 ( 见 射影 
平面 (projective plane) MMAF 0. 1. 2 点 . 
** xW 


HI] Coxeter, H, S. M., Projective geometry, Univ. Toronto 
Press, 1974. EEH PE AES 校 


Jenga oo aamTHJecxO 放 


锥 形 网 [ conical net ; komeaa cerh } 

Œ = #E = a h BB E, th i 8165 ER, Bp i Bi B) at 
EJ 8 ISI 9) H £h tB p b kaq. 具有 锥 形 网 的 曲面 称 为 
Peterson 曲面 (Peterson surface). 迁移 网 (transport 
net) TAE EER 855538 6 E . 锥 形 网 的 锥 面 顶点 位 于 
两 条 曲线 上 . 锥 形 网 至 多 依赖 于 四 个 参数 ,只 有 非 退 化 
的 一 次 曲面 能 有 四 素数 族 的 锥 形 网 . 具有 两 矢 数 惟 形 网 
族 的 曲面 是 属于 一 个 线性 线 守 ( 即 两 直线 的 公 割 线 组 成 
的 线 汇 ) 的 直 纹 面 . 
参考 文献 

[1] Bmax, S TL, &Tp reoMerp. oevamapa Ma -T Haya 
了 opPM AH CCCF}, 3 (1971), 5—27. 
B. T Gamue 把 潘 养廉 评 


MET [conical surface 或 cone ; Duriecomr nobepxeocre] 


at ARE AA CA (vertex) E HAE mes OER 


(directrix) 相交 的 一 条 直线 (Ep šË (generator) ) i: 3h Br 
ERDAM. -MERRNI RA, EN py W x 
于 原点 是 对 称 的 . 

二 次 锥 面 (seoond- order cone) J — h M (surface 
of the second order) 的 一 种 形式 . LKH (real se- 


4 a=b 村 ， 这 个 锥 面 称 为 圆锥 面 (circular conical sur- 
face) 或 旋转 锥 面 (oonical surface of rotation); ë — K 
# Mi (imaginary second-order conical surface) 的 标 
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准 方程 是 
Pi ti =0; 
Am- E E (0, 0. 0). 
n WKE hi (n -th order cone) 在 仿 射 坐标 系 xyz 
中 是 由 下 列 方程 纵 出 的 已 数 曲面 : 


fixy. z) = 0, 


H fix, yn KAEMA E y, É) n 次 形 
my. 如果 点 M (x. , yos zA FE E, W 8 z OM 也 
处 于 锥 面 上 (oO 是 坐标 原点 ) RAAR: H 38 ph — 4 5 
的 直线 所 组 成 任何 代数 曲面 都 是 锥 面 . 

A. B. Henor PE WAR 译 


ARAH [conjugate class of functions ; conmpuzoesamai 
Kmace yaus ] 

R ik t s #k =e lB] rh AHA tk (helity 66 gie RE 
T. 这 样 ， 如 果 一 个 函数 类 XERE Banach 空间 或 
拓 盾 向量 空间 ， 那 么 函数 的 共 固 类 就 被 定义 为 等 距 同 
构 于 对 司空 间 X" 的 函数 类 ， Aw, spo H 
1/p+1/q=1 B}, FERM (L a,b] Y K L [a,b] 之 间 的 
FER., ERAF. ERR x 和 8 由 下 式 
HEF: 


b 
x`) = fg dx. 


如 果 考 虑 某 个 在 [-r,r] 上 可 和 的 27 周期 函数 类 x, 
那么 函数 的 共 皂 类 被 定义 为 共 元 于 蕊 中 的 函数 的 西数 
类 . AW., ACT Lian] <p <%) 的 函数 类 重 
合 于 满足 


ff de = Ü 


RL [-z.z] 中 的 函数 了 的 类 . RF Lipa (0<a<1) 
的 夯 数 类 重合 于 Lip a 中 的 满足 |” f (x)dx = 0 S 8328. 
参考 文献 


{1] Fréchet, M., C. R. Acad. Sei., 144 (1907). 
1414 一 1415. 

[2] Riez, F., C. R. Acad. Sci., 144 (1907), 1409 一 
1411. 

[3] PriwaloB., 1., Bull. Soc. Math. France, 44 (1916), 
100 —103. 


[3] Bapu, H. K. , Tparonoseerpuuscxwe pam, M. , 1961 ( 3 
译 A: Bary, N. K.. A treatise on trigonometric 
series, Pergamon, 1964 }. 

[5] Dunford, N. and Schwartz, J. T. , 
general theory, 1, Interscience, 1958. 
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H J A [conjugate directions ; compxxetaeae Banpanie- 
usa ] 

Æt S EAA P ih RE A a EREN 
为 方向 的 直线 是 5 在 PP 的 Dupin 8 Æ (Dupin indi- 
trix) 的 共 辐 直径 . 为 了 使 S$ 上 一 点 了 的 方向 (du de), 
{óu : 0) 是 共 声 的 ,下 列 条 忻 是 必要 和 充分 的 : 


Lduðu + M(duðv + dvu) + Ndoóu= 0, 


REL, M 入 是 在 点 计算 值 的 5 的 第 一 基本 形式 
HRR. 例 : 主 方向 (principal direction). 
prr 
[1] Tloropenon A B., 
` Wa., M., 1969. 
CHEI 
参考 文献 
[AY] Blaschke, W. and Leichtweiss, K. , Elementare Dif- 
ferentialgeometrie, 1, Springer, 1973. 
[A2] Hsiung, C. C., A first course in differential geometry, 
Wiley, 1981, Chapt. 3, Sect. 4. 潘 养廉 FE 


da 中 epetmgtanbHan reoserpag, 5 
E B [em EZ 


H SE XÇ [conjugate elements; conpa w esn në 3meweT] ， 
群 局 中 的 


G 的 元 案 x 和 x', AFEA G PET g 使 得 


x =g g, 
也 称 x "是 以 g 对 x 取 共 罗 (oonjugating) 的 结果 . RE 


记号 x 常用 来 表示 x 被 JRRW. 
令 4, B 是 群 避 的 两 个 子 集 ， 则 二 表 集合 


{a": acA, pe B). 


对 于 局 中 某 固定 的 g, 集合 M?={x*|xeEMY 称 为 与 
中 集合 M 33069 (conjugate). 特别 地 , 两 个 子 群 U RV 
HAJATI (conjugate subgroups }， 车 对 心中 某 个 g 
有 U=V*. 如 果 对 G 的 每 个 ge6, T H 5 H* 重 合 
(H H 由 它 的 全 部 元 侵 的 所 有 共 二 组 成 }; 则 五 称 为 局 
HIERT (normal subgroup) 或 不 变 子 群 (invariant 
subgroup)， 极 少时 候 也 称 之 为 自 HEFE. 

O. A. Heanona $E 
【 补 注 】 


参考 文献 
[A1] Huppert, B. Endliche Gruppen, 1, Springer, 1967. 
[A2} Gorenstein, D., Finite groups, Chelsea, 1980. 
I RERI WOH # 


HEHN [conjugat function ; compametniag dymka ] 
CE eA E L EE EEEE 
子 的 基体 反映 ， 
1) BiP f iO S E 了， 其 取 值 为 了 所 取 


Ai AELA HE pE M Ai. 
2) ŠT WAE 982 BS 3k a i L RRAAAN (con- 
jugate harmonie function). 
3) 以 2x 为 周期 并 在 {一 x, m] E nj Et ( nj 81) É9 P8 
Ae f R] 3E sk P 98 rH 
F _ l pfo tý- f 
fx) = äm Lf 2ang) — 
AE L K r B Els JU 3 2L tb E, AILE f 
HHEH (conjugate trigonometric series) ËJ (C, 
x) A (z >0) 及 Abel - Poisson 和 相等 . 
4) 定 兴 于 回 量 空间 (关于 双 线 性 形式 gx y 5) 
对 个 空间 无 上 的 丽 数 f: X > R BU jt Sm Ps 8 r Y 上 由 


SO) = sup(<x, y> — f(x) (°) 


给 定 的 函数 EE Y LB RA yE Bs 8 bl 3 tpl B 
FAEN. 

FERAY f. (x)=]x|"/p (1 < p e) 3 8 8⁄ 

由 

Siei 1.1. 
pg 

给 出 RAAE < ，》 的 Hilbert = B X F 0) š 
数 f(x)= < x, x> /2 Jt a Sr < y, y>:2. ML 
Wy || EAE N(x)= | x | É) jj $u B EA 
NOR 它 当 I y ll < 1 ARPE, 34 yl >l +c 
值 . 

如 果 了 光滑 且 在 无 穷 远 处 以 快 于 任何 线性 函数 的 
EEEH, MAE i Legendre 变换 (Legendre tran- 
sorm). 4 FARB, W. H. Young ([1]) ex 
另外 的 方式 给 出 了 {*) 的 等 价 定义 ,对 于 函数 


A) = fød 
ü 
(其 中 9 连续 且 严 格 递增 ) ,他 用 关系 
SO) = fhead 
0 


(Tech y E o BS R 8881) E 2 R Ren 88 . EROF 
-- 维 函数 情形 由 S. Mandelbrot 首先 提出 . 在 有 限 维 
情形 由 W. Fenchel( 见 [2]) 首 先 提出 ， 在 无 穷 维 情形 
H J. Moreau( l 31) A À. Brøndsted{ W, [4] ) 首先 提 
出 , *# Fri 83 8 Ot sk. Young TER (Young 
Inequality) l ` 
. <x,y> = f(x) + f'(y) 
R. 
共 辑 函数 是 闭 由 函数 ， 共 辆 算 子 *: of 建立 
TX 计 的 正常 闭 凸 函数 族 与 了 上 的 正常 闭 止 函数 族 2 
间 的 一 -一 对 应 tFenchel - Moreau 定理 i Fenchel - Mor- 


eau theorem}). 

美 于 细节 见 [3] 和 [6]. 

亦 见 上 加 分 析 (convex analysis), 支撑 函数 (support 
function), 极 值 问题 的 对 偶 性 (duality), RAAM (dual 
Function). 
参考 文献 

[1] Young, W. H. , On classes of summable functions and 

their Fourier series, Proe. Roy Soc. Ser. A. , 8? (1912). 

225 一 229， 

[2] Fenchel, W., On conjugate convex functions, Canad. 

J Math. , 1 (1949), 73 — 77. 

[3] Moreau, J. J. , Fonctions convexes en dualité, Univ. 

de Montpellier, 1962 

[4] Brøndsted, A.. Conjugate convex functions in topolo- 
gal vector spaces, Math, Fys. Medd. Dunske vid. Sel. 

sk. 34 (1963), 2, 1-26. 

[5] Rockafellar, R. T., Convex analysis, Princeton Univ. 

Press, 1970. 

[S] Arees, B. M. , Tuxomupos, B. M. , bona, C. B., 

OnrawumHoe yopa, M. , 1979 ( 英 译 本 : Alekseev, 

V. M, , Tikhomiroev, V. M., Fomin, S. V., Com- 

mande optimale, Mir, 1982). B. M. TYuxowupos Ë#E 
GEI JES IMAN OS $ is Jt gu = fi 3 k 5 T K E 
有 联系 的 . Wu 是 闭 单位 图 盘 上 的 泣 和 函数 , 豆 是 的 
HAAA AN T É u=Re(e) =m p), AF 
p=u +i RREAN. 设 gy (tf) 是 u AAR, Bl gi) 
=u (e), MA Poisson 积分 表示 


ufre®y= | P (9-0 a (Dar, 


其 中 
P,(s)= 二 Re tr, 
而 
are’)= 1 2,(0-0g a 
其 中 
_ 1 I+re!* 
9,- FT 1—re'” , 
rtl, WERE) 
a 1 f 9(0-1) g(0+t) 
ae”) >! mn “t 


ER 2 (yb = f 3. 
参考 文献 
[ål] Zygmund, A., Trigonometric series, 1-2, Cambridge 
Univ Press, 1959. 证 永 政 EE 


HAEE [conjugate gradients , method of 或 conju- 
gate - gradient method ; compakenm (pajgpasriron M€- 
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TON j 
解 线性 代数 方程 组 4x =h h Ph ih, i A 是 正 


. 定 ( 对 称 ) 矩 阵 . R ERRAR ARE: 对 任意 的 初 


始 近 似 , 经 过 有 限 次 沈 民 后 收 敦 到 精确 解 . 合用 这 种 方 
法 ,在 计算 过 程 中 ,方程 组 的 矩阵 并 不 改变 ,在 每 次 造 代 
时 , 它 仅 用 来 乘 一 个 向 量 ， 因 此 , 可 在 计算 机 上 求解 高 
阶 的 方程 组 ,其 阶 数 由 定 出 拒 阵 的 数值 信息 确定 . 

作为 直接 法 , 它 的 构造 是 基于 向 量 集 的 一 系列 AE 
交 化 过 程 ,是 关于 数 积 {x, 分 =x74y 的 普通 正 交 化 过 程 
{ 见 正 交 化 法 【orthogonalization method )) 如果 {s， 
"US l 是 空间 的 一 组 4 正 交 基 , 则 对 任意 初始 近似 %， 
方程 组 的 精确 解 x* 可 由 分 解 


(ra, $) 


A 
x xa = Das, a, = 
¿=l N (sa AS,) 


89], E h r =b-Ax, 是 x W 35 R. E jt 36 B BF ze 
中 ,4 正 交 向 量 5,…, s 通过 4 正 交 化 近似 序列 x, x, 
"X HER n na HAL RE g x. | 由 公 
式 

X, = x +s x. = ros). 

9 = J K. (s, As) 

纵 出 以 这 种 方式 构造 的 向 量 ro, ro Hs, 9 s. 
有 如 下 性 质 : 


(r) = Oi; as) = 0. /=1l...,. OD 
Bir 35 36388 E H i F 38 ge X g ese 32 ( 见 [1]): 


spn _ n 
I = Fo; X, = x,- ( las, a, = — (s As.) ' 
r, Erna ta,4s,, s, = r +A. (2) 
(r, As,) 
i (s. As). 


对 某 个 kn, WME r,=0, 则 这 个 过 程 就 停止, 这 时 
x*=x,. 停止 点 由 初始 近似 x 确定 . 从 递 推 关 系 Om 
道 , 向 量 mm, 是 向 量 r. Ar. U. 4m 的 线性 组 合 . 
直 于 向 量 neo, 是正 交 的 , 所 以 仅 当 向 最 而， Ay, 
An 线性 相关 时 ,r 才 可 能 为 零 ， 例 如 关于 4 的 特征 
向 县 基 的 分 解 中 仅 有 站 个 非 鹤 分 量 . 这 些 因 素 可 能 影 
响 初 始 近似 的 选择 . 

共 瑟 梯度 法 与 取 使 某 泛 画 为 极 小 的 向 量 作为 解 的 
一 类 方法 有 关系 ， 为 了 计算 这 个 向 最 ,构造 一 选 代 序 
列 收 敏 到 极 小 点 ， 在 (2) 中 的 序列 x, …, x EBR T E 
函 JO= (dx, 切 一 2(9,x 的 极 小 化 ,在 过 程 (2) 的 第 
步 ,向 量 s 和 曲面 flx)=c 在 (n 一 站 维 桶 球 上 的 最 速 下 降 
(梯度 ?方向 - 致 ， 这 个 椭 球 由 该 曲面 和 共 辐 于 方向 5， 
…, 5_1 的 平面 相交 形成 . 
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这 个 方法 和 它 类 羽 的 方法 有 许多 不 同 的 名 称 ， 如 
Lanczos 法 (Lanceos method). Hestenes 法 (Hestenes 
method), Stiefel 法 (Stiel method) 等 等 EAR 
Jt RB ik rh, 共 罗 梯 度 法 在 策略 设计 方面 是 最 优 
的 :经 过 nm 步 后 , 它 给 出 了 极 大 极 小 值 . 但 是 , 在 机 器 运 
算 的 实际 条 件 下 ,计算 (2) 对 舍 人 误差 是 敏感 的 ,而 且 可 
能 破坏 条 件 (1)， 这 就 妨碍 了 nm 步 后 这 个 过 程 的 终止 . 
所 以 ,在 站 次 选 代 后 ,计算 仍 继 续 , 因此 它 可 被 看 作 极 小 
化 证 函 的 无 限 进 代 过 程 ， 已 经 找到 一 些 计算 格式 人 2) 的 
抗 舍 人 误差 的 由 正方 法 【 见 [3]，[41) . 
参考 文献 
[[] tanes, JL K., Danesa, B H., Bbm meno 
ub müon anecep, M. , 1963 { 英 译本 : Faddeev, 
D. K. and Faddeeva, V. N., Computational methods of 
tinear algebra, Freeman, 1963). 
12) Eepesm, M. C, Xumor, H. TL, Merom Bbnmgceyennñ, 
T. 2, M. ,1960 ( 英 译 本 : Berezin, 1-5. and Zhidkov， 
N. P. , Computing metbods, Pergamon, 1973). 
[3] Boesomm, B. R., rien merom anmeopa, M., 
1966. 
[4] Baxman, H. C., Vincrypunpg metom, M. , 1974( 英 译 
4: Bakhvalov, N. S., Numerica! methods: anabysis, al- 
Bebra, ordinary differential equations, Mir, 1977). 
r. JR. Km 所 
[ 补 注 ] 对 线性 方程 组 的 极 小 极 大 解 , Stiefel 法 与 
Zukhovitskit 法 {Zukhovitskii methed) H XK (W 
[A1)). 
最 速 下 降 法 的 履 正 可 在 [A1] 和 [Al12] 中 找到 . 
共 力 梯度 法 的 经 典 文献 是 [A4] . 最 新 的 评述 并 附 
补充 文献 是 [A31. 它 与 矩阵 分 解 的 关系 在 [A0] Pite. 
J. K. Reid 仆 乎 是 第 一 位 将 这 个 方法 用 作 选 代 法 
{iterative methed) 的 ( 见 [A8]). 
已 提出 了 几 种 修正 , 如 预 处 理 共 轿 梯 度 法 { 见 
[A2] ) 和 利用 不 完全 Cholesky 因子 分 角 ( incompletc 
Cholesky fctorization) 的 HERE (所 请 ICCG 法 
{CCG methods), W [A7] 和 [A6]). 
IAE T ARIE Su AERE HHE 在 [AIAI0] 中 讨论 . 
prre 
[AI] Axelson, O, Conjugate gradient type metbods for 
unsymmetric and moonsistent systems of linear equa- 
tions, Lin, Alg. and its Apg., 3401980), 1-66. 

[A2] Conas, FP., Golub, G. H. and O'Leary, D. P., A 
generalized conjugate gadiem method for the numeri- 
cal solution of elliptic partial differential equations, in 
J. R. Bunch and D.J, Rose (eds.), Sparse matrix 
computations, Acad. Press, 1976. 

[A3] Golub, G. H. and Loan, C. F. van. Matrix computa- 
tions, North Oxford Acad. , 1983. 

[A+] Hestenes, M. R.. Conjugate dimcuons methods in 


optimization, Springer, 1980. 

[AS] Hestenes, M. R. and Stiefel, F. , Methods of conjugate 
gradients for solving linear systems, J. Res Nai Bur. 
Stand. , 49 (1952). 409 ~ 436. 

[A6] Manteuffel, T. A , Shifted nuomplete Cholesky fac- 
torization, in I. S. Duif and G. W. Stewart (eds. J. 
Sparse matrix proweding, SLAM Publ. , 1979. 

[A7] Meijerink, J. A and Vorst, H. A. van der, An itera- 
tive solution method for linear systems of which the 
coefficient matrix is a symmetric M - matrix. Math. 
Comp. , 3101977), 148—162 


[A8] Reil. J. K., On the method of conjugate gradients 
for the solution or large systems of lincar equations, 
in J. K. Reid (ed.), Large sparse sets of linear equa- 
tions, Acad. Press, 1971. 

[A9] Stewart, G. W., Conjugate gradients methods for 
solving systems of Imear equations, Numerical Math.. 
21 (1973), 284 — 297. 

[A10] Young, D. M. and Jea, K.C., Generalized conjugate 
gadint acceleration of non - symmetrizable iterative 
methods, Lr. Alg. and tts App.. 34 (1980), 159— 
194. 

[A11] Zukbovitsky, S. I. and Avdeeva, L. I., Linear and con- 
wx programming, Saunders, 1966. 

[AN] Zoutendyk, G.. Methods of feasible directions, Else- 
vier, 1960. 部 祥 东 译 


HAHA N [conjugate harmonic functions , harmoni- 
cally - conjugate functions ; compuwemaae To 
中 ?am 省 ] 

-ALWAR umr, CHEATS E NE 
Br 3 uti KRAMER. 在 单 复 变 量 =x tiy 
RRE, PAA u Su (x, yA p =e(x,y) 5 
Bí C ñj PC D Aity, 当 且 仪 当 它 们 在 DARE Cau- 
chy - Riemann 方程 : 

du dv dw _ _ 0 

a 3 3 — ax O 
(1) 中 站 与 上 的 地 位 不 是 对 称 的 ; b 是 4 的 共 轿 , E p hi 
KERE u, MA-—u. 给 定 调和 函数 4=u(x,y), 易于 
确定 一 个 局 部 共 固 函数 v=v(x,y) 和 一 个 局 部 完全 解析 
函数 f=w tio {可 相差 一 虚 常 数 项 ic )， 恒 如 ,在 u 的 定 
多 域 的 某 点 z*=x*+iy" 的 邻 域内 , 可 用 Goursat 公式 
(Goursat formula) 


= 
zta z7 seat (2) 


fe) 22 y 2; 


Rih. 


在 多 复 变 量 z=xtiy={2, ，z) 一 (xx ， 


n x.) 


tify UU, >1) 的 情形 , Cauchy - Riemann 方 
程 给 
du g€ u av 
kl1,.... n (3) 
dx Dya dy, dx 
成 为 超 定 的 . 


由 (31 得 知 , 当 H>1 时 ,wu 不 再 能 到 为 任意 的 调和 
函数 , 它 必须 属 - 二 多 重 调 和 函数 子 类 ( 见 甸 重 调和 应 数 


(pluriharmonic function )) ， 此 时 本 利用 (2) iH tik 
多 重 调 和 函数 0. 

涉及 向 量 昭 数 f= (ai u.) (其 分 量 u = 
pno WERE x... x, 的 实 值 兄 数 ) 时 , 有 


PARTER S (u. o K 8. 例子 之 是 
梯度 系 (gradient system} f= (u, u) E WAP S 
Cauchy - Riemann 方程 组 


= du du du 
74 =0, — = =, i J=1.....n. 4 
之 Bx, 0, dx, Jx,” J51 n. Æj (4) 


这 个 方程 组 也 可 写 为 简 缩 形式 : 
div f = 0, curlf = 0. 
如 果 条 件 {9) 在 Euct 庆 空间 R" 的 -- 个 同上 胚 于 球 的 区 域 D 
内 满足 , 则 存在 D 上 的 调和 函数 六 ,使 得 f=prad h. 
当 n=2 R RARA utin 是 变量 z=x,+ix, 的 解析 
晴 数 ,在 某 些 方面 , (4) 的 解 的 性 态 类 似 于 Cauchy - Rie- 
mann 方程 组 ( 妃 的 解 的 性 态 ; 例如 在 边界 性 质 的 研究 
中 ,情形 便 是 如 此 ( 见 [3]). 
参考 文献 
[l] Bmame, A. B., Ocgopbr TeopPr aHagmruuecxux YHK 
KOMTUICKECHOTO MEpPEMEHOTO, 2 msn. . M. . 1972. 
[2] Baramwuaapon, B. C., Merom Teopun yea MHO- 
THA KOMIMKRÜHBIX NEPEMEHHEN, Mi., [964( XEHEA : Vladi- 
Methods of the theory of functions of 
Several complex variables, M. F. T., 19662. 
[3] Stein, E.M., Weis, G., Introduction to Fourier ana- 
lysis on Euclidean spaces, Pringœton Univ. Press, 1971. 
E. JI. Conosenuee 所 PE kak i£ 


mirov, V.S., 


HEH SEA [conjugate isothermal coordinates ; compa - 
WENEHE HOTEPRMIPEXEIHE KOOD/UIHS T | 
曲面 上 的 一 种 坐标 , 使 得 第 二 基本 形式 能 写成 
H =-A(u,b)(d + de2). te) 


Æ E WE] Bi 81388 R] š OAR A E TLA d sa 52 B 
坐标 .在 正则 曲面 双 曲 点 的 充分 小 邻 域内 可 以 引 人 华 标 
使 得 
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I= A, odit d), 


但 在 这 种 情形 ,常常 宁 可 选用 所 请 的 渐 近 坐标 (asymp- 
, 在 这 个 坐标 中 


H= AÑ, dË dT. 


totie coordinates) H, Ú 


A A Coxornos # 
【 补 往 】 AAYAR pD ARTAS. h F 
Ei EKME, 6 — 3: k; tk FE, 因此 (>) 中 
的 负 号 是 不 重要 的 ,事实 上 ,常常 被 删除 . 
3 FI A E Pk Sh 9135 E ts (affine isothe- 
rmat coordinates) ( 见 [A1] ). 
参考 文献 
[A1] Blaschke, W. and Leichtweiss , K., Elementare Differ- 
entialgeometrie, L, Springer, 1973, 160. WX i 


HN [conjugate net ; conpaxesmau ceTE ] 

BH 8) FE dH BG # HH a o b a e # 3 SE Ji Sl 
{conjugate directions) 的 曲线 组 成 的 曲线 网 .如 果 坐 标 
MEHREN MAAN EEEREN M TE z 
于 零 . 在 曲面 的 每 一 个 非 平地 点 的 分 域 内 能 铝 引 人 砂 
数 麦 示 , 使 得 坐标 曲线 组 成 共 罗 网 ， 其 中 的 一 族 可 以 性 
意 选 取 , 甚 至 这 族 曲 线 可 以 没有 渐 近 方向 .一 个 重要 的 
例子 就 是 曲率 线 网 . 
参考 文献 

[1] Toropenoe ,A B., 
nal , M. , 1969. 
【 补 注 】 


参考 文献 
[A1] Hsmng, C. C., A first course in differential geometry. 
Wiley, 1981, Chapt. 3, Sect. 4. HAR P 


Jinbbepegunamdgasq rcosmrpaa, 5 
E B nxm JÉ 


KZRA [conjugste trigonometrie series ; conps- 
KEHAL TDHrOBOMETDECCKHÑ Dun] 


与 二 前 级 数 
s = >+ Š an cosnx +, Sin nx 
Jt 64 — fi s $ E 


0 
a= ~—b,cosnx +a, sin nx. 


| 


这 两 个 级 数 分 别 是 级 数 
一 十 Sa, 


azl 
LRA RA, 其 中 z= e*. 与 函数 (x) 的 Fourier 级 数 
HENTAR TU] NRIMAA 


ibp) z” 
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T 


$0 = + f ADDU — x), 

其 中 D,G) EJE ii Dirichlet&& (Dirichlet kernet) ,如 果 
SOE w,z] 1: E 8 W E AAR, MR y NEE x, 
Wk S p) SE y r AIHE H AN conjugate Function) 
JG tak. KIM. Z) AEA 8 G [f] ËJ Bl. 如 果 f(x) 
是 [一 rz,r] 上 的 可 和 函数 , 则 级 数 5[ 门 几 平 处 处 可 用 a 
次 Cesaro 求 和 法 (C, o) 及 Abel - Poisson 求 和 法 求 
Ai, HA JLF LER foc) B t g 8 3k 8k. ¿n E ÚG Wk 
fO) en] MH. MARTIR BJ Fourier 级 数 ， 函 
数 ftx) 不 一 定 是 可 和 的 ;在 Lebesgue 积分 的 推广 ,例如 
ARRA LA- integral ) 和 Boks 积分 (Boks integral) 的 情 
Ba F. HRA U] E t RA N Fourier 级 数 . 
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T. H. Jiyao I 
[HEI 文献 [7] 是 -篇 很 长 很 有 用 的 综述 .文献 
[A1], [A2] 是 标准 文献 . 
参考 文献 
[AL] Zygmund. A., Trigonometric series, 1-2, Cambridge 
Univ . Press, 1959 — 1968. 
[A2] Hardy, G. H. and Rogosinsky, W.W., Fourier series, 
Cambridge Univ. Press, 1950. WAH i£ 
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COmpP9 孙 CHHEE 


合 取 [ conjunction ; komazoukung ] 

一 种 亚 辑 运算 ， 用 来 愉 两 个 表示 式 4 和 B 38 & S 
示 式 "4 并 且 BP. 在 形式 语言 中 ， 两 个 表示 式 À 3 B 
的 合 取 记 作 A&B. AAB, AUB A B= AB. 表示 


式 4 和 BEA AdB É G RIR (comunction term), 在 数 
BERT., GARAE K A A r h ARAE F: 


B. E. Nlmero 所 E 3 y PE 


合 取 范式 [ conjunctive nomai form ; koinaoakraaeysa 
mopa bopa | 


如 下 形式 的 命题 公式 : 
A V Cp, (9 
rmf =| 
其 中 每 个 C,(i=1,… . n j=l om SA RK+ 2 


{单个 变 元 或 常量 ) 或 是 原子 公式 的 否定 ， 合 取 范式 (*} 
ERER, 当 且 仪 当 对 每 个 i 都 存在 菜 原 子 公式 p ,在 
Ci Cm 中 可 以 同时 找到 Pp 和 一 p . 给 定 任意 一 个 命 
是 公式 4, 可 以 构造 一 个 与 之 等 性 的 合 取 范 式 呈 ,使 刀 
与 十 含有 同样 的 变 元 和 常量 . 这 个 BB 就 称 为 ,4 的 合 取 
范式 . ` C. K. Coomer 8 
[【 补 注 】 合 取 范 式 的 对 偶 式 是 析 取 范式 (disjunctive nor- 
mal form). 两 者 也 都 应 用 于 Boole 函数 理论 ( 见 Booe 
函数 的 范式 (Bociean fimetions, normal forms of). 
尝 复 兴 详 Tis 校 


单位 元 的 连通 分 支 [ connected component of the identity ; 
CBMN3ERN KOMDOHCHTa eol]， 单 位 元 分 支 (identity 
component) 群 G 的 17T 

拓扑 群 ( 或 代数 群 )G 的 包含 此 群 的 单位 元 的 最 大 
HATEG 23 G K GÉ BES f BEI G W > J 
C'HERREG 的 连通 分 支 , 商 群 G/G? 是 完全 不 连通 
A Hausdorff i, HÆ G MAAE GH 完全 不 连通 的 
ERTE H h, GERD. mA G 局 部 连通 【例如 ， 
GÆ Lie B), 则 G 在 和 中 是 开 的 , 且 G/G" 是 离散 的 . 

对 任意 代数 群 G 来 说 ， 单 位 分 支 也 是 开 的 ， 且 它 
有 有 限 指数 ; G" 还 县 G 中 具有 有 限 指 数 的 极 小 闭 子 
群 。 代 数 群 的 连通 分 支 和 不 可 约 分 支 相 同 ， 对 代数 群 
G 的 任 一 多 项 式 同志 gp, 我 们 有 o(G')=(0(G)). 如 
困 避 是 一 域 上 代数 群 ， 则 G? 仍 定义 在 此 域 上 . 

车 避 为 复数 起 心上人 民 数 群 ， 则 它 的 单位 分 支 如 "和 
TERS Lie 群 的 单位 分 支 相间 ， 若 G 为 实数 域 R 
EERE, MiG’ PEAR Z GR) iE Lie 群 GR) 的 
拓扑 它 不 一 定 连通 ， 热 而 它 的 过 通 分 支 数 有 限 . mi 
R, mi GL,( 吕 是 连通 的 ， 可 是 GL,(R) 分 裂 成 两 个 


EEr. KAA, WEZ ARH SO gR E 
连通 复 代数 群 SO,,,(C) 的 实 点 构成 之 群 ， 当 P=0 或 
8 三 0 时， 它 是 连通 的 ， 当 p,4>0 时 ， 它 分 裂 成 两 个 达 
通 的 分 支 ， 然而 ， 当 Lie R GR) EK Lie RET, G%(R) 
是 连通 的 . 

参考 文献 . 

[1] Borel, A, Linear alpebraic groups, Benjamm, 1969. 

[2] Tiosrparm ,JL C., Heupeptimupg rpm, 3 nan, M. 
1973 【中 译本 : JL C. RANEE EARE., 
下 )， 科 学 出 版 杜 ，1978) 

[3] Helgason, $., Diferential peometry and symmetri spå- 
ces, Acad. Press, 1962. 

[4] Hiabupenas, FL P, Omosa 2zmuGpanweckuñ ruOserpun, 
M.，1972【 英 详 本 : Shafarevich, I. R., Basic algebraic 
geometry, Springer, 1977). 

A. JI. Onn ËR FUR REHE 


连通 集 [ connected set ; cBH3oe MHO2KPCTBO | 
定义 了 连通 性 (connectivity) 概念 的 环绕 空间 集 
的 子 集 , 在 这 种 意义 下 该 子 集 足 连通 的 . 例如 ,实数 空 
间 中 连通 集 是 史 集 旦 只 有 凸 集 是 连通 集 ， 图 的 连通 集 
是 其 任意 两 点 能 用 全 部 位 于 其 中 的 道路 连接 的 集合 . 
B. 而 Mar Ë JPK Er 


连通 空间 | connected space ; emasuoe npocrpanergso | 
TEETE y 8 5 88 PB e Ai R TF 2 ls], 或 
更 确切 地 说 ,不 能 表示 成 两 个 非 空 不 变 开 闭 f # BJ 321. 
空间 是 连通 的 , 当 且 仅 当 在 其 上 任意 连续 实 值 函 数 取 得 
所 有 的 中 间 值 ， 连 通 空间 的 连续 象 , 连通 空间 的 积 , 以 
及 在 Vietoris 拖 扑 下 连通 空间 的 闭 子 集 空 间 都 是 连通 
空间 ， 任 何 连通 完全 正则 空间 的 基数 都 不 小 于 连续 统 
的 基数 ;尽管 存在 着 可 数 连 通 Hausderf 空间 . 
B. H. Mamm I 
LEJ XT Vietoris 拓扑 见 超 空间 (hyperspace). 
参考 文献 
[A1] Arkhangel skii, A. V. and Ponomarev, V f., Funda- 
mentals of general topology . Problens and exercises, 


Reidel, 1984 (HEAR) HEH 至 


连通 和 [ connected sum ; cmaamaa cyMMa ] ， 业 族 的 

这 些 集 合 之 并 成 为 一 个 单 连 通 集 . 连通 和 的 概念 
是 为 了 区 别 这 种 类 弄 的 并 与 不 连通 或 开 - 闭 和 的 概念 
而 产生 的 ,后 者 也 就 是 那些 不 交集 的 并 , 它 的 连通 子 集 
只 能 是 这 个 并 中 那些 集合 的 连通 子 集 . 

B. H. Mamim 所 

【 补 注 】 有 所 种 不 同 的 方法 来 弥补 连通 和 或 空间 与 集 
合 之 并 的 售 帮 的 握 法 ,但 没有 哪 一 个 是 特别 规范 的 . 它 
的 定义 根据 所 讨论 对 象 种 类 的 不 同 而 不 同 ， 
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在 微分 拓扑 中 ,两 个 微分 流 形 的 连通 和 (connected 
sum) 是 如 下 定义 的 ， 设 M, M Re Ut SE I CE) 05 C * 
流 形 , 并且 D" En 维 的 单位 贺 盘 , 设 f:D" M (i=], 
2) 是 保持 定向 的 要 人 人. 那么 ,借助 于 天 了 六 把 MA 
J DA MD") 的 边界 粘 在 一 起 (等同 ), 就 得 到 M. 
与 M, 的 连通 和 对 | 并 AM M HME E mA M, 的 
定向 ,jd 并 M, 的 微分 结构 不 依赖 于 了 而 唯一 确定 .在 
微分 同 腑 的 意 谱 下 , 取 连 通 和 的 运算 是 可 辣 合 . 可 交接 
H. n ERE SERT. B MHS AET n ER 
JE M. 
参考 文献 

[A1] Hirsch, M. W.. Differential topology, Springer, 1976. 
FHER. BET, Pa iE 


联络 [ ommection ; cpm390cTb]， 纤维 人 由 上 的 

具有 Lie 结 构 群 的 光滑 纤维 从 上 的 一 种 微分 - 几何 
结构 (differential - geometric structure )， 它 推广 了 流 形 
上 的 联结 (connection on a manifold) ,例如 Riemann 
几何 中 的 Levi -Civita 联络 (Levi -Civita connedion), 
设 p:E8 -BE -个 具有 标准 纤维 三 的 光滑 局 部 平 几 
纤维 化 ,Lie 群 如 有 效 且 光滑 地 作用 在 三 上 ,这 个 纤维 
其 上 的 一 个 联络 是 从 底 空间 互 中 分 段 光 清 曲线 范畴 到 纤 
维 的 微分 同 胚 范畴 中 的 -个 映射 , 它 对 每 条 (起 点 为 x, 
终点 为 x 的) 曲线 工 = 工 (x,, x) 伴随 一 个 满足 下 列 公 理 
RIA AE TCL: p (x) — p (XO): 

DIF Lia, x). D'(x x), L'i, x.) #l LL x, 
x,), A 


TET?! = (TL) !, TLL y = (TLXTL y; 


2) 对 任意 一 个 平凡 化 微分 同 胚 pU x F— p''(U) 
和 一 个 上 Geo ,xD U, WAE o Le (x, F)— 
(xa F) 是 由 某 个 元 ge G 的 作用 定 兴 的 ， 这 里 中 .= 
li, ry 

3) 对 任意 -~ 个 分 段 光 滑 劝 数 表 示 14: [0,1] — Lixo, 
xDU, RS tig EX T G 中 一 条 从 单位 元 e=gs* 
出 发 的 分 段 光 清 曲 线 , 这 里 L R [0,r] t 4 之 下 的 每 ,此 
外 ,具有 公共 非 零 切 向 量 X= T (P) j A A [0.1] ~ 
PL'(x XS U 定 久 了 GG 中 具有 公共 切 向 量 (x, X) 
€T, {G)=g 的 道路 , 9, (xÁ. X) 3638483884 x, AX. 

WARE TLA AE L W P tTI h (parallel dis- 
placement) . 治 所 有 可 能 的 闭 曲 线 工 (xu, xo) 的 平行 移动 
组 成 联络 在 x 的 和 乐 群 (holonomy group) ; 这 个 群 
向 构 于 如 的 一 个 不 依赖 于 x 的 Lie FEF. E Eiti 
ADe 加 ) 称 为 关于 械 是 水 平 的 , 如 果 对 任何 ts I0,1] 和 
它 的 某 个 分 段 光滑 敌 数 表示 有 T(pA,}y.=yj9. 如 果 给 定 
L (x, x) l y, ep Tec, 那么 总 存在 唯一 的 一 条 水 平 曲线 
A (y, 妃 , 称 为 曲线 L 的 水 平 提升 (horizontal lift of a 
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curve), 使 得 pA=L; ERTL y 这 种 点 组 成 . B 中 所 有 
曲线 工 的 水 平 提升 集 唯 一 地 决定 了 联络 十: rL L É 
所 有 提升 曲线 的 终点 映 为 起 点 . 
WME 8. (x, X) HEN o Tü x SË PE IK 8 F X , 或 等 价 
地 ,如 果 对 任何 yeEE, 从 3 出 发 的 水 平 曲 线 的 切 向 量 诅 
成 开 (E) 的 一 个 向 景 子 空间 A,， 称 为 水 平子 空间 ,部 么 
这 个 联络 称 为 线性 联络 .这 里 T. (E) = A, T(F,), HF 
F Robby BJ Era Bl F. =p "p(y. 光滑 分 布 A :YF A, 
称 为 线性 联络 工 的 水 平分 布 (horizontal distribution). 
它 唯一 地 决定 了 本 : 它 的 积分 曲线 是 水 平 提升 曲线 . 
HEREA E, WR G Æ bin ithe (或 相应 地 可 迁 地 ) 

作用 在 下 上 ， 即 如 果 对 任何 z(z…EF) 都 从 有 一 个 (或 
相应 地 ， 有 一 个 ) 元 BEG, 将 z 变 为 z… 那么 三 称 为 主 共 
(或 相应 地 , 齐 性 型 空间 ), 记 为 {或 相应 地 , 人 Q). 根 定 G 
左 作 用 在 FF 上 ; RATEN P 上 的 一 个 自然 的 右 作 用 , 其 
中 上 定义 及 j:21rzog, 这 里 的 如 等 同 于 由 轨道 yo 
组 成 的 商 流 形 PH, h H É F=G/H F— ËJ 3F.34 T 
W. 更 一 般 地 , EE 可 以 等 同 于 轨道 (y,2)oG 的 商 流 形 
{PxF}/G, 这 里 的 作用 由 (? ,zjog=(yog,9 oz) 定 
x. 

P 上 的 一 个 光滑 分 布 A 是 某 个 线性 联络 {由 A Ë — 
确定 ) 的 水 平分 布 , 当 且 仪 当 对 任 林 yeEP 和 gsG 有 


TAP) = A. BT (F) R* Ay=Ay-o 


Q LOREH., P 上 }) 所 有 的 水 平分 布 都 是 这 种 A 在 规 
EHE P—Q=PH FER (或 相应 地 , 这 种 A 在 规范 
射影 卫 xF —E=¿(P x F)/G T B Ë Pt Tr) .线性 联络 
常常 直接 地 定 党 为 具有 上 述 性 质 的 一 个 分 布 . 己 经 知道 
在 每 一 个 PP 上 ,同样 在 每 个 品 和 EL 上 ,总 有 线性 联络 ， 

适 常 利用 线性 联络 的 联络 形式 (connection form) 
来 研究 线性 联结, 联络 形式 唯一 地 决定 了 联 铬 并 且 可 以 
成 为 别 的 定义 的 基础 , 钱 性 联络 的 一 个 重要 特征 是 曲 军 
形式 (curvafure fprm), 它 可 用 来 计算 和 乐 群 的 Lie 代 
数 . 

联络 的 概念 首先 在 1917 年 出 现 于 T. Levi -Civita 
关于 Riemann 几何 学 中 向 量 的 平行 移动 的 工作 中 
(B1).19184E, H. Weyl 引信 了 仿 射 联络 (affine connec- 
tion) 的 概念 . 在 20 tt, E. Cartan 研究 了 射影 联络 
(projective connection} 各 共 形 联络 (oon formal connec- 
tion)( 见 3] 一 [5]). 在 1925 年 ,他 给 击 了 “具有 基本 群 的 非 
和 乐 空间 "的 一 般 概念 ( 见 流 形 上 的 联络 (connection on 
a manifold))， 并 且 用 一 般 联络 论 的 观点 来 划分 这 些 空 
间 . 在 各 年 代 ,B B RBargep 发展 了 更 一 般 的 概念 ,其 精 
神 ( 不 是 其 方法 ) 接 近 于 联络 的 现 已 想法 .1950 年 是 决 
定性 的 一 年 ;这 一 年 里 ,出 现 了 B B. Bargep 的 综合 
告 ([6]), U. Qp Jlamres 的 第 一 简 注 记 , 揭示 了 新 方法 特 
别 是 新 的 分 析 方 法 ; 杰 有 已. Ehresmann 的 工作 ([7]), 3 


定 了 现代 整体 联络 论 的 基础 .也 见 Weyt 联结 (Weyl 
connection); 线性 联络 (linear connection); Riemann 
联络 (Riemannian connection); 六 联络 【symplectic 
connection); Hermite 联络 (Hermitian connection). 
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[ 补 注 】 考察 一 个 光滑 局 部 平凡 纤维 共 了 :五 一 旦 . 一 个 
光滑 截面 是 指 一 个 光滑 映射 4:B 一 上 使得 pos= 记 .这 
个 概 礼 推广 了 函数 B 一 下 的 概念 (这 里 下 是 p 的 全 
维 ), 后 者 和 平凡 纤维 从 x F — BAREEN. E 
歼 敬 的 一 些 领 域 中 , 考察 截面 而 不 是 考察 函数 是 重要 
的 .例如 在 规范 场 理论 中 就 是 这 样 . 然而 还 想 有 某 些 像 
截面 的 偏 导 黎 立 类 的 东西 供 使 用, 也 即 那 种 描述 当 避 (无 
限 小 地 ) 变 化 时 sy 地) 在 一 阶 范围 内 怎样 变化 的 量 ， 这 就 
需要 比较 p :EE 一 B 在 邻近 点 的 纤维 ,但 有 是 在 纤维 从 的 概 
仿 里 目前 是 没有 东西 容许 懒 到 这 一 点 的 .为 此 需要 某 些 
额外 的 结构 ,而 联络 (connection) 的 想法 提供 了 这 种 结 
t. 
如 果 对 任意 两 点 b, b'e B, 都 能 按 相 容 的 方式 指定 
一 个 同 构 pwy: E Ey 使 得 对 任何 三 个 b, b”, b” 都 有 
Pr heP IA, ARERR ARE. 这 里 E, Bl 


Ef b Ef 8 34 kaki p 1(b). 热 而 这 就 使 这 个 只 成 为 


平凡 从 ,… 般 来 说 这 是 不 可 能 的 .下 一 个 最 好 的 情形 是 : 
对 每 一 条 从 x, Ë] x 的 光滑 道路 L, 有 一 个 从 遵 路 起 点 
的 纤维 到 道路 终点 的 纤维 的 同 构 9. : E, — E, ( 它 可 能 


RATER L) ,但 要 加 上 某 些 自然 的 限制 , 这 怡 怡 就 是 
-个 联络 所 说 的 情形 . 

至 少 有 三 种 描述 联络 的 自 热 直观 的 方法 . 

i) 对 每 一 条 从 x, BJ x, 的 光 靖 道路 工 ,给 定 受 三 
TEHN, 2), 388 — TAHE. — E... 

H) 对 每 个 e eB, 设 VTE=ker(T).:TE — T, B) 
是 在 e 的 切 映射 的 核 .E # e 的 切 空间 TE 的 子 空间 


paoe) . 因此 , 工 E=HTE 的 VTE,(T) 诱导 一 个 同 构 
HTE ~> T oB. EER VTE X MH BE e 变化 .在 线性 
联络 的 情形 (网 上 述 ), 这 就 是 i ) 的 无 穷 小 说 法 - 

iii) 设 王 是 向 量 只 .那么 线性 联络 可 以 说 也 是 通过 
直接 给 出 截面 的 偏 导 数 来 具体 规定 的 ( 共 变 微分 法 
fcovariant differentiation) ) RRERAME --P AER 
性 映射 :中 :IBYX (E) — T(E), CH V(B) E B 上 的 向 量 
162 [B], (FE) 是 具有 某 些 性 质 的 p: E — B WJ R I| E, 


在 下 =T8 时 的 这 些 性 质 见 线性 联络 (linear con- 


nection). 这 些 性 质 的 一 个 结果 是 (sj (b). Xe V (B), 
ser(E), j tk F fE b 03 X(b). m E L: [0,t] ~B 是 从 
b B Z B # b š Ul I] 83% X(b) ËJ — #£ 363838 Ef , 3; 2, 


(Vras) (b)=lim A'T, sibh- sib Ys 
这 里 I: E," E, ay É, R: Ba L: [0,A] — B 定义 的 平行 
移动 . 
在 EE 是 向 量 从 的 情形 ,描述 线性 联络 的 一 种 精美 又 
适用 的 方法 如 下 . 设 


nl(U) Ë p(x R" 
| ; 
U ç e(U)= R" 


是 中 的 一 全 局 部 坐标 卡 和 巨 的 一 个 平凡 化 , 于 是 在 
x fr 上 有 3 了 3 瑟 的 于 列 局 部 平凡 化 : 


Tx '() Í: g(U)x R" x RxR" 
t 4 
aU) Z e(O)x R° 


WB 536 3 E WN TIT Fb. EKT 
#ËFEDESKNKIH — AAK: TE — E Hih ( PI El 
' TE K E 
+ tP 
E p B 


是 可 交换 的 且 开 在 纤维 中 是 线性 的 ), 使 得 这 个 映射 
在 局 部 就 像 
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K,=8°K (Të ) !: @(U)x R" x R"x R" 


— g(U)x R”, 
(b, Z, v, m) = (b, ntr ib) (O, D. 


这 些 p. (b) E (2: F FA deip, gp) 88) Christoffel 符号 


(Christoffel symbols); šE E= TB. 那么 入 可 取得 等 于 
Te, $ Christoffel ASRM F Et E o. 
给 定 联络 K. k FF Els] HT.E 如 下 定义 ， 


HT.E=Ker(K,: T, E — E p), 


RE s: B — E Hrlil R 36 X : B 一 7 了 8 的 共 变 导数 是 截 
BL K-Tso X: B— TB— TE — E. 

在 无 限 维 流 形 和 从 的 情形 ,最 后 这 种 线性 联络 的 概 
TEKEEN EEN y: VB) x T(E) ~ p(E) 
的 合适 替代 ， 见 [A2] 中 1.1 节 ， 
参考 文献 

[Al] Kobayashi, S. and Nomizu, K. , Foundations of dif- 
ferential geometry, 1, Interscience, 1963, 

[A2] Klmpenberg, W. , Lectures on closed geodesics, Sprin- 
ger, 1979. 潘 养廉 译 


联结 形式 [ connection form ; cau3snocru 中 mpwra] 

EEA P 上 取 值 于 P 的 结构 群 6G B) Lietta a 
的 线性 微分 形式 8. 它 由 天 上 某 个 线性 联络 (linear oon- 
nection) 开 定义 ,并 且 它 唯一 地 决定 了 这 个 联络 . 工 的 联 
WERKE) 这 里 YsP 而 Ye T,(P), WEH a 的 
这 种 元 素 : 按照 GG 在 P EM EFI. CAER Y XT B fü 
DPDC HA AIE. E G, R P 的 包含 
y KREE, & 是 工 的 水 平分 布 . 按照 下 面 的 方法 ,从 联络 
形式 加 能 够 重新 获得 水 平分 布 A. 因 面 重新 获得 联络 T， 

Cartan - JIarmreB 定理 (Cartan - Laptev theorem}. 
为 使 户 上 的 取 值 于 ç 的 形式 上 成为 一 个 联络 形式 ,必要 
和 充分 的 条 件 是 :1 对 站 ET 三 (人 G), 0,(Y) 是 š 中 的 元 
E, 它 按照 G 在 了 上 的 作用 生成 了 ; 2) 由 8 级 成 的 取 
值 于 8 的 2 形式 


ü = 8+ LI. a) 


是 半 基 本 的 或 水 平 的 , 即 如 果 向 量 了 和 Y, 中 至 少 有 一 
全 属于 7 小 那么 名 ( Y)=0. > 形式 怠 称 为 联络 的 由 
RER (curvature form). 如 果 在 8 中 确定 一 个 基 
{e e r. 那么 条 件 2 局 部 地 可 用 等 式 

1 
2 
来 表达 , 其 中 几 , … 中 "是 某 些 线性 独立 的 半 基本 的 1 形 
式 . 条 件 2) 的 必要 性 是 由 E. Cartan 按 这 种 形式 证 明 
的 ([1]); EEA Rm S 1) .时 的 充分 性 是 由 G. 
F. Laptev [21 证 明 的 . 联络 形式 的 分 量 方 程 (*) 称 为 P 


dr + joe AF = LR Aw 
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中 联络 的 结构 方程 (structure equations), RS 定义 了 ih 
率 对 象 (curvature object). 

作为 例子 , 设 P 了 是 一 个 nn s GW 流 形 M BJ j bA r: 
的 仿 射 标 加 空间 ,那么 上 G 和 5 分 别 是 下 列 形 式 的 全 阵 
组 成 的 群 和 Lie 代数 ，; 


l a' ， 
oal det | A; | = 0, 
0 p 


0 g; 
根据 Cartan - Laptev = 8, P ER) ç (8 1 2 


0 w 


8 = | 
0 w 


E M L 3t T h d E 38 (affine connection) 的 联结 形 
式 , 5 E IM 5 


dw on Aw = lr: kuy A, 


2 


dw, + ek Aoi = 


TR Av. 
这 里 T. 和 Ri 分 别 组 成 M LARR RERA 
曲率 张 量 . 量 后 的 这 两 个 关于 性 线形 式 分 量 的 方程 称 为 
M 上 仿 射 联络 的 结构 方程 . 
参考 文献 
Il] Cartan, E., Espaces à connexion affine, Projective et 
conforme, Arta Math. , 48 (1926), í —42. 
[2] Janm ,FT D., & Tp. Mo. MaTem. 06 - pa >, 2 (1953), 
275—382. 
[3 Kobayashi, S. and Momizu, K. , Foundations of differen- 
tia] geometry, 2, Wiley (Intersciençe), 1969. 
I). T. Iyar 88 WFR 译 


JEHA [ connection number ; cmusnocru wacno] 
拓扑 空间 中 连通 分 支 族 的 基数 .例如 , 若 从 实 直线 
上 去 掉 # 个 点 三 …<m,, MAFKAR 


(700,81), (81, a3), ,.. (qs, oo), 


REANA n+l. 
术语 “过 通 数 "也 在 下 列 意 义 下 用 到 ,Eudid 空间 中 
一 个 区 域 称 为 n 连通 的 (x - connected) ,如 果 它 的 边界 
是 由 nn 个 不 相交 的 连通 子 集 所 组 成 例如 , 贺 盘 的 内 部 
是 1 连通 的 ,而 回环 的 内 部 是 2 连通 的 ， 
B. H. Mamam 所 HRR. RER. FER PE 


联络 对 象 【oomnection object ; cnuxmcrm ofberr ] 
在 光 光 主 纤维 上 P 上 的 得分 - 妃 何 的 对 象 , 它 用 


来 定义 呈 上 一 个 联络 的 水 平分 布 (horizontal distribu 
tion )A, 设 RufP) 是 呈 的 全 体 切 标 架 组 成 的 其 ， 它 使 得 
切 标 架 的 前 7 个 向 量 e/…,e, 切 于 对 应 的 纤维 , 3 H H P 
的 结构 群 G 的 Lie 代数 中 个 基 元 素 所 生成 ,r=dimG. 
那么 -个 联络 对 象 就 由 R (P) F — t 88 #ç T” 28 sü , Et 
ERRA fE 入 中 的 子 空 间 由 疝 量 e 十 下 各 (pa 一 1…， 


t+ rir) 张 成 .进而 , & 36 5 E RE) 
上 必须 满足 下 列 条 件 : 
dT? =P o + Tews toe = Poo. (1) 


它们 可 以 用 Ro(P) 上 的 1 形式 来 表达 , 这些 | 形式 
出 现在 关于 fe ,e} 的 对 个 共 基 给 出 的 形式 四 ,om* 的 结 
构 方 程 之 中 ， 


da = e Ao, 
dor 一 -3 Ch Nw to Aan, (2) 
wp = —Ch ay, 


一 个 联络 对 得 也 定义 了 一 个 由 关系 式 外 =e-~T?*w' 给 
出 前 对 应 的 联络 形式 (connection 人 mm)g, 以 及 由 下 面 
公式 给 出 的 它 的 曲率 形式 (curvature form)O, 


P = “TR AQ, 


R; = =A ht Ca TEE). 


BL. P — 4 n 锥 光滑 流 形 好 的 仿 射 切 标 架 空 
间 . 那 么 ,(2) 中 第 二 个 方程 形 如 


de, = —@L Awt to Nw 
f (1) 4629 


dT Thoi — Tol + Tht+ = Two 


E PITE (parallel displacement) 下， 必 有 o- 
That=0. 如 果 在 好 中 选取 一 个 局 部 坐标 卡 , 并 且 在 
它 的 定义 域 中 过 渡 到 这 个 卡 的 自然 标 架 , 即 at= dx". 那 
么 平行 移动 是 由 wT dxt 定义 的 . MM 上 一 个 仿 射 联络 
药 联 结对 象 的 经 典 定 必 是 由 一 套 定 交 在 各 坐标 卡 的 定 
X BR h iW R 3, 给 出 的 ,使 得 当 从 一 个 坐标 卡 转移 到 
BAEREN, 这 些 函 教 护 下 列 公 式 变 换 : 
ax" "Oxf Bx 4 xr ix” 
Bx dx dx A Bd dx 
上 面 这 个 式 子 可 由 移动 下 的 不 变性 条 件 导出 ， 

lO. T. JIar # EER PE 


m= 


流 形 上 的 联络 [connections on a manifold :caaygoert 


Ea MHO0r000D33ER | 

HWE (manifold) M 上 的 微分 -几何 结构 (difer- 
ential - geometric structure). EEEE M 上 标准 纤 
难为 与 财 维 数 相间 的 齐 性 空间 G/ H B) W.P EF 3 A E 
上 的 联结 (oonnection) .根据 选取 的 齐 性 空间 , 可 以 
得 到 好 上 的 如 仿 射 联结 (affne connection), 射影 联结 
(projective connection), # W¿WK$& (conformal connec- 
tion} 等 . 流 形 上 联络 的 一 般 概 念 是 由 E. Cartan ([1]) 引 
大 的 ,他 将 一 个 其 上 定义 了 联络 的 流 形 MRAN R 
有 基本 群 的 非 和 乐 空间 *. 

ME MM 上 联络 的 现代 定义 是 以 底 流 形 夺 上 光 
清 纤维 从 的 概念 为 基础 的 , 设 让 GIH 是 维 数 与 时 相 
同 的 一 个 齐 性 空间 (homogeneous space) (例如 , 仿 射 空 
E, 射影 空间 等 等 ) itp: E —M 是 有 标准 纤维 下 的 一 
个 光滑 局 部 平凡 绎 维 化 ,并 假定 在 这 个 纤维 化 中 国定 一 
个 光滑 截面 3, 即 一 个 光滑 映射 :4 一 王 使 得 对 每 个 
xE MAp =x. 最 后 这 个 条 件 保证 3 其 M B s (M) 
EARS EE, 因而 ,如 果 需 要 可 将 M A s (M) % FJ E: 
来 ,换言之 ,对 每 一 点 x e M, 都 附着 维 数 与 M 相同 的 齐 
性 空间 F 0 — AHN F. (El p 'E— M 在 x 上 的 纤维 ). 
下 上 有 一 固定 点 s(x) 能 等 和合 于 点 x. 

流 形 上 的 联结 是 更 一 般 联 络 概 念 的 特殊 情形 ; 它 可 
以 像 下 面 那 样 单独 定义 ,假定 对 流 形 M E 一 条 分 段 
光滑 曲线 L (x,, xi 曲线 端点 处 切 齐 性 空间 之 间 有 一 
个 同 构 工 :一 下 (例如 ,如 果 天 是 一 个 仿 射 空间 或 
射影 空间 ,那么 I 工 分 别 是 一 个 仿 射 映射 或 射影 映射 ) 
此 外 , 假定 : 

1) 对 工人 xx x), Le w) A LE (x,, x,), 
ATL =(TLY', (LL Y= TL) (TL'); 

2) 对 每 个 点 eM 和 每 个 切 向 量 及 ET (M), 同 构 
TL : F — F, á t — 0 NBEa, 并 且 它 与 后 者 的 
偏差 的 主 部 仅 依 赖 于 x 和 X, 这 种 依赖 关系 是 光滑 的 ， 
这 里 工 , 表示 在 工 以 区 为 切 向 量 的 矢 数 表示 1: 各 ,1] 
=> L(x.,x,) FKR. 

在 这 种 情形 ， 就 说 在 村 上 已 经 定义 了 一 个 下 型 的 
联络 TT; 间 构 TL 称 为 澡 工 的 平行 称 动 (paralel 
displacement), 对 每 条 曲线 荆 (xc, x) ESM, 定义 它 的 渐 导 
线 (evolute) 为 中 的 一 条 曲线 ,由 工 的 点 x 在 沿 L, F 
行 移动 之 下 的 象 组 成 . 从 2) 得 到 :在 点 x 有 公共 切 向 量 
蔷 的 曲线 的 渐 局 线 有 公共 切 向 量 了 ,了 光滑 依赖 于 x 和 
X. 由 此 推出 对 每 点 x 都 有 - -个 映射 


Je TM) — 了 


流 形 上 研究 的 最 多 的 联络 尾 线 性 联络 , 具有 如 下 附 
加 性 质 : 

3) 关于 某 个 标 架 场 ,结构 群 G 的 Lie 代数 4 中 定义 
同 构 TIL, 当 t 一 0 时 与 恒 等 同 构 的 储 差 主 部 的 元 名人 
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线性 地 依赖 于 六. 

在 这 种 情形 ,天 是 线性 映射 ,如 果 对 和 任何 点 x, 人 都 
旺 同 物 ; 则 称 之 为 流 形 上 的 非 退 化 联络 ,或 一 个 Cartan 
联络 (Cartan connection); 此 时 ,也 认为 纤维 化 
p; E -MARAA GARRE KARENE M 
上 . M 上 的 一 个 Cartan 联络 称 为 完全 的 {oomPplete)， 如 
果 对 每 个 点 x, F, 中 起 点 为 x 的 任何 光滑 曲线 都 是 M 上 
某 条 曲线 的 渐 届 线 . 

还 有 另 -一 种 - 般 联 络 理论 的 观点, 在 那里 , 纤维 化 
p: E + M 的 一 个 线性 联络 是 用 马上 的 一 个 水 平分 布 
(horizontal distribution) AZ XK. 于 是 映射 天 是 将 XX 
M: À s (D) 的 对 应 切 向 量 的 间 构 S' 和 空间 T(E) 
=A.w 中 Tl 到 第 二 个 直 加 项 上 的 投影 的 复合 映射. 
由 此 得 到 联络 是 非 逝 化 的 当 且 促 当 对 任何 xe 朵 ， 
A. YU (s(M)={0}. 在 -- 般 联络 论 中 展开 的 所 有 概念 
和 结果 都 适用 于 M, ARRE (holonomy group), Eh 
FE (curvature form), 和 乐 定 理 等 等 .然而 , 流 形 上 
纤维 从 的 附加 结构 能 用 来 引 人 茶 些 更 特殊 的 概念 . 除 浙 
届 线 外 ,它们 之 中 最 重要 的 有 基 METRE xW 
挽 率 形式 (torion orm) hS. 

4 F=G/H 基 齐 性 约 化 空间 (reductive space) (EI 
存在 直 各 俘 解 ,= btm 44 [6 m] C m) BJ, Cartan 联络 
在 流 形 的 联络 论 中 占有 特殊 的 位 置 . 在 这 种 情形 ,曲率 
形式 名 分 成 两 个 独立 部 分 : 它 在 峰 中 的 分 量 生 成 挠 率 形 
式 ,而 在 b 中 的 分 量 生成 曲率 形式 ,其 中 最 有 和 名 的 例 于 
是 好 上 的 仿 射 联 络 ,此 时 到 是 维 数 和 邮 相 同 的 仿 射 空 
间 . 

约 化 空间 有 一 个 不 变 仿 射 联络 , 更 一 般 地 , 如 果 
在 F 上 有 一 个 不 变 仿 射 联络 或 射影 联络 ,那么 M 上 一 
个 下 型 联络 的 测 地 线 (geodesic line) 被 害 义 成 那些 渐 
届 线 为 给 定 不 变 联络 的 测 地 线 的 向 线 . 
参考 文献 
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[3] Fhresmann, C., Les oonneexions infinitésimal dans 
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K) T Jye # 
[ 补 注 】 É ESU x FE + EM a EA (vector bun- 
dle}, 元 素 e=(u,f}E E ÑE BB (principal part) 是 分 量 地 
类 人 地 ， 如 果 p: E — E -TARE (u, Di (u, 
gY, WA glu), R ugi) EERE, 亦 兄 
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联络 (oonnection) 的 补 注 ， 潘 养廉 译 


连通 性 [connectivity 或 connectedness ; cam3nocre ] 

拓扑 空间 的 一 种 性 质 , 它 指明 不 能 将 空间 表示 成 彼 
此 分 离 的 两 部 分 之 和 , 即 不 能 表示 成 两 个 非 空 不 交 
开 且 周子 集 的 和 . 不 是 连通 的 空间 称 为 不 连通 的 fm 
如 ,通常 Eudid 平面 是 连通 空间 ; 如 果 除 去 - -点 , 则 剩 
余部 分 是 连通 的 ,但 当 除 去 不 能 收缩 为 一 点 的 圆周 时 ， 
剩余 部 分 是 不 连通 的 . 

连通 性 的 拙 得 性 质 表 明 ， 连 通 空间 的 直观 概念 是 
-TRAME S HKE. 拓扑 空间 的 连通 性 在 间 胚 
下 保持 ,因而 是 拓扑 空间 的 最 重要 性 质 之 一 ， 

拓扑 空间 的 子 集 称 为 连通 的 (connected) ， 如 果 
它 是 连通 子 空间 . 在 当初 引进 这 个 概念 时 ， 如 果 空 间 
的 任意 两 点 处 于 某 连 通 子 集中 , 即 车 它们 能 由 其 迷 通 集 
ER, 就 说 空间 是 连通 的 ， 根据 这 个 现 点 ， 连 道 性 的 抽象 


" e p a + 


DERRER PEETRI (domain). 
Euclid 空间 中 区 域 和 凸 于 集 是 道路 连通 的 ， 因而 是 连 
通 的 . 

如 果 连 通 子 集 族 有 非 空 交 , 则 族 中 集合 的 并 昆 连 通 
集 . 对 拓扑 空间 的 每 一 点 ,包含 该 点 的 所 有 连通 子 集 的 
并 是 包含 该 点 的 最 人 连通 子 集 ; 这 个 并 称 为 沪 点 的 连通 
分 支 (component . 连通 分 支 是 闭 集 , 且 不 同 的 连通 
分 支 不 相交 . 

AMRAAM FAMA. 一 点 的 连通 分 支 包含 在 该 
点 的 拟 分 支 中 . 对 于 紧 空 间 , 连 遂 分 支 和 拟 连通 分 支 一 
H. 

(分 散 的 ied Ppiyonsswnqaya 支 是 单元 
集 ， 即 如 果 所 有 连通 子 集 由 -- 点 组 成 . 空间 称 为 全 不 过 
通 的 ( totally disconnected) (无 处 连通 的 (nowhere 


= * a b a 


connected Ia MEE RS TA 35 38 ¿y X W R: 点 集 . 


和 


果 任 一 开 集 的 闭 包 是 开 集 ， 极 不 连通 Hausdorff 空间 
是 全 不 连通 的 ,而 任 一 全 不 连通 空间 是 坦 传 不 连通 的 ， 
存在 连通 空间 , 它 售 有 一 个 弥散 点 ， 去 掉 它 就 利 下 一 个 
全 不 连通 空间 ， 一 个 例子 是 Kuratowski - Knaster 扇形 
( Kuratowski - Knaster fan). 

连通 紧 空 间 称 为 连续 统 ( continuum). 非 空 连续 统 
的 递减 族 的 交 是 非 空 连续 统 . 但 连续 统 不 能 分 解 为 非 
ZARATEK SH Sierpiński 定理 (Sierpiú - 
ski theorem )). ` 

D AE E Pt ES sa (B] 8: AS BJ J B) ( irreducible ) , 
如 果 它 是 连通 的 且 这 两 点 不 能 用 异 于 全 空间 的 连通 集 
连接 ， 对 于 任意 两 点 ,每 个 连续 统 都 含有 在 它们 之 间 不 


可 约 的 了 于 连续 统 (Mazurkiewicz - Janicewski 定理 
í Mazurkiewicz - Janigewski theorem )). 
空间 称 为 在 一 点 局 部 连通 的 (locally connected), 


如 果 该 点 的 任意 邻 域 都 包含 该 点 的 连通 邻 域 . 

空间 称 为 n EMR (connected in dimension g ). 
如 果 nn 维 球面 到 其 内 的 任何 连续 映射 都 能 扩张 为 
(ntl) 维 球 的 连续 映射 .一 维 连 通 的 性 质 等 价 于 空间 
HEER ( fundamental group ) 是 平凡 的 . 

一 个 拓扑 空间 到 筋 一 拓扑 空间 的 连续 映射 称 为 单 
WA) (monotone), 如 果 每 点 的 原 象 是 连通 子 集 . 闭 映 
射 是 单调 的 性 质 等 价 于 每 一 连通 子 六 的 前 象 是 连通 
的 . 
参考 文献 

[1] Ascxacaunpos, IL C., Bpememme B Te0Paro MHOWSKCCTB H 

guyo Tononorur, M. , 1977. 

[2] Kuratowski, K. , Topology, 2, Acad. Press, 1968 (E$ 

ERL B. H. Mamm 所 
【 补 注 】 E PE EE E E PA R MERE tE {linear con- 
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AFEMATA (irrequcbble), 如 果 它 不 能 写成 
两 个 非 空 闭 子 集 的 并 . 环 4 的 代数 几何 谱 Spec (4) 
是 不 可 约 的 当 朋 仅 当 4 的 筹 零 根基 是 毒 的， 
参考 文献 
[AH Arkhangei ‘skii, A. V. and Ponomarev, V. 1., Funda- 
mentals of general topology, Problems and exercises, 
Rekid, 1984 (FARE). 方 嘉 于 PF 


接合 [ connex ; komeke ],Clebsch 接合 (Clebsch connex) 
平面 中 点 和 直线 的 连接 ,用 下 面 的 方程 宕 达 


J@l,x2 xau 2, ua) = 0, (D 


HP flu, 分 别 是 点 和 次 线 的 齐 次 坐标 ， 例 如 ， 方 程 
ux! +u? Hux? = 0 2) 


定义 了 所 证 的 主 接合 (principal oorinex) , 3 ç 8 x A 
B x 的 关联 ， 共有 的 两 个 接合 称 为 整合 (ooincidence ) , 
接合 的 概念 是 A. Clebsch 在 1871 年 为 了 微分 方程 的 一 
致 表述 而 引进 的 . 

比如 ,方程 


中 y. 2 =0 (3) 
由 接合 {1) 和 2) 的 鸽 合 定义 ,方程 03) 的 求 积 问题 ,在 
TEREA x AEH u ER, E a A u 
别 是 积分 曲线 的 点 和 切线 .这 种 射影 观点 ER x A u 
地 位 平等 ) 的 引进 也 提供 了 向 分 方 穆 分 类 的 一 个 原 出 - 

对 于 偏 微 分 方程 ,无 须 是 一 和 阶 的 ,可 以 类 似 地 构 
造 . 


ir wag. [N 


$- 


gE rL 


ytre 
[i] Klein, F. , Vorlesungen über bohere Geometrie, 5p- 
ringer, 1926. 
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PAE 【oonoid ; womonn] 

FAR ERRAN — #£ GE H 2k a y — #h 
Catalan 曲面 (Catalan surface) ,固定 直线 称 为 辟 锥 曲 
面 的 轴 (axis). 例如 , 骏 曲 抛 贸 商 就 是 有 了 两 根 轴 的 劈 稚 
曲面 . 

辟 锥 曲面 的 位 置 向 量 由 


r= {ucosnt af(o0), usine+ Ao), yf0)1 


给 出 ,这 里 {x,P,¥} 是 和 些 欠 曲面 的 轴 同 方 问 的 单位 向 
晤 ,而 f(t) 是 某 个 函数 . EREA, x=8=0,y=1. 因 
而 它 的 轴 是 一 条 腰 曲 线 . f (o)= a (0) WE 88 ñE HIS SEDE 
Wi(belicoid) . 
H X Camo 所 
[GNE] 
参考 文献 
[A1] Berger, M. and Gostlaux, B. , Géométrie dilferentielle: 
variétes, courbes et surfaces, PUF, 1987. 
[A2] Do Carmo, M. P., Differential geometry of curves 
and surfas, Prentice Hall, 1976. BFE VE 


余 法 线 [ comormal ; Rnbeopwamm] 

信 补 分 方程 边 值 问题 (boundary value problem, 
partial differential equations) 理论 中 的 一 个 术语 令 Y= 
(wv, n ERA ÆI x, o," K Eudid 空间 E" h 36 38 
im S EA x 09 PR 25 28, S g: Jë E E E 
E ERETT GS BLS Ky W T D =g eax) 
(8618x 站 的 系数 ,于 是 (关于 DD 的 ) 余 法 线 (conormal) 是 
向 量 


m=(y ` TN o) 


Hpo =g". 换言之 , 余 法 线 是 对 5{ 在 具有 Eudid E 
量 的 空间 中 ) 的 法 向 共 变 向 量 * 的 肥 变 描述 (在 度量 由 


多 的 道 张 量 所 定义 的 空间 中 )， 
参考 文献 
[1] Butgume, A. B., Vpansesttg MaTeMATHIOCFON dacunu, 
M., 1976 (3% 译 本: Bitsadze, A. V. Equations of 
mathematical physics, Mir Publishers, 1980}. 
[2] Miranda, C., Partial differential equations of elliptic 
type, Springer，1970( 译 自 意 大 利文 ). 
I M H., Bokmexopcewii #EË 
【 补 注 】 
参考 文献 


[Al] Friedman, A., Pamial differential eguations of para- 
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bolic type, Prentice - Hall, 1954 (中 译本 : A EME, 
抛物 型 篇 微分 方程 ， 科 学 出 版 社 ，1984). 
HAE Ë: 陆 柱 家 校 


相 容 性 [consistency ; uenporunopeusumocTb | 

形式 系统 (formal system) 的 下 列 性 质 : HE 
此 系统 的 每 个 公式 在 其 中 都 是 可 证 的 . 具有 此 性 
质 的 形式 系统 称 为 相 容 的 或 形式 相 容 的 ， 相 皮 的 
情况 下 ，、 此 形式 系统 称 为 巴 盾 的 或 不 相 容 的 .对 十 很 
大 一 类 形式 系统 ， 其 语言 中 会 否定 符号 o, 相 容 性 等 
价 于 性 质 * 不 存在 公式 pp 5m p W u[ TER 
系统 的 一 族 公 式 称 为 相 容 的 ， 若 并 非 系统 的 每 个 公式 可 
由 这 一 族 公式 推出 . 一 形式 系统 称 为 可 满足 ， EFE 
一 个 模型 使 所 有 此 系统 的 定理 在 其 中 肖 真 .车 一 形式 
系统 是 可 满足 的 ， 那 么 它 是 相 容 的 .对 于 基于 经 典 谓 
词 演算 的 形式 系统 , 其 道 也 真 ， 由 经 典 谓词 演算 的 
Gödel 完全 性 定理 (Gödel completeness theorem), 每 
个 相 容 的 系统 有 模型 . 因此 证 明 形 式 系统 相 容 性 的 方 
法 之 一 就 是 构 作 一 个 模型 ， 另 一 个 让 也 . Hilbert 在 20 
世纪 初 提 出 的 (70 数学 ) 方 车 是 某 个 形式 系统 的 相 容 性 
的 断言 可 作为 关于 在 此 系统 中 可 能 进行 的 证 明 的 命 
题 . 一 个 对 象 为 任意 数学 证 明 的 理论 称 为 证 明 论 (proof 
theory) 或 元 数学 ， 元 数学 方法 的 应 用 例子 是 G. 
Gentzen 的 关于 算术 形式 系统 的 相 容 性 的 证 明 ( 见 
Genten 形式 系统 (Gentzen formal system). 

任何 相 容 性 证 明 都 要 用 到 某 一 个 数学 理论 工具 ， 
这 样 就 把 一 个 理论 的 相 容 性 北 归于 另 一 个 理论 的 相 容 
性 .人们 可 以 说 第 一 个 理论 相对 相 容 于 第 二 个 理论 . 
具有 重大 意义 的 是 G6del 第 二 定理 ， 晰 言 含 有 算术 的 
形式 理论 的 相 容 性 不 能 用 此 理论 自身 的 工具 来 证 明 (E 
设 此 理论 事实 上 是 相 容 的 ). 
参考 文献 

[1] Hilbert, D. and Bernays P. , Grundlagen der Mathe- 
matik, t—2, Springer, 1968 —1970. 

[2] Homos, IT. C., 3 EMEHTE MATEMATHHOCEON NMOrHEH, ? 
uan. , M., 1973 (Æ: Novikov, P. S. 
mathernatical logik, Edinburgh, 1964). 

[3] Frænkel, A. A. and Bar - Hillel, Y. Foundations of set 
theory, North - Holland, 1958. 

[4] Szebo, M. E. (ed.), The colleded papers of G. 
Gentzen, North - Holland, 1969. 

[5] Mmm, T. E., n m.: Mrom may w TEXHHKE, Ae 
pa. Tormonorug. P'eoMerpuq, t.13, M. , 1975, 5—49. 

[6] Gödel, K. , Die Vollstandigkeit der Axiomen des logis- 
chen Funktionalkalküls, Mi:math. Math. Physk, 37 
(1930), 339 —360. 

[ 补 注 】 H] MS E # # fH É BD 36 Fk 3 “ 3: 5t W) u W 
tE”. Gödel 第 二 定理 (Gödel second theorem) 亦 
称 为 Gibel 不 完全 性 定理 (Gödel incompleteness theo- 
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相合 人 怖 计量 [consistent estimator ; cocrontenmas onena ] 

“相合 估计 量 序列 "的 简称 , n RH iF E W 
伍 到 所 时 悄 计 的 值 . 

在 概率 论 中 有 好 几 个 示 辐 的 收 敏 报 念 . Eh 
计 佑 计 玛 论 最 重要 的 ,是 依 概 率 收 伍 和 以 概率 1 A. 
如 果 一 统计 估计 量 序列 依 概率 收 伍 于 要 估计 的 值 , 则 称 
该 序列 为 “ 弱 相 合 "或 简单 地 就 称 为 “" 相 人 台 ".“ 强 相合 ” - 
词 则 保留 给 以 概率 | Wak 于 要 估计 的 值 的 那 种 估计 量 
序列 . 

例 J。 É X X 是 独立 的 随机 变量 ,有 相同 的 正 
态 分 布 N (a.o7), MAHE 


X, = TO + + Xp) 


和 
s = LSx- Xy 
n =l 


分 别 是 a 和 史 的 相合 估计 量 . 

例 2 PX, X. AA R — AS 8 Ffx] 的 独立 
随机 变 基 . 这 时 ,由 初始 样本 X... X 构造 的 经 验 分 布 
(empirical distribution ) E$ F. (x) E ELOR -- 4 34 #@ 
Wit. 

A3 PPX, . X. 是 独立 的 逢 机 变量 , 有 同一 的 
Cauchy 分 布 ， 其 概率 密度 为 p Cx) 二 11{ [1 +(x—uYI), 
对 任何 自然 数 , 统计 量 


X. = 二 CT+ 十 


就 服从 起 初 的 Cauchy #Ë, 因此 , 这 串 估 计量 X 不依 概 
RHR p. 即 在 本 例 中 及 不是 相合 的 ,此 处 严 的 -一 
个 相合 估计 是 样本 中 位 数 . 
相合 估计 量 有 如 下 性 质 : 若 了 为 连续 郑 数 而 T. 为 
E oH A EE, M yT) 是 7 的 的 相合 佑 计量 - 
获取 统计 点 估计 量 的 最 常见 方法 是 最 大 似 航 法 
(maximum -likelihood method) ,此 方法 给 出 相合 估 
计量 . 必须 注意 , 央 数 8 的 相合 估计 基 T. 并 非 叭 一 ， 
AA., Hl T. +ñ, 的 估计 量 也 为 相 台 的 ， RER 
是 一 串 依 概率 收 和 化 于 霍 的 随机 变量 . 这 个 事实 降低 了 
相合 佑 计量 这 个 概念 的 价值 ， 
参考 文献 
[1] Cramér, H., Mathematical methods of statistics, Princ- 
eton Univ. Press, 19486. 
[2] MParmvon, W. A, MarpMHHCEH P. 4, AcmMnroTuueckas 
TYeODRRN ONEHHRABHS, Mi., 1979. : 
M. C. Hym Ë MEM 译 
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相合 统计 检验 (consistent statistical test) 


当 观 察 数 目 无 限 增 加 时 ,能 可 等 地 分 辨 -一个 假设 及 


其 对 立 假 设 的 统计 检验 . 

设 X... X. A- -PRR FAEN, g, P) 
(PEQ) Hima A LEE, 设 要 检验 假设 H.: 0 c 
QTO, FERN HAEDO = O NO, 其 第 一 类 错误 
( 见 显 著 性 水 平 (signiieancs level ) WEH EEH a 
但 <x<0.5)、 设 用 前 个 样本 X... X 去 构造 -个 水 
平 « 的 统计 检验 , 以 检验 再 对 立 二 ,并 已 A eeg) 
记 其 功效 晒 数 { 见 检 验 的 功效 函数 (power Function of 
a test)) , 它 给 出 当 随 机 次 重 服从 分 布 律 P 时 , 该 恰 验 
拒绝 互 ,的 概率 . 当然 ,有 及 人 全 过 wx 对 一 切 0EB, 当 观 
察 数目 无 限 增加 时 ,可 构造 出 一 串 都 有 给 定 水 下 K 的 统 
计 检 驻 , 以 检验 H, XIE H,; 384 5 f h 32 Pñ 3 2 í B. (0)! 
HE 38 PE 


EO Sa HEA n AGE. 


如 果 在 这 些 条 件 下 ,这 一 列 功效 函数 (R (0) 有 以 下 
性 质 : 对 任何 固定 的 pe @= ƏN. , 


lim BO) = 1, 


则 我 们 说 , 4536 H. sar H,, PL 893 th — tB >F. z 的 相 
合 统 计 检 验 . 作为 一 种 约定 ,我 们 就 说 已 构造 出 一 个 相 
合 检 验 . 由 于 只 全 (ge @,) 2 AO 08 6-6, UO, E 
日 ,上 的 局 限 ) 是 由 观察 值守，…, X. 构造 出 的 统计 检验 
的 功效 函数 ,一 串 统 计 检验 的 相对 性质 可 表 为 :其 相应 
BID 3 83 B OLEO) f @, 上 收 伍 于 恒 等 于 1 ú 
数 ， 

例 设 Xi 天 为 独立 同 分 布 随机 变量 ,其 分 布 函 
数 属 王 一 切 在 R' 上 连续 的 分 布 函数 构成 的 族 末 = 
(FE), Wi p=(p, p) A- -个 正 概率 向 量 , ptal, 
其 次 , 设 FOA H PEt, R F.(x) 81 pre — Hi 
定 了 一 个 将 实 轴 分 成 天 个 区 则 (x; x] (x ix] 的 
分 割 .此 处 


xo = So, X, = +o. 
x = F !(@ +p) = infix: (cp 
十 二 下 开 一 ]. 
换 句 话说 ,区 间 的 端点 都 是 分 布 范 数 F(x) 的 分 位 点 . 


这 些 区 间 决 定 了 -- 个 将 五 分 成 两 个 不 交集 H, 和 H, 的 
HAF H 中 一 分 布 函 数 下 属于 H,, 5 B íV 


Fix, )— F(x, u) = p. a k 


成 立时 ;否则 FEH, Wit =(v,,. v. AHM n + 
随机 变量 X, X, 组 分 到 区 间 Ox) O... x] 所 得 
的 计数 向 量 NARI 和 % 的 分 布 函数 属于 集合 H, 
AER H, 其 对 立 假 设 为 它 属 于 集合 H, 可 使 用 基于 
统计 量 


== 


~ 


(u, — ip; 
p=] npr 
ËJ X 8638. 依 这 个 检验 ,在 显著 性 水 平 为 xf0<a<f.5) 
时 ,只 要 > 00, 假设 H. WE D. Gi 3k HE 28. 此 处 
yl Gy R H HE k— 1 的 关 分 布 的 上 分 位 点 ,从 站 型 
检验 的 一 般 理 论 可 若 ， 当 HH 正确 时 ， 
lim P(X >x- | H.) = l. 


这 证 明了 为 检验 H, 对 立 H, 的 入 检验 的 相合 人 性, ER 
HW- E 2 K T $ HI, 以 之 作为 原 假 设 ,而 以 
HSHH EATER. RUH UH 作为 对 立 假 
HEF. 
参考 文献 
[1] Wilks, S. S., Mathematical statistics , Wiley, 1962. 
[2] Lehmann, E., Testing statistical hypothesis, Wiley, 1959. 
M. C. Huxynt R AER 译 


常量 [constant ; tonacrahra ] , 数理 还 辑 中 的 

ERIEN (Brmal language } 的 一 种 符号 ， 用 来 表示 
这 一 语言 所 描述 的 某 个 结构 中 的 某 -- 确 定 的 (个 体 ) 元 
K. 一 种 确定 的 运算 或 一 种 确定 的 关系 ， 因 尖 ,需要 
区 分 个 蛋 常 量 (individual constant), ARA Bl (fmction 
constant ) 和 谓词 常量 {predicate constant), 一 个 语言 中 
的 常 景 组 成 的 集合 称 为 这 个 语言 的 表征 (signature)， Bl 
如 ， 有 -- 种 表示 法 ， 形 式 算术 (arithrmetic, formal} 语 言 
的 表征 可 以 由 个 体 常 量 “0"” (F), Jú BS Sk MR +" 
(加 法 1 和“ - "” (乘法 )，- -元 函数 常量 “'" (后 继 ) 和 一 
元 谓词 常 量 * =* (等 于 ) 所 组 成 ， C, K. Coðones EE 
LIEI 术语 “常量 " (M WK) H B) RR Fh5k f. EE 
定 不 变 的 元 素 , Hi: 多 项 式 中 的 常数 (也 称 为 系数 
(coeficient), 域 常数 (在 考虑 一 个 域 (field) 上 某 种 结构 


时 ， 称 域 自 身 中 的 元 素 为 常数 )， 等 等 . 
沈 复 兴 EHR 校 


常 曲率 空间 [ constant curvature, space of ; mocTounnoñ 
KPABH3HbI ÚpOcCTDABCTBO | 

截 曲 率 拓 人 在 一 切 二 维 方向 都 是 常 值 的 
Riemann #0] M ; WE K(o)=k ,那么 这 个 空间 称 为 
常 曲率 上 的 ,根据 Schur 定理 ,如 果 对 任何 点 ps5 M, 截 
曲率 K(ay#E Jë aJ 五 对 的 任何 二 维 子 空间 的 方向 都 
相等 ,那么 Riemann 空间 MM"(n>2) ER EEH. 常 
曲率 空间 的 曲率 张 量 可 用 曲率 和 度量 张 量 g, 按 公式 


Rakli 一 OIg 1) 


来 表达 , 常 曲率 空间 是 局 部 对 称 空间 . 
除去 等 不 外 ,存在 唯一 的 一 个 完全 单 连 通 n 维 常 曲 
R k Ë Riemann 空间 S"(k) 34 k=0 时 , 它 是 Euqid 空 
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Euclidean space); 当天 >0 mj, EEEH Ak 
的 球面 ; Sk<0 Ht, EE JIoiaseeerai 空间 (Lobachevsky 
space), 

空间 $"(k) 是 极 大 章 性 空间 , B] Ei A 8 sh 8 t t 
大 可 能 的 维 数 ntn 十 1) 这 .将 球面 对 径 点 等 同 得 到 的 射 
影 ( 椭 图) 空间 穷尽 了 所 有 的 不 同 于 8 伙 ) 的 极 太 齐 性 
Riemann 空间 ， 

完全 但 多 连 道 的 常 曲 率 空间 称 为 空间 型 (space 
forms) ,它们 是 由 单 连通 空间 S"() 通过 8 的 自由 作 
用 的 离散 运动 群 分 解 而 得 到 的 , 所 有 的 正 曲率 的 空间 型 
已 经 都 知道 . 零 曲 率 和 负 曲 率 空间 型 的 分 类 问题 迄今 
(1983) 还 未 完全 解决 . 

党 曲率 空间 由 于 下 面 的 特征 而 与 其 他 的 Riemann 
空间 不 同 : 雪 常 曲率 室 间 满足 平面 公理 , 即 通过 每 个 点 
以 及 该 点 的 每 一 个 平面 元 过 方向 有 一 个 全 测 地 子 流 
形 ; 2) 常 曲率 空间 是 局 部 射影 平 垃 空间 , 即 它 容许 到 
Euclid 空间 的 局 部 射影 映射 . 

常 曲率 空间 的 概念 并 不 包含 “ 适 定 性 "性 质 (“ 峰 正 
性 ") :一 个 缓慢 改 恋 截 曲率 的 空间 与 常 曲率 空间 非常 不 
PJ. 然而 具有 常 曲率 空间 的 某 些 公共 性 质 , 例 如 保持 折 
HH A (Hadamard - Cartan 定理 ,球面 定理 等 , 见 曲 
Æ (curvature), [2] ). Æ% BH * 69 i Riemann 空间 类 
中 ,情况 则 完全 不 同 ; 任何 维 数 大 于 2 且 有 定 号 截 曲 率 
By fh Riemann $ EE A h E F M. 

$ IH 3 “= lB] 48, EE FEG, R ENIA PF a 
Euclid 空间 的 局 部 共 形 映射 . 


# + 
[1] Wof, 3., Spaœs of constant curvature, Publish or 
Perish, 1977. 


[2] Eyparo IO A , 3Yamapep B. A , Yene matem. 
Haye», 32 (1977), 3, 3—55. A J, Caoxonon # 
[ 补 注 】 按照 截 曲率 是 正 的 . MARE, 3 HH 38 ZE B| W 
AEA JE 88 B] Ë9 (eliptic)， 双 曲 的 (hyperbolic) 或 平坦 的 
fat}. XA AIA [EA Schur 定理 的 一 个 证 明 ， 并 
给 出 了 明显 的 常 曲率 度量 . 常 曲率 为 正 数 的 紧 空间 的 分 
类 是 由 本 态 .Wolf 完成 的 ,如果 WR=0, 那 么 Riemann 
= B| M 称 为 局 部 对 称 空间 (locally symmetric space), 
见 对 称 空间 (symmetric space). 
ytri 
[A1] Kobayashi, S. and Nomizu, K. , Foundations of differ- 
ential geometry, I , Intërscienoe, 1963, Cham. ¥, 


VI. 
【译注 了】 关于 常 曲率 仿 Riemann 空间 , BJ £ B1], 
8.28. 
#+* x 
[B1] O` Neill, B.. Semi - Riemannian geomectry , Acad. 


Press, 1983. 
WORM P -RE 
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EK ÍF [constant width, body of; nocrosnunoñ ipE- 
Hbl reno] 

一 个 凸 体 , EÈMIE— HTH E TE HE 
离 都 相同 . AMERA E HE (width). 除去 闭 
球体 外 , 还 有 无 穷 多 个 一 般 说 来 是 非 光 滑 的 定 宽 体 ， 其 
中 最 简单 的 是 由 Reuleaux 三 角形 绕 其 一 根 对 称 轴 旋 转 
而 得 的 曲面 围 成 的 凸 体 . 定 宽 体 的 类 与 凸 的 定 周 长 体 的 
类 是 一 致 的 ， 所 谓 定 周 长 体 (bodies of constant perime- 
ter) 是 指 它 在 所 有 可 能 的 平面 上 的 正 交 投影 的 边界 有 
相同 的 长 度 . 

除去 定 宽 体 外 ， 人 们 有 时 研究 定 亮度 体 (bodies of 
constant brightness). È 为 下 列 性 质 刻 画 : 它 在 所 有 
平面 上 的 正 交 投影 的 面积 恒 为 常数 . 

磊 考 文献 
[i] Blaschke, W., Kres und Kugel, Chelsea, reprint, 1949. 
A A Cowon 所 
GREJ 定 宽 凸 体 的 两 个 重要 的 刻画 是 : 1) 一 个 同 件 
是 定 宽 的 当 且 人 饮 当 它 的 边界 的 每 一 条 法 线 是 二 重 法 
线 ; 2) 定 宽 凸 体 的 充 要 条 件 是 : 它 是 Euclid 空间 中 的 
完全 集 . 这 里 人 们 称 Euclid 空间 中 的 集合 S$ 是 完全 
的 ， 如 困 在 5 上 添加 一 个 单独 的 点 则 其 直径 必 增 大 ， 

定 宽 概 念 的 推广 娄 功 于 $. A Robertson, MEW 
曲线 (constant width, curve of ) (HURR ERE% 
文献 [2] 和 [A2])， 文 中 也 包含 了 及 euleaux 三 角形 的 定 
x. 
参考 文献 

[AI] Bonnesen, T. and Fenchel, W., Theorie der konvexen 

* Körper. Springer, 1934. Rat TE 


EK h é [constant width, curve of ; mocrostssoñ mpH- 
Haa panas | 

一 条 平面 曲线 ， 在 它 的 任意 两 个 平行 支撑 直线 间 
的 距离 都 相等 . 这 个 距离 称 为 曲线 的 宽度 (width) ， 除 
去 图 周 外 还 有 无 穷 多 个 定 宽 曲 线 ， 一 般 说 来 它们 是 不 
ERK. 其 中 最 简单 的 是 Reuleaux 三 角形 (Reuleaux 
triangie}， 它 是 由 连接 边 长 为 a 的 正三 角形 的 三 个 顶 
AKRZE A a 的 较 强 组 成 的 ( 见 图 1). 


图 ] 


及 euleaux 三 角形 的 宽度 等 于 a. Reuleaux 一 角形 所 围 


图 形 的 面积 是 — + æ- v3 >y). 在 所 有 给 定 宽 度 a 的 


曲线 中 Reuleaux 三 第 形 围 成 面积 最 小 的 图 形 , EA 
线 的 别 的 例子 如 图 >， 外 接 于 不 同 的 多 边 失 的 定 宽 曲 
REMERA. ERA a 的 曲线 之 张 长 是 xa, 见 
Barbier Æ {Barbier theorem). 


H2 


定 宽 曲 线 的 概念 可 以 推广 到 点 余 维 的 对 象 ， 设 下 
是 一 个 上 维 Euclid 空间 的 光滑 子 流 形 , KV 称 为 迁 法 
子 流 形 (transnormal submanifold}( 见 [2])， 如 果 对 于 
任意 点 PET, 法 流 形 v) 满足 : 对 任意 gev, 有 
y(q)= v (p). 迁 法 平面 曲线 的 类 与 定 宽 光 滑 曲 线 的 类 是 
一 致 的 (关于 空间 中 迁 法 曲线 的 更 案 信 息 ， 见 [] )- 
参考 文献 
[1] Blaschke, W., Kreis und Kugel, Chelsea, reprint, 1949. 
[2] Robertson, S. A., Generalised constant wkith for tma- 
nifold, Michigan Math. J., 11 (1964), 97 一 105. 
BA, Wegner, B., Globale Sätze über Raumkurven koms- 
tanter Breite, Math. Nachr, 53 (1972) 337 — 344. 
[35] Wegner, B., Globale Sätze über Raumkurven konstan- 
ter Breite I. Math. Nachr., 67 (1975), 213 — 223. 
A A Coxonog 扎 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Bonnesen, T. and Fenchel, W., Theorie der konvexen 
körper, Springer, 1934. 
TA2] Robertson, 3. A, Smooth curves of wonstant width 
and transnormality, Bull. London Mat. Soc., 16 
(1984), 264 — 274, BE + £ 


可 构造 子 集 [ constructible subset ;oucrnyzruBuoe nomm- 
nosgecTno]. RAHA 

Zanriski#sh (Zariski topology) F M F9 388 BI -T 3⁄8 B 
为 一 个 开 子 集 与 一 个 闭 子 集 的 交 . 可 构造 子 集 组 成 一 个 
Boole {t $e, ri H T Li E ARAT E E R. Boole 
代数 的 元 素 ， 下 述 Chevalley 定理 (Chevalley theo- 
rem) 揭示 了 可 构成 子 集 在 代数 几何 学 中 所 起 的 必用 ;: 车 
了 :XX 一 了 是 代数 艇 的 坟 射 , 则 (X) (进而 天 内 任意 
一 个 可 构成 子 集 的 象 ] 是 Y 中 可 构成 子 集 .这 与 “代数 ” 
茶 件 决定 代数 能 里 的 可 构成 子 集 这 个 事实 有 关 . 

WA h: X — 了 称 为 可 构成 的 (construcrible), 如 
果 上 ht 有限 ,而 且 对 任意 一 点 1 ET, 诛 象 h" "(0) 是 正中 
THET. 


春 考 文献 
[1] Grothendieck, A. , Dieudonne, J. 
trie algébrique, 1, Springer, 1971. 
[2] Borel, A. , Lmear algebraic groups, Benjamin, 1969. 
B. H. Jamno 把 iw EE 


, Eléments de géomé- 


构造 分 析 Tconstructive analysis ; KDBCTPYRTHRHb ama. 
mi], 递归 分 析 (recursive analysis), 条 计算 分 析 {com- 
putable analysis) 7 

#b 2 Ska y hr 5 983 S nb h) JU 4-2 i by Kam. 在 
构造 分 析 的 发 展 中 ， 主 要 研究 下 面 两 个 或 第 二 个 主要 
问题 : 1) 在 比 普通 分 析 的 集合 论 假设 更 清楚 县 更 大 范 
国内 考 嵌 计 算 的 可 能 性 的 初始 福 念 基础 上 ， 研 究 分 析 
的 某 些 非 传 统 构 造 . 2) 分 析 中 能 行 性 的 研究 ， 引 人 且 
研究 分 析 中 的 可 计算 对 象 ， 特 别 研 究 问题 : 用 什么 初 
始 数据 能 能 行 地 找到 可 计算 对 象 ? 相应 地 ， 构 造 分 析 
研究 粗略 地 分 为 两 类 ; 趋向 或 不 趋向 于 !) 的 研究 ， 第 
一 类 研究 的 特点 是 由 非 标准 逻辑 或 限制 地 使 用 传统 疲 
HARATA. MARAA A h iE tA A 
数学 ， 第 二 类 研究 的 基础 工作 是 引 人 可 计算 实效 (com- 
putable real number) 88 EREE Cp it, By NL 
[5] -[12]), 6 — 3 892 E N EN (intuitionism) 分 
WURR, Ww KOS R. L. Goodstein 递归 分 析 ( 见 
[12DA E. Bishop( 见 [13]) 发 展 的 独创 和 有 深远 意义 
的 构造 分 析 系 统 有 关 ， 而 且 与 1I. E. J. Brouwer 发 展 
的 数学 枸 闭 化 的 直觉 主义 程序 有 关 ， 和 这 对 构造 分 析 的 
问题 形成 和 方法 有 重要 影响 (Brower 的 构造 分 析 椒 于 
直觉 主义 和 使 用 精确 算法 概念 的 系统 之 间 )， 构造 分 析 
(特别 是 测度 论 ) 的 一 个 创造 性 的 处 理 是 P. Martin - 
Lef(14]) 于 1970 年 提出 的 ， 在 苏联 ， 欠 50 年 代 起 ， 
在 A. A. Mapo, H. A. Hamm 和 他 们 的 学 生 的 工 
#Erh (WY [15], [16], 09). 8 A Bh K T -- t 938 r 
析 系 统 ， 它 属于 第 一 类 研究 ， 旦 限于 数学 中 的 构造 赵 
向 ， 作 为 构造 数学 的 一 部 分 ， 这 个 系统 { 下 面 简称 构造 
分 析 ) 保持 了 构造 数学 的 特点 . 特别 地 , 讨论 限于 构造 
HR (oonstructive object) {大 部 分 为 某 字母 家 上 的 
字 ， 或 具有 明显 的 字 编 碍 的 对 象 )， 且 在 潜在 可 实 更 性 
Hh (abstraction of potential realizability} 内 使 用 特 
殊 的 构造 逻辑 . 这 个 还 辑 是 汶 考 虑 作为 氏 完 全 无 限 构造 
的 结果 的 构造 对 象 的 特征 而 发 展 的 , 这 里 完全 福 排 除了 使 
用 实 无 穷 抽 扩 (abstraction of actural infinity)， 能 行 
性 的 喜 觉 主义 概念 与 算法 的 精确 定义 有 美 (在 大 部 分 与 
所 讨论 的 构造 分 析 有 关 的 文章 中 ， 常 用 正规 算法 (nor- 
mal algorithm) HAE). 构造 分 析 具 有 许多 结果 , B A 
问题 1) ,2) 的 现 点 看 都 是 有 意义 的 ， 原 则 上 ， 验 证 了 
由 构 资 数学 构造 许 针 理论 (如 初等 数论 ， 级 数理 论 ， 
Riemann 和 Lebesgue Fa. HEARNE, T AAR 


CONSTRUCTIVE ANALYSIS 785 


论 ， 等 等 ] 的 可 能 性 . Br48 J 05 HNE E o BH EA F 
传统 的 理论 . 此外， 这 些 差 别 不 仅 表 现在 有 关 分 析 应 
用 的 员 停 问题 之 中 ， 也 表现 在 理论 的 概念 (如 ， 紧 性 概 
念 ， 等 等 } 之 中 . 

构造 分 析 的 基本 概念 是 构造 实效 和 构造 实 变 函 
数 . 有 许多 方法 定 尽 构造 实数 (F SESA). RA 
将 描述 一 种 来 自 Cantor 的 经 典 连续 统 构造 的 方法 . 引 
出 构造 (可 计算 ) 实 数 的 最 有 说 服 力 、 最 自然 的 概念 ， 
首先 , 定 尽 自然 数 为 二 元 字母 琢 {0, 1} 上 的 形 为 0, 01, 
011,…, ys. 类 似 地 ， 可 以 定 湾 有理数 为 字母 表 {0， 
1, —, 人 上 的 某 种 类 型 的 字 ， 有 理 数 的 序 和 相等 关 
sequence of natural numbers) 是 将 每 个 自然 数 映射 到 
自 热 数 的 正规 算法 ， 用 同样 的 方法 定义 有 理 数 的 构造 
序列 (constructive sequence of rational numbers), 
正规 算法 模式 可 唯一 一 地 由 {0， 1} 上 的 字 编 码 . 给 定 算 
thm) ， 自 然 数 构造 序列 < 称 为 有 理 数 构造 序列 8 的 基 
本 调节 子 (fundamentality regulator) (或 收敛 模 (mo- 
dulus of convergnæ)), WEEE SRI m,n 
使 得 1, m Zamnh WAIA- Pm)”. 有理数 的 
构造 序列 称 为 基本 的 [fundamental}， 如 时 能 构造 它 
的 一 个 基本 正规 子 . 

构造 实数 (constructive real number) 是 有 理 数 或 
字母 表 10, 1， 口 } 上 的 形 为 U [DV 的 字 ( 这 里 的 口 作 
JARRE). Ep URBAR D HER HME. 
并 且 站 是 也 的 基本 调节 子 的 自然 数 构造 序列 的 描述 . 
构造 实数 概念 (由 H. A. Manm ( 见 [16]) 引 人 的 ， 称 
为 FR 数 或 duplieesy， 是 与 作为 能 被 有 埋 数 任意 精确 
地 通 近 的 对 象 的 可 计算 实数 的 直觉 主义 概念 相 容 的 . 
可 以 自 热 地 定义 构造 实数 的 序 和 相等 美 系 ， 以 及 算术 
运算 {由 算法 给 出 的 }， 带 有 相等 和 和 序 关系 以 及 算术 运 
算 的 椅 造 实数 系 为 一 域 , 此 外 ， 可 以 考 庶 构 造 实数 的 
揭 造 序列 以 及 定义 类 似 于 上 述 的 概念 ， 如 构造 实数 的 
基本 构造 序列 、 构 造 实数 移 构 造 序 列 构 造 收 艇 于 一 
的 造 实 数 的 概念 . 相对 于 这 一 收敛 概念 ， 桔 壮实 数 系 
是 完全 的 (complete): 存在 一 个 算法 ， 由 构造 实数 y 
的 任 二 构造 序列 的 描述 以 及 其 基本 调节 子 的 描述 (构造 
地 ) 给 出 ? 收 贫 的 构造 实数 { 构 造 实 数 系 的 完全 性 定理 
(completeness theorem for the system of oonstructive 
real numbers)}， 由 类 似 于 Cantor 的 方法 ， 出 能 证 明 
MARERA (set of constructive real numbers) 的 

存在 一 

AEREE WERDD AANA MEK 
等 的 意义 下 } 不 同 于 这 个 构造 序列 任何 项 的 构造 实数 ， 
完全 性 定理 说 明了 构造 和 经 典 极限 理论 之 名 存在 有 信 
得 注意 的 类 似 . 这 类 似 性 在 分 析 中 的 某 些 县 体 序列 及 
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级 数 收 襄 问 题 中 特别 明显 . 同时 也 有 相当 的 差别 ， 如 
FAJE. Specker ( 见 [4]) 的 结果 : 可 以 构造 一 递增 的 构 
造 实数 的 构造 序列 pE Ocal, BARREZ 
的 {因此 ， 不 {构造 地 }) 收 语 于 任意 构造 实数 }. tth, B 
不 包 合 任意 构造 收敛 子 序列 ， 但 p AEE 
值 集 不 能 达到 其 上 确 界 . 引 人 和 人 构造 实数 的 另 一 方法 是 
在 某 些 基础 上 扩展 概念 的 构造 化 ,更 精确 地 ， 构 造 m 
元 分 数 (constructive m -ary fraction) (m >1) E — 
(正规 ) 算法 a E f ef0) 为 整数 ， 且 对 i>0, oali) 是 自 
RAM. EH 0 < w(< m—1(# 4 m 元 分 数 e, 相当 于 
构造 实数 的 构造 序列 a (0) +)” mok 尽管 这 个 
构造 实数 概念 简单 ， 但 它 使 用 并 不 广泛 。 因 为 它 有 许 
多 本 质 性 的 缺点 : 如 不 保持 完全 性 定理 ， 不 存在 算法 
实现 两 m 元 分 数 的 加 法 . 

构造 函数 是 可 计算 实数 上 点 点 可 计算 函数 的 直观 
概念 的 精确 形式 . ( 实 变 ) 构造 画 数 (constructive fune- 
tion) 是 一 (正规 ) 算 法 FF 使 得 对 任意 两 个 相等 的 构造 实 
$x ly, HDR F.H T x, M| F Bn ER T y, A 
F (x) F (y) 为 相等 的 可 构造 实数 . 135 R 3 ( Tñ #k 8 
数 ， 三 角 函 教 ， 等 等 ) 能 由 构造 函数 定 儿 ， 且 保持 通常 
HE. 也 可 以 引 大 近似 于 经 典 理论 的 构造 函数 的 微 
分 ，Riemann 积分 竺 理论， 此外， 也 有 不 同 于 经 典 分 
析 的 其 他 函数 : 例如 ,构造 在 单 亿 区 间 主 处 处 有 定 
义 且 连续 ， 但 无 界 的 构造 函数 ( 见 [17]). KAFR 
分 析 的 一 个 定理 是 每 个 枸 造 函 数 在 其 具有 定义 的 每 个 
点 上 是 构造 连续 的 ( 见 118]) . . 

从 由 的 观点 看 ， 可 以 作出 重大 进展 的 构造 分 析 的 
方法 和 概 人 党 的 系统 ， 对 于 理解 分 析 中 可 计算 关系 也 是 
很 方便 的 ， 因 为 构造 分 析 中 许多 定理 要 么 是 关于 由 某 
些 初始 数据 构造 对 象 的 算法 的 存在 性 , 要 么 断言 不 存在 
这 样 的 算法 ,至 今 (1987), 许多 分 析 中 的 自 热 判定 问题 
的 不 可 解 性 已 解决 . 这 类 结果 {经 典 分 析 中 完全 没有 
的 ) 其 有 明显 的 实际 和 理论 价值 ， 因 为 它们 具有 潜 可 计 
算 特 征 ， 且 对 于 理解 可 计算 的 极限 也 很 有 帮助 . 例 
如 ， 已 证 明 下 列 算法 的 不 存在 性 (在 某 种 精确 的 算法 意 
XT): 1) 识别 尾 一 构造 实数 是 否 等 于 0; 2] 对 每 个 
收 敏 的 有 理 数 构造 序列 ， 找 其 收 黎 的 构造 实数 ; 3) 找 
任意 相 容 的 线性 方程 组 (在 构造 实数 域 上 ) 的 一 个 解 ; 4) 
找 任 意 连 续 的 分 段 线性 确定 函数 的 根 ; 5) 找 任意 连续 
的 分 段 线性 函数 在 单位 区 世上 的 Riemann 积分 ， 下面 
的 定理 也 属于 这 类 结果 ， 它 完全 解决 了 由 一 数 系统 到 
另 一 数 夭 统 的 能 行 变 换 的 可 能 性 问题 : Agm 元 构 
EPER- SHAH n 元 构造 分 数 的 算法 存在 当 且 
仅 当 如 的 所 有 来 因子 集 包 含 在 m 的 所 有 索 因 子 集 中 
Cep 《特别 地 ， 存 在 由 十 进位 系统 到 二 进位 系统 的 
算法 。 但 不 存在 从 二 进位 系统 到 十 进位 系统 的 算法 ). 
关于 算法 不 存在 性 的 定理 常 导出 一 些 半 于 解决 具有 更 


完全 初始 数据 ( 见 构造 实数 的 完全 性 定理 以 及 例 2)}) 或 
达到 所 要 任意 精确 度 的 问题 的 算法 存在 性 定理 【 例 
如 ， 可 以 构造 算法 对 每 个 处 处 定义 的 确定 构造 画 数 和 了 
Hna, -ARER x. 使 得 |f(x AT. 在 许 
多 情况 下 ， 由 上 述 结果 能 更 清楚 地 知道 如 和 何 正 确 处 理 
各 种 算法 问题 . 
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【 补 注 了 
递归 分 析 (recursive analysis), 见 1A2]. 关于 Brouwer 
岗 要 ， 见 直觉 主 光 (intuitionism)， 构 造 和 直觉 主义 分 
析 的 各 种 形式 系统 的 讨论 ， 及 其 广泛 和 有 用 文献 目 
录 ， 见 [A3]. 
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-TRF LARG RA. TERE 
(constructive mathematic). Ç m A. A. Mapro 
引入 的 ， 可 以 作为 构造 度量 空间 中 算法 算 子 概念 的 一 
个 特例 ， 亦 见 构造 分 析 【eonstructive analysis); 构造 
度量 空间 (constructive metric spac) . 

E. A. Kyunp $ HEE 译 


HFH [constructive logic ; necerpyKranuag Jəorusaj 
MAHE (constructive object) 和 构造 和 的 数理 
Fajt, EEEX F., AAEH HEEM (coons- 


Bishop 型 的 构造 分 析 , BL [13] 的 修改 文 [Al]. 
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tructive mathematics) 逻辑 更 广 . 与 经 典 (tA 8 31 E: 
主要 的 差别 在 于 它 没有 排 中 律 (law of the exduded 
middie) AV A 和 双重 否定 律 (double negation , law 
of )—aa A — A. 

4 f PË Sl 12 3 88 Pt (sn B Tu W P| q WO 时 ，“ 构 
HA, “AREA”, “Heyting 的 "的 意义 时 常 就 看 
作 是 同 习 的 ( 见 Heyting 形式 系统 (Heyting formal sys- 
tem)) ,构造 算术 (constructive arithmetic) 有 时 指 Hey- 
ting 算术 , 有 时 指 加 上 Mapxon 原理 ( 见 构 造 选择 原理 
(constructive selection principlie)) ,公理 模式 A ye 
(er4} 的 扩展 系统 ， 其 中 公理 模式 表示 数学 公式 的 等 
价 以 及 其 可 实现 性 ( 见 构 造 庶 广 (construetive seman- 
tics))， 这 个 扩展 系统 足以 证 明 构造 数学 分 析 中 的 基本 
AE. E5 Heyting 系统 相 比 它 不 是 经 典 算 术 的 子 系 
统 : 在 这 系统 中 排 中 律 Yx(4(x) V—A(x)) E: B 32 
的 AREXE (intuitionistic logic) 系统 , 包括 描 
述 特殊 的 直 党 主义 概念 的 方法 ， 有 时 也 看 作 属 于 构造 
PH. 许 凶 构造 逻辑 系统 反映 连接 符号 V 和 存在 量词 
3 的 特殊 构造 意义 的 一 般 方 法 是 给 出 这 些 连 接 词 的 显 
可 实现 性 ，4 VB( 或 3xAlx 了 的 可 推导 性 蕴含 公式 
A, 召 之 一 的 (或 对 某 项 六 4 人 的 ) 可 推 当 性 .在 应 用 
系统 (算术 ， 分析) 情况 下 ， 要 求 所 讨论 的 公式 是 闭 
的 . K£ WJ YE SB 38 36 (包括 所 有 Heyting 系统 )， 
美 于 各 种 各 样 实现 性 概念 ， 世 括 Kleene 可 实现 性 及 
Gidel 解释 (Gödel interpretation) $ TAN: 所 有 可 
推导 公式 是 可 实现 的 ， 因 而 它们 在 攀 次 语义 中 为 真 . 
男 一 方面 ， 道 常 构造 还 辑 的 形式 系统 关于 自然 构造 语 
义 是 不 完全 的 ， 对 于 包 舍 算术 的 系统 ， 这 可 由 Gidel 
不 完全 定理 (Göde inoompleteness theorem) 得 出 . 

可 实现 谓词 公式 集 不 是 递归 可 校 举 的 ， 因 此 构造 
谓词 演算 关于 可 实现 性 是 不 完全 的 ， 而 关于 “朴素 " 构 
造 语 愉 的 完全 性 北 售 了 构造 选择 原 迎 的 直觉 主 文 真 , 
构造 命题 演算 关于 可 实现 性 也 基 不 完全 的 ， 但 借助 于 
Post 系统 车 一 定 的 解释 下 是 完全 的 ,等 术 半 形式 系统 
(arithmetic semi -formal system) X 于 Mapwoa - Ua- 
外 旺 构造 语义 是 完全 的 ， 它 是 形式 构造 算术 加 上 上 公理 
模式 4 忆 习 elerA), 构 造 选 择 碌 理 以 及 能 行 w 规 则 {e 在 - 
ective w - rule) 所 得 的 : A ATO, AHJ, =, E Yx 
A(x). Heyting 系统 关于 Kripke -Beth 的 模型 沦 语义 县 
完全 的 ， 这 种 请 尽 用 到 了 可 能 世界 (这 些 语文 与 集合 论 
力 迫 法 有 关 ), 且 涉及 代数 和 拓扑 模型 ， 

借助 于 Gödel 双重 否定 (转换 ) (Gödel double ne- 
gation (translation]) ,即将 所 有 子 公 式 前 加 双重 否定 符 
导 ， 始 典 形式 系统 通常 可 艇 人 在 相应 的 构造 帮 辑 系统 
中 (保持 可 推导 性 )， 内 此 ， 基 于 父 典 沁 辑 的 算术 ， 分 
析 以 及 类 型 论 (types, theory of 系统 能 同 构 和 能 人 到 基 


于 构造 贤 辑 的 相应 系统 之 中 .存在 基于 构造 轴 辑 的 旦 
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经 典 系统 能 嵌 人 的 集合 论 系 统 . AOF [C - tran- 
slation)， 即 将 每 个 子 公 式 前 加 上 必须 符号 L], Hey- 
ting 系统 能 媒人 到 古典 系统 的 模 杰 扩展 中 ， 这 里 ，[] 
可 读 作 “可 证 的 "或 更 恰当 地， 读 作 “可 证 且 真 ”. 

在 一 定 的 构造 逻辑 系统 中 ， 在 经 典 解释 下 为 假 的 
命题 是 水 真 的 ， 如 排 中 律 的 否定 ， 或 关于 选择 序列 的 
特殊 直觉 主义 命题 ,在 适当 的 可 实现 性 o F, 系统 5 
可 委 为 既 典 系统 S". 已 经 证 明 S +- 及 蕴含 了 存在 t 使 得 
S° (tp4). 此 外 ,如 果 A 是 数值 相等 , 则 3?"FH- (4 — 
tpA), LAAT S 相对 于 5" 的 协调 性 . 

构造 隶 辑 也 研究 在 不 同 于 谓词 万 辑 ， 算 术 ， 分 析 
等 语言 的 非 传统 语言 的 命题 的 永 真 性 . 除了 传统 的 否 
定 一 , 也 研究 强 理 定 (strong negation) ~. EAA 
构造 反例 ， 对 子 ~， 许 多 经 典 逐 辑 定律 是 永 真 的 ， 
如 : 


~ opg ——p = p. 
但 等 价 代 换 定理 只 在 下 列 形式 中 才 为 真 
(Pend{~poe~g) D (Apd. 


与 强 理 定 系统 相近 的 是 基于 对 称 处 理 真 假 的 系统 . 这 
此 系统 的 语义 不 似 说 明 验 证 所 考虑 的 合 题 为 真 的 构造 
形式 ， 而 且说 明 验 证 为 候 的 梅 造 形式 . 

不 会 否 定 词 的 Griss - Nelson (Griss - Nelson 
logic ) 企 图 避免 使 用 否定 词 ， 只 考虑 非 空 性 质 ， 这 样 的 
逻辑 语言 包含 连 接 词 一 .， 其 中 4 一 " 召 大 意 为 : 


Vx(A DB) & 3x A. 


EAEE (theory of construction) rh, AAE 
338 Se kul h 5 Shi 5 SAR H YS II. JS E R 
由 原始 构造 通过 一 些 组 合子 和 作用 到 一 个 变 元 上 的 运 
算 所 能 枸 造 出 的 ,公式 由 相等 公式 通过 命题 逻辑 连接 
词 和 可 证 性 谓词 5 所 构造 的 ， 其 中 x(a, x. x(x) 读 帮 
“a 是 wtx) 对 所 有 x* 为 真 的 一 个 证 明 ”". 取 所 有 经 典 重 
言 式 (包括 排 中 律 ) 作为 公理 , 即 : 假设 关系 “ 星 一 个 证 
组 "是 可 判定 的 ， 在 构造 理论 中 存在 Heyting 系统 的 可 
靠 的 和 诚实 (完全 ) 的 解释 . 

在 构造 逻辑 中 无 量词 系统 用 来 得 到 命题 或 部 分 命 
题 的 有 限 主 义 的 证 明 ( 在 基 种 意义 下 ) ( 见 构 造 语义 学 
(constructive setmantics]) .许多 构造 逻辑 的 传统 系统 
S 能 嵌入 到 无 量词 系统 S- 中 去 ， 使 得 Yx 3yR(x,y) 
# S 中 的 可 推导 性 蕴含 对 适当 的 g， 公 式 R (x. 
V(X 在 SS” 中 的 可 推导 性 ， 其 中 具 是 无 量词 公式 , 如 果 
S 是 无 轨 纳 法 的 一 阶 算术 ， 则 S$- 是 原始 递归 算术 ， 如 
R S E Heyting 算术 , M S- 是 一 个 Gödel 原始 递归 证 
函 系 统 ， 

对 于 构造 远 辑 的 形式 系统 正规 化 定理 (normaliza- 


tion theorem) AETI A HERA: 任何 推导 经 有 限 次 标准 
变换 ( 归 约 } 能 归 为 不 包含 ' 密 作 "部 分 的 正规 形式 ( W, 
Genten 形式 系统 (Gentzen formal systent)}， 正 规 
推导 (完全 地 ， 或 在 算术 或 在 更 强 系统 中 部 分 地 ) 具 有 
FEAH. 
构造 逻辑 和 范畴 论 有 一 定 关 系 ， 例 如 ，Descartes 
封闭 范畴 概念 对 应 于 Gentzen 命题 演算 ， 
有 时 ， 认 为 构造 思 辑 色 括 所 有 这 样 的 雇 辑 研究 ， 
其 中 要 求 一 切 研究 对 象 都 是 可 构造 的 ， 而 与 所 用 的 家 
辑 无 关 . 
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构造 数学 [constructie mathematics ; KOHCTDYKINBHSS 
end m mathematics) ` 7 

根据 一 定 的 构造 数学 观点 建立 起 来 的 数学 ， 红 在 
寻求 关于 带 有 构造 可 能 性 的 数学 对 象 的 存在 性 的 铺 
论 ， 因 而 排除 许多 传统 集合 论 数学 的 观点 .引入 一 些 
纯 存 在 性 定理 (特别 是 实 无 穷 抽 入 (abstraction of 
actual infinity) 以 及 排 中 律 (law of the excluded mi- 
ddie) 的 通用 本 质 的 否决 ]. 数学 中 的 构造 趋向 以 这 样 
或 那样 的 形式 出 现在 整个 数学 历史 上 ， 尽 管 是 C, F. 
Gauss 第 一 个 明确 地 冻 述 了 潜 无 穷 和 实数 学 无 穷 之 间 
的 差别 (这 是 构造 数学 中 的 主要 差别 )， 但 他 反对 使 用 后 
者 ， 在 这 方面 ，L. Kronecker, H. Poincare ,特别 是 工 . 
E. J. Brouwer 作出 了 关键 性 的 结论 . Æ Brouwer T 19 
世纪 末 20 世纪 初 数学 基础 危机 时 写 出 的 评论 中 ， 坚 决 
地 抛弃 了 对 无 穷 集 存在 性 的 确信 和 对 经 典 迎 辑 原理 ， 
特别 是 排 中 律 的 无 限制 推论 的 允许 性 的 认可 . 作为 另 
一 种 生理 论处 理 方 法 ，Brouwer 与 其 追随 者 发 展 了 一 
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个 独创 的 构造 数学 程序 ， 现 称 为 直觉 主 忱 (intuitio - 
nism). Brouwer 的 直觉 主义 数学 被 看 作 是 第 一 个 试图 
在 构造 基础 上 系统 地 建立 数学 ， 与 直觉 主义 成 功 的 同 
时 ， 在 证 明 论 (proof theory) 《由 D. Hilbert 创立 ， 

目的 在 于 判明 集合 论 数 学 ) 中 也 出 现 了 许多 不 向 于 直觉 
主义 的 构造 蒋 执 和 的 创新 想法 、， 这 方面 的 大 部 分 文章 ( 象 
“构造 "， “能 行 "等 概念 有 许多 不 同 解释 } 都 依赖 于 成 
功 地 研究 算法 (algorithm) 这 个 数学 概念 ( 代 受 Hil 
bert 思想 的 影响 )， 在 此 基础 上 的 构造 数学 的 发 展 中 ， 

构造 数学 的 苏联 学 谱 的 A. A. Mapo 作出 了 最 一 般 
的 和 确定 的 处 理 ， 其 基本 概念 形式 可 追 湖 到 20 tt 50 
FA. 构造 妆 学 (才学 中 的 构造 趋势 ) 本 身 在 更 一 般 意 
只 干 常 指 苏联 学 后 的 构造 数学 . 下 六 中 的 构造 数学 也 
是 指 存 这 个 意义 下 的 构造 数学 . 


构造 数学 概括 地 有 下 列 基 本 特征 : 1) 研究 的 对 象 


是 构造 过 程 和 作为 执行 该 过 程 的 结果 的 构造 对 象 {con- 


strmuctjve object); 2) 构造 过 程 和 构造 对 象 在 潜 往 可 
实现 性 抽象 (abstraction of potential realizability) 的 
框架 内 验证 ， 完 全 排除 实 无 穷 概 念 ，3) 能 行 性 的 直观 
概念 与 算法 的 精确 定义 的 联系 ; 4) 特殊 的 构造 远 辑 
(constructive logic). 用 来 研究 构造 过 程 和 构造 对 象 的 
特征 ， 

构造 过 程 和 构造 对 象 的 概念 是 原始 的 ， 其 思 纺 有 
其 实际 的 人 类 活动 作为 基础 . 比如， 在 桂 送 带 上 生产 
装配 手 硼 ， 收 理 店 中 完全 地 或 部 分 地 拆 印 手表; 印刷 
三 文章 的 带 校正 排 印 ; 安装 和 撕 除 铁路 火车 ， 等 等 . 
构造 过 程 的 特征 是 分 步 运算 ， 具 有 指定 的 规则 ， 其 基 
本 对 象 彼此 间 明 显 可 区 分 ， 且 在 这 过 程 中 看 作 是 不 可 
分 的 . 由 原始 基本 对 象 经 运算 所 得 结 昌 称 为 构 遗 对 象 
(constructive object). 构造 数学 不 需要 深信 全 究 构造 
过 程 或 对 象 ”一 般 概念 ， 因 为 构造 对 象 的 特 呈 形式 ， 
即 某 字母 表 上 的 字 或 其 他 的 字 ， 完 全 适合 这 -需要 . 

字 ( 扔 设 这 概念 是 原始 的 ) 可 如 下 验证 ， 

开始 ， 人 假设 一 国定 字母 表 ， 即 一 列 不 可 分 的 ， 明 
显 可 区 别 的 基本 符号 (字母 (letters)) , TE BR k y 
母 能 驶 乒 委 ; 一 并 列 这 样 的 措 贝 的 线性 捉 或 符号 捉 称 
AREER LENF (words). 为 方便 起 见 ， 我 们 常常 
加 上 一 个 宅 字 (empty word)， 即 不 包含 任意 符号 的 
BB. piw, E 5): *abbbccd”", #l 6): "book" 是 英文 字 
母 表 上 的 字 ， EEF, HERF (这 里 其 抽象 


自然 性 较为 明显 JH EJE RR (abstraction by id- 


entification) 和 法 实现 ， 同 化 抽象 首先 使 我 们 能 从 不 同 
的 拷贝 和 原始 字母 中 进行 抽 锭 ， 确 入 给 定 字 母 的 不 同 
挡 贝 以 及 是 和 理 为 相同 的 字母 . 比如， 在 字 3 中， 英文 
字母 表 的 字母 "b" 出 现 了 三 次 ， 而 在 实际 中 ， 是 在 写 的 
时 异 产生 原来 字母 的 三 个 不 同 拷贝 ， 这 种 和 等 和 白 然 可 
以 扩展 到 字 的 相等 (但 图 像 不 同 }， 比 加， 字 “book" 和 


CONSTRUCTIVE MATHEMATICS 789 


竺 的 是 相同 的 字 ， 人 恨 设 以 同化 抽象 为 基础 ， 才 使 人 类 
有 识字 能 力 ， 邮 指 能 重复 和 一 致 地 认 出 符号 电 是 相同 
EEA. Hilbert 指出 这 种 能 力 是 进行 任何 科学 活动 
的 最 低 要 求 ， 潜在 可 实现 性 抽象 能 使 我 们 不 用 考虑 字 
的 描述 与 实际 的 空间 ， 时 间 和 物质 的 限制 . 这 样 ， 我 
们 可 以 讨论 想象 中 非常 长 的 字 ， 不 管 实际 上 是 徊 存 
在 ， 特 别 地 ， 可 以 在 任意 给 定 字 的 右边 { 或 左边 } 写 下 
性 意 其 他 字 ， 这 蕴含 了 考虑 任意 大 的 自然 数 以 及 自然 
数 祖 如 的 可 能 性 ， 因 为 自然 数 可 以 看 作 是 字母 表 
{10 ,| 上 形 为 0 01, 00 1,…, 等 等 的 字 . 此 外 ,潜在 
可 实现 性 抽象 并 不 能 使 我 们 将 无 穷 字 和 字母 天 上 的 “所 
有 " 字 的 氮 侣 看 作 其 本 身 是 完全 的 (特别 地 ， 自 然 序列 
不 能 看 作 是 完整 的 对 象 ) ， 这 种 考虑 需要 更 强 的 抽象 
一 一 实 无 穷 抽象 ， 这 是 构造 数学 所 排斥 的 . 

接受 潜 可 实现 性 抽 铺 使 我 们 不 仅 能 考虑 初等 的 完 
全 可 视 的 构造 过 程 { 比 如 写 较 短 的 字 )， 也 能 考虑 不 是 
实际 产生 的 概念 的 构造 过 程 . 这 样 的 过 程 由 其 指令 所 
定义 ; 这 些 指令 本 身 又 构成 了 研究 的 对 象 .指令 给 出 
的 构造 过 程 { 简 单 地 ， 处 理 字 的 过 程 ) 必 须 是 完全 自明 
的 ， 且 一 步 步 地 完全 唯一 决定 字 串 的 构造 ; 此 外 ， 步 
必须 是 基本 的 ， 即 内 假设 读者 能 读 ， 能 写 {或 抹 除 ) 这 
EE, R. TEAS F EA H F AE 
比较 ， 以 及 由 一 字 找 换 某 一 字 的 出 现 ( 见 角 入 字 (imbe- 
dded word))， 过 程 的 停止 由 指令 本 身 定 尽 ， 且 焦 
赖 于 前 面 一 些 步 所 得 到 的 结果 ; 接受 一 给 定 步 的 有 结 
时 性 判断 必须 也 满足 刚 拱 述 的 基本 特点 ， 可 能 没有 - 
步 是 有 结果 的 ， 即 在 每 个 完整 步 之 后 ， 给 定 的 指令 要 
求 完成 下 一 步 ， 对 于 这 样 的 一 个 指令 ， 不 能 附加 任何 
洲 在 可 实现 的 构造 过 程 ， 

因此 用 传统 术语 是 很 方便 的 ， 据 此 ， 相 应 的 指令 
确定 一 无界 可 扩展 人 潜 无 穷 ) 的 过 程 ， 由 于 这 些 术 语 的 
正当 ， 也 可 以 由 汪 在 可 实现 过 程 考虑 更 抽 旬 的 形式 ， 
如 与 它们 的 指令 相同 的 过 程 ， 以 扩展 原始 构造 过 程 思 
想 ， 随 着 构造 过 程 的 法 无 穷 出 现 ， 产 生出 关于 确定 由 
给 定 指 令 定 尺 的 等 法 是 否 停止 的 判定 问题 . 构造 数学 
运用 一 个 重要 原理 ， 称 为 构造 选择 原理 (constructive 
selection principle) (MapxoB 原理 1}， 可 以 使 我 们 用 反 
证 法 得 到 事实 ， 即 祖 应 构造 过 程 0938 X 33 d F 
设 的 可 驹 性 ， 指 令 的 例子 :7 写 |; By 在 {0, |} 上 的 
ERFARA |; 9): 93): 5 | 且 转 到 95); 95); PEB | 
{ 即 用 空 字 代 苦 这 字母 )， 到 9a; 10): 10a) 在 {0, |} 
上 的 字 的 右边 加 1， 转 到 10b); 10b): 如 果 当 时 的 字 为 
Oh MEE, AMEE I0a) 11): llay 08 
转 到 11b) 11b》 在 当前 的 字 右 边 写 |, 转 到 11c); 11c): 
如 黑 得 到 一 个 完整 的 自然 数 则 停 兴 过 程 ， 否 则 在 当前 
字 上 加 |， 回 到 11b). 

指令 定义 一 枸 造 过 程 ， 它 在 一 步 写 下 一 个 字母 | 
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之 后 停止 . 搞 行 邹 的 过 程 是 潜 无 穷 的 . 我 们 不 知道 是 
理由 11) 定 穴 的 构造 过 程 停止 (在 9 中 用 到 了 数论 中 的 
思想 ; 显然 ， 利 用 扫描 ， 写 和 比较 字母 表 {0, 1} 上 的 
字 的 能 力 ， 可 议 定义 更 长 的 这 种 指令 )， 指 令 8) u 10) 
有 相当 特别 的 特点 : 它们 由 指令 字母 表 上 的 任何 字 开 
始 ， 且 由 8) 定 六 的 构造 过 程 总 是 停止 的 ， 而 同时 由 10) 
定义 的 对 某 些 初始 字 基 潍 无 窃 的 .上述 类 卉 的 指令 习 
惯 地 称 为 算法 (algorithm) (在 本 文中 我 们 只 考虑 字 上 
运算 的 算法 ) . 

存在 命题 的 构造 处 理 必须 考虑 算法 .具有 给 定 性 
质 的 构造 对 象 的 存在 性 断言 ， 即 形 如 12): 3xA G). 
的 命题 ， 关 于 作为 构造 过 程 结 果 的 构造 对 象 的 性 质 ， 
在 构造 数学 中 建立 ， 只 有 当 所 楼 求 的 对 象 的 构造 说 明 
湾 可 实现 构造 过 程 停 于， 同样 建立 带 参 量 的 存在 命 古 
13k Vx 3yA(x.y) (对 所 有 x, 存在 y 使 得 A(x, y)) 
假定 辱 “ 一 般 的 " 枸 造 过 程 司 得 由 任意 给 定 原始 的 构造 
对 象 二 开始 ， 且 停止 于 的 构造 .换血 话说 ，13) 表 示 
存在 由 x 找 ?的 算法 . fFF PEB) ERES RR Y j HR (dis - 
junction) 的 构造 解释 : 命题 4 YB(A4 或 BB) 看 成 被 证 
BH 当 存 一 构造 过 程 停止 且 指 时 A, B 中 的 一 个 为 
真 ， 根据 原来 的 构造 目的 ， 进 一 步 解释 更 复杂 铺 构 的 
命 是 其 及 处 理 它们 的 规则 的 描述 岂 为 构造 语义 (constru- 
ctive semantis) 和 构造 运 辑 (constructive logic) Bš i] 
题 . 上 面 给 出 的 存在 和 析 取 命题 的 构造 处 理 本 质 上 厅 
AFUTA: 比如 在 集合 论 数 学 中 ,由 12) 的 否 
定 引 出 草 盾 可 以 证 明 12). 这 样 的 证 明 通 常 不 含 构造 所 需 
构造 对 象 的 方法 ,在 构造 数学 中 , 这 样 不 能 证 明 12) 只 证 
明了 它 的 双重 否定 , Bl a — 3 x AG). 这 命 顾 在 构造 数 
学 中 常常 看 作出 1259. DE, 构造 数学 中 不 用 消除 双 
重 否 定 规则 ， 因 而 也 不 用 排 中 律 ( 析 取 的 构造 处 再世 指出 
不 能 接受 后 者 )， - 

自然 数 ， 整 数 和 有 理 数 的 原始 数学 结构 可 以 直 
接 处 理 为 一 固定 字母 表 上 的 某 些 简单 类 型 的 字 ; H 
此 ， 相 等 和 序 关 系 很 容易 地 归结 为 字 的 图 形 的 一 致 和 
不 同 ， 在 构造 数学 中 ， 由 算法 概念 也 能 引 作 更 复杂 的 
结构 ， 如 实数 玉 实 画 数 ， 等 等 ， 其 中 算法 粗略 地 看 成 
为 情 统 数学 中 的 函数 概念 . 由 于 算法 的 直觉 概念 对 这 
样 的 构造 过 于 模糊 ， 构 造 数 学 采取 了 - -个 重大 措施 ， 
接受 近代 算法 的 精确 定 尽 和 与 此 相应 的 Church 论题 来 
标准 化 可 用 的 算法 ，Chans 论题 (Church thesis) š 
由 算法 可 做 的 运算 可 能 性 在 直觉 和 精确 意义 下 是 相同 
的 ,事实 上 ， 构 造 数 学 中 更 多 地 应 用 Mapgoa 正规 算 
法 (normal algorithm)、 存 在 的 构造 处 理 也 要 求 精确 
的 算法 定 世 ， 比 如 ，13) 的 否定 断言 某 些 算法 的 不 存在 
性 ， 而 足以 认 知 作为 算法 的 某 些 具 体 指令 的 直观 想法 
原则 上 不 能 得 出 关于 不 可 能 性 的 不平 几 定 理 . 在 上 还 . 
原则 基础 上 ， 利 用 稳 造 数学 中 的 近代 算法 理论 ， 可 议 


发 展 许多 数学 分 支 ， 包 措 构造 数学 分 析 ， 话 函 分 析 基 
础 ， 微 分 方程 ， 复 变 晒 炒 论 等 ( 见 构 造 分 析 (construc- 
tive analysis])， 这 样 所 得 的 理论 模型 基于 比 通 常 系统 
更 人 台 适 的 抽象 ， 尽 管 不 如 传统 方法 那样 明显 和 优美 ， 
然而 它们 仍 有 相同 的 应 用 范围 ， 

构造 数学 与 Brouwer 的 直觉 主义 数学 有 相同 的 本 
质 来 源 ， 且 用 到 了 后 者 的 许 名 构造 和 想法 ， 它 们 有 一 
定 的 类 似 . 此 外 .也 有 一 般 哲学 的 和 具体 数学 的 自然 
特 福 两 方面 的 主要 差别 . 在 哲学 自然 方面， 在 数学 直 
觉 的 本 来 特征 中 的 构造 数学 ， 并 不 注重 信仰 ， 这 是 直 
觉 主 义 特 有 的 ， 这 种 直觉 本 身 量 在 人 类 实践 活动 的 影 
哆 下 形成 的 . 相应 地 ， 构 造 数学 的 抽象 不 是 登 直 觉 主义 
那样 来 自主 观 构造 、 而 是 来 自 于 最 简单 的 实际 可 观察 
的 构造 过 程 ， 在 数学 结构 方面 ， 构 造 数学 不 用 自由 选 
择 序 列 的 推导 概念 ， 这 已 超出 构造 过 程 和 对 象 的 杠 
艇 ， 也 不 用 作为 基于 自由 选择 序列 的 自由 框架 介质 的 
连续 统 的 直觉 主义 理论 , 另 一 方面 ， 直 觉 主义 数学 不 
接受 构造 选择 原理 ， 也 不 认为 必须 为 相应 的 精确 定义 
而 消除 直 沉 算法 . 值得 指出 的 是 ， 在 量 近 几 年 出 现 了 
某 种 揉 合 枸 造 主义 和 直觉 主义 的 倾向 ; 在 某 些 构造 研 
AP, FESES EMAR, EH TA 
E X K 38 K 65 AE, ASK E A jJ BET E 
Brouwer Ë Ef W8 A E Z (1 BA (bar - induction)) 
的 证 明 中 的 Brouwer 构造 ， 这 个 定理 在 直 常 主义 数学 
中 占有 中 心地 位 . 
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构造 度量 空间 [ construetive metric space ; koacTpykraB- 
Boe Mempanecmne HD0CTDRICT BO] 


几 于 构造 数学 中 的 度量 空间 概 伪 .递归 度 最 空间 
有 与 其 相近 的 意思 ， 

{ 凡 ，p} 称 为 构造 度量 空间 ， 其 中 及 是 构造 对 象 
集合 (通常 为 甘 字 母 表 上 的 字 )，p 是 将 任意 9 的 元 素 
对 映射 到 构造 实数 { 见 构 造 分 析 (constructive analy- 
skh) ARE, WEYES X, Y. Z e 3, f FAYE 
质 : 1) p(X, X)=0; 2) p(X, Dep Z)+p (Y, Z) 
{这 里 及 下 面 的 算法 将 是 指 精确 意义 下 的 算法 ) RAM 
和 算法 P 分 别称 为 构造 度量 空间 的 芝 载 集 (carrier) 和 
度量 等 法 (metric algorithm), M 的 元 素 称 为 这 个 构 
造 度量 空间 的 点 (point). 2# 1), 2 蕴含 了 p(X, Y) 
>0. HB p(X, 了)=p(Y, X), GD ER BIN. 

pl FAA X, Yem FR HAH EAS (equivalent) (或 不 同 
8 (distinct)) ,如果 p(X, m= =0 (H p (X. Y) 0). 
构造 度量 空间 的 例子 

a) ARESE H. 如 的 载体 是 白 热 数 集 (自然 数 
AH EO 01, 011，…，, 的 字 )， 而 度量 算法 p 为 
pim. n)=|m—n|. AME, T E A EREE [B] R 和 
构造 实数 空间 E. 

b) n 3 Euclid 空间 E. E 的 载体 为 形 如 x,*… 
*x, 的 字 集 ， 其 中 x, (1 所 i 志 n) 呼 构造 实数 ,度量 算法 p 


mna ea 


paita = N / Say). 
F=] 


c) 单位 区 间 上 KERAHE ARAC. CUR 
EJE e fe *eys 的 字 集 ， 共 中 了 是 在 单位 区 间 上 处 
处 有 定义 的 构造 硼 数 ; 7? -AE CHRANI 
射 到 一 个 自然 数 使 得 


Vn. xi, x (OSE, a Ele | xi —x, |%&2 yD 
3 |fx fx2) | <2 ") 


(eke 表示 算法 让 的 措 述 (编码 )) ， 
使 得 


Peer atna) = max | AoA |. 


空间 C 的 载体 的 复杂 形式 是 度量 的 能 行 计算 所 必须 的 ， 

d) -AH415 Sk 9 Baire 空间 B. B 的 载体 是 一 
般 递 归 函 数 的 Gödel HE, RAE p 的 构造 使 得 如 
Ep, A gp, EAA n Am 的 一 般 递 归 函 数 ， 则 ptr， 
吕 )=0, 如 果 对 任意 i p =p, (D; B pm, m)=2 t #n 
果 对 于 i<k, pA(D)= 9,0, H e(k)=e, (k). 

M= I, p 是 构造 度量 空间 ， 算 法 月 称 为 M 
的 点 序列 (sequence of points). WIE x@Hg + n, Pn)e 
M. 序列 6 称 为 正规 的 (regular)， 如 朵 对 每 个 m >n， 
A p(B(m), B(ny< 2". 正规 序列 户 收 雍 于 构造 度量 空 


度量 算法 p 的 构造 
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BJ M BAX, MIRIERER n, pX, Binys 2 .构造 度 
最 空间 M 称 为 完全 的 (complete), 如 果 存 在 一 个 算法 
使 得 对 每 个 GM 的 点 的 } 正 规 序列 6， 可 找到 其 收 仇 干 
MM 的 点 。 M 称 为 可 分 的 (separable)， 如 果 存 在 算法 x, 


6 使 得 x 是 入 上 的 点 序列 ， 且 对 任意 xE 岂 和 mn,afE 
n) — AR, Moh plany, A2. WAA a) 
一 d) 的 空间 H, R, E, E, C, BETH, 20H, 
E, E, C 也 是 完 全 的 . 非 递归 可 核 举 集 生 成 下 的 子 
空间 是 非 可 分 离 的 构造 度量 空间 . 在 构造 度量 空间 中 
可 以 陈述 度量 空间 经 典 理 论 的 许多 结果 , 特别 地 , Haus- 
dorff 定理 的 构造 变 式 (constructive vanant of Hausd- 
orf theorem) EIEEE A. 对 每 个 构造 度量 空间 都 
能 构造 其 完全 化 构造 度量 空间 ， 

使 一 个 构造 度量 空间 完全 化 的 过 程 是 构造 数学 中 引 
和 新 结构 的 有 力 方 法 .构造 实数 就 是 这 样 引 人 的 . 
可 测 集 和 可 测 范 数 ，Lebesgue 可 积 函 数 等 经 典 概 念 也 
可 类 似 地 定义 .构造 度量 空间 理论 的 基本 日 的 之 一 县 
研究 关于 某 些 可 计算 度 最 为 良 定义 的 算法 映射 . 

O m. p Y, M =M, p.) B Bi R R£ R. =s 
间 . M, -= M, 型 的 等 法 算 子 (algorithmic operator) 为 
WE FERINA yia) MR Xe 9L. H pO 8 = 
X. Mye MN, b) WRX, YA M ia, 
A(X, 了)=0), 且 ¥(X) 有 定义 , 则 WY) 有 定义 , 且 pO, 
WYA M AȘA. E 一 E. E,- E SSW T 
分 别 是 -元 或 六 元 构造 函数 ; B — 盯 型 的 算法 算 子 习惯 
LR ARETA BS (effective functionals } (或 能 行 算 子 (efr- 
ective operators)). 

算法 算 子 理论 中 的 基本 结果 之 一 屁 Tseitin 定理 
{Tseitin theoretn)， 该 定理 言 完全 的 .可 分 离 的 构造 
度量 空间 M. P, WEE M. 一 M, 3 00 8 D W + y 
及 每 个 n, 可 以 构造 包含 风 定 尽 域 的 球 的 算法 GAI) T 
校 华 集 , 使 得 在 这 个 集合 的 任意 妹 上 的 振动 不 超过 2 ”. 
这 定理 交合 了 关于 能 行 泛 阔 到 部 分 递归 泛 函 的 可 扩展 
性 的 著名 结果 上面 结果 的 另 一 个 重要 推论 就 是 算法 
算 于 连续 性 定理 : 如 果 M 是 完全 的 ， 避 分 离 的 构造 
ERZ., M, 为 任意 构造 度量 空间 ， 则 对 任意 M. 一 
M, 型 的 算法 算 于 峭 ， 可 以 构造 一 个 算法 “ 司 得 对 任意 
风 定 交 域 中 的 X, 了 Y 和 任意 z(K, n) E — + B # 
数 ， 其 中 pi， D2 "wA T p(v(2), (Y) < 
2a 

用 与 构造 度量 空间 相同 前 一 般 方 法 ， 可 以 研究 构 
造 赋 范 空间 和 Hilbert 空 阿 的 理论 . 
参考 文献 
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【 补 注 】 上 文 只 涉及 了 狂 准 的 苏联 学 派 意 义 下 的 构造 
“分析 ( 亦 肛 构造 数学 (constructive mathernatics)) ， 
FALA [A2] 提供 了 不 同 的 处 埋 方 法 . 递归 度量 空间 概 
仿 ， 见 [A 站， 
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[A3] Alberth, O., Computabie analysis, MeGraw - Hill, 


1980. BEBEK X 译 


构造 模型 论 [eonstuctive model theory; KkoBcrpygrusHsrx 
Molene TeOpuq j 
见 递 归 模 型 论 (recursive model theory), 


HETI [constructive object ; koncrpykrunupsi ofuesr] 

作为 完成 一 构造 过 程 (constructive process) 的 结 
果 的 数学 对 象 .为 措 述 某 一 构造 过 程 ， 常 常 假定 所 
考 虚 的 对 象 作 为 不 可 分 的 初始 对 象 已 被 明显 刻 
H: 且 假 定 给 出 了 作为 描述 构造 过 程 的 允许 步 骤 ， 由 
已 构造 的 对 象 如 何 形 成 (产生 ) 新 的 对 象 的 形成 规则 ， 
且 过 程 是 分 步 进行 的 ， 其 中 新 的 一 步 是 由 已 构造 对 象 
和 实际 能 用 于 已 罗 赣 对 象 的 规则 所 决定 的 ( 见 [4])， 当 
然 ， 构 造 过 程 和 构造 对 象 的 这 种 描述 不 是 精确 的 数学 
定义 ， 然 而 ， 具 柱 的 数学 理论 总 是 只 讨论 有 精确 定义 
的 和 具 栖 类 型 的 构造 对 象 . 以 上 所 述 的 构造 对 象 的 描 
述 只 作 选 择 相 应 的 精确 定义 的 方法 ， 

HERES (alphabet)} 上 上 的 字 是 精确 定义 的 一 类 
构造 对 象 (字母 者 中 的 字母 看 作 是 初始 对 象 )] S E 
由 已 构造 的 对 象 在 其 右边 加 上 字母 所 得 到 的 ( 见 [ 的 
176). 55. 构造 对 象 的 例子 有 有 限 围 (graph) . 
有 限 抽 象 拓扑 复 形 (complex), relay -contant 模式 
(选择 相应 的 初始 对 象 和 .形成 规则 是 不 困难 的 )， 
RAAE, REALTA. W (algorithm) 和 各 种 良 
定性 的 注 算 (calculus). 有 限 表 示 群 和 其 他 类似 的 数学 
对 象 也 可 以 看 作 昆 构造 对 象 . i 

HERRERNE 8 B) 2 SE 18 BJ T- Sk =e ASE 
求 有 一 清晰 的 个 体 说 明 的 数学 理论 中 有 重要 作用 . 在 
集合 论 数学 中 ， 由 于 无 限制 地 用 到 实 无 窃 轴 象 (abst- 
raction of actural infinity)， 档 造 对 象 和 构造 对 象 集 
是 与 简单 的 数学 对 象 同等 看 待 的 ， 其 差别 仅 在 构造 对 


象 的 识 度 可 达 性 ， 在 构造 数学 (constructive mathema- 
tes) p, HAr S { 或 几 其 所 决定 的 对 象 } 自然 形成 一 
类 可 讨论 的 数学 对 象 . 这 里 的 讨论 基于 排除 实 无 穷 抽 
象 以 及 考虑 构造 对 象 的 定义 特征 的 特殊 构造 逻辑 (con- 
structive logic), Ji ILR S 8 ⁄ (constructive mathe- 
matias). 
#= W 
[1] Mapon, A. A., &Tp. MaTeM. HH - Ta AH CCCP $, 67 
(1962), 8 —14. 
[2] Mapxonm, A. A. , O noruse KOHCTPYETHBHOR MATCMATHKB, 
M., 1972. 
[3] Markov, A. A. and Nagornyi, N. M. , Theory of alg- 
orithms , Reidel, 1988 (F HRX). 
[4] Hanm, H. A., Tp. marem. HH - Ta AH CCCP >, 67 
(19625, 15-294. 
H. M. Haropas $ ERK PE 


构造 命题 演算 [constructive propositional calculus ; mwe 
CIpPYKTHEHOC HCYECJEHHE BHICKAJbIBAHHÄ | 

HEARANN (constructive mathematics) 观点 
FTKARRARA ESP A N EER NL (logical calcu- 
lus). HETARA — Taj Ë 8k Tñ FS P: 8 S: + AM 
M (intuitionistic propositional calculus). 然而 ,在 其 
种 构造 主义 的 特定 解释 下 ， 直 觉 主 义 命题 演算 是 不 完 
全 的 例如， 著名 的 Rose 公式 (Rose formula) 


(A DADA aA) D Ad A). 


其 中 4 是 公式 ary aq, Ë p. q rs y u, EË 
W + X rm PE rh Et ASP hk S), || Bj # Bë Ja S| 3: 384 
的 Kleene 解释 下 是 恒 真 的 ， 至 少 在 接受 构造 造 择 原 理 
(constructive selection principle) (Mapxos 原理 (Mar- 
kov principle)) 时 是 如 此 ， 实 质问 题 是 研究 不 同 的 构 
造 数 学 语 多 的 构造 命题 演算 的 完全 性 . 
参考 文献 
[i] Kleene, S. C., Introduztion to metamathematics , Nor- 
th - Holland, 1951 (ik k. S. C. Wjk, LAFF 
论 ， 科 学 出 版 社 ， 上 册 1984, FJ 1985). 
[2] Rose, G. F., Propositional calculus and realizability, 
Trans. Amer. Math. Soc. ,75 (1953). 1 —19. 
A. T. Hparammn # HEK À PE 


HEEE Fit [ constructive quantam field theory ; 1- 
HeTpygcrnnaau KBAHTOBXS TEOpPHA nouig ] 

数学 物理 学 的 一 个 分 支 ,研究 量子 场 论 (quantum 
field theory) 模型 的 性 质 .构造 性 量子 场 论 的 问题 之 一 
是 真实 四 维 时 空中 相互 作用 量子 场 的 研究 .然而 , 这 些 
场 的 存在 性 , 数学 上 尚未 确立 (1987). 因此 ,曾经 主要 
致力 于 二 维和 三 维 时 空中 量子 场 论 的 较 少 硒 异 性 模型 的 
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WR. BARETA LA EAEE (r PE P 05 858 
念 和 方法 与 现代 数学 方法 的 综合 .相对 沦 量 子 场 的 概念 
本 身 容许 有 种 种 等 效 数 学 解释 ,使 得 人 人 们 能 够 应 用 数学 
不 同 贪 域 的 方法 . 

一 个 量子 场 叮 以 或 者 利用 对 算 子 1 儿孙 数 的 非 线 
性 双 曲 型 方程 来 处 理 , 或 者 利用 广 尽 乔 机 场 理论 来 处 理 
(与 统计 力学 建立 密切 联系 ) ,或 者 作为 多 复 变 数 解 梧 函 
数 系 来 处 理 1$ 和 矩阵 解析 性 质 的 研究 中 ) ,或 者 可 从 三 
代数 和 表示 理论 的 观点 来 考虑 ， 

关于 构造 性 量子 场 论 最 早 的 工作 ,应 用 的 主要 是 活 
晒 分 析 方 法 ,满足 Wiphtman 公理 的 二 维 时 空 相对 论 量 
子 场 , 应 用 最 子 场 论 的 Eudid 型 表述 ([9]) 首 次 咸 功 地 
HEHE Sp, 使 人 人们 能 引进 概率 论 和 统计 访 学 的 方 
法 ， 

相对 论 量子 场 由 其 Wightman 88% Wix, ea 
x,) 完全 表征 .量子 场 论 的 等 价 Fuclid 型 表述 利用 Sch- 
winger 画 数 S (x,, …, x.) 【这些 是 由 让 ,通过 解析 
延 拭 到 Euciid 点 {ix , x. ix? x,, U) 获得 的 } 给 出 ， 
满足 Osterwalder -Schrader 公理 ,在 某 些 附加 假设 下 可 
以 证 明 , S. 是 具有 特殊 性 质 的 概率 测度 (probahility mea- 
sure ) 的 抢 ,已 经 证 明 , 构造 量子 场 论 模型 最 方便 的 方 
法 ,也 是 最 通 虱 的 方法 是 ,开始 先 构 造 -个 概率 测度 , 然 
后 对 其 年 证 明 Osterwalder - Schrader 公理 为 正确 . 

对 于 单一 标量 场 的 最 简单 情况 ,考虑 一 个 可 测 空 间 
(measutable space) (S° (R°), B), 其 中 S'(R*)E OE 
值 ] 绥 增 广 尽 函数 空间 ，8 RE E KAS eA. 而 (S'， 
B) 上 的 一 类 概率 测度 4 具有 下 列 特 殊 性 质 ， 

]) 在 (S’，B》 上 通过 og 代数 日 的 自 同 构 定 义 R Wl 
Euclid 运动 群 单位 元 素 连 通 分 量 GG 的 一 个 自然 秒 示 .人 
们 要 求 测度 yy 为 局 不 变量 ,这 个 条 件 是 相对 论 不 变性 的 
Euclid 表达 式 ， 

D RPAH Q (f)(oy=o( fy (os S', fe S'yw 
义 的 (5S, B, a) ERAIN. S 上 和 任 一 项 数 
F(o), Æ X F, (e) =F (0), 其 中 o, (f) =o (f.), 
fe. U x )=f(x,, U —x y). 2 B. AERE b( f) 


生成 的 代数 ,并 且 suppyc fxe R": x, >01, 大 们 要 


k} S EIE- B, aAA F, Osterwalder - Schrader 
的 正 性 条 件 成 立 : 
[Fa(o)F(e)du(a) 2 0, 
这 个 条 件 表达 相对 论 Hilbert 空间 中 标量 积 的 正定 性 ， 
对 于 RRR, A b (f) E K B 85 8 W) Maprog 条 
tE, 
3) AffPBEK S(RY EE #£03a |] + l. E4 


fe du 


U:eS(R2), | As1) 


EXPE -1 E. -… 致 有 界 各 : 致 连续 的 ， 

4) 群 台 的 平移 子 群 必须 是 遍 访 的 ,这 表达 相对论 
中 真空 的 唯 性 . 

EWE 所 满足 条 件 1) 一 外 , 则 称 为 量子 测度 (9u- 
antum measure), ffi Ez BJ J” x REALI Piy) 称 为 Euciid 
场 (Euclidean feld). AFWEER, 


SA A = JO BO dp 


是 Schwinger 函数 , 满足 Osterwalder -Schrader 2. 

存在 -AERE ER TH., Wi A Wightman 

AM, iH Wightman 函数 到 Euclid xš #J 88 Er 38 f 5 

给 定量 F MH BJ Schwinger 函数 相同 . 若 一 测度 n 138 

足 条 件 1)- 3)， 则 对 其 所 有 调 让 分 量 条 件 1) 一 4) 有 效 . 
有 - -ARTURA BAE, MHA EHE A 


fexp{iP)} dd ym = op Yh rare 
的 Gauss $W (Ika p — š$ m >Ú), Ro A E La- 
place 8$ T (5 4 >30. AGA m=0). Ri Eudid 
场 称 为 具有 质量 为 m B! Á H (bn BL yEuclid 场 . 

JF Gauss 型 测度 的 构造 出 现 电 大 困难 ,结果 基本 上 
惰 赖 于 维度 .通常 步骤 如 下 .在 S EWER VIA, 
K) (相互 作用 势 ), 依赖 于 参数 太 和 *, 友 称 为 体积 截 
止 ,x 称 为 繁 外 礁 止 . 启发 式 地 说 ,了 = -L n ( 见 量子 场 
论 (quantum ficld theory)). F (A, Kk) 对 不 是 加 性 的 ， 


击 对 不 是 .于 总 构造 出 测度 
e "tA od 
dpa. = fe- HA o då 


dvi EXETER HARHA u 一 co PHWW8 Fz 
dau, 序列 的 极限 H F Cau V (REREH, EA 
HEERKE: V 56 A 3 E - 个 模型 )， 极 限 测 
BE phat tit 门 — 4). WWE DS MK SS i fr R aA E 和 
RIE P BU lk AOE 9 ERR. 

俩 如 ， 对 具有 辟 作 用 AD 和 d= WER, X 3 
续 可 具体 以 下 列 方式 作 则 . 设 dv 为 (S',B} 上 的 Gau- 
ss WUE, RA HEZA 


feepit dvi = apj- Ly, (— at m°)" Pah 


其 中 A EFE R AR AAR OA 1 Bb ERE 
件 的 Laplace A R E FED TE OMI A EEIE) i ñA 
+m?) `!(x, y). Ha, TE R T Dirichlet 问题 的 
Green 请 数 , 进 一 步 假定 不 ES 和 当 x-- 吕 时 用 (x 一 y) 
=x, y) AFN, B W. O R DS D(h. 
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(x — - ESS x £ R° BU yG NFER $K Ir] 3 K — So 时 
{BA dx — BO) 


VAD = à, Í tix) dx. i20, 


其 中 163063: E D(x) Bg Wick 3E (L bog 2 E) (Fock 
-space ))。 于 是 

e MA e L (deba), pl, 

Zaa = fe "Sah Z 0 
最 后 , 设 l 
exp{ 一 F(A, x)) dra 

Zsa I 

s K— 0, A — R° 时 ,测度 p... MOBI HES 
B St E ER TME ú U kE mE E A. Sh RE: zJ £ 
分 大 的 4， 在 8A 上 具有 不 同 边界 条 件 的 测度 a= 
iim。 oto 当真 一 RR* 时 一 般 地 具有 不 同 极限 . 在 这 
种 情况 下 表明 发 生 相 变 ， 

构造 性 量子 场 论 的 中 心 问题 世 桥 :描述 相应 于 给 定 
互 作用 势 的 所 有 量子 测度 ( 相 ), 以 及 研究 相应 相对 论 量 
子 场 的 性 质 , 首 先 ,人 们 感 兴 趣 的 是 Poincaré 群 的 质量 
算 子 的 谱 性 质 ( 其 研究 归结 为 检查 大 距离 上 Schwinger 
函数 的 行为 } 以 及 8S 矩阵 的 性 质 , 如 解析 性 , 西 性 等 等 (5 
ERFAN Schwinger 函数 的 解析 延 拓 来 研究 ). 

当 &=2 时 ,对 于 下 列 一 些 互 作 用 势 : =P(D), 其 
中 P 是 下 有 界 的 任何 多项式 ,=%cosg 中 (正弦 Gor- 
don 方程 ) 和 一 些 其 他 非 多项式 互 作用 ,以 及 对 一 些 多 分 
Aig 囊 =( 员 ,下 )， 量 子 测 庆 的 存在 性 已 经 得 到 
证 明 (1978) .对 充分 罚 的 针 项 式 型 互 作 用 , 曾 进 行 过 质 
景 算 子 谱 对 密 项 式 形式 的 依存 性 的 研究 , 并 且 已 经 确立 
SERERE. RAGNI EHAN Fermi TA Sk NE 
场 也 进行 过 研究 . Euclid 型 Fermi 18 4 E P” 2 B JL 
场 , 它 在 Grassmann 代数 中 取 值 ,然而 ,人 们 能 “积分 
掉 " Fetmi 子 变数 ,于 是 问题 归结 为 对 于 普通 Gauss W 
度 佑 计 某 些 路 径 积分 .所 有 这 些 模型 . 对 基 些 参数 值 县 
AHE. 

上 面 措 述 的 相对 论 量 子 场 的 构造 , 仅 导 致 所 谓 真 空 
区 域 , 即 导致 满足 Wightman 公理 并 补充 以 真空 的 存在 
性 公理 的 量子 场 .这 些 场 是 具有 显 见 初 值 条 件 的 非 线性 
方程 的 解 .对 于 许 才 二 维 槛 型 (正弦 Gordon 等 等 ), Ë 
经 构造 出 罐 立 子 区 域 ,其 中 没有 真空 ,但 对 质量 算 子 具有 
离散 谱 ; 从 物理 学 观点 看 , 这 具有 很 大 兴趣 ,这 些 新 区 域 
是 利用 真空 区 域 中 现 测 量 的 C 代 数 的 特殊 自 同 构 构 造 出 
来 的 . 

当 d=3 时 ,在 具有 4 (0. BY 相互 作用 的 模型 中 , 曾 
经 证 明了 量子 测度 的 存在 性 ,其 中 


an X = 


A 
(P(x), Da = DPB. 
1- l 


这 里 相互 作用 势 具有 形式 
VAO = a fD) 9.02: dx + 
Á 


十 1 lêm, [40.0 中 x) dx +C... 
A 


Ep om A C. E <t A 6) Mt 25 y ë P8 3k; 印 计 数 项 
相 如 .还 有 ,在 这 个 模型 中 , 当 4 充分 大 时 ,也 发 生 相 
F, FHEA ONAR. 
参考 文献 
[1] Boronto6o8, H. H.. Jliorysog, A. A., Tomopom, H. 
T., OCHOBLI AHOMATHIOCEOM TOO B KBAHTOBOÑ Te- 
opm mom, M., 1969 ( 3 ËR Æ: Bogolyubov, N. N., 
Logunov, À. A. and Todorov, I. T. , Introduction to 
axiomatic quantum field theory, Benjamin, 1975). 
[2] Constructive quantum field theory, Lecture Notes in 
Physis, 25, Springer, 1973. 
[3] Reed, M. and Simon, B. , Methods of modem matke- 
matical physics, 1 一 4, Acad. Press, 1972 — 1978. 
[4] Simon, B. , The P(gp); model of Euclidean {quantum} 
field theory, Princeton Univ. Press, 1974. 
[5] Hepp, C, , Théorie de la renormalisation, Lecture No- 
tes in Physis, 2, Springer, 1969. 
[6] Saxum aora xpairroata TeOpuq moa. Mapkoscrki TOKON, 
mp, C ann. , M. , 1978. 
[?] JloGpyuum, P. JI. , Moc, P. A. , € YCIEXH arm. 
Hayk, 32 (t977), 2, 67 — 122, 
[8] Glimm. J. , Jaffe, A. and Spencer, T., The Wight- 
man axioms and partide structure in the P (@), duan- 
tum field model, Ann. of Math. | 100 (1974), 3. 585 
— 632. 
[9] Nelson, E. , Construction of quantum fields from Mar- 
koff fields, J. Funct, Anal. , 12 (1973), 1. 97 — 112. 
[10] Fröhlich, J. , Schwinger functions and ther generating 
functionals I. Markovian and generalized path space 
measures on S, Ads. Math. ,23{1977), 2, 119 — i81. 
H. B. Borom, M. K. Ioman f# 
LIMET 
参考 文献 
[AH Glimm, J. and Jaffe, A. , Quantum phia. a fune- 
tional integral point of view, Springer, 1981. 
IB h 主 


构造 实数 [constructive real number ; KOHBCTDYKT HBHDE 
JešicTasre nbuce dMe0] 

用 于 构造 数学 (constructive mathermatics) 的 实数 
WER. EE HEF, CRE EHE 下 可 
构造 的 实数 ,. “可 计算 实数 "一 词 与 其 具有 相近 的 意 
尽 ， 它 不 是 用 于 从 开始 起 构 得 非 传统 连续 统 的 情况 ， 


而 是 用 于 考 虚 在 某 种 意义 下 由 算法 可 计算 的 经 上 典 实 数 
的 问题 { 亦 见 构造 分 析 (constructive analysis }}. 
E. A. Kymaep $ MERKE PE 


构造 选择 原理 [constructive selection principle ;DucTPy- 
raseorn nonGopa np |, Maproe Ẹ 理 (Mapkov 
prinaple) 

H A. A. Mapxop ([1], [2]) 提出 的 构造 数学 (con- 
structive mathematics) PH RS - 哲学 原理 ， 其 一 般 
形式 断言 由 某 一 描述 给 定 的 构造 过 程 ， 如 果 它 不 是 潜 
在 无 穷 的 { 无 界 可 扩 晨 的 )， 那 么 该 过 程 停止 ， 在 构造 
数学 中 常用 与 其 等 价 的 几 种 其 体形 式 . 1) 2 下 有 是正 
规 算 法 (normal ailgorithm)，P 了 为 某 字 苹 表 上 的 字 ， 
如 果 命 题 中 不 能 作用 于 PP 是 可 孜 的 , W| p PLEI T P. 
记 为 

PP) D (P) 
2) 在 形式 算术 (arithematic, formal ) 中 构造 选择 原理 
可 由 下 列 公 式 表 示 : 
v: Ya [Vp a Ti x, Day Tie xyah 


其 中 工 是 -一 个 原始 递归 谓词 ， 使 得 Godel 数 为 z 的 部 
分 递归 销 数 在 x 处 有 定义 当 且 仅 当 习 yTi(z, x, yy (E 
[3]). 3) 如 果 一 递归 可 校 举 集 是 非 空 的 ， 则 它 包 含 茶 一 
KR. 4) 设 业 是 自然 数 的 一 个 算法 可 验证 性 质 ， 如 果 
断言 不 存在 满足 4 的 数 的 命题 是 可 驳 的 ， 则 存在 具有 
性 质 4 的 自然 数 ， 相 应 的 逻辑 形式 为 : 

Yx (ARVA) 3 [-—3x A(x)33y A Y) 


有 时 构造 选择 原理 特 指 这 种 形式 ,因为 所 要 的 数 可 

在 下 列 构 造 过 程 中 选 出 ;验证 4(0 如 果 为 真 ,出 选 0 
为 所 要 的 数 ; 否则 ， 验 证 4(1)， 等 等 

| 构造 数学 中 可 用 的 抽象 系统 的 框架 内 可 如 下 直观 判 
断 构造 选择 原理 : 如 果 一 给 定 树 造 过 程 的 潜 无 穷 的 不 可 能 
性 是 确定 可 证 的 , 则 该 过 程 的 停止 ,作为 一 步 步 执行 该 过 
程 的 缚 果 是 浅 可 达 的 ， 这 样 , 在 潜 可 实现 性 抽象 内 , 基于 
构造 选择 原理 可 以 断言 构造 对 象 (constructive obj- 
eat) (如 ， 将 正规 算法 作用 于 某 字 的 结果 ) 的 存在 性 . 

从 经 典 北 辑 看 来 ， 构 造 选 择 原 理 是 绝对 允许 的 ， 
因为 它 是 消除 双重 否定 和 排 中 律 的 一 般 规 则 的 特例 . 
应 用 这 些 导 辑 规则 可 归结 为 在 许多 递 归 函 雪 (recursive 
function) 论 的 构造 中 的 构造 选择 原理 ， 这 使 这 些 构造 
在 构造 数学 中 也 有 用 ， 由 构造 选择 原理 可 以 得 到 构造 
分 析 (constructive analysis) 中 的 许多 重要 结果 ， 特别 
是 算法 等 子 连 续 性 定理 和 能 行 诈 画 到 部 分 递归 证 郴 
【 亦 见 构造 产量 空间 (constructive metric space)} 的 可 
扩展 性 定理 ， 构 造 旋 择 原 理应 用 的 另 一 领域 是 在 构造 
语义 中 {[4]), 在 构造 选择 原理 在 构造 数学 中 作为 一 般 原 
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理 之 前 ， 在 不 同 的 构造 意义 下 做 了 许多 基于 各 种 形式 
的 该 原理 的 研究 ， 这 里 必须 提 到 P. C. Horo 在 
1943 年 ( 见 [5]) 得 到 的 基本 结果 : 假定 对 -- 元 公式 
起 [x)， 对 每 个 nn An) V 一 Atn) 在 构造 形式 算术 中 可 推 
F, 且 习 xA(x) 在 古典 算术 中 可 推导 ， 则 公式 x AG) 
在 构造 算术 中 可 推导 . 在 [6] F. H Mapon 发 展 的 构 
造 语义 新 系统 内 可 以 判断 构造 选择 原理 ， 

由 于 要 构造 数学 初期 结论 影响 ， 一 些 借 导 者 带 保 
留 地 运用 构造 选择 原理 . 构造 选择 原理 也 窒 直 觉 主义 
者 所 排斥 ， 因 为 从 直觉 主义 观点 看 来 它 不 是 充分 可 
信 的 . 另 一 方面 ， 联 系 于 直 常 主义 数学 的 许 争 分 支 ， 
大 科 详 细 地 研究 了 相应 的 表达 构造 选择 原理 的 形式 模 
式 的 系统 之 间 的 关系 问题 ， 特 别 地 ， 证 明了 模式 (2)， 
(4) 是 独立 于 直觉 主义 谓词 演算 ， 算 术 和 和 分析 的 ( 见 [2]， 
[7]; [8]). l 
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Hih iR e SÉ [comnstructive semantics ; WutTpyKrimean 
CEMARTHKA] 

理解 构造 数学 (oondtructive mathematia) 命 题 的 
一 类 方法 .特殊 语义 的 需要 是 由 于 传统 (经典) 数学 与 
构造 数学 (主要 指 苏联 学 深 的 构造 数学 ) 在 一 般 原 理 上 
的 差别 .主要 考虑 关于 构造 对 象 (constructive object) 
的 一 阶 语言 命题 ， 即 基本 算术 佣 题 ( 见 形 式 算 术 (arith- 
metic, formal) ), 与 待 统 语义 对 4uw4( 以 及 基于 存在 
HRA xA(x) 的 理解 的 主要 差别 是 由 LL. E. J. Bro- 
uwer 提出 的 ， 构造 判断 这 样 的 命题 需要 解决 下 述 问 
B 找 一 数 i 志 1, 使 得 4 AARRE n A AG). A. 
Heyting 与 A. Kornmeoropos 概括 了 对 应 于 更 贺 杂 公式 
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的 问题 描述 原则 . HS. C. Kleene 以 闭 算术 公式 的 实现 
概念 形式 ABTINE (recursive realizability) }. 
给 出 了 精确 的 形式 化 (这 由 于 算法 (algorithm) 的 数学 
定义 的 出 现 而 成 为 可 能 ) ，1=r 真相 等 的 实现 (realiza- 
tion of a true equality) 是 -一周 定常 量 ;， 例 如 ， 当 t=r 
方程 没有 实现 时 为 0. 合 取 AAB 的 实现 (realization of 
a conjunction) Ë <a, by, kaa aaa. b 为 
召 的 实现 . 析 取 如 Y A 的 实现 为 《i， a》， 其 中 i= 
0, 1, 4 是 4 的 实现 , 3x A(x) ÉS 3 JL W , G>, 其 
中 中 是 一 数 ，a 是 4 人 的 实现 . S xA(x) 的 实现 是 一 
个 一 般 方 法 /使 得 对 每 个 自然 数 n， 给 出 4 名) 的 实现 
Tin) 4 汪 B8 的 实现 是 一 个 一 般 方法 了 使 得 对 每 个 4 的 实 
现 a， 纵 出 8 的 实现 了 (a) ( 且 对 于 不 为 4 的 实现 a 不 
一 定 要 有 定义 )， 这 里 一 般 方法 可 理解 为 一 算法 (-- 个 
部 分 递归 函数 )， 利 用 算法 的 数 编码 ,“ 数 e 是 公式 4 
的 实现 "可 以 写成 一 算术 公式 erd) MH E SE 
v 且 只 在 等 式 和 前面 以 自然 方式 出 更， 这样 的 公式 称 为 
几乎 正规 (almost normaj) 或 几乎 否定 (almost nega- 
tive}. MA 3eter4) ( 读 “4 可 实现 *} 作 为 4 的 构造 解 
释 ， 在 这 个 解释 下 排 中 律 ，w x (AG) VW 一 4 (x) 是 可 
RE, Ei, E Ax 3yT(x, x, y) 其 中 Tie, x, 
由 表示 {解码} 算法。 EFE x LAT yA nk. 
NR Efe Vx BOBER RA, jin. 
E B(x)=A(x) V 一 A(x)， 上 述 定 义 给 出 了 每 个 公式 
几 的 … 个 构造 解释 { 找 一 实现 ), 即 使 4 不 包含 W, J.H. 
A. Mamm 进一步 给 出 了 这 个 构造 解释 的 算法 , ER 
改变 没有 V , 习 的 公式 (正规 公式 (normal formulas)), 
且 等 价 于 无 量词 归纳 的 形式 直觉 主义 算术 的 可 实 型 
性 ， 任 意 公 式 都 可 化 为 儿 平 正规 公式 ， 因 为 PXA 
的 判断 在 于 产生 一 数 n R Ar) 的 判断 .几乎 正规 公 
的 构造 语 尺 不 同 研究 者 有 不 同 定义 方式 ， 生还 没有 入 
得 到 像 包 含 wW 和 韭 平凡 马公 式 这 样 明显 不 同 于 经 典 概 
THEY. 
A. A. Mapkoa H ffi f AE 38 E Hh iF] WJ Eg JJ 31 BË 
行 中 规则 的 推导 ， 定 尽 几 乎 正规 公式 的 得 : WREE 
- 般 方 法 使 得 对 每 个 ”得 到 由 命 古 大 到 4tm) 的 可 推导 
F. UE KH SH V x AG). BCE--- 25 E Y BJ. 
PAN PERDAH RKA L. 可 分 层 为 工 ,， 
.语言 上 由 不 包含 2, v 的 公式 组 成 ; 语言 
GPL 和 由 工 , 中 的 公式 经 使 用 一 次 各 
合 和 任意 次 运用 站， 立 而 得 到 的 公式 集合 . 工 ; 的 公式 
真 定义 交道 常 A, gJ, V 规则 的 可 推导 性 ,上 ,的 公式 真 
在 允许 适当 的 规则 下 定义 . Hh, 3xR0)->3yT() 
的 真 指 存在 算法 w 使 得 对 任意 nn Rin) T(o(n). 对 
F La (n21) HAA SRAY 的 公式 真 由 它们 组 
成 部 分 的 真 按 通 常规 则 定义 ,而 益 含 4B 的 真 指 根据 
某 些 规则 S, 由 4 到 召 的 可 推导 性 ， 其 中 .保持 工 , 公 


式 为 真 . 系统 9, 包 当中 规则 和 所 有 工 , 的 真 公式 作为 
公理 ,5, 的 可 推导 性 定义 由 广 炙 归纳 定义 引入 ， 且 相 
应 的 归纳 原则 用 于 元 定理 的 证 明 ， 对 S, HEEN AT 
以 证 明 规则 Aa gR AD 3x R ERIH. EE 
合 在 S$S; 中 且 给 出 Mapros 原理 : —— x R SƏ3xR. £ 
统 S,,; Ln > 0) 是 由 连接 词 的 通常 规则 和 中 规则 组 成 
By. 并 平 正规 会 式 4 在 Mapo Ë AFYA 3 H (X t A 
的 本 原 递 归 无 截 证 明 搜索 树 T', (BE ww 规 则 和 Mapros 
原理 ) 在 归纳 定义 意义 下 为 一 推导 . 这 (在 经 典 数 学 
中 ) 等 价 于 4 NARR. 

在 Manm 的 主 化 语义 中 ， 对 每 个 儿 平 正规 公式 A, 
定义 简单 结构 公式 的 超 限 分 层 {4") 使 得 A* 二 >4 在 适当 
的 形式 系统 中 可 证 ,公式 4" 称 为 .A 的 主 化 于 ， 且 4 称 
为 牧 为 & 的 真 公式 ， 如 果 A" 为 真 . 逼近 的 精确 谭 随 x 
增加 而 增加 ; x < BS (A° = A. 更 详细 地 ， 根 据 等 价 


— — (Bo — Ju Ye Ciu, u) e> 


1> JEVU = (BV — > Juv, e) VC, T), 


作 xW ri BU FE 3 Bl jn HE 5 FJ 35 AE fë 85 38 E H; SE 8 sJ 
H, HEAR. ARRALAR 


A Juyin —[— —3wC,V D), 


LAEN w 超 限 归纳 法 的 算术 中 可 证 , 且 包 含 -个 无 
量词 公式 CC, 使 得 


A" = Ju wo 3wC,(u, n w > 


为 4 的 主 化 于 GË A" 除 某 些 技 术 处 理 外 等 价 于 断言 
原来 公式 用 中 规则 ， 高 度 小 于 “的 推导 的 存在 性 .在 
这 个 意义 下 主 化 语义 等 价 于 Mapkos 的 步骤 语义 Ej 
定 某 类 一 般 递 归 函 数 合 (比如 所 有 递归 到 a 定义 的 函数 
类 )， 更 简单 结构 的 主 化 子 定义 为 ， 对 ose, 


uyu CÇ,(u, v, p). 


如 果 站 为 类 日 的 不 含量 词 的 演算 ， 则 公式 Fu 
wu C (u, 中) 的 上 走 定 义 次 带 变 量 V AAT tA C (t, r) 
的 可 推导 性 ， 如 果 站 是 递归 到 所 定义 的 函数 的 标 崔 
方程 演算 ， 则 公式 的 六 真 就 是 指 公式 在 扩展 形式 直 党 
未 义 算术 中 可 推 鞋 ， 这 种 算术 是 增补 Mapoe 原理 ， 
定义 构造 解释 的 算法 的 等 蛋 关系 、 和 到 序数 (a(8) < 
oj) 的 归纳 规则 所 得 到 的 , 其 中 s( 朋 为 第 一 个 大 于 上 的 8 
数 . 特别 地 ， 当 月 = 四 , ga=s@ 时 ， 即 为 一 般 归 纳 法 . 

在 无 量词 层 (天 真 } 判 斯 要 求 尽 可 能 地 保持 在 有 限 
主 尽 范围 内 ， 即 ， 无 量词 语言 和 相应 的 逻辑 方法 . 这 
就 是 限制 x 值 的 日 的 所 在 . 对 于 更 大 部 分 的 构造 分 析 
“EER 8 RT x 0868 r (已 包含 在 能 行 算 子 的 连续 性 定 
AA}. 

驮 考 文 献 
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XE (intuitionistic logcs) 和 数学 的 许多 语义 中 的 
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容 ， 见 [A2], HEF (semantis) HA H EAM 
$H (topos} 理 论 的 语义 学 ([A3])， 
#+* x 
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构造 函数 论 [constructive theory of functions ; KoucrTpy- 
KTHRHAN Teopuu dQyugums ] 

由 C. 日 . Bepqurreiin 引入 的 一 个 机 念 ， 他 称 构 千 
函数 论 为 "函数 论 的 一 个 分 支 ， 旨 在 对 自然 握 出 的 数学 
分 析 何 是 的 解 函 数 和 经 验 函 数 的 定量 研究 和 计算 提供 
AEE, RAEE (H. ASe ARR 
论 包 括 函 教 逼 近 论 作为 它 的 一 个 分 支 . 但 是 ， 当 实际 
使 用 “构造 函数 论 "一 词 时 ， 则 到 较 狭 牵 的 意义 ， 喜 是 
JBS 3 8 iris. 现在 已 很 少 炖 用 “构造 函数 论 " 一 词 . 
#+ > 

[1] Eepuirreñu, C. H. «Hw. AH CECCP. Cep. MATEM. 9, 

9 (1945), 3, 145—158 (Coop. m., T. 2, M. , 1954, 

349 — 360). C. A. Tenom JT 
【 补 注 】 

[A1] Ibragimov, 1. I., On Bernstein "s contributions to the 

constructive theory of funciions, in G. Alexits and 

S. B. Stechkin (eds), Proc. Conf. Constructive The- 

ory of Functšgons , Akad. Kindó , 1969, 27 —40 (RX). 

[A2] Szegü, G., The contributions of L. Fejér to the œn- 

structive function theory, in G. Alexits and S. B. 

Stechkin {eds.}, Proc. Conf. Constructive Theory of 
Functions, Akad. Kindó, 1969, 19—26. 
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弹性 理论 的 接触 问题 [ contact problems of the theory of 
elasticity ; KONTAKTE 3AAME TeopeE ypyrocrH ] 
共有 部 分 共同 边界 (接触 而 ) 的 固体 系统 的 变形 与 
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EJ art P. E — REE i: HE Rk [P] 88 iq Sht R BE F fr 
在 定理 和 某 些 近似 解法 .更 完整 的 结果 可 以 在 以 下 情况 
中 得 到 : 一 个 接触 体 是 弹性 半 平 面 (或 半空 间 ), 而 另 一 
接触 体 是 络 对 刚体 , 它 在 给 定 力作 用 下 上 讨 人 此 半 平 面 
(或 半空 间 ) (模具 问题 ) ,在 与 弹性 体 进 行 接触 的 模具 
基底 以 外 ,弹性 体 的 边界 条 件 可 从 - - 些 容许 的 条 件 中 任 
意 选 定 ,而 在 模具 底下 部 分 则 根据 接 般 性 质 找 述 其 边界 
条 件 .于 是 ,如 果 弹 性 体 与 施 诗 的 刚体 固 接 , 则 模具 下 面 
的 位 移 可 看 作 是 给 定 的 ; 如 果 窜 许 弹 性 体 沿 刚性 模具 的 
接触 面 滑 黎 , 那 么 ， 在 模具 下 面 的 法 向 位 移 分 最 以 及 与 摩 
擦 系数 有 美的 ,法 向 应 力 和 切 向 应 力 之 间 的 茶 一 线性 关 
EA (Coulomb 定律 ) 县 已 知 的 .其 他 边界 条 件 也 可 实 
现 .所 有 弹性 半 平 面 (半空 间 } 情 况 均 化 为 混合 问题 , 即 
在 各 部 分 边界 上 有 各 种 边界 条 件 .研究 模具 何 题 的 论文 
的 主题 是 探讨 这 些 问 题 的 求解 方法 ,包括 两 个 接触 体 都 
是 弹性 性 的 情况 .这 些 方法 是 紧密 相关 的 , 并 且 在 平面 
情况 下 最 终 都 化 为 分 段 全 纯 函数 的 共 思 方 法 (Riemann- 
Hilbert 问题 的 方法 ), 借助 此 方法 ,接触 问题 可 用 求 
积 法 求解 .三 维 情况 下 二 漳 性 导 的 接触 问题 是 H. Herz 


,首先 提出 并 加 以 解决 的 .他 认为 接 稻 面 很 小 , 接触 部 位 


附 提 的 未 变形 表面 的 方程 为 二 阶 曲面 方程 .而 县 可 以 证 
T: RARE HEIE Bt n] Bb Ë! , 8 3 E fk PC Hs JH 5) ps 38 
可 用 某 个 椭 球 的 更 电势 的 形式 来 表示 .在 平面 情况 下 
Hertz 问题 化 为 一 阶 Fredholm 方程 


b 
foin |t- to | = füa)+C, 


式 中 p(t) 是 未 知 函数 , 它 表 示 接触 区 ob 上 上 点 处 一 物 
体 对 另 一 物体 的 压力 ,了 (1) 是 已 知 西数 .此 问 是 可 化 为 
有 封闭 形式 解 的 奇异 积分 方程 

在 一 般 提 法 中 接触 问题 按 以 下 方式 描述 . 

EEI, Ri Lamé 常数 为 4,, Ho 的 无 限 各 向 
同性 弹性 体 中 ,有 m 个 弹性 的 各 向 同性 所 立 夹杂 
物 ,它们 县 有 常数 44， J ,k=1,…, m, FNRA IE 
ERRER AH S, 为 界 ,假设 这 些 夹 杂 物 沿 接触 面 
S, 轿 接 在 基质 上 ,要 求 确定 在 给 定 体积 力作 用 下 此 物体 
的 应 力 状态 . 

问题 工 ， 在 有 任意 光滑 边界 SA Larne 常数 do o 
的 有 限 各 向 同性 弹性 体 中 ,有 m 个 弹性 的 各 向 同性 孤 
立 夹杂 物 ,其 界面 是 S,, k=1,…, m ,它们 沿 S, 图 接 
于 支持 介质 .要 求 确定 作为 给 定 体积 力 和 5。 上 给 定 边 
办 条 和 件 作用 结果 的 物体 弹性 状态 . 

可 以 对 各 向 异性 体 和 对 沿 S. (k=1. …，m ) 的 
接触 性 质 作 其 他 假设 的 情况 , 担 出 相同 的 问题 ,对 这 些 
问题 已 证 明 其 存在 定理 .方法 是 : 在 各 向 同性 情况 中 用 
# 8 99 rik l rR Rr rB; 对 各 疝 异 性 体 则 用 泛 函 分 
桥 方法 . 
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+ # AEM, EREE O Se 8 91 . Ë 
设 :x , y 是 王 维 空间 二 ;的 两 个 点 ,DD, 是 曲面 9, 界定 
的 区 域 , DSIN- D,, D =E) DT {x 一 y) 是 域 
D,(k=1,…,m) 中 的 3 x 30938 6 88 b RE, T (xy) 
是 域 D 的 同一 和 估 阵 ，# tx) 是 点 x 处 位 移 岗 量 , 工 是 应 
力 算 子 , Tu tx) 是 对 应 于 点 x 处 位 移 上 的 应 力 向 量 ， 
TI; (x—y)(p=1,2,3) RA EF xy, DD, 中 的 位 移 
T(x 一 站 的 应 力 向 量 ,TT* (x 一 y) 是 列 为 TT (x —y) 
(p=1, 2,309 3x3 ER, ETT (x — y) E E Ri 3Ë 
阵 , 3 xo M'i, y) fü M (x.y) # V W F 
(x € E,): 
Mtx, y) = 
HEEG- ~y) laxe 
= peSi k=1,....m, 
0 y8eS.J=1..... m, jk, 


M°(x,y) = TT y, ~T (x y) laso 
ye Ü Sa, x eE, 
k 


=! 
不 失 - 般 性 ,问题 [I 是 从 以 下 条 件 确 定位 移 的 问题 
WxeD,: hån (A. Th )graddivu = 0, 
VxëD Àu +(À +a) grad divu = (x), 
Wesi im uo =, im u 


lim Teix) = D lim Tu) k=l,...,m. 


D' B x—p 


WFE Ah ih A ES Bi Ë z (x) f Tu (x) 0) 8 Bi 8 FB 
u(y), Tu 0) 828, ye U". S 于 是 对 正则 解 有 


8,(x)u(x) = re —y)Tu(y)d, S — 
- [are —yŅufy)d, S, k=1,...,m; 


Sw = f PpTup)as— [ O 
U: 5 
- f (rre-,yu0)d,- FO), 
人 ,3 


式 中 
F(x) = Je -nod : 
对 于 Xe 有 ,60x)=2, 而 对 于 xe D, , 80070: 


HF xer D, 6(x)=0. tF xe D ,. 60)=2. 
公式 (1) 可 写成 如 下 形式 : 


YxeEs\BD: f MG, yO)DS = 0, 


Yxe LJ B: J Mix, yaya S = Fix), 
i51 UU"s 
Hou), Tug) E 6 维 向 量 .这 些 方 程 中 的 
第 一 个 方程 对 于 属 下 EN BB, 的 所 有 XxX 成立, 而 第 一个 
方程 则 对 干 赂 于 LJ" DARA xE EE x BS #l 
的 任意 给 定 值 导致 以 下 方程 的 无 穷 集 : 


J Mr) dS = 0, 


U s 
k=V....miteE,ND. J=1.2..... 
Í WELAS = FQ... O 
Us 
Í MP AO) dS = FE). 
U S 
eb, h=l,....mim=1,2,.... 


设 19"0)}? 是 6 $ ÉE £ 
(TIE y) DE 
(TTE yh 一 IT — y). 
(TTE! —y), -TIE y) 
(TT UET —y), -TRET — y), 
ye Ús. p=1,2,3, 
恒 她 按 对 角 线 尘 则 相应 地 标 出 其 角 标 .此 集合 在 
Ls(WJ*15,) 中 是 线性 无 关 的 和 完整 的 . 式 (2) 的 方程 左 
边 是 对 于 角 标 的 任意 值 的 点 积 (4, 9") ,这些 积 是 给 


定向 量 的 分 量 , 因此 也 司 给 定 的 .由 于 工 , (L135,) 中 
EO 的 完整 性 ,如 灯 从 范 数 


bid r 
jor $e- 


ini U. S 


为 极 小 值 的 条 件 求 出 常数 ar, 那么 未 知 向 量 1=(u, 
Tu) T MRAD aO 近似 表示 . 
由 此 得 到 线性 代数 方程 组 


N 
Lago = g), n=1 eN, 


它 是 可 解 的 .莉莉 1607 的 N 次 近似 4Yy) 用 公式 入 [y= 
”ax PUER. 


将 2*(y) 的 前 三 个 分 县 作 为 向 二 代替 方程 组 (1) 中 


ie — — m: 
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的 uy), 用 第 二 组 三 个 分 量 民 替 被 积 阔 数 中 的 Tu (y), 


可 用 求 积 法 得 到 问题 工 的 近似 解 . 当 此 区 域 的 任意 内 


点 处 上 一 加 时 ,精确 解 是 其 -- 致 极限 ， 

除 以 下 修正 外 , 问 顾 I 的 解 的 公式 是 相同 的 .此 禾 
正 是 ,对 由 3 界定 的 整个 区 域 ,用 相应 于 表册 S, HL fü 
ERYS AE Green WARRE rx- y). 
#* x a 
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{中 译本 : H. H. BAAR, AFIL 

TERRE, PENR, 1959). 

[2] Tami, JI. A. , KOHTAKTHEE JATH TCOPHH YUPYrOcTH ， 
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热传导 理论 的 接 船 问题 [ contact problems of the theo- 
ry í heat conduction ; KONTAKTE 3AAAYA TEOPHH Te- 
MIQNPOSGAHOCTH | 

当 物质 不 均 针 受热 时 , 即 由 具有 不 同 的 热传导 系数 
上 ,不同 的 热 容量 系数 cc 和 和 不同 的 密度 系数 p 几 部 分 组 
成 时 , 有 关 热 传播 的 问题 (对 栅 贺 型 和 抛物 型 方程 分 别 
是 定常 的 和 非 定常 的 ) .微分 方程 中 的 系数 上 .ec.p 有 第 
一 类 间断 .这 导致 问题 的 解 有 弱 间 断 , 妈 温 度 了 是 连续 
的 , 南 导 数 商 则 是 间断 的 . 但 是 ,热流 w E E 2 HR 38 P 
的 . 

酌 如 , 设 有 一 关于 x (0 <x<1} 的 一 堆 热 方程 


ar 8 aT) 
c(x)p(x) PY Jx ko A (1) 
且 设 在 点 0<x=xec<cl 处 诸 函 数 5Ooo, c(x) 及 p(x) 有 第 
一 类 间断， 
Ik] = k(x° +0)—k(x9 —0) Z 0, [ep] # 0, 


于 是 温度 TAM w= -KGa(arjax) 在 x=xa 处 必须 是 


连续 的 { 见 [1],[21)， 
[T] = 0, [w] = 0, 170 (2) 


(Mt 条 件 (adjointness conditions) ). 在 区 间 的 


a + v p a 


时 的 初始 条 件 以 及 x= -0.x= L1, r>0 时 的 边界 条 件 . 
在 名 维 情形 时 对 手 物 型 方程 


十 


aT 9 dT 
ceo pl D = 2 2 [Fa Br 


B=1 


+$ balx, DF qe DT +f n, 
Z1 a 


x=(xi,... Xoh 


在 系数 间断 的 曲面 了 "上 也 要 加 上 函数 了 和 流 


= Š k.(x, Ds’, < 
mB=1 
的 连续 性 条 件 (2), 其 中 n ETE Ex) E ut A 
x 方向 之 间 的 夹 角 ( 见 [3],[4]). 
在 定 带 情形 (3TH = 0) ii, 32 (2 35 E Br E. 
有 时 给 的 是 更 一 般 的 守恒 律 ( 见 [2],[4])， 销 如 ,在 一 维 
情形 时 考 瞄 下 面 的 条 件 : 


IT) = ri), e = aq), x=x, ¿>0. 


与 热传导 理论 的 接触 问题 有 美的 是 热 在 介质 中 传 
播 的 问题 , 该 介质 的 聚集 态 可 以 在 温度 的 某 一 值 T (8 
TER Eie, AA RE A AER R ti {Stefan 问题 
(Stefan problem). [5. FAF Enka ML x= x°(t) 
EERE i FAR E: 


T(x?(()+0, 0 = Tato- = T, 


PEEN dx’ 


karl TAE 


Hh Sh EE tH 31 tS aAA W WJ. Ik sh E 
有关 的 方程 ,有 大 量 的 接触 问题 . 
# x ki 
[1] Cawapcxgü, A. A., Kon. AH COCP},121 (1958), 2, 
225— 228. 
[2] Kanani, JI. H., Š CE6. marem. Æ., 4 (1963) 5, 
107] — 1105. 
[3] Orim O. A, < Hæ. AH COCP Cep. mrm. t, 25 
(1961), 1, 3-20. 
[4] Kanamuir, J. H.. < Jnbdbepcartaymsts ypamssus $, 3 
(1967), 6, 948 ~ 964 . 
[$] Tuxonom, A. H, Cavapcgali, A. A, VHABneHy MATOMTTH- 
uecsoñ durumu, 4 usan. M., 1972. : 


800 CONTACT SCHEME 


[6] Jammers, O. A, Conosuuxon, B-A, Vpeymugga, H. 
H., JHE ú IagITEHEHE ypapneuHo Tbpa6ormqe- 
ckoro runa, M., 1967 ( 英 译 本 : Ladyženskaja, O. A., 
Solonnikov, V. A and Ural'œva, N. N., Linear and 
quasilinear equations of parabolic type, Acad. Press, 
1968). H.B. dprumos É 孙 和 生 译 陆 柱 家 H 


MHT: [contact scheme ; KOITAKTEAS cxema ]， fa < M 
络 (contact network), 触 点 线路 (contact circuit), 切 
换 线路 (switching circuit} 

me E EAE n. HH HE h +E 03 RS $H pš É5 
实际 结构 的 一 类 数学 模型 .一 个 接触 网 络 是 一 类 控制 
系统 的 模型 ， 需 要 对 它 研 究 的 问题 与 其 他 类 控制 系统 
是 一 样 的 ,在 研究 控制 系统 的 "结构 "性 质 时 ， 它 特别 
AR. 

ME AURIKU kaiq 给 每 一 
边 一 个 从 有 限 字母 表 { xl, x, y PAHA FE, 
就 得 到 一 个 触 点 网 络 S. mam xw umama 
A (terminals of network) 3k t$ (nodes of network). 
附 有 字母 x (3R Xr) 的 边 称 为 通 (或 断 ) 触 点 .在 5 的 端 
“at b ZAKAR T — 一 个 简单 的 链 (或 
路 径 ) ( 见 图 (graph)) 称 为 图 S$S 中 4a 与 上 局 间 的 链 
(chain)， 相 应 的 字母 的 合 取 称 为 给 定 链 的 传导 率 
(conduetivity). 一 模式 的 两 个 端点 4 与 间 的 传导 率 是 
一 个 Boole 函数 f(x.,…, %,), 它 等 于 这 两 个 端点 间 所 有 


链 的 适 导 率 的 析 取 ( 当 a 与 $ 间 的 链 集 是 空 的 时 f., 三 0， 


当 asb 重合 时 ,二 1). 与 每 个 触 点 网 络 相 联系 的 有 一 
PIETRE R ‖ 大 1， 这 个 矩阵 药 元 素 正 是 两 个 端点 间 
KWETE., 2E, f. 不 所 下 ,相反 地 ， 如 果 给 出 的 
Boole Pš $ W E k Ifall 8638 yf. = 1, f,=/f., ÉE 


L- 下 < 让 对 任意 a,b,c 成 立 , 则 序 在 一 个 触 点 网 
络 ， 其 端点 使 所 有 情 导 率 为 大. 特别 地 ， 对 任意 了 存 
在 一 全 两 端点 网 络 ， 它 的 映 点 间 传 导 认 等 于 『， 在 这 一 
情况 下 ， 可 说 :网 络 实现 函数 /. 例如 图 1 所 示 的 网 络 
实现 一 个 线性 画 数 =x ttx +] (mod 2). 每 一 


> F Fa | " 
OG. £2 
图 1 
个 Booe 函数 可 由 某 一 触 点 网 络 来 实现 ， 有 时 一 个 机 
点 网 络 中 的 所 有 端点 的 和 集合 被 分 成 两 个 子 集 : 输入 与 
输出 . 一 个 具 r 个 输入 和 s 个 输出 的 触 点 网 络 称 为 般 点 
(r,s) 端点 网 络 .一 个 船 点 网 络 , 车 它 的 任 一 对 输出 (或 
输入 ?向 的 传导 率 等 于 土 ， 则 称 为 相对 于 输出 (或 输 
人 } 是 分 离 的 ,一 个 分 商 的 { 相 对 于 输出 ) (1i，2"1 端点 
Aa h AA (tree) 给 出 (图 2})， 


图 > 
一 个 船 点 网 络 称 为 可 平面 的 (planary， 若 它 的 图 加 上 
一 个 源 边 ( 即 ， 联 接 端 点 的 边 上 没有 附加 字母 后 是 可 
平面 的 ( 见 可 平面 图 (graph, planar)). 一 个 平面 触 点 网 
络 S 称 为 对 偶 (dual) 于 平面 触 点 网 络 S. 若 S 的 图 
(具有 源 边 } IHAT SKAET, HP T'A W 
于 工 的 源 边 ， 而 其 余 的 相应 边 均 标 以 相同 的 字母 


Bi 3 
网 络 S 25 S' 有 相同 数目 的 触 点 并 实现 对 候 函 


{图 3). 
数 (对 展 原 理 )， 如 果 网 络 9 AER Pi E 38 2169 
触 点 ， 就 得 到 由 3 实现 的 函数 的 负 郴 数 . 一 般 来 说 ， 

不 能 从 非 平面 扔 点 网 络 转变 到 另 一 具有 相同 数目 的 彼 
点 并 实现 对 个 函数 的 触 点 网 络 . 一 个 本 FJ 3⁄4 e 
络 ) 可 以 用 归纳 法 定义 :内 单一 触 点 连接 端点 组 成 的 触 
点 网 络 是 一 个 网 络 ， 由 两 个 IL 网 络 并 联 成 串联 地 
连接 起 来 构成 的 机 点 网 络 也 是 一 个 可 网 络 . 存在 一 些 
BARA, CHIE I 网 络 ， 如 疼 4 所 示 的 网 络 ， 


< 


图 4 
联网 络 的 对 偶 仍 是 II 网 络 . 存在 着 和 I 网 络 与 用 { 及 ， 
Y , 一} 表述 的 公式 之 间 的 对 应 关系 .此 时 ,每 一 个 了 
网 络 实现 与 它 对 应 的 公式 相同 的 函数 ， 而 且 具 有 的 甬 
点 数 等 于 公式 中 的 字母 数 ， 钢 如 ， 与 图 5 所 示 之 网 络 
对 应 的 公式 为 


[ET Vx) V (x. X;:V X xa) 


(x, X V XXa) 


触 点 网 络 的 复杂 性 表现 在 它 的 触 点 数 上 .。 用 触 点 网 络 
实现 一 个 依赖 于 m 个 变量 的 任意 Boole 函数 所 需要 的 
量 小 触 点 数 渐 近 地 等 于 2%n ;是 以 实现 -- 个 IT 网 络 的 最 
AMARTI kh Sg F 2" /log,n( 见 综合 僻 题 (synthesis 
problems). 

BTA It S RIER Sk O 3 fit t (equivalent) {在 一 个 给 
定 的 端点 阐 的 一 一 对 应 关系 下 )， 如 果 它 们 的 在 两 对 应 
端点 加 的 传导 上 率 相 同 . 在 将 触 点 网 络 5 的 任 一 子 网 络 S. 


代 之 以 它 的 等 价 网络 后 ， 得 到 的 网 络 等 价 于 S( 在 替代 
中 ， 必 须 将 所 有 在 5, 中 的 的 端点 各 不 在 9 P BS S B! 
触 点 上 的 所 有 S, 的 硕 点 都 当 作 5, 的 端点 】}. Æ S, A S, 
是 等 价 网 络 , 那么 触 点 网 络 的 等 价 变换 规律 S. = S, 
使 我 们 能 在 任意 网 络 中 将 从 5,( 或 $5,) 中 得 到 的 子 网 络 
通过 字母 的 重新 命名 , 人 懂 之 以 从 5 或 与) 中 得 到 的 稻 
点 网 络 ， 并 通过 同样 的 重新 命名 ， 


图 6 
对 任 - :wm ,存在 一 个 有 限 的 完全 规则 系统 (图 6)， 使 得 
可 以 对 变量 数 不 直 过， 的 任意 两 个 等 价 触 点 阅 络 互相 
转换 ， 但 是 对 所 有 击 点 网 结集 (对 变量 数目 不 加 妇 
制 )， 并 不 存在 一 个 育 限 的 完全 规则 系统 { 如 果 在 应 用 
规则 时 只 允许 字 性 的 重新 命名 ). 
参考 立 献 
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[A4] Eilenberg. S., Automata, languages and machines, A, 

Acad . Press, 1973. MH W 


1085649 [contact structure ; jograxkrHag crpykrypa ] 
奇数 次 光滑 流 形 MEK iA a 28 
(infinitesimal structure), 它 是 由 在 M EEA 
iB a A (dar #0 的 1 形式 x 来 决定 的 .于 是 形式 & 称 为 
Mt! 上 的 切 甬 形式 (contact form). RAEE Ma! 
EREA, HAUEM ES 92 y — EKR 
场 Y, 满足 x(7)=1 及 对 任何 向 量 场 六 有 dz (Y, X)=0; 
场 了 称 为 对 ”上 对 应 于 切 机 形式 x 的 动力 系统 . 切 般 
结构 在 分 析 力 学 中 得 到 应 用 是 由 于 下 面 的 事实 : 在 相 空 
间 中 定 文 的 Hamilton 系统 的 任何 等 位 子 流 形 上 有 一 个 
自然 的 切 船 结构 . 
Stre 
[11] Godbillon, C., Géometrie différentielle et mécanique 
analytique, Hermann, 1969. K). T Jlyuascre R 
[ 补 注 】 EMME, EEE e 2 P 38 UJ a ta 
H istrict contact structure) 或 恰 4885848. (exact con- 
tact structure), [A1] [A2] k z Ë M 2 EA PDT 
HH (PFaffian equation) , HAHA TM” Aie ik 
子 从 , 设 x BEEM” 434558 U PEN U LAE 
的 1 形式 { 即 Plaff 形 式 ), 即 a 是 8 在 U 上 的 一 个 处 处 非 零 的 
截面 , 则 存在 整数 使 得 六 如 of 天 0 MaA (day (x) 
二 0. 这 个 数 不 依赖 于 a 的 选取 , 奇 整数 25+1 称 为 Pfaff 
方程 x 在 x 的 险 . 因此 ,MM”*' 上 的 一 个 切 甬 结构 {contadt 
3tructure) 是 由 M 上 的 一 个 钼 处 为 24 + 1 阶 的 Piat 方 
T z th (M. 2) 称 为 一 个 切 触 流 形 (contact mani- 
fold). 如 果 MM 上 存在 一 个 PB 人 BE w, HEARE X TAA 
Ar Hiuk z 的 一 个 处 处 非 替 的 整体 截面 x A 
是 一 个 平凡 从 ,也 称 为 可 横 截 定向 的 (transversally 
orientable}) ,那么 定义 丁 一 个 严格 切 触 结构 ,而 (M4 
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只 是 一 个 具有 切 触 形式 a D PERE I AATE . 在 这 种 情形 
Faa /N (du)"” E M 上 使 得 M 可 定 间 的 体积 形式 (volume 
form). MERIR Y )a= (E x(y)=1)#u (Y)dx=0 
{ 即 对 一 切 的 应 量 场 号 def 如一 上 的 唯 -向 量 场 了 
EWE ia (dayt)= (day (并 且 这 是 等 价 的 }. 它 
HHR b x AF Reeb 向 量 场 【Reeb vector field). H 
据 Darboux 定理 (Darboux theorem) ( 见 Pif 方程 
(Piaffian equation)), HAE A « 局 部 地 可 写成 形式 


x= 4t+2 pda., 


这 里 (pi,…, Par qL UU q) M1 上 的 局 部 举 标 ,在 
这 些 坐 标 中 Reeb 向 量 场 由 引 间 给 出 . 
美 于 上 述 内 容 以 及 切 触 结构 在 力学 中 的 作用 的 进 

一 - 步 细节 见 [A2] 的 第 五 童 .在 B. Kostant 和 J. M. Sou- 
riau 的 量子 理论 中 ,六 流 形 (symplectic manifold) 上 j 
从 的 切 触 结 村 起 了 重要 作用 , 见 [A3]-[A5 . 
参考 立 献 

[Bl] Abraham, R. , Foundations of mechanics, Benjamin. 

1967. 


[A2] Libermann, P. and Marle, ©. M. , Symplectic gpomctry ` 


and analytical mechanics, Reidel, 1987. 

[A3] Hurt, N. , Geometric quanbzation m action, Reidel, 
1984. 

[A4] Kostant, B., Quantization and representation theory. 
Part I: prequantization. Lectures m Modem Anal. 
and Applications, 3, Springer, 1970. 

JAS] Souriau, J. M. 
Dunod, 1969. 
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PM EH | contact transformation ; Kotare: mpeo6pa- 
308B8Hme | 

AEE [iü rh 38 3# 17) BB zk; AE A AH tJ i AR É) -— Fb Él E 
换 .在 空间 中 , BH 81 60 TT E SS pim X . SR Te 
换 的 一 个 简单 例 于 是 Legendre 变换 (Legendie trans- 
form). 

更 -- 般 地 -个 切 触 变换 是 坊 触 流 形 (contact mani- 
fold)( El 由 一 个 形式 n "E 切 般 结构 (contact struc- 
ture) 的 流 形 财 ”和 的 一 个 微分 同 胚 六 使 得 六 一 ay ,这 里 
s. M” “上 的 . -全 非 零 函数 . 当 5=1 时 , 了 称 为 严格 切 
MÆ H (strict contact transformation). EE SARS 
= A X AADA (或 严格 切 甬 ) 无 穷 小 变换 (con- 
tact (or strict contact) infi nitesimal transformation), 
如 果 Leem GR Lyn 二 0), 这 里 LER X BJ Lie 导数 
(Lie derivative). 
参考 文献 

和 Panmeceuñ , M. K., TeoMerPueieocta “TeOPEA ypanucHHÄ 

Ü METHA IIDOH3POZHDšMH , M. - N., 1947. 

|2] EšBenhart, L. P., Riemannian geometry, Prineeton 
Univ. Press, 1949. 


[3] Kou - Poccen, C 3 , HewoTopem BOupoch: 1 中 中 Pen- 
UmanpHoit reoMeTPHE s enom M..1959. 
[4] Godbillon, G., Géometrie difiérentelle et mécanique 
analytique, Hermann, 1969. 
[5] Hrora Hayku. Anreopa. Tononcrna. Deomerpua. 1967, 
M. , 1969, 127 — 188. M. WH Hoñncxosckuñ Í 
LAEI DeL, UMERI A S SRU ITS Rh 
一 -个 切 触 元 囊 映 为 另 一 个 切 触 元 素 的 “变换 ". 在 那个 时 
E. — PHE (contact element) 被 定义 成 有 中 一 
个 点 连 周 过 该 点 的 ~- 张 平面 , 切 般 变换 的 一 般 理 论 是 册 
S. Lie 在 他 的 对 P8 征 形式 的 简化 的 研究 中 引入 的 ( 见 
Phn 5# (Pfaffian equation)). 这 村 切 触 变换 是 - AR 
射 


(z, Xr s Xa? Pis U Pa) usa iz, X + 5 


x, Pis Tta p.) 


使 得 dap dx; = f (gz —Y'p dx), 了 是 某 个 处 处 非 
FHAR. 


参考 文献 
[A1] Libermann, P. and Warie, C.-M., Symplectic geome- 
try and analytical mechanics, Reiki, 1937. 
潘 养廉 译 


S BF [ comtent ; oaee ] 
[+R] RA A= R" E (Lebesgue) F A (content ze- 
ro) 的 , 如果 任 给 E>0, 存 在 有 限 个 财 长 方 体 U, Un 
使 得 AQ U U BE G) < ,其 中 的 是 Lebesgue 
测度 (Lebcsguc measure). 

更 一 般 地 , 设 5 是 一 个 空间 , R. -—- 4 F 3 SE # fE 
得 S=tj A 不 -- 定 是 一 个 og 环 , S 也 不 -- 定 局 二 
#). RAR y Ær 上 定义 ,使 得 对 所 有 的 4Ex # O< 
ypes HELE AAs E ?7(4)>0 .而 且 y 在 
上 是 可 加 的 ,这 种 沙 数 称 为 容 度 , y(A)ED 4 的 容 度 ， 

R* 上 的 长 方 林 具 定 多 为 脱 积 了 x … x .其 中 的 
了 是 有 穷 闭 区 间 . 开 区 间或 半 闭 区 阳 . 令 ] RI=l 1,104). 
1) 是 区 间 工 的 长 度 . 定 尺 野 " 中 的 杞 等 集 是 长 方 体 的 
有 限 并 . 令 z8 是 所 有 初等 集 的 集合 .每 个 4Eg 都 可 以 号 
成 月 需 个 互 不 相交 的 长 方 体 的 并 4 二 (RR,, 定义 7(4) 
=), IR] 这 就 定义 了 8 上 的 一 个 容 度 , 称 为 Jordan ¥ 
B Qordan content). 

铁定 x 上 的 一 个 容 度 站 ,对 于 任意 AC S. AF, 
EX 


n*A=mf 3.7 (A). 
其 中 的 下 确 界 取 遍 所 有 使 得 4c=ftJ4, (A € 2) KSR 
和 ;再 令 P k S E 92 Y S ER -i Sh 


(Guter measure }. 


参考 文献 
[AH Randolph, J. F., 
Acad. Press, 1968. 
[A2] Rac, M. M. , Measure theory and integration , Inter- 
EEN 译 


Basic real and abstract analysis, 


saen, 1987. 


HHH SE [contingency equation ; ypapnenne B KOH- 
THHreuunax | 


3: 3 z 
D `x(t) C FG, x(t)), 


其 中 D'x (O E m EAA x() 9 011 (oontingency), BD 
ži p- t 时 比值 


xf ) 一 工 (月 
£ 一? 
的 所 有 部 分 极限 的 集合 ,而 FU, x ERT: 和 x 的,R” 
中 一 给 定 的 非 空 集合 { 见 [1]. [2]). WR Fi, x) 是 有 
界 闭 凸 集 , 即 半 于 点 (t,x) 的 包含 函数 是 上 半 连 续 的 , 那 
么 拟 切 方程 等 价 于 仿 切 方程 (paratingency equation) 
{类 似 于 拟 切 方程 定义 ,但 利用 化 从 
MOI yy I, 
i—i 
见 31) aAA A (differential inclusion) 
dx 
di g Fi x) 
CA) WADER TEH EA NEA. 
##re 
[1] Marchaud, A, Sur les champ de demi -cónes et les 
équations différentielle du premier ordre, Pull. Soc. 
Math. France, 62 (1934). 1- 38. 
[2] Bap6ammumg, E.A, Ammos, KO. FL, 4H, BOIX yeH, 
了 BETTER MaressTExa >, (1962); 1, 3—13. 
[3] Zaremba, S. K., Sur les équations au paratingent, Bull. 
Sci. Math. {2}, 60(1936), 5,139 一 160 
[4] WaZewski, T. Sor une condition 的 Divalente à 
Yëquation au contingent, Bull. Arad. Sci. Polon. Sei. Ser. 
Math., 91961), 12, 865 一 867. 
上 .中 .四 mpmmoa 机 孙 和 生 译 MER 校 


TIYE [ contingent ; KoaTyaremnm]. Euclid 空间 的 一 子 集 | 


Es. a € E 3: t 

起 点 为 4 的 射线 地 之 并 { 集 ); AFE ab, # 
F-ART a 的 点 列 bEE, 使 得 射线 序列 ab, KAF 
ab. 上述 切 惟 用 contg{F, a) 表示 .对 于 一 个 m 维 可 微 
ME E, conte (E, a) 5 EAA a BJ m 维 切 平面 相间 . 
这 个 概念 在 函数 的 微分 性 质 的 研究 中 证 实 是 有 用 的 . 


CONTINUATION METHOD #03 


RHK Je 8 F J f EH — A. ontg(E, 的 都 不 是 
tF, WA ETRA RA AAT RE Ph 28 
土 的 部 分 . 这 个 定理 已 被 反复 推广 和 加 细 . 例如 ,位 于 
— n HE Euclid 空间 的 一 个 具有 有 限 Hausdorff p 测 度 的 
集合 , pml on-l, 划分 成 可 数 个 部 分 ， 其 中 之 一 的 Pp 
阶 Favard ME AF, 而 其 余 的 每 个 部 分 位 于 基 个 p 维 
Lipschitz 曲面 上 ; 对 于 几乎 所 有 的 xeE( 在 Hausdor 人 ff 
p WO S F)conte(E, 9) 是 --p 维 平面 ， 如 果 集 合 玉 
的 所 有 变 差 是 有 限 的 ， 瑟 从 第 p+1 个 开始 为 零 . 
豫 考 文献 
[1] Bouligand, G., Introduction à la péometrie infinitësi. 
male directe, Vuibert, 1932. 
[2] Saks, S., Theory of the integral, Hafner, 1952 【 译 Ë 
波兰 文 》 
[3] Federer, H., Geometric measure theory, Springer, 1969. 
[4] Hemno, JL A., Bapgandu MHOxkecTB H dhyaxnsü , M., 
1975. JE JA Mpasona # 
LIET 3 FU SE (K 33 BS bt S) 的 进一步 论 
E. REG. Choquet 的 专题 著作 [Al] a 83. +J 
在 当今 的 最 优化 问题 中 是 有 用 的 . 
参考 文献 
[A1] Choquet, G., Outils iopologiques et métriques de 
l'analyse mathématignes, Centre de Documentation 
Univ. Paris, 1969. Cours rédigé par C. Mayer. 
[A2] Aubin, J. P. and Ekeland, L, Applied nonlinear 
analysis, Wiley (Interscience), 1984. 
杨 Wk. ERF. RRA i 


连续 方法 [continuation method ; porox m0 m- 

把 一 个 给 定 的 问题 包含 在 一 个 单 参数 族 
人 所 kg 入 1 的 问题 中 , 该 问题 族 把 给 定 的 问题 (xc=1) 和 
--- 个 已 知 为 可 解 的 问题 (zx = 的 联系 起 来 , 井 研 究 解 对 铸 
数 & 的 依赖 性 ,这 个 方法 广泛 应 用 于 微分 方程 的 理论 
H, 

例如 , BEREH r -- 8 5309 NEARE D h 
二 阶 线性 椭圆 算 子 的 Dirichlet 问题 


Lu=f, # D:k, | 


tlan3 


在 Hölder 连续 函数 类 中 的 可 解 性 ,其 中 : 


(1) 


N Di 
Lus), a a,, (x) EPET 
HEND 0) 3 


十 ef ， 


Fr aaa, EG FRIE B>0, YEER, xe D. 
c0)S0;a,. b, c80), D=D ôD; 


n 22; B >Ü. 
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31A — KREAS F 
L,u = alu +(1—a)Au, sasl, 


并 研究 其 Dirichlet 问题 


La=f, 在 D i 
tfa = @, 


W M ROHE secta EC 在 
Ce (D) 中 唯一 可 解 的 全 体 we [0 ARARA 
DETR, 因为 由 位 势 理 论 推 得当 %=0 时 ( 即 对 Laplace 
算 子 ) 问题 2) 在 Cm" 二 中 是 唯一 可 解 的 .可 以 证 明 
RAAE, 1 中 既是 开 的 又 是 闭 的 , 则 扫 与 [0 ,1] 重 
合 . 因 此 , a=1 AF4 从 而 得 到 (1) 是 可 解 的 . 
连续 方法 (在 解析 延 拓 的 情形 ) 是 由 C. H. Bep- 
umi 在 一 系列 文章 中 提出 并 发 展 了 的 { 见 1 , 亿 ]). 
随后 ,这 个 方法 在 线性 和 非 线性 微分 方程 的 各 种 问题 中 
AAT ZHE SEE X: F $ $ ñi SE HEARE 
338 — ÑU 1 KAMEA REA (m,[31). 
#*x 
11] Bernstein, S. N. , Matk. Ann. , $9 (1904), 20—76. 
[2] Bepaunrreñg, C. H. , Cotp. œ, 3, M. , 1960. 
DB] Leray, J. and Schauder, J.. Ann. Ecole Nom. Super. , 
51 (1934), 45—78. H. A. Ilarnpaapes BË 
HEI 把 一 个 给 定 问 题 , Pi Tk b 8 k — + 
最 优化 的 问题 杠 人 到 一 族 疝 题 中 去 的 思想 是 相当 古老 
的 ,并 被 霓 次 独立 地 重新 发 现 过 .至 少 可 追 调 到 H. Poin- 
aré ([A1]), WERE Poincaré 特别 喜欢 的 技巧 ， 
近来 ,这 种 思想 先是 在 最 优化 问题 而 后 又 在 由 H. 
Scarf 计算 Brouwer 不 动 点 (Brouwer Bxed points) 的 
一 个 算法 ([A2]) 开 始 的 径 济 平 衔 点 计算 中 多 次 提出 ， 
它们 都 是 建立 在 三 分 过 程 中 为 单纯 形 编号 的 Sperner 3} 
理 的 基础 上 的 ([A3]). Scarf 算法 (Scarf algorithm ) 
及 其 他 有 关 的 算法 很 快 发 展 为 拥 方 程 求 极 值 和 跟踪 分 
歧 解 的 各 种 算法 . 
把 给 定 问题 嵌入 进去 的 问题 族 可 以 看 成 是 该 问题 
的 连续 形变 (deformation ) 或 同 伦 (homotopy) 同 伦 


(2) 


x * t ba +* 


. ` + +: 


corrector method) 这 样 的 名 字 . 关于 本 题目 的 近期 文 
献 的 选编 可 在 [A4 ] — [A9] 中 找到 ,综述 性 论文 1TA4】 有 
一 个 非常 广泛 的 参考 文献 目录 .大 量 先前 已 经 知道 的 有 
半 解 方程 的 算法 可 以 必 为 同 伦 延 拓 法 的 特殊 情形 疝 得 
到 . 

把 一 个 问题 语 和 人 到 适当 的 问题 族 中 去 这 个 一 般 的 
思想 的 相当 不 同 的 执行 是 由 及 . Bellmann 8) + SE 4 À 
(invariant imbedding) 方法 提供 的 . 


[A10] 中 给 出 了 前 述 的 Dirichlet 问题 这 个 例子 的 


匡 完 全 的 讨论 和 证 明 . 
参考 文献 
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A view of compementary pivot 


连续 方法 (对 非 线 性 算 子 的 ) [continustion method 
(Rr ponlinear oaperators ) ; EPONMO TEE DO (rapuvicipy 
Meroa] ， 亦 称 奋 数 延 拓 法 ， 对 泰 数 化 族 的 

近似 求 解 韭 线 性 泛 函 方程 的 一 POE. 这 种 方法 在 
于 通过 引进 一 个 取 值 在 一 有 限 区 间 i S< r < AER 
把 要 求解 的 方程 P(zj=0 折 广 成 形 为 pee t)=0 的 方 
各 ,局 得 当 i=4 时 得 到 原来 的 方程 : F(x. =Po), Fl 
时 方程 F(x., t,)=0 或 者 能 容易 地 求解 ,或 者 早已 知道 
该 方程 的 一 个 和解 x,{ 见 [1 一 [3]}. 

拓 广 了 的 方程 下 人 ,门下 是 对 个 别 的 上 值 : 
toeea har ERRER. t= 的 方程 的 求解 是 通 
过 某 种 选民 法 (Newton 法 ,简单 远 民 ,参数 变 值 法 ，[4]， 
等 等 ) 从 由 解 r=, 的 方程 Fix, D =0 得 到 的 解 x, 开始 
来 实现 的 .在 关于 i 的 每 -- 步 应 用 ,例如 , n tK Newton 


交代 ,就 导致 公式 
x = xt) — [Fat hri ) T FOS i tay, 


“Ü. ....K-: 1; 


v =Ü .... n=l, x) = xt 


如 果 差 t. —t 充分 小 , 则 为 保证 得 到 (一 6: 时 的 解 x... 


x, 的 值 可 能 是 一 个 足 禹 好 的 保证 疏 笋 性 的 初始 近似 
(W 1], [3], [5]. 

EAR H. Sa 3E 65 p| ES WE A É $s Bb fk wh TETE 
R BERATI. ` 

连续 方法 用 于 求解 非 线 性 代数 方程 组 和 十 越 方 
程 { 见 [1], [2]) ， 以 及 更 一 般 的 Banach 空间 中 的 非 线 
性 泛 表 方程 ( 见 [5] 一 [ 7]). 

连续 方法 有 时 称 为 参数 变 值 直接 法 { 见 [2], [9]》 
也 称 为 直接 和 选 代 参数 变 值 组 合法 .在 这 些 方 法 中 ， 
通过 对 参数 的 微 商 把 构造 拓 广 的 方程 的 解 的 问题 化 
为 求解 一 个 带 初 值 的 微分 方程 问题 (Cauchy PA), 用 
常 徽 分 方程 的 数值 积分 法 来 解 这 个 问题 .在 参数 变 值 直 
接 法 中 把 最 简单 的 Euler 方法 用 于 该 Cauchy 问题 


学 二 一 [FG 0) ` Fe, t), Xlo) = Xo 
F(x ,t)=0 的 解 xf 的 近似 值 x (t )= x, G=], 0, k) 
可 通过 下 面 的 恒等式 来 决定 : 


| = 和 一 人 一 人 [ee Fi, s). 
i=0,. 


x, 就 是 蔓 求 的 原来 方程 P(x)=0 的 近似 解 , 所 有 的 值 或 
其 些 值 x,, 的 改进 可 以 通过 参数 变 值 选民 法 {[4]) (或 
Newton 法 ) 来 得 到 ， 

拓 广 方程 通常 以 下 述 形式 


F(x, h) = {l AFD, 1 41), xD 一 Xiti 


kl. 


在 一 有 限 区 癌 0S 14<s1 上 生成 ,或 在 其 中 用 ee 一 来 代 符 
1 一 2, AW K33 EI 0 =<: < 上 生成 . 

戎 数 变 值 法 一 直 用 于 一 大 类 疝 题 , 既 用 来 构造 解 久 
用 来 证 明 解 的 存在 性 (例如 , W, [3], [4], [5], [7]). 
参考 文献 
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[5] ievearsena, A. M. , €Jlokn. AH COCP», 201 (1971), 


4, 74-77. 
[6] Aamo, H. D. , Yp. MATEM. x. $. 7 (1955), 1, 
18—28. 
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[ 补 注 】 见 连 续 方 法 (coontinuation imethod ) 的 补 注 ， 
HRZ 译 


连 分 数 [ continued fraction 或 continuous fraction ; 
DerHan ApoGb 或 HerpepbmHag Apo6n j, 亦 称 连 分 式 


下 列 形式 的 囊 达 式 : 
bi 
a+ a+ (1) 
十 b, 
a 
也 可 把 表达 式 (1) 写成 
gt +t, (2) 
|a: la, 
其 中 . 
{0 } (3) 
和 
CATET (4) 
是 有 限 或 无 限 的 复数 序列 (或 函数 序列 ) 、 序 列 (3) 的 连 
分 数 定义 为 下 列表 达 式 ; 
bl |... bn | +o 
ag 十 Ta 十 十 la, 
对 于 每 个 连 分 数 (1), 递 推 方程 
P, = ap Ppi t Dn Po -ay 
On 一 an Qn- Tb,Q,.-; 
以 及 初始 条 件 
bo = 1, P _, = 0, P = l, Q ., = 1, Qi 一 0 


定义 了 两 个 复数 序列 {P.j%-。 和 {@,}%-。， 通 常 假设 序 
列 G3) 和 (4) 是 这 样 的 , 即 对 于 一 切 n(0 Sn<o+1), të 
0,20. A ó =P JO, Hi 


b 
ĝo = äh Š, = at Â, = BO 十 
1 


称 为 连 分 数 (1} 的 n 阶 渐 近 分 数 (n-th convergent of 
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the continued fraction). 这 里 


CY hib 
OO I 
把 序列 (3) 的 连 分 数 的 第 n 个 渐 近 分 数 记 为 
[ao; 8i, ... ,Gn] 
是 很 方便 的 ， 这些 渐 近 分 数 满足 下 列 等 式 : 
—— nl, 


Sô, -1 一 


[a.;... a, = 


P, 
[a,; . .. aa] = PO ,对 agt 和 n z 0. 
有 一 ] 


如 果 a= co, H (1) BJ EA 8k PF 5 ik 8k F 3 ARR 1, 
Ml jË 2 8 (1) Pg 2 k SÉ B) (convergent), 数 1 是 它 的 什 
(value)， 如 果 w<so, 即 连 分 数 是 有 限 的 , 则 它 的 值 定 
义 为 它 的 最 后 一 个 渐 近 分 数 . 

如 果 序 列 (3) 和 (4) 的 各 项 {ao 可 能 除外 ) 都 基 正 实 
m. E k. EW i 为 非 氏 整数 , 草 由 第 2i 个 渐 近 分 数 
构成 的 序列 高 ,65,54,… 是 递增 的 , 击 由 第 2+1 个 活 
近 分 数 档 成 的 序列 5 ,5,,5,,… 蚌 递减 的 ; 这 里 第 2i 个 
渐 近 分 数 小 于 第 2i+1 个 渐 近 分 数 ( 见 [5 }. 

如 果 m,ai，… 是 这 样 的 复数 序列 ,使 得 


b, 
ty = da t—, a = Qd T+— ,.... 
ki; 


= e 4 4 + 


continued 丰 action)， 并 不 是 每 个 连 分 数 都 收效 , 当 把 
一 个 数 展 开 为 连 分 数 时 ,这 个 连 分 数 的 值 并 不 总 是 等 于 
这 个 数 ， 存 在 几 个 判别 连 分 数 收 敏 性 的 准则 (例如 , W 
BI [5]): 

BD Ru o= co, Fp (3) #l (4) W) Z i 8 E KK, H 
从 革 一 项 开始 ,对 于 -一切 自 然 数 n，a >0， 如 果 对 于 这 
RÉ n, FER aib > 1 成 立 , 则 连 分 数 (了 收敛 . 

JRE o= co, M a F 28, P P| (3) BË 8 3 #E8 P: 1E 
8. E t, PF #| (3) B) P 2 $ k EARR 

n-o I, R (Seidel W (Seidel theorem)). 

序列 (3) 的 连 分 数 称 为 正则 的 (regular)， 如 果 这 个 
序列 的 各 项 (a 可 能 除外 ) 都 是 自然 数 ， do 是 整数 , 当 
Soco 时 , a, 之 2. 对 于 每 个 实数 ”>， 存 在 唯一 的 正 
MENA REA r. 当 且 仅 当 7 为 有 理 数 时 , 这 个 连 分 
数 是 有 限 的 { 见 [1], [2], 4. 把 实数 > 展 计 为 正则 连 


分 数 的 算法 由 下 列 关 系 式 来 定义 : 
ao = fr}, a= 
a, = [oj m 着 0 天 ai (5) 


其 中 [x] 表 水 x 的 整数 部 分 ， 

由 {5) 定 义 的 数 a, 和 &, ,分 别称 为 数 r 的 连 分 数 展 
开 式 的 n 阶 完全 商 ([complete quatient) 和 不 完全 商 
(incomplete quotient). 

大 约 在 1786 年 ,J. Lambert 发 现 了 tanx 的 连 分 
数 展开 式 : 


a 


mU NET UAH, A. Legendre 证 明 : 对 于 x 的 
有 理 值 , 它 的 值 是 无 理 数 .应当 提 到 , A. Legendre 用 这 
种 方法 证 明了 数 严 的 无 理性 ( 见 f] 1) ， 

L. Euler 在 1737 年 发 现 


Lop Il H 
267 r Te" 


CERTE] 


Tatt” 

实数 RE 当 且 促 当 数 上 
的 连 分 数 展开 式 的 不 完全 商 从 某 -- 项 开始 周期 性 地 重 
复出 现 (Euler - Lagran ge 定理 {Euler- Lagrange theo- 
rem), 见 [1] 和 [4]) 日 前 (1984)} 还 不 知道 三 次 或 更 高 
次 的 代数 数 的 正则 连 分 数 展开 式 .下 述 假 设 还 未 证 明 : 
2 的 连 分 数 展开 式 的 不 完全 商 是 有 界 的 . 

正则 迷 分 数 是 用 有 理 数 近似 表示 实数 的 十 分 方便 
HIR. F AERX: 

HAR ó =P. /Q, 和 56, 是 数 r 的 正则 连 分 数 展 
开 式 的 两 个 相 邻 的 渐 近 分 数 , 则 有 

lr-6, | = | 一 起 + | 

和 


l 
OO ri ` 


后 者 仅 当 "= 和 :时 等 式 成 立 ， 
2) 在 数 r 的 正则 连 分 数 展 开 式 的 两 个 相 邻 的 渐 近 
分 数 中 , 竺 少 有 一 个 满足 下 列 不 等 式 : 


1 
20; 
IR aM bE bl, + 是 实数 ,是 


l 
= gpi 


则 gz 此 是 数 z 的 正则 连 分 数 展开 式 的 一 个 疡 近 分 数 . 
HR ó = P. i Q, 是 数 上 的 正则 连 分 数 展开 式 的 
-个 渐 近 分 数 , 则 对 于 任何 整数 a 各 bP， 由 5 了 >0， 
ó *wal!b 3 


re < ira, 


WERE b>, (最 佳 通 近 定 办 (theorem on the best 
approximation)). ` 

H zu EME RETA 25 个 不 完全 商 是 :3， 
7.15. 1, 292,1, 1,1,2. 1.3, 1. 14. 2. 3. 1, 2, 2, 
2, 2. 1,54, 2, 1, i. 

数 寺 的 正则 连 分 数 展 开 式 的 前 5 481 E 


= =22 p333 g . 255 _ 103993 
ASI isg b= ig U YA 7302 
因此 ， I 

-2j Ll _ 355 a07 
. 存 夺 连 分 数 的 各 种 推广 (例如 , 见 加 ] ). 
居 考 文献 : 


[1] Byxumað, A.A., Teopus moen. 2, maa., M., 1966 
12) Benxos, B. A. 人 JEMEHTaPH3 Teopma aec, M.-J, 
1937 (Æ H ÀK: Venkov, B. A., Elementary number 
theory, Wolters - Noordhoff, 1970 }. 
[3] Maproe, A. A., WapanipR TPYAEI, M.-H. 1948, 
14] Xem, A. S., emme pom, 4 ey., M.-J.. 1978. 
151 Woskacarsñ, A. H.. TIpunogeune nemme mpok w 
Hx OÑOĴORKHHË K BDTPocay OPHĜČTOKHHOLO AHAMIA, 
M.. 1966. 
[6] Weropua varsam, 1.3. M.. 1972. 
[7) Ueber die Kwadratur des Kreises, 1936. 
[S] Perron, O., De Lehre von den Kettenbrochen 1-2, 
Stuttgart, 1954 — 1957. 
191 Szekeres, G., Multidimensional continued Fractions, 
Ann. Univ. Soi. Sec. Math., 13 (1970), 113-140. 
[t0] Jones, W.B. and Thron, W. J.. Continued fractions, 
analytic theory and applications, Addison - Wesley, 
1980. B. H. Hewaen # 


DEJ ORED Æ A. Pringsheim 首先 使 用 的 , 其 
地 表示 法 见 [A1]. 

连 和 分 数 在 许多 数学 分 支 中 起 着重 要 作用 ,例如 在 数 
论 中 ,特别 是 在 Diophantos AH P, AE a ez， b=]; 
ERRE p AE a, bEz, ERRER RR a, 
b EARRA. EDA ERATE FRL tgl 
函数 的 连 分 数 , 例 如 


lal zl l 
et Cp ta C t 
+ 一 下 -一半 
I2n+1 |2 i 


在 这 个 连 分 数 中 ,相应 的 台 , 是 一 些 正 交 多 项 式 ， AA 
ieh, B 3 3 6 | + E XÈ H, (golden ratio) 


I+ 
HSS Sa ll La. 


| 
HI | 
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8 aE se h RE AL. A RRT [101 
以 外 ,还 有 [A21 一 [A4]， 某 些 推广 可 在 [站 {7] hi 
到 . 除 [全 可 和 [8 引 以 外 ,下 列 文 献 都 包含 关上 最 新 进展 
和 在 Padé 通 近 (Padé approximation), %6 (moment 
problem}, EŻ S mt (orthoponal polynomials). 数论 
(number theory) 和 和 连 分 数 的 度量 理论 {水 见 数 的 度量 
理论 (metric theory of numbers)y 中 的 应 用 的 广泛 的 
文献 目录 . 
参考 文献 
[AI] Wali, H. S., Analytic theory of continued fractions, 
Chelsea, 1973 
[A2] Jones, W. B., Thron. W. J. and Waadeland, E. H. 
(eds.). Analytic theory of continued fractions, Lecture 
Notes in Math., 932, Springer, 1982. 
[A3] Thron, W. J. (ed.), Analytic theory of continued frac- 
tions H, Lecture Notes in Math., 1199, Springer, 
1986. 
[A4] Kraaikamp, Ç.. The distribution of some sequences 
connected with the nearest integer contmued fraction, 
indag. Math. , 49 (1987), 177-191. 
[A3] Brentjes, A. J., ?1ultidimensional continued Fractions , 
CMI, Amsterdam, 1981, 
[A6] Cxopoforarsro. B. A., TeopHs peTemIRXCR Terniamx 


PoO6eii H œ PHMEHCHHe B BhNHCIHTENBHOËÑ MATOM- 
TEKE, M., 1933, 


[A7] Romap. A. HE. . Beregumnecg nene opo, Kres, 
1986. 

[A81 Hardy, G. H. and Wright, E. M., An Introduction to 
the theory of numbers, Oxford Univ. Press. 1959. 

[A$] Henria, P., Applied and cornputational complex ana- 
lysis. 2. Wiley. 1977. 张 鸿 林 译 


连续 性 [ continuity ; nenpepraBuocTp ] 

最 重要 的 数学 概念 之 一 ， 通 常 和 映射 概念 相 联 系 
{ 见 连续 函数 (continuous function) ;连续 映射 {oontin- 
uous mapping );j$ 8 89 (continuous operator )). f 
别 地 , 人 们 可 以 研究 ， 某 种 代数 运算 在 给 定 的 集合 上 关 
于 这 个 集合 上 的 抓 扑 的 连续 性 ， 当 所 研究 的 运算 是 连 
续 时 “连续 ”- 记 也 可 应 用 于 集合 外 身 ( 例 如 ,连续 群 
(continuous group)), 连续 这 个 和 名词 还 可 以 在 下 述 间 
X FË FB. 即 丰 可 能 利用 连续 性 去 添补 某 些 数 学 对 象 ， 
使 之 ( 非 平 凡 地 ) 得 到 插 广 ,例如 ,对 - -个 度量 空间 ,在 这 
种 意义 下 大 们 谈 到 实数 集 的 连续 性 . 

J I. Kyapaeres E EAR PE 

连续 性 公理 [oontinuity adon ; senpeppmnocTh aesowa] 

以 某 种 方式 表示 实数 {real number WH EEM 
公理 . 关于 实数 的 连续 性 公理 可 以 狠 述 如 下 ,例如 利用 
APRI: 实数 的 每 个 分 着 都 由 基 个 数 来 定义 (Dedekind 公 
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# (Dedekind axiom), ARAKAS: 每 个 闭 区 间 套 
集合 都 具有 一 个 非 空 的 交 ( Cantor 公理 (Cantor axi- 
om); 利用 僻 合 的 土 界 和 下 界 ; 每 个 非 空 上 有 点 的 集合 
都 具有 一 个 有 限 的 最 小 上 界 , 每 个 非 空 下 有 算 的 集合 
都 具有 一 个 最 大 下 界 (Weierstrass 公 理 (Weierstrass 


axiom}. J. N. Kynpmes BE 
【 补 和 注 ] FM, A (cut); Dedekind + W (Dedekind 
cut). EAH HE 


连续 性 方程 [ continuity equation ; BepaszpblaaocTm ypasue- 
me] 

流体 动力 学 基本 方程 之 一 , 它 表 述 任意 体积 的 运动 
流体 的 向量 守恒 定律 .用 Euler 变量 表示 ,连续 性 方程 
的 形式 是 


如 +dyon= 如 十 一 一 Apn) + 十 ww - 


AP p 是 流体 密度 ,Y 是 给 定点 上 流体 速度 , Y,, v, Y, 
是 此 速度 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 .如 困 流 体 是 不 可 压缩 
的 (p= 常数 ), 则 连续 性 方程 具有 如 下 形式 : 


divv=0 或 -于 + + 0, =0. 

对 于 具有 构 规 面积 $ 的 管道 ,渠道 等 中 的 -- 维 定常 流 
动 ,由 连续 性 方程 得 到 此 种 流动 的 以 下 定理 : p Sv= A 
数 . ECE - 3 AAAH 


连 综 机 [continuity, modulus of ; BeOpephEHOCTH MO ] 
连续 函数 的 基本 特征 之 一 . 闭 区 间 上 连续 函数 了 的 
连续 模 定义 为 
wl. f) = max max | Ax +h)— f(x) |. 


其 中 5 宇 0. S 48 B) e 2 E. H. Lebesgue T 1910 
年 引进 的 , 虽然 在 此 立 前 , 这 个 概念 本 质 上 已 经 知道 
T. 盘 若 一 个 函数 了 的 连续 模 满 足 条 件 
s, £) < ME, 

其 中 0<x<1 , 那么 称 f W E x Ët Lipschitz 条 件 (Lip- 
schitz condition). 

定义 在 62 O 上 的 非 负 画 数 中 是 某 个 连续 函数 的 连 
续 模 , 当 具 人 奴 当 它 具 备 以 下 一些 性 质 : mt0)=0, 中 是 非 
碱 的 , 所 是 连续 的 , 并 且 


åta) < itan), 6,n>0. 
Ea LI 5 E 84 Er p Sp 48 


e. (8, f) = max max | AL f(x) |. 


其 中 ， 
< - [k 
Ao = ZC Ayet 
r=0 


是 f B k Br 48 RE; 也 可 以 考 虚 任意 函数 空间 中 的 连续 
模 ,例如 在 [a,b 了 ] 上 p 竹 可 积 的 函数 的 积分 连续 模 


8 —h 


i, 
PA, f) = SHP, (1 | f(x +h)— f(x) |° al ” (*) 


对 于 2z 周 期 陌 数 , (*} 中 积分 区 间 为 [0. Zr]. 
# s x 
[1] Zyëmund, A. , Trigonometric series, 1, Cambridge Univ. 
Press, 1979. 
[2] Axsewp, H. H. , Jeka no TeoDpHR arnpoamn ,2 
ea., M. , 1965 (中 译本 :H. H. MHA, OFE Ë 
讲 总 ,科学 出 版 社 , 1957). 
[B] Hawa, B. K, Basnetne a TeEopEEO parHowepHoro 
mune yimnii DOHMH, M. , 1977. 
A. B. Ebuuos 所 
【 补 注 】 亦 见 光 少 权 (smoothness, modulus of ). £ 
AASR EATE (approximation the- 
ory) 55 Fourier 分 析 中 ( 见 调和 分 析 ( hamonic analy- 
sis )). 王 斯 雷 译 


连 索 性 定理 [oontinuity theorem ; Bempefaaaocr Teopema] , 
` 连续 性 原理 (continuity principle ) 

” 命 G 为 C"(n>2) 中 的 一 全 纯 域 (domain of 
holomomly), XÆ S, G Gf T, G, k=1 , 2, … 为 两 
集合 序列 ,它们 在 G 中 有 紧 凯 包 ， 且 在 其 中 极 大 模 原 
理 (maximum -modulus principle)} 对 在 G 中 全 纯 的 


函数 成 立 ， 即 
| AR) | < max | fe) |. 


|z] = max | fz) |, k=1,2,.... 


于 是 ,如 果 Sk tT — W R S, T, EAT- ET, 
XW3 T<ÁS3FB T# S PARAE. BHE2Z S< GZ G 
中 有 紧 闭 包 . 如 果 取 一 族 解析 超 曲面 作为 5;,， 取 它们 
的 边界 好 ,作为 了 ,就 得 到 Behnke -Sommer 定理 (Beh- 
nke -Sommer theorem) (7, [1}). 因此 可 知 每 一 全 纯 
域 是 伪 凸 的 . 将 它 应 用 到 一 特殊 函数 , 连续 性 定理 的 某 
些 政 进 称 为 关于 “解析 图 盘 " 的 定理 . Hu. AAA r 
的 强 定理 (strong theorem on analytic dies j 断言 
如 下 : Btt C" 中 给 定形 如 

ZG) = atbh Dersi, hec l. F =r., Za) 


的 Jordan 曲线. & D(4), 0 二 1 把 1 为 zi 平面 上 的 一 族 
具有 如 下 性 质 的 区 域 : 对 任何 紧 集 K< D(0) 存在 一 数 


Me 
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=r (K ER KEDO Pr 8 Stend. mE 
了 3 在 E 
(=en EDU} ;=s0), 0<r<1) 
的 所 有 点 和 极限 * 贺 盘 ” 
{z={21,2): 21 € D(0), 2=2(0))} 


的 一 点 全 纯 ， 那 么 /(z) 也 在 极限 “ 圆 盘 "的 所 有 点 全 
纯 . “解析 图 盘 * 的 定理 在 区 域 的 全 纯 开 拓 和 构造 全 


sa Eta AA e e (Holomorphic enve- . 


Iope ) ) ,例如 ,管状 域 的 全 纯 包 络 上 的 Bochner 定理 , 
Osgood - Brown EE, MARA”, R, Cem 
包 ”* 定 理 的 迹 明 等 等 ,连续 性 序 则 的 给 出 可 追 湖 到 关于 
多 复 变 量 全 纯 函 数 的 可 去 背 点 的 Hartogs 22 ## (Hartog 
theorem) (1916). 
purk 
{1] Behnke, H. and Thullen, P., Theorie der Funktionen 
mehrerer komplexen Verinderiichen, Springer, 1970. 
Revised Edition. Original: 1934. 
|2] B;uumaapog , B. C. ， Merg tropu dhyngunñ Mnorgx 
KOMTDEECHIAX DepeseHHbx, M., 1964 ( 英 译本 ; Vladimi- 
rov, V.S., Methods of the theory of functions of sev- 
eral complex variables, M. I. T. , 1966). 
[3] Haart, B.B. , Beemuame B KOMIUMKORCHERL aHAJTR3, 2 WAN., 
9. 2, M. , 1976. B. C. Brannrupos 摆 
CMEI 连续 性 原理 也 称 为 Hartogs 连续 性 定理 
‘Hortogs Kontinuititssatz, Hartog continuity the- 
oremi). 
参考 文献 
[AI] Krantz, S. G. , Function theory of several omplex 
variables, Wiley, 1982, Chapt. 3. 
[A2] Range, R. M., Holomorphic functions and integral 
representations in several complex variables, Springer, 
1986, Chapt. 2. pR 评 


选 代 法 的 连续 模拟 [oomtinuoas analogues of iteration 
methods ; Benpepbaubic AHIUIOMH ETEPAINONRER METONOB | 

一 种 连续 模型 ,使 得 研究 非 线 性 方程 解 的 存在 性 问 
顾 , 惜 助 完 善 的 连 姥 分 析 寺 其 提出 关于 选 代 法 的 疫 合 性 
和 最 优 性 药 初 步 结果 ,得 到 这 些 方法 新 的 类 别 等 威 为 
可 能 . 

可 以 通过 调节 ( 厚 调 节 法 (adjustment method )) 建 
立 解 定常 问题 的 方法 与 某 些 选 民法 { 见 [1], e 
对 应 关系 . 例如 对 具有 正定 自 伴 算 子 4 的 线性 方程 


的 解 ,知道 形 如 


k-i 下 
HETE) = (AD 0 =s. O 


Th 


的 一 步 选 代 法 ,当世 >0 充分 小 时 收 禹 . gE e, 
特 量 u BERR (0 在 1=4 的 值 ， 这 里 


fo =Ü <, < < h < r, 让 一 00, 当 太一 00 时 ， 


WEE n=) 一) #F 20, p) >0 E EAA 
$ 5 A= Th 0 BWA (2) PRR R, PEE 
(2) 的 连续 模拟 : 


di griu- f) = (3) 


dt 
WR £ co Bl 
i 
fonar — o, 
H| G (8) BF a (oo), EEDD. 
类 伺 地 ,对 函数 Fü (RI TEB — b PB BE ARTA. 
uk l = uk — y prad Flu’) u9 =u, (d) 
可 联系 到 连续 模拟 : 
S = pl )grad Ft), xD)= (9) 


HEA pE ARE TERK 3 Ik... A T K 
#1), TAR Fa)=(As,u)- 2(f u), 这 时 公式 t4) 取 
ERO) EGRE A G). 

BRER, — 384936 


utt = ad Bau) (6) 
可 恋 成 形 如 


(7) 


ikti l-a 


a = -pA -fy 
BEA y u, D Ht 依据 (6) 的 参数 和 A B, (E0E 
地 ) 确 定 . 当 4# 一 0 时 在 {7) 中 取 极 限 ,导出 连续 模 
Hl: 


d 
ST +NN +a) = -p(XAu—f) (9) 


包 售 方程 如 (8) 的 调整 法 称 为 重 球 法 (method of the 
heavy sphere} (W {[2]). 存在 选 代 法 ， 其 连续 模拟 包含 
更 高 阶 的 微分 算 子 ( 见 [31]). 
得 到 在 迷 代 法 中 起 连续 模拟 作用 的 微分 方程 的 来 
源 可 能 是 连续 方法 {continuation method ) (基于 一 个 
gw) CEHJ, `B). 在 这 个 方法 中 ， 为 了 求 方 程 
vlu)=0 (9) 


的 解 ,构造 一 个 依赖 于 条 数 4 的 方程 


$0 CONTINLOUS DECOMPOSITION 


Piu, 1) =D, (10) 


使 得 对 4=0,(10) 698: (0u? EE RR AASL, 
你 ) 和 (10) 的 解 是 相同 的 ， 例 如 , 呆 以 取 


Piu, A) = @(u)— (1 Pu). (11) 


Mb F £ Sie y (10). Efe uuu RAE 
Tu AORADH 对 于 情形 (11)， 它 是 
du 
dà 
用 点 列 A50 e A < An = L 3EB[0 1] 分 成 n 部 
分 ,并 对 (12) 在 点 如 利用 数值 离散 公式 ( 如 Euler 
法 , Runge -Kutta 法 等 ), 得 到 最 as =u Q, 2 [Bj É5 38 HE 
关系 ,利用 它 来 构造 迁居 法 的 公式 .于 是 , 在 应 用 Euler 
法 后 , {12) 用 关系 式 


ut 一 usa A, ou 1y-leí(29) (13) 


ER RE AASA 1, WETEA A ShA de MEE 
如 下 二 步 选 代 法 : 


= —g@'(u) '@(u"). (12) 


uk = u (AL eu) Piui (14) 
k=1,... 


` — -1 1 一 一 
,. hn, Hü = Ph " I=12,.... wb = u 


对 Ai =1 和 闫 =1, AAi Newton 法 . New- 
ton 造 代 法 的 连续 模拟 还 可 以 用 另外 的 方式 得 到 : 
在 (中 ,用 4=1-e- 代 替 变 量 . 这 时 微分 方程 
ODRA FER: 

d = P (uy gon), u(0)= u". (15) 
在 点 4 应 用 Euler 法 , (15) 式 的 数值 积分 导出 选民 法 
ut = utol Ar piut TNT plut), 


当 Ar !=1 时 它 与 经 典 Newton 法 相 一 致 
对 数学 物理 的 微分 方程 边 值 问 题解 的 造 代 法 的 连 
续 模 拟 ， ' 般 来 说 , 中 特殊 形式 偏 微分 方程 的 混合 问题 
(如 共有 快速 振 蓝 系数 ， 或 在 最 高 导数 前 具有 小 系数 }. 
也 见 算法 的 闭 和 包 (closure of a computational algo- 
rithm), 
参考 文献 

[1] Tanypus, M. K.. € Ha. By3oa. Marcvaruka b, 1958, 
5(6). 18-31. 

[2] Eaxpanos, H. C., UpcmenHee MCTOTbi, 2 31. ,1. 1, M., 
1975 ( 2178 £: Bakhvalov, N. S. , Numeral methods: 
analysis, algebra. ordinary differenuai equations, 1, Mir, 
1977). 

[3] Mape, T. IH. Jees, B. H. , Yacine METOM B 
TEOpHE mepekoca HceËrpornoa, M. , 1971. 

[4] Oriega, J. and Rheinboldi, W. C. , Iterative solution of 


non - linear equations in several variables. Acad. Press, 
190. 
[5] Amun, A D., GOR. BI. MATEM. H Marnm. DAs.» 

15 (1975), 1, 30 — 47. B. H. Jie6caen 所 
【 补 注 了 
$x wt 

[A1] Rheinboldt. W. C. , Numerical analysis of parametrized 

nonlinear equations, Wiley. 1986. WIR PE 

连 按 分 解 [continuous decomposition ; enpepamaoe paz- 
Eee ]， 托 扑 空间 X 的 

由 满足 下 列 条 件 的 两 两 不 交 的 非 空 集合 组 咸 的 
HER y 对 任意 Fey 以 及 下 在 区 中 的 任意 分 域 U, 存 
在 下 在 六 中 的 分 域 下 , 它 包 合 在 U 中 ,并 且 是 y 中 某 元 
京族 之 并 . 分 解 是 连续 的 , 当 且 仅 当 到 这 个 分 解 空间 
上 对 应 的 商 上 映射 (duotient mapping) EH. = X 
到 空间 了 Y 上 的 连续 映射 了 :六 一 了 是 闭 的 , B B íV 4 x 
的 分 解 ={ f'iyyiySe Y ) 是 连续 的 . 

ERR W RERE (compat space) 的 理论 
中 . 紧 空 间 到 Hausdorff 空间 上 的 每 一 个 连续 映射 是 
闭 的 . 因此 , RA X a Hausdorff' 空间 了 上 的 每 个 连 
续 映 射 由 点 的 原 象 纵 出 天 的 一 个 连续 分 解 . 同样 地 ， 
Hausdorff 紧 统 的 分 解 是 连续 的 , 4 (E0 
间 满 足 Hausdorff 分 离 性 公理 .由 闭 桌 作成 的 空间 的 
连续 分 解 , 其 好 处 是 保持 正规 性 和 仿 紧 性 ， 与 此 相对 
照 , 由 闭 集 作 成 的 度量 空间 的 连续 分 解 空间 未 必 可 度量 
化 . 这 种 情形 最 简单 的 以 子 是 仅 以 一 条 固定 直线 为 莫 
平凡 元 素 的 平面 的 分 解 空间 . 

像 一 般 的 分 解 一 样 ,连续 分 解 是 由 现 有 的 拓扑 空间 
构造 新 拓扑 空间 ,以 及 用 比较 简单 的 或 更 为 标准 的 空间 
的 连续 分 解 空间 来 表示 较为 复杂 的 拓扑 空间 的 一 个 重 
要 工具 ,比如 ,每 个 可 上 度量 化 紧 统 是 Cantor M (Cantor 
set) 的 一 个 达 续 分 解 空间 .每 个 迷 通 .局 部 连通 的 可 上 度 
量化 的 紧 统 可 以 表示 为 一 个 区 间 的 连续 分 解 空间 . 连 
续 分 钥 也 可 以 自然 地 出 现在 某 些 特定 的 构造 中 ,例如 ， 
被 视 为 拓扑 空间 的 射影 平面 (projective plane} 是 通常 
球面 由 对 径 点 对 构成 的 连续 分 解 空间 . 类 似 地 ,从 拓扑 
观点 来 看 ,nm 维 射 影 空间 是 在 (n 十 1) 维 Eudid 空间 里 n 
维 球面 由 对 径 点 对 构成 的 连续 分 解 空间 ， 使 用 这 种 语 
ë , Möbius 带 可 以 精确 地 表示 为 矩形 的 某 个 连续 分 解 
空间 ,其 他 的 儿 何 对 象 也 可 以 用 这 种 方法 来 构造 . 
#3> WL 

[1] Apxanercxan, A. B., Tonomapes, B. H., Oosa oti 
Tonononm Hú mnamax H ynpawncnusx, M. 1974 ¿(3 E 

Æ: Arkhangel'ski, A. V. amd Ponomarev, V L., 
Fundamentals of general topology: problems and exer- 
cises, Reidel, 1984 }. A. B. ApxaHrensckun BE 

【 补 注 】 X BI SHAR 7 的 空间 (space of a decomposition), 


UES y DEAE, acy EFR, 5 H g 5 U). F E X 
PFE, WEER MXE x= v 5 RV x y Nm 
y 的 间 一 元 素 所 确定 的 大 的 商 空间 . 

满足 上 面条 日 要 求 的 狗头 7 也 称 为 上 半 连 续 分 角 
的 定义 是 : 对 于 每 个 闭 集 F. AUDE: D FQ) 
RHR. EATHAR O, {DD EY: DP 站 Oz 内} 是 
FA. W FN w í E F * É Sk y 88 (lower semi- 
continuous decomposition ). 等 价 地 y E F aE BË 88 ZP 
W, 5 B M ehg Éq Bh At E: F PJ ( W 3F8R 99 (open 
mapping )) . 

有 时 也 用 ”分 拆 " 这 个 词 代 蔡 “分解 " . 

WER REE. SB 译 


连续 分 布 [continuous distribution ; nenpepsmuoe pac- 
Ope ne enne ] 

HARTHAY rd. WKETHERER, HE 
么 连续 分 布 与 离散 分 布 (discrete distribution) (AFE 
RAF H (atomic distributionY) 是 对 立 的 . 离散 和 连 
续 分 布 一 起 形成 了 分 布 的 基本 类型 ， 根 据 C，Jordan 
的 一 个 定理 ,每 一 个 概率 分 布 是 一 个 离散 分 布 和 一 个 连 
续 分 布 的 混合 ， 便 如 , 设 正 是 对 应 于 实 直 线 上 某 -- 确 定 
分 布 的 分 布 函 数 ,那么 =pF+(l 一 p)F, 就 是 这 样 一 种 
混合 ,其 中 心 和 过 1、 县 屎 ， 忆 分 别 是 离散 型 和 连续 
型 的 分 布 函数 .一 个 连续 分 布 的 分 布 国 数 是 连续 函 
数 . 在 连续 分 布 中 ,绝对 连续 分 布 (absolutely - continu- 
ous distributions) 占有 特殊 的 地 位 .可 测 空 间 ( 入 ,er ) 
上 关于 等 考 测 度 4 的 这 类 分 布 P 可 以 利用 如 下 事实 来 
定 光 ,PP 可 以 表示 成 下 列 形 趟 : 


PA) = fpixyudx) 
A 


这 里 4 是 .wx PHRA PROE QLH fap (u(dx)=1 


HREM. KA p FS P X-T uB) 8 PE (density) 
{通常 上 是 Lebesgue 测度 可 如 = 民 在 直线 上 ,这 时 对 
应 的 分 布 函数 FRAR 


Fix) = f podu, 


HXH F= pix) 几乎 处 处 (关于 Lebesgue 测 度 ) 成 
立 ， 一 个 分 布 关 于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 , 当 且 仅 
14 zF u GO 2 fp PS $t: { 作 为 实 变量 函数 1 是 绝对 连续 的 . 
除了 绝对 连续 分 布 以 外 ,也 有 这 样 的 连续 分 布 ,其 负荷 
集中 在 一 个 上 测度 鸭 零 的 集 疹 上 ., 这 种 分 布 称 为 关于 给 
定 测度 py 是 奇异 的 { 见 麻 异 分 布 (singular distribution)) . 
IK Lebesgue 分 解 定理 ,每 -个 连续 分 布 是 两 个 分 布 的 
混合 ,其 中 之 一 关于 绝对 连续 , 男 -- 个 则 关于 记 亲 异 . 

时 更 要 的 (绝对 ) 连 续 分 布 有 : RER S arine 
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distribution); B 2y#hn (beta -distribution ) , F st igam- 
ma - distribution), Cauchy stt (Cauchy distribution), 
IE ZS th (normal distribution), 554 t (uniform 
distribution), $% 4 #8 (exponential distribution), 
Student 分 布 (Student distribution), 和 y? 分 布 {chi - 
distribution). 
参考 文献 
{1] Feler, W. , An introduction to probability theory and 
its applications, 2, Wiley, 1971. 
[2] Loëve , M. , Probability theory, Prnæœton Univ. Press, 
1963 (中 译本 : M.B 5 B. 概率 沦 (上 册 ) ,科学 出 版 
社 ，1966]. À. B. Tlpoxopos 所 
[ 补 注 】 离散 分 布 是 所 有 概率 都 集中 在 音 点 集 上 的 分 
布 . 
上 面 所 定义 的 绝对 连续 分 布 P 也 称 为 关于 p 绝对 
jË Sk (absolutely continuous with resped to p). 
` 陈 培 德 译 


连续 流 [ continuous flow ; senpepbmsnpiii norok ] 

1 遍历 理论 (ergodic theory) 中 的 连续 流 是 指 测度 
空间 (measure space) (M, g ) 的 - - 族 模 为 0 的 自 同 构 
1T'}， 满 足下 面 的 性 质 : a) 对 于 任意 1,seR 以 及 所 
# x € 时 ,可 能 除去 关于 工 的 测度 为 0 的 例外 集 ( 它 可 能 
依赖 于 上 及 s), TT OSTOA AAZ, T T= 
TAUR 0); b) ai TETTRE 4 — ,对 称 差 前 测度 
MAATA) ERKAT. 设 久光 空间 LM ,站 的 所 有 
模 为 0 的 自 同 构 组 成 的 集合 ,并 且 当 了 与 3 几乎 处 处 重合 
时 就 认为 是 当中 的 疝 一 个 元 索 . 假如 醋 江 以 红 拓 扑 ( 见 
[I], 则 条 件 已 意味 着 , Ei r RARA E £ 
续 的 . 

MCM, n) 3 Lebesgue 空间 (Lebesgue space), 那 
么 连续 流 的 概念 实际 上 与 可 测 流 (measurable 门 ow) 的 
概念 相同 : 后 者 总 是 连续 流 ( 见 [2]), 而 且 对 下 任意 连续 
WITI EET Sh 使 得 对 于 一 切 1 TeS 
ERBA PEAT -个 有 关 的 缚 果 , 但 需 参 考 
[5] 中 的 更 正 }. 以 上 任何 一 个 结果 之 道 与 问题 的 特征 
以 及 所 用 方法 有 关 ， 

2) 名词 "连续 流 的 另外 酒 义 可 以 用 来 着 重 指出 拓 
补 动力 学 topological dynamics ;中 的 流 . 在 这 种 情况 
下 ,连续 流 指 的 是 拓扑 空间 M E. hj — We Id T), 38 
ZRH: T'(T'(x)=T'''(xy 对 于 -Arse R #lx € M 
RE E x,t) T'x WS M x R — M 是 连续 的 . 

为 了 避免 与 1693838, 最 好 把 2) 的 连续 流 称 为 扼 
hyi (topological flow)， 而 把 1) 的 连续 流 称 为 度量 连 
续 性 (metric continuity). ` 
# *% R 
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of Japan, 1956. 
[2] Hopf, E. , Ergodentheorie, Springer, 1970. 
[3] Bepummx, A. M. , ¢ Hæ. AH COCP Cep. mmm. b, 
29 (1965), 1, 127—136. 
[4] Mackey, G. W. , Point realizations of iransformation 
groups, Winois J. Math. , 6 (1962). 2, 327-335. 
[5] Ramsay, A., Virtual groups and group acions, Adra- 
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连续 函数 [ continuous function, geqpeptmeas 中 mas | 

数学 分 析 中 的 -一 个 基本 概念 . 

B RENERE RDT RELIER 
BOM S:E— RRM, SER É SEERE EL EE 
(oontinuous at a point x,€ E) ， 如 果 对 于 I j s>0, 
BEE i a>, fh x] F-J E x-—x |< 659 xeE, 
不 等 式 


U (x) J (x, < E 


成 立 ,如 朵 用 
Utxo, 6)=(x ó, x. +ó) 
和 
V(fGs), s)=(f(xo—- s, fite) 

AMRA x a BRM G 88 = 538, 则 上 面 的 定义 
果 对 于 f(x) 2 c W. V— ro， ,都 存在 x 的 
一 个 6 SR, 848 AUDEN. 

利用 极限 的 概念 ,可 以 说 : B YE 8 x, 上 是 连续 
的 ,如 果 在 这 一 点 上 了 关于 集合 的 极限 存在 ,而 且 这 个 
REFF): 


lim fx) = f(xo). 
， E 
这 等 价 于 
lim åy = 0, 
Axi 


xeF 
其 中 Ax=x—x,(xS E), Ay=/G)- f: 也 就 是 说 , 自 变 
量 在 x, 上 的 无 穷 小 增 重 对 应 十 函数 的 无 穷 小 增 最 ， 

用 序列 的 极 恨 的 术语 来 说 , E Sr: s 办 上 的 连续 
性 的 定义 是 ; 函数 f 在 罗 上 是 连 欠 的 ,如果 对 于 每 个 趋 
向 于 BAN x EE (n=1,2,--y, Wl jm _ . x, = xe 30 
有 


Bm f(x) = fixo} 


所 有 这 些 关于 隧 数 在 一 点 卡 连续 的 定 饼 都 是 等 价 的 
Wayaqa 了 在 点 人 ee XPG Er) 


* w < w æ b 


-EEMS AN (elementary functions) 在 其 
定 愉 域 的 所 有 点 上 都 是 连续 的 . 连续 函数 的 - -个 重 
要 性 质 是 :连续 酒 数 集 合 在 算术 运算 以 及 函数 的 复合 运 
算 之 下 保持 封闭 . 更 确 奶 地 说 ,如 果 两 个 实 值 函数 f: E 
— R gE — R(ECRY#fr K x€ E LEEA, WI T 
们 的 和 +g, Æ -g RUBRA S glg x) 0, 这 时 ， 
EERGEM x, BJ A 4838 2 S N E PRO E w). 在 
x € E EEEREN. 如 上 所 述 , n Es f: E-- RE 
点 moE 五 上 是 连续 的 ,而 函数 o: D — RD RPE p(D) 
SE AMAR Yoo 有 塌实, 并 且 存 在 点 页 E 卫 ,全 得 o) 
= x, LAR p EA r, EEE by. ME A 88 $k fo o E 
点 向上 也 是 连续 的 ,因此 ,这 时 


tim fP = f [ime] = ee 


BRER LIRA X F, W 8 FR hu 8 39 0 uz FJ TE 
函数 的 运 等 可 以 交换 次 序 . 由 连续 函数 的 这 些 性 质 可 
知 , 不仅 基 本 初等 函数 ,并 且 任 意 初 等 范 数 ,在 其 定义 
域内 都 是 连续 的 . (EE — Sk SL 0538 R pl 38 rh , 连续 性 
也 保持 不 变 : MIES SPS IE S E F — Sk t, 
并 且 每 个 函数 了 上 在 点 x € E EEEN, WJ SB 553 

f = tim f, 


FMN — 


在 点 加 上 也 是 连续 的 . 

MRAR E — RR 在 集合 E 的 在 一 点 上 都 是 连续 
的 ， 则 称 f 在 集合 上 是 连续 的 (continuous on the set 
E) MU x, € E, E, RE EA x, LEE, A f 
在 集合 E 虐 的 限制 在 点 x 上 记 是 连续 的 .反之 , -- 般 
不 成 立 . AH, Dirichlet AW (Dirichlet fanoction) 无 论 
是 在 有 理 数 集合 上 还 是 在 无 理 数 集合 土 的 限制 都 是 连 
续 的 , 但 是 , Dirichlet 函数 本 身 在 实数 集合 上 是 不 连 继 
的 ， 

在 区 前 上 连续 的 函数 ,是 重要 的 一 类 单 变量 实 值 连 
RRR. ERA FANER. 

Weierstrass 第 -Æ 理 {Weierstrass first theo- 
rem) ÆE— TARALAR Ak ERLEA 
界 的 . | 

Weierstrass 第 二 定理 (Weierstrass second theo- 
rem): 在 - -个 闭 区 间 上 连续 的 函数 ， 在 这 个 区 间 上 具 
ARAME. 

Cauchy 介 值 定理 (Cauchy's intermediate value 
theorem): 在 一 个 闭 区 间 上 连续 的 函 雪 ， 在 这 个 区 间 上 
取 两 请 点 函数 值 之 间 的 任何 值 . 

反 函 数 定 再 (inverse function theorem); 在 一 个 
区 间 上 连续 的 和 严格 单调 的 函数 具有 单 值 的 反 基 数 , E 
也 是 定 尽 在 一 个 区 间 寺 ,并 且 在 该 区 闪 鞋 是 连续 的 和 严 
格 单调 的 . 

Cantor 定理 (关于 一 致 连续 性 的 ) (Cantor theorem 


* * “ w # << á à 


i Fl 39 C 有 


(on uniform eontinuity)): # — 4 ËH É E E E 9 89 8 
数 , 在 这 个 区 间 上 是 一 致 连续 的 . 

任何 在 一 个 闭 区 问 上 连续 的 月 数 ,在 这 个 区 间 上 都 
能 用 代数 多 项 式 以 任意 精确 度 -至 地 通 近 它 ， 在 区 间 
L0, 2m) L. £ 9 09 t PJ 88 38 f, Si BL f(0) = /(27), H AE 
[0, 2x] 上 都 能 用 三 角 多 项 式 以 任意 精确 度 -— 2 HE M 


HE ( 见 关 于 函数 允 近 的 Weierstrass 定理 (Weierstrass 


theorem ) ). 

连续 函数 的 概 您 可 以 推广 到 更 一 般 的 晒 数 形式 , 首 
先是 推广 到 多 变量 攻 数 的 情况 ,如 果 把 三 理解 为 上 È 
Euclid 空间 R 的 子 集 ,把 jx 一 | 理解 为 两 点 xEE, 
VERZEKER, E Ugo, HERAA gE R" rh B ó 
邻 域 ， 把 


lim x, = xo 


m— 


理解 为 R" 中 点 列 的 极限 , 则 连续 函数 的 上 述 定 尺 在 形 
式 上 保持 不 变 . 多 个 变量 x, ARS E — R 
ETR), 如 果 在 点 x | = (x t. X y SEEEiERM, 那么 
也 称 为 在 点 x, L X T £ IK x,,…,x, 同时 是 连续 
的 ,这 与 对 各 个 变量 分 别 是 连续 的 多 变量 函数 是 不 同 
的 ,函数 /EF 一 及 (EcR') 称 为 在 点 xa E. Aunik, tE 
量 x, 是 连续 的 ,如 果 函 数 /在 集 台 


E (Y (x=(Go,... 


上 的 限制 在 点 x 人 上 是 连续 的 ,也 就 是 说 , 如 果 单 变量 x, 
的 函数 f(x. x 加 ，… a DEA LERE. ME 
ERSE — R(ESR', hn 宇 2) 在 点 x 上 分 别 对 每 个 变量 
XU x, 者 是 连续 的 ,那么 在 这 -- 点 上 关于 全 体 变量 也 
未 必 是 则 时 连续 的 . 

连续 函数 的 定 包 可 以 直接 过 沪 到 复 什 函数 的 情 
况 . 只 须 把 上 看 定义 中 的 LU 一 fed 和解 琶 为 复数 f(x) 
一 了 (x6) 的 模 , 把 


Jim f(x.) = fixo) 


, Xn]: Xi =x®, rara. =x} 


解释 为 复 平 面 上 的 极限 . 

上 和 面 这 些 定 久 ,都 是 以 某 - -拓扑 空间 XAN 
域 ,在 其 一 拓扑 空间 了 中 了 到 值 的 更 一 般 的 连续 函数 了 的 
概念 的 特例 { 见 连续 映射 (continuous mapping)). 

单 变量 实 值 函数 的 许多 性 质 , 都 可 推广 到 拓扑 空间 
之 间 的 连续 映射 的 情况 ， 前面 提 到 的 Weierstrass 定理 
的 推广 为 :在 Hausdos 人 空间 中 紧 拓 扑 空间 的 连续 象 是 
紧 的 . 关于 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 Cauchy 介 值 
定理 的 推广 为 :在 拓扑 空间 中 连通 子 集 的 连续 象 也 是 连通 
AI. P Rk A IN k Pk BS 8k h) 52 PR 3 E BE BU EP g: 一 个 紧 
统 到 一 个 Haustorff = a| L J PE sk aj Pk $ e - -个 同 
ME. ET- at aB kD Ps Wk PF 2| t 18 ËB ñu s E 05 E 
广 为 : ME f: X Y RE HF BJ 半 到 度量 空间 了 的 - 
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W k Sk É) EH EXE) 连续 的 序列 , 则 极限 映射 
f= lim 拓也 是 连续 的 (在 点 x eX F). 关上 二 在 财 区 
间 土 连续 的 函数 的 通 近 的 Weierstrass 定理 的 推广 
为 Stone - Weierstrass 定理 (Stone -Weierstrass theor- 
em). 
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【 补 注 】 上 述 论题 几乎 可 在 任何 一 本 实 分 析 引 论 中 找 
到 .一 切 定理 的 证 明 , 例如 见 [四 ， 第 三 音 . 
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WW Z Hñ [ continuous functional ; Gergepsamsaaf 中 yu - 
goma ] 

把 拓扑 空间 Xx (2 368 WE ta, ë a B 2 E ) pk 999 R sk 
中 的 连续 算 子 (continuous operator) (JE iE Rk S 
(contituows mapping) ). 后 此 ， 对 于 任意 算 子 的 连续 性 
EMEF ERRARE. 例如 ， 

DAZA: M 一 CAPM 是 拓扑 空间 天 的 子 
$G K x€ M 上 连结， 必须 对 于 任何 z >O. 存在 mo 
的 邻 域 U. 使 得 | 了 (Xx) 一 说 (Xo) | 之 对 于 x EUREK 
的 连续 性 定 久 也 

2 在 分 离 拓扑 向 量 空 间 的 紧 党 上 连续 的 汪 函 在 该 
集合 上 有 界 ， 且 达到 它 的 上 . 下 确 界 (Weierstrass 定理 
(Weierstrass theorem ) ); 

DAARNA ERE PB E Banach 空间 X h 
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ARERR., MUEP E RYE a ° Fy, 
即 任何 开 集 如 一 大 的 每 是 及 ( 或 C) 的 开 集 . 
B. H. Coon 所 
【 补 注 】 
prre 
[Al] Taylor. A. E.and Lay, D. C., Introduction 10 fung- 
tional analysis, Wiley, 1980. 忠 树 中 译 
连续 函 妆 空 间 [ continugus functions, space of ; Henpeptm- 
HEm 中 yHHKIIN 基 upocrpaucTpo | 
Htr A LA REER SA =C R 
的 、 范 数 为 1 fll =sup ey | f(x)| É 8836 = E CUXY. 
CNP BJ PF31] £. ARAARA — Sk lk S. 空间 C(X) 
是 有 单位 元 的 变换 Banach 代数 (Banach algebra) , #H 3 
于 是 紧 的 ， 那 么 每 个 连续 郴 数 y: X — CERAR, H 
而 ， 空间 Co 就 是 发 上 的 所 有 连续 图 数 的 宝 何 . 
4 X=[|[a,5] Æ XAA, C(X)H Cliabh 
来 表示 ,按照 关于 连续 函数 可 用 多 项 式 通 近 的 
Weierstrass 定理 (Weierstrass theorem), PA JE EAE 
话 数 的 集合 Lx, o, 是 Cla b] PAZAR. {这 意 
味 着 这 些 释 函数 的 线性 组 合 ， 即 亏 项 式 , 在 C[a, 加 中 
AMIRE.) RE, Cla b) 是 可 分 的 ; 它 也 具有 基 , Pin, 
pq BA Faber- Shauwder 系 ( Faber - Schauder system} 就 
ER C[a,b] 中 的 基 . # C[a,b] 中 的 紧 性 准则 是 由 对 应 
的 Arælá 定理 (Arzeia theorem) 给 出 的 : 为 使 函数 了 
Cla, b] 的 某 个 族 在 C[a.b] 中 是 相对 紧 的 , 其 充 要 条 件 
为 这 个 族 一 致 有 界 和 等 度 连 续 ， 这 条 定理 可 推广 到 一 
个 度量 紧 统 天 到 另 一 个 度量 紧 统 了 的 连续 映射 的 度量 
FECA RRE. AEB C. Y) TME A 
是 紧 的 ， 其 充分 必要 条 件 为 4 中 的 映射 是 等 度 连 续 的 . 
空间 C(X, 了 中 两 个 映射 了 和 #5 间 的 距离 由 下 式 给 出 : 


pf. g) = sup px) g(x),. 


#* xW 

11] Anemanapos, I. C., BERERE e TEOpH MHOMECTE 
# ouye Tononormo, M. , 1977 {中 译本 ; TL C. W 
Bi KPK. RSR EH., Lp. Ww % nF 
W. 1954; 下 山 ， 商 等 教育 出 版 社 ，1955) ， 

[2] Komoropos, A. H., Dos C. B., ” EMEHTET teopHH 
由 yemHg a (byayruaosasssaoro amamma, 5 w30., M., 
1981 (中 译本 ; A H. RAE K. C.B. 3 HH. sñ 
ie sebr. *&—, ASRAH. 1958). 

Jl. R. Kynpspuca 3 
[RH Ar 定 二 也 称 为 关于 紧 度 量 空 间 YERA 
数 的 Ascoli Arzelá 定理 (Ascoli- Arzelà theorem). C (Xy 
中 的 番 数 序列 { 及 是 相对 紧 的 (relatively compact )( 即 集 
合 { 丰 } 的 闭 包 是 紧 的 )， 只 要 该 序列 是 一 致 有 办 的 {也 
称 作 等 度 有 界 的 (equibounded )), 即 sup,sup, | f, (x)i< 中 ， 


以 及 是 { 按 n) 等 度 连 续 的 ， 即 
Hm sup |f.(x)Í|f, (x) 50. 
SD dartz.’ 
pEi . 
[A1] Bourbaki, N., Elements of mathematics. General 
topology. Addison - Wesley, 1966, Chap. 10 ( # B 3 
X). 
[A2] Yosida, K.. Functional analysis, Springer, 1978 【中 
译本 : sN HIMHE, EA K. ARA Aht. 
1980). 
[A3] Vulikh, B.Z. , Introduction to functional analysis, 
Pergamon, 1963 (HERBA). 史 树 中 W 


连续 函 子 [ coatiuous functor ; mempepbanarsrñ 中 Ymxrop ] 

“与 极限 可 交接 的 函 子 "的 概念 的 同 祥 词 . 设 9 与 
E 为 有 极限 的 范畴 ， 一 个 OE T F 3 — G WK 
为 连续 的 (continuous), WWE F FI J Q 一 器 都 
有 Filim J)=lim JF. 这 里 的 多 是 一 个 任意 的 小 图 概 形 . 
更 具 悼 地， 上述 等 式 的 意 习 如 下 : 如 果 (4; pp DE 
D) 是 图 的 极限 , Hi ep: A 一 JDD ë Ob Tp ) Ë 
出 现在 极限 定义 中 的 态 射 ,那么 (F(A); F(u,), D € 
Ob TP EAJF: 9—6 的 极限 . 

—F BT F: A 一 总 是 连续 的 , 当 且 仅 当 它 与 任意 
一 旗 对 象 之 积 可 交换 , 也 可 与 任何 态 射 对 的 核 可 交换 ， 
K. 困 到 集合 的 范畴 的 每 个 基本 函 子 HN(XY) = H, (A, 


XX) 都 是 连续 的 . M. UL peo j 
(HHE 
pere 

[AL] MacLane,S.. Categories for the working mathemati- 


cian, Springer, 1971. HEHA W 


连续 群 [continuous group ; seopepemnaa rpynma] 
空间 R'a C" 上 -- 些 光 涡 或 解析 变换 构成 的 群 ， 
这 些 变换 光滑 地 或 解析 地 依赖 于 一 些 和 套数 ， 在 Lie 群 
理论 的 基础 工作 (3, Lie, H. Poincaré, E. Cartan, H. 
Weyl 和 其 他 人 } 中 考 虚 的 就 是 这 种 连续 群 . 当 所 依赖 
的 套数 只 有 有 限 多 个 时 ， 连 续 群 称 为 有 限 的 ， 它 对 应 
的 近代 概念 为 有 限 维 Lie 帮 (Lie group) ， 当 参数 表现 
为 函数 时 ， 就 称 之 为 无 限 连续 群 ， 它 对 应 的 近代 概念 
JERAR (pseudo - group) ， 当 前 (1988) “连续 群 ” 
W PT M JE Rk topological group) ([21). 
大 考 文献 
[1] Lie, S. and Scheffers, G., Vorlesungen über Transfor- 
mationsgruppen, Teubner, 1893. 
[2] Tompa, JL C, Happee Pym 3 axr, M., 
1973 (中 译本 : J| C. RENEE, ERCE, 
下 )， 笠 学 出 版 社 ，4978) 
[3] Bourbaki, N., Elements of mathematics. Lie groups and 
Lie algebras, Addison - Wesley, 1975 (EGET ). 
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连续 格 [continuous lattice ; nenpeprmsau peureTwa ] 
(El ”一 种 类 型 的 完全 格 (complete lattice), 最 初 是 
D. S. Soott 以 这 个 和 名称 对 它 进 行 研究 的 ([ 和 名], [A2]). 
CHA ERTER HERAA. ER A 
常 是 精 一 个 辅助 关系 来 下 定义 , 那 是 一 个 可 以 定义 在 竹 
MEER ARRATEK {way - below relation ). 
PR b # WETER abea) 如 果 对 A BJ E 
~- 具有 supS 2 a ËJ fP F E S. 55 a se S, 使 得 
s Zb. 所 有 各 向 低 于 a Bb UKHU — 3848 t (a) ( X 
B.L EP WR sup! >a 的 理想 | 之 交 ) ; 苦 对 于 每 个 
aS A RA supt (a) =a, 就 称 4 是 连续 的 . 因此 ， 连 
AE TR N partially ordered set}, EHRT 
子 集 都 有 上 确 界 ,并 且 , 每 个 元 素 都 是 所 有 各 向 低 于 它 
的 元 素 的 上 确 界 ， 完 全 格 中 的 元 圳 中 ,当日 仅 当 a < 
时 , 才 是 紧 的 (compact) ,或 有 限 的 (finite); 由 此 得 出 
ESH (alpebraic lattice } 是 连续 的 ,事实 上 ,连续 格 可 
以 刻画 作 慌 数 格 在 保持 有 向 上 确 界 的 映射 下 的 收缩 
É. 连续 格 还 可 以 用 方程 的 形式 来 刻画 ' 它们 正 是 那些 满 
是 如 下 的 完全 分 配 律 


inf sup a, = sup inf 2, o 
jel jel, JEF iSl 

《其 由 下 是 由 选择 函数 | 一 Ua J, ERDERA) RE 
全 格 ， 这 里 集合 La, , :jEJ 1 对 每 个 i 都 是 (上 )} 有 问 的 . 

特别 地 ， 完 全 分 配 格 (completely distributive lattice ) 
是 连续 的 ;反之 ,可 以 证 明 ,如 果 4 E (HR) 分 配 竞 

ME 4 FAT 都 是 连续 的 出 4 是 完全 分 配 的 ， 

ELA L, REES. hA MA L L, A 
ERLA RRR ERA HRS ARKEA L, L]. 
关于 点 态 偏 序 基 个 连续 格 ， 连续 格 与 这 种 函数 组 成 的 
范畴, 是 个 Descartes 闭 范 随 (Cartesian closed category) 

LA (closed category》 ) . 

在 连续 格 的 研究 中 ,有 了 下 种 重要 的 内 前 所 扑 ， 一 全 
完全 格 AFH Soott 拓扑 (Scott topology)， 是 以 这 种 
Cs44 作 为 它 的 开 集 , 即 忆 足 L (upper set) (ha € U 
与 4 Sbi be U),3B U A ESI5J 858 Br UE A (EB 
5 是 有 问 的 与 sup S EU, SJiS S UZ $). 二 完全 格 之 间 
的 函数 ,在 Scott 拓扑 下 昆 连续 的 , 当 和 且 仪 当 它 梨 持 有 向 
上 上 确 界 ; 因此, 4 的 Scott 开 子 集 正 是 那些 以 Scott 连续 映 
射 4 一 {0 ,1 为 特征 函数 的 了 于 集 ， L Soott 拓扑 的 
ERR. IE Et F T, Aite B] $ 8& (category) 中 的 内 射 
对 象 (关于 子 空间 的 包含 ,网 内 射 对 象 {injectivc obje) 
QAI) ;这 又 等 价 于 :它们 是 Sierpinski 空间 {Sierpinski 
space )【 赋 以 Seott 拓扑 的 二 无 格 10 ,1 站 的 竹 的 收缩 
核 . 第 二 种 内 洱 拓 扑 , 即 Lawson 拓扑 [Lawson topo- 
logy), ERIE TFEÆA Soott FAAET URA {bhe A: 
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baj., aA) 的 余 集 . 这 是 个 Hausdor 任 拓扑 (不 同 
F Sot 拓扑), 且 又 是 紧 拓 大 ,在 此 所 盾 下 ,二 无 变 运 算 
Ax A— A 是 连续 的 ; 此 外 , 具有 Lawson 拓扑 的 连续 
格 可 以 刻画 作 那 样 的 紧 Hansder 作 拓扑 变 半 格 , 即 对 
它们 上 映 于 单位 区 间 [0 ,1] 内 的 同 态 所 成 的 连续 半 格 能 把 
点 分 开 { 这 种 半 格 有 时 称 作 CR) Lawson 半 格 (Lawson 
semi- lattice)) ([A2] , [A31). 由 此 又 得 到 连续 格 的 另 
一 个 纯 格 论 的 好 画 : 除 同 构 不 诗 外 ,它们 是 从 ,1] 的 颇 
集中 的 这 种 子 集 , 即 关 于 有 向 上 确 界 与 任意 下 确 界 是 
HHW. 

在 由 拓扑 空间 (topological space) 的 所 有 开 集 所 成 
HEt. ERLA, RFE- ENK, W U KS V, 
则 有 关系 UE 了 了 成立; 由 此 得 知 一 个 局 部 紧 空 间 (locally 
compact space) (或 者 局 部 报 紧 空间 ) 中 的 开 集 格 是 连 
续 的 , 反之 , (有 限 ) 分 配 的 连续 格 正 是 局 部 紧 拓 扑 空 间 
中 的 开 集 所 成 的 格 ([A4]}. 局 部 紧 空间 中 开 集 格 的 连续 
性 ,与 汕 数 空间 的 良好 性 质 密 切 相关 ,对 于 后 者 ,要 求 定 
义 域 空间 是 局 部 紧 的 ([AS$] , [A6]). 

通过 自然 态 射 [ 工 , 工 ] 一 上 的 选 代 和 使 用 反 向 极 
限 的 构造 ,Seott 把 任 一 连续 格 钳 信 一 个 连续 格 D. ,后 
者 自然 同 构 于 [了 。, Do]. 于 是 在 这 种 连续 格 D. 中 的 
每 个 元 素 了 了 可 作为 定义 域 的 - -个 自 映 射 ， 峭 车 自 映射 是 
范畴 中 的 态 射 , 则 道 定理 也 成 立 ,作为 一 个 推论 , A 六) 
型 的 自作 用 得 以 有 效 地 定义 ,因此 ,连续 格 D. 都 是 4 
演算 (1 - caleulus ) 的 模型 . 

连续 格 概念 的 一 个 推广 星 连 续 前 有 序 集 的 概念 
([A7]). 进一步 推广 到 连续 范 酶 (oontinuous cate- 
gories ), 也 已 经 被 研究 ([A8]). 定义 连续 前 有 序 集 
(continuous poset), 是 在 连续 格 的 定义 中 ,以 较 弱 的 掉 
定 :“ 所 有 的 非 空 上 有 向 集 有 上 确 界 . 以 及 所 有 的 集合 {x: 
x<<y} 孝 是 上 有 向 的 ”, KRE L PATERA Li 
界 这 一 要 求 . 

对 于 连续 前 有 序 集 ,有 Doaipar ii ( Pontryagin 
duality ) 性 型 理论 . Hausdorff # lš] X H., 由 开 子 集 所 成 
的 格 o), SEKH XERME, d ETER. 
在 这 种 情形 下 , 它 的 HoaTparug 对 偶 是 由 紧 子 集 所 成 
的 集合 ,并 且 以 集合 的 友 向 包 会 作为 序 关系 . 

范围 [domain} 是 一 个 连续 前 有 序 集 , 在 其 中 ,首先 ， 
每 个 元 宗 都 是 紧 苑 的 上 确 界 ,其 次 ,存在 可 数 才 小 紧 元 ， 
最 后 ,每 个 有 上 界 的 集合 都 有 上 确 界 . 范围 在 高 级 程序 
语言 的 语义 学 中 有 应 用 ; 这 方面 的 介绍 可 见 [At4] 与 
[A15]. 

连续 格 理 论 的 一 个 详细 论述 由 [A9] 给 出 ,一 个 较 精 
简 的 介绍 载 于 [A10] 的 第 七 章 . 文献 [AL] 讨论 这 一 内 
容 舶 某 些 新 近 的 发 展 ， 并 且 包 含 直到 1985 年 为 止 有 关 
连续 格 的 大 量 文 献 . 

连续 格 是 Dana S. Scott 所 引 人 的 {fA1], [A121)， 
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H 3 E 3341800 — TARALAR, AAAA 
论 ， 使 得 -个 “计算 " 通过 “有 限 通 近 ” 来 逐步 通 近 ， 

不 应 当 把 连续 格 与 连续 几何 (continuous geometr- 
ies} 相 温 靖 ,后 者 是 一 类 全 然 不 同 的 完全 格 . :关于 连续 
几何 的 概念 , 见 正 交 模 格 (orthomodular lattice). 
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连续 映射 [ continuous mapping ; benpephiemoe oroĝpoke- 


we | 

从 抓 扑 空 间 拓 到 拓扑 空间 YY 中 的 上 映射 fix ~ Y, 
使 对 任 一 点 x€ X fi BJ £ fix) WE- V = 
V (J (x.)), FE xe RR USU), EUF. 这 个 
EE K fE A 92 gk SE PE EJ SE pR E SX 05 53 EHRE [ 见 
连续 函数 (continuous function)). 1 B E kk W) S$ 
EEX. Aim kS f: X Y, 3 H IV 4 T 2 
人 条件 之 一 成 立 : 

a) Y 中 任 一 开 集 G 的 原 象 f (G) 是 天 中 的 开 集 . 

b) Y 中 和 任 一 闭 集 下 的 原 象 广 '(F) E X RKR. 

c) 对 性 一 集合 4 多 fd) SUA (Hl 6 S Eu fE 
象 的 闭 包 中 ). 

连续 函数 的 概念 ， 早 山 由 B，Bolzano 和 A. L. 
Cauchy 作 过 精确 叙述 ,并 在 19 世纪 数学 中 起 着 重要 作 
H. 无 处 可 微 的 Weierstrass MA, “Cantor 阶梯 "以 
E. Peano 曲线 指出 必须 讨论 连续 性 的 更 特殊 情形 . 5 
考 虞 更 一 般 对 象 一 一 招 扑 空间 的 连续 映射 时 ， 选 
择 特殊 类 型 的 映射 的 必要 性 变 得 更 为 迫切 . 人 们 会 提 到 
下 列 重要 类 型 的 连续 有 映射 :拓扑 映射 或 同 三 (homeomor- 
phem), WARS (perfect mapping), 闭 映 射 (closed map- 
ping), F St (open mapping), WRAS (quotient mapping). 
#f:X *YRlg:Y > 是 两 个 连续 有 映射, 则 它们 的 复合 
gof: X> Z, MES xA YS Z 也 是 连续 的 ， 任 一 便 
等 映射 万: 于 -~ 三 显然 是 连续 的 . TE, 拓扑 空间 和 连 
续 映 射 构 成 一 个 范 团 . 

拓扑 学 的 目的 之 一 是 对 空间 和 映射 分 类 : 它 的 本 质 
在 于 下 面 所 精 选 的 三 个 有 刻 切 联系 的 基本 问题 ，1) 在 
FARAT, 某 个 确定 类 .wx 的 每 个 空间 , 在 属于 类 的 
连续 映射 下 能 够 害 映 射 为 类 .# 中 的 其 个 空间 ?2 由 什 
人 么 内 在 的 性 质 能 够 刻画 属于 类 MC 的 空间 , 该 空间 是 包 
RER M 的 连续 出 射 下 类 中 的 空间 的 象 ? 3) 设 
Homt{w w) EER RE, CEREA v 中 的 
空间 , TEREX 岁 中 的 空间 , 且 设 2 是 另 一 类 映射 . 
类 Hom (.w , #)í Y 的 映射 具有 哪些 性 质 ? 

特别 地 , 这些 一 般 报 述 包含 下 列 问题 ， 在 一 类 或 另 
— BR F , 从 一 个 空间 变 搞 到 它 的 象 或 它 的 原 象 时 ， 
哪些 拓扑 性 质保 持 不 变 ? 1) £— n 维 空间 (在 维 数 dim 
的 意义 下 ) 能 本 质地 映射 到 n 维 立 方 体 上 ( 见 本 质 映射 
(essential mapping)) 2) 点 态 可 数 菇 在 完满 {甚至 在 
双 因 子 ) 胰 射 下 被 保持 , 3) 设 .wr 是 具有 可 数 基 的 零 维 空 
BX, 多 是 具有 可 数 基 的 nm 维 空间 类 , 则 类 Hom (v, F) 
Fi AER y £ b E (n+l) 重 的 . 

这 类 的 第 一 个 特定 问题 早 在 半 个 多 世纪 以 前 就 解 
决 了 . 例如 ,任意 紧 统 都 可 表示 为 Cantor 完满 集 的 连 
续 象 【入 percahurhoB 定 理 ( Aleksandrov theorem }}; 
FR Arl 8369 8 EL SEARA 2; EE $k NAT S Jl 
的 开 连 续 象 ( Hausdorff 定理 【Hatsdorff theorem )); 


局 部 连通 连续 统 被 描述 为 ”个 区 间 的 连续 和 龟 ， 这 些 则 
BERR, AAE A 7 — 9 k = [5] 2 [BJ ñB l EL 3 # ll 
题 ,而 且 也 学 致 一 些 有 趣 的 新 空间 类 的 出 现 ， 例如 ,二 
HES th E p E], SMS n ETEA AEAN. 

作为 十 数论 基础 的 实 值 连续 困 数 , 即 从 折 扑 空间 到 
R 的 连续 映射 的 酸 念 ， 在 一 般 拓扑 学 里 也 起 着 重要 作 
FR. 这 里 首先 必须 提 到 的 是 Yro 引 理 (trysohn 
temma ) ， 美 于 从 正规 空间 的 团子 集 的 连续 孙 数 扩张 的 
Brouwer - YppwoH 定 FB ( Brouwer - Urysohn theo- 
rem ), 完全 正则 空间 (oompietely -regular space ) BJ A. 
H. Tuxogos 定义 , 和 Stone-Weierstrass 定理 (Stone - 
Weierstrass theorem) . 这些 研 究 和 其 他 研究 开创 了 
ERAK, CHAREE EAIiE E Ai 
十 分 趟 窗 . 

维 数 理论 的 本 质 部 分 是 通过 一 类 或 另 一 类 映射 , 变 
换 到 象 或 原 象 时 空间 的 维 数 特征 的 性 状 的 研究 ， 其 
中 ,zs (368.6 上 映射 ,ww 上 映射, 本质 映射 , 有限 对 多 重 映射 、 
可 数 对 多 重 映 射 , 零 维 映射 、n 维 映射 等 起 关 重 朗 作 
H. 这 里 , 连续 映射 的 方法 导致 了 出 发 点 完全 不 同 的 一 
般 拓 四 领域 之 间 的 相互 充实 各 相互 联系 ， 刘 如 县 有 直 
观 上 几何 意 立 的 维 数 理论 和 抽象 特征 的 基数 不 变量 理 
论 

维 数 的 特征 之 一 基 从 财 子 集 到 ”和 维 球 的 连续 上 映射 
扩张 的 可 能 性 ,这 是 砚 射 扩张 定理 的 变形 之 一 ,如 同和 
它 紧密 联系 的 不 动 点 定理 一 样 ,在 现代 数学 的 各 分 支 ， 
诸如 拓扑 ,代数 .函数 论 , 污 阔 分 析 和 微分 方程 中 是 极其 
重要 了 的 ， 

研究 得 最 好 的 连续 映射 类 型 之 -- 足 完满 不 可 约 映 
B (perfect irreducible mapping ). 正则 空间 的 总 对 
形 (absolute) 上 的 定理 刺激 了 这 个 领域 里 研究 的 整个 
进程 . 特别 地 ,绝对 形 的 概念 已 扩张 到 所 有 Hausdorff 
空间 迷 ， 和 连续 映射 的 概念 密切 相关 ,出现 了 心 邻 近 的 
概念 , 它 能 给 出 任意 紧 统 的 所 有 完满 连续 原 象 的 内 在 描 
述 . 不 可 约 和 连续 上 映射 理论 到 所 有 Hausdetrf 空间 类 的 
椎 广 , 说 明 连 绎 映射 对 非 正 网 宝 间 的 研究 是 不 适当 的 ， 
而 在 这 个 情形 下 考 虚 9 连续 映射 完 为 自然 . 

从 所 有 单 变量 或 镍 变量 的 数值 明 数 类 中 选择 一 致 
连续 耶 数 成 为 导致 一 至 拓扑 (uniform topology) 概念 
的 研究 的 一 个 起 点 . 

某 类 连续 时 射 成 为 收 纠 核 , 样 条 和 (下) 同调 论 的 理 
论 基 础 &UK Rh B (multi - valued mapping) 理论 的 各 
个 方面 在 现代 数学 中 起 着 主要 的 作用 , AX Euclid sx 
间 的 连续 喘 射 的 一 些 问题 由 于 它们 包含 了 丰富 的 思想 
mi AAH. 
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[2] Bourbaki, N.. Elements of mathematiss ， General 
topology, Addison - Wesley, 1966 (HFHH X). 
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Mupaxum, 3 A., OÖmaa 

B. B. Dbennpsyk EE 
[ 补 注 】 — BLS 23 n 重 的 fn - fold), 如 上 果 它 的 每 
个 纤维 最 多 有 1 TA (PRSH n TAHR). 

上 面 提 到 的 Brouwer - Ypheos 定理 ( Brouwer- 
Urysohn theorem) -- 般 称 为 Tietze - Vppicon 定 理 
(Tietze - Urysobn theorem)， 关 于 度量 字 间 是 PL 
Tietze 证 明 的 ,关于 正规 空间 是 TI. C. Yeron 证 明 
的 . 

局 部 连通 连续 统 是 单位 区 间 的 连续 象 这 一 陈述 , 通 
常 称 为 Hahn - Mazurkiewicz 定理 【Habn - Mazurkie- 
wicz theorem). 

关于 连续 是 数 环 更 多 的 内 容 在 [A1] 中 可 以 找到 . 
参考 文献 

[A1] Gülman, L. and Jerison, M., Rings of continuous func- 
tions, V. Nostrand - Reinhold, 1960. HEME 


连续 算 子 [continuous operator ; uenpepomasrü omeparop ] 

— iiie M X (一 般 说 来 它 也 是 向 量 空间 } 的 子 
# 找到 一 个 同样 类 型 的 空间 中 的 连续 映射 4, 明确 
地 说 , — TRIA: M — Y(M X), EA x S M tE 
续 的 , 指 对 于 点 Ax, bJ e PL SS aR V e Y , A x, 0 38 58 
Uc X, A(MÜU)C V; -- 个 映射 4:M 一 了 在 集 
合 训 上 是 连续 的 指 它 在 M 的 每 个 点 处 是 连续 的 . 

为 了 一 个 算 子 4: 朵 一 了 在 中 上 是 连续 的 ,必须 且 
RM ATETA M H< Y. it a HEE 
站 中 .一 个 开 { 闭 ) 集 在 M ERA., A NH)=M 门 6 ,这 
里 @G 是 中 中 的 开 ( 闭 ) 集 .对 于 连续 算 子 , 链 法 则 成 立 : 
设 4:1 一 7(MCcYI) 在 时 上 (或 在 me 好 处 ) 是 连续 
W, B:N Z(NC Y)# N E (s y, = N kb) E: £ 
EA. hI Q = MÍ YA NEIE EA (ER yy=Ax,), 352 
BoA # Q ERE x, 处) 是 连续 的 . 

= X 55 Y Raih kz lal, 4 是 一 个 定义 于 线性 
子 空间 上 上 且 取 值 于 了 中 的 线性 连续 算 子 时 ,那么 
4 在 了 的 基 个 点 《例如 原点 ) 的 连续 性 葡 洱 4 在 整个 工 
上 的 连续 性 , 在 拓扑 向 量 空间 YX 的 -- 个 子 六 形 工 上 的 连 
W 了 在 L 上 是 有 界 的 , 即 任何 有 界 集 NN 二 上 的 象 在 Y 
中 是 有 界 的 . mE XS YETA. IMA N WR YEA 
A(N) 的 紧 性 ， 
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一 个 算 子 4 在 好 上 是 一 致 连续 的 (uniformly con- 
tinuous), 指 对 于 原点 的 任何 邻 域 VEY, 存在 原点 的 一 
TPR Uc X, 使 得 x 一 ys 蕴涵 Ax—Ay ep 在 拓扑 
向 量 空 间 的 一 个 线性 子 流 形 上 的 线性 连续 算 子 必 在 这 
个 子 流 形 上 是 一 致 连续 的 . 

除了 连续 性 之 外 ,还 引 作 一 个 算 子 的 可 数 连续 性 的 
概念 , 一 个 算 子 A: M — Y f x, € M 处 是 可 数 连 续 的 
{countably continuous), 指 对 于 任何 序列 x — xs, 
[xC M, # Ax, — Ax, .对 于 可 座 量 化 的 空间 ,连续 
性 与 可 数 连 续 性 一 致 , 

#*-s 
[1] Kozmaoropona, A.H., Comm, C. B., 3JEMEHTRa TOE 

中 ar 中 ytINOoanpaoro AHATA , S an. M., 1981 

【中 译本 : A H MORE ASK, C B. WH, Ak 

BERAE, W S K PIB Rtt. 1957). 

[2] Kasropanaq , JI. B. , Agunon, T. H. , Dyuxruioua map 
aama. 2 ma., M., 1977 (中 译本 JI. B. Kanropongu, 

T. IT. Awos, EASi, MARAH, LER, 

1982}. B H Co5ones 所 


t 补 注 ] 在 西方 文献 中 , 倾向 于 把 术语 “ 算 子 " 保留 为 
向 量 空间 之 个 的 一 个 映射 .网 [Al] ，[A2] . 
参 海 文献 
[A1] Dunford, N. and Schwartz, J. T., Linear operators, 
General theory, 1, Interscenee, 1958. 
[42] Taylor, A. E. and Lay, D.C., Introduction to func- 
tional analysis, Wiley, 1930. FAC W EPM 校 


EN T: [continuous representation ; BeNpephIBEHOe mpenc- 
THBTeHRE ] 
拓扑 群 ( 半 群 . 代数) 区 在 拓扑 向 量 空间 EE 中 的 线性 
表示 Tt, 使 得 Ex 到 下 内 的 映射 p: (€x) + mix)£ 
(V EE, xeX) 是 连续 映射 .车 颇 射 mg 甘于 5 及 x 
分 别 为 连续 的 ， 那 么 在 某 些 情 形 (《 例 如 ， 当 故 为 局 部 
RKE Tü E 3 Banach Z Wit), p 自动 地 关子 (Z.x) 
HEZEA, WMA nr KERER. A Ú Mirem # 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AI] Warner, G., Harmonic analysis on semi- simple Lie 
groups, 1, Springer, 1972. 许 以 超 译 石生 明 校 


连续 截面 [continuous section ; menpepbmuoe cewenwe] 
拓扑 空间 天 到 了 的 连续 映射 三 :三 一 子 的 象 /GX) 
上 的 一 全 连续 映射 及 :JI 一天, Eh 是 CX) 上 
HES RA. 
M. H. Boiigexogceuit E PRR. FRE CER PE 


表示 的 连续 系列 {continuous series of representations ; 
Henpepsmnas cepka mpeeTapneeit] , 表示 的 主 系列 


(principal series of representations) 

出 现在 局 部 紧 群 G 的 正则 表示 (regular represen- 
tation) 分 解 中 ， 但 不 属于 该 群 的 于 示 的 离散 系列 
(discrete series of representations) 8) BJ #9 N 3 ;kK 
W. WE GAEE Lie 8, G=KAN 25 G Ë 3 185 
解 (Iwasawa decomposition), M 9 K i: À B) Ptk 
子 ， 则 C 的 表示 的 非 退 化 连续 主 系列 是 由 群 B= MAN 
的 在 入 上 平凡 的 有 限 维 不 可 约 西 表示 诱导 的 不 可 约 丁 
表示 族 . 

表示 的 补 ( 或 退化 ) 连 续 系 列 : 局 部 紧 群 G 的 出 现在 
表示 的 补 系 列 (complementary series of representa- 
tions) (或 表示 的 退化 系列 (degenerate series of repre- 


-sentationrs}) F, EPEMA (作为 如 的 对 前 空间 中 


的 子 集 ) 的 不 可 约 西 表示 族 构 成 表示 的 补 (或 退化 ) 连 续 
系列 ， 表 示 的 非 退 化 连续 主 系列 的 解析 开拓 是 由 号 的 
所 有 可 能 的 在 N 上 平凡 的 有 限 纵 不 可 约 表 示 所 诱导 的 
G 的 表示 族 ( 一 般 而 言 , 非 西 表 示 ) .这 个 族 在 实 半 单 Lie 
代数 的 表示 论 和 这 类 和 群 上 的 调和 分 析 中 扮演 了 决定 性 
的 角色 :特别 ,G 在 Hilbert 空间 中 的 任意 完全 不 可 约 表 
示 无 穷 小 地 等 价 于 表示 的 非 巡 化 过 组 主 系列 的 解析 开拓 
的 表示 之 一 的 某 个 商 宕 示 的 子 表示 . 亦 见 Lie 群 的 无 穷 
维 表 示 (infinite - dimensional representation). 

参考 文献 


[1] empang, H. M., Halhapm , M. A, Vunrabusg pe 
IRTANKHUR KJPKCCHSEPCKHX pym , M. - JI,1950. 


[2} Kupunmop , A A, DJEMEHIbI TeoDHH uUpencrannosuB. 2 ` 
ma, M., 1973 (ŻE: Kirilov, A A., Elements of 
the theory of representations, Springer, 1976). 
[31 Warner, G., Harmonic analysis on semi-simple Lie 
group, l-2, Springer, 1972. A H Urep 所 
【 补 注 】 在 西方 文献 中 ,常常 用 主 系 列 这 个 术语 来 代 
符 非 退化 连续 主 系列 .注意 上 面 的 有 =M4N 是 极 小 
抛物 子 群 (minimal parabolic subgroup). 有 时 也 说 
(广义 ) 主 系列 表示 为 : 设 G 为 连通 半 单 矩阵 群 , PSG 
为 尖顶 (不 必 极 小 ) 扫 物 子 烙 , 取 定 Langlands 分 解 (Lan- 
gands decomposition)P=MAN, 其 中 N 3⁄3 2 # 
基 , A 为 向 量 群 . 设 5 为 M 的 离散 系列 表示 ,Y 为 4 的 
( 非 西 ) 特 征 标 . 诱导 表示 


Ind* 估 多 ?的 1 (正规 归纳 ) 


称 为 广 久 主 系列 表示 (peneralized principal series rep- 
resentation), 当 ， 为 本 的 ,这 些 表示 在 G 的 Harish- ` 
Chandra 的 Plancherel 公式 【Plancherel formula ) 中 出 
现 . 上 面 一 段 未 尾 中 提 到 的 结果 通常 称 为 子 商定 理 
{subquotient theorem): G 的 任何 不 可 约 可 答 许 表示 
能 标准 地 实现 为 一 个 广义 主 系列 表示 的 子 商 . 
参考 文献 

[AI] Knopp, A. W., Representation of semisimple proups, 


Princeton Univ. Press, 1986. 
[A2] Vogan, w. D. A. Representations of real reductive 
Lie groups, Birkhäwmer, 1981. . 
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连续 入 [continuous set; genpepemnoe Muowecrmo ] 
(EFR (ordered set) X, 它 的 每 个 与 分割 都 
E Dedekind $r ml (Dedekind cuts), H i -个 把 x 
分 成 两 个 非 空子 集 Y, 和 巧 :的 分 割 ,只 要 Y, 的 每 个 元 
素 都 小 于 天 的 每 个 元 素 , 则 或 者 是 x 有 一 个 极 大 元 而 
X, 无 概 小 元 ,或 者 是 到 无 极 大 元 但 XA - E s r. 
M. H. Boñnexoscxuñ #E 
GHE 于 是 连续 集 是 条 性 完全 格 (conditionally - co- 
mplete lattice), È EMEF. 在 西方 文献 中 , 不 使 
用 “* 连 续集" 这 个 词 . Kk: 译 


连续 统 [ comtirmman ; koaTeagyyw ] 

EZAK Hausdorff 空间 ( 见 紧 空间 (compact 
space)). 一 个 连续 统称 为 暗 化 的 , 如 果 它 是 由 一 点 组 
RA. 可 度量 化 连续 统 类 是 特别 重要 的 ， 连续 统 的 例 
FA: 闭 线 段 , 圆 ， 凸 多 胞 形 等 . Hausderff 紧 统 (X. p) 
( 即 共 有 度 基 PP 的 可 虎 量 化 紧 统 ) 基 连续 统 当 旦 仅 当 对 
圭一 对 点 a, be X 及 任意 E>0， 存 在 连接 这 些 点 的 有 限 s 
链 . 邵 考 中 的 点 列 lx O fx =a,x =bE p(x,， X.) 
<E BJ Fat tak ERR t E Esta. E 
续 统 的 拓扑 积 是 连续 统 , 连续 统 的 连续 象 是 连续 统 ， 
Hausdorff 紧 统 的 连通 分 支 是 连续 统 ， 连 续 统 的 递减 序 
列 的 交 昆 连续 统 ， 连 续 统 不 能 分 解 为 非 室 不 相交 闭 集 
的 可 数 并 ( Sierpiñski 定理 {Sigipifiski theorem)). 

每 .局 部 连通 度 最 连续 统 是 闭 区 间 的 连续 象 
( Hahn - Mazurkeiwicz 定 理 t Hahn - Mazurkeiwicz 
theorem ))， 非 晓 化 的 连 纺 统 在 蕊 的 两 点 出 是 不 可 约 
的 【irreducible)， 如 果 没 有 真子 连续 统 包 含 这 两， 点 . 
任意 两 点 间 不 可 约 的 连续 统称 为 不 可 约 连 续 统 (irredu- 
cible continuum ). 簿 个 局 部 连通 不 可 约 连续 统 是 简单 
I, MREFA. 


RAS RA 5 Ru 的 所 有 子 连续 统 都 足 不 可 分 解 的 
连续 统 是 不 可 分 解 的 , 当 且 仅 当 它 含有 二 点 ,使 它 们 在 任 
一 者 之 间 是 木 亲 约 的 ; 所 有 遗传 不 可 分 解 可 度量 化 连续 
统 足 辐 胚 的 . 
参考 文献 
[OF Kuratowski, K. Topology, 2, Acad. Press. 1968 (£ Ë 
HEN 
TL C. Anewangpos, J P. 3awbaxume Æ DEH PE 
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连续 统 的 基数 [continuum , cardinality of the ; Inannaay - 
YMA MOUWOCTE | 

基数 (cardinal number} :=2", 即 自然 数 集 的 所 有 
子 集 所 组 成 的 集合 之 基数 , 下 壕 集合 具有 连续 统 的 基数 : 
1 所 有 实数 的 集合 R; 2) 区 间 (0 ,1 中 所 有 点 的 集 
会 ; 2} 上述 区 间 中 所 有 无 理 数 的 集合 ; 4 空间 及 "的 所 
AARRE, Et nE- ESA, 5) 所 有 超越 数 的 集 
合 ; 问 实 变量 的 所 有 连续 函数 的 集合， 连续 统 的 基 
数 不 能 被 表示 为 较 小 基数 的 可 数 和 ., 对 于 满足 2 < x << 
的 任 基数 x, 有 


特别 地 ， 有 


2 _ qt o. Ko Rọ = Nuu = 
ži (continuum hypothesis) 陈述 为 : 连续 统 
的 基数 必 第 -- 个 下 可 数 的 基数 ， 亦 即 

c =R. 


参考 文献 
[1] Kuratowski. K. and Mostowski, A.. Set theory, Nor- 


th - Holland , 1968. 6 A Ehuwom $ Kr 译 


连续 统 假设 [continuum hypothesis ; koarayywM- ramo- 


TEZA | 


H G. Cantor (1878) 提 出 的 一 个 假设 , 是 说 连续 
统 民 的 每 个 无 穷 子 集 或 者 与 自然 数 俩 对 等 或 者 与 民 自 
身 对 等 . 一 个 等 价 的 陈述 是 (使 用 选择 公理 {axiom of 


choice): 


2% =R, 


{ 见 阿 列 夫 (taleph)) ， 把 这 一 等 式 推 广 到 任意 基数 上 就 
得 到 所 亩 小 义 连 续 统 假设 (generalized continuum 
hypothesis): 对 尾音 序数 &, 都 有 


2“ = K... (1) 


记 果 不 用 选择 会 理 ， 广 义 连续 统 假设 就 陈述 为 下 列 
W X: 


vk —3m (k< m < 25), (2) 
RF k.m 8 32 3E3k, THO (2) 9 F Hi Ey gl 
MAG) MA) 和 选择 公理 也 冀 涵 式 (2)， 


fE D. Hitbert 提出 的 -系列 著名 阿 题 中 ， 第 一 个 
问题 就 是 证 明 Cantor 连续 统 假设 (连续 统 问题 


(problem of the continuum J). 在 传统 的 集合 论 方 法 
的 框架 中 没有 和 解 央 这 个 问题 ， 一 些 数 掌 家 们 确信 连续 
统 问 题 在 原 山上 是 不 可 解 的 只 有 在 发 更 将 数学 概念 果 


结 为 集合 论 概念 的 方法 之 后 ， 只 有 在 阐明 用 集合 论语 言 


RO CONTOUR INTEGRATION. METHOD OF 


AGE AI MI H. pJ PA TE XAI E H HR i 9k 2: UE AA 3£ Bl 
的 公理 之 抽 ， 只 有 把 墨 辑 推演 方法 彤 式 化 之 后 ， 才 能 
给 出 -个 精确 的 命题 ， 然 后 来 解决 连续 统 假设 的 形式 
不 可 解 性 的 问题 ， 形 式 不 可 解 性 应 理解 为 在 Zermelo- 
Fraenkel 系统 ZF 中 既 不 存在 连续 统 企 设 的 推演, 也 
不 存在 它 的 和 否定 式 的 推荐 ， 

假定 ZF 系统 是 相 容 的 ，K. Gödel 在 1939 年 建 
立 了 广 让 连 续 统 假设 的 否定 式 在 加 选择 公理 的 YF 系 
ik (ZEC 系统 ] 中 的 不 可 证 明 性 (Gidel HE W (Gödel 
constructive set), 假定 ZF 系统 足 相 窑 的 ，P. Cohen 
在 1963 年 证 明了 不 能 从 ZFC 公理 系统 推出 连续 统 假设 
{从 而 也 不 能 推出 广义 连续 统 假设 ) ( 见 力 迫 法 (forcing 
method )). 

Ryk TEA A 82 P RA ko jx 4 F] 
题 的 回答 依赖 于 对 ZF 系统 相 容 性 的 认识 ， 更 重要 的 
是 ,依赖 于 对 下 述 经 验 事 实 的 认识 ， 妈 每 一 种 有 意义 的 
数学 证 明 {传统 经 典 数学 的 ) Q E Hi B, 就 都 能 在 ZFC 
系统 中 充分 地 表示 ， 这 个 事实 不 能 证 明 ， 其 至 也 不 能 
精确 描述 ， 这 是 由 于 每 次 修正 都 会 引起 涉及 该 修正 的 
充分 性 的 类 仇 问 题 . 

用 模型 论语 言 来 说 ，GSdel 和 Cohen 构造 的 ZEC 
的 模型 中 有 


， m # kem, 
2 = jkt # kz>m, 


其 中 m 是 预先 给 定 的 任意 的 不 可 数 正则 基数 , k 是 
第 -个 比 点 大 的 基数 ,在 ZFC 的 不 同 模型 中 函数 2° 
的 可 能 的 性 质 是 什么 呢 ? 

众所周知 , 对 于 正则 基数 上 , 这 个 函数 只 需 满足 下 
AR l 


kak s Far. k eA) 


其 中 cf (m ) E: 55 m Jt E ËJ 8k |sñ5 3E8% (cardinal num- 
ber). 对 于 奇异 ( 即 非 正则 ) 3C K k, g 2" BG (8 tk Wà 
于 它 在 较 小 基数 处 的 性 质 ， 例 如， 车 对 知 - 一 x < 外 
DRR, MEt amo ERE. 

参考 文献 

[1] Coben, P. J., Set theory and continuum hepotbesis , Ben- 
jamin, 1966. 

[2] Baumgartner, J. E. and Prikry, K., Singular cardinals 
and the generalized continuum hypothesis, Amer. Math 
Monthly., 84 (1977), 2, 108—113. 

B H Tpwmn Ë 
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参考 文献 
[Al] Jech, T., Set theory, Acad. Press, 1978. 
[A2] Kmen, K., Set Weory, An introduction to indepen- 


dence proof, North - Holland, 1980. 
Hi, A M EE 


围 道 积分 法 [ contpur integration, method of, wourvyypuoro 
HHTETPEPOBHBHRS MeT Ol] ' 
MEFE (complex integration, method of), 


ERHAN [ contracting -mapping principle ; extralo- 
max oroðpmkeună npaxuwun| 

一 个 定理 ,断言 完全 度量 空间 (不 , p) (或 这 样 的 空 
间 的 一 个 岗子 集 ) 到 它 自 身 的 映射 了 的 不 动 点 (fixed 
point) 的 存在 性 与 唯一 性 , 如 果 对 任何 的 xx7* ,不等式 


pflx fx) < qo ,x ) (D 


成 立 ,这 里 4 为 某 个 固定 前 常数 ,0 < a< 1. 这 个 原理 被 


广泛 应 用 于 解 的 存在 性 与 唯一 性 的 证 明 中 ,不 仅 对 形 如 
fx)=x 的 方程 适 几 , 对 形 如 了 (x)=y 的 方程 也 适用 ,后 
者 通过 改变 方程 为 等 价 的 方程 f(x)=x 来 实现 , 其 中 
Fx)=x *( f(x)—y). 

本 原理 应 用 的 方式 通常 如 下 :首先 从 了 的 性 质 出 
发 , H — FH $E MC X. 通常 为 一 全 半球 ,使 得 
f(M)S M, 然后 证 明子 在 这 个 集 上 是 一 个 压 第 映射 , 此 
后 , 其 任 意 一 个 元 x EM 出 发 , 物 作 序列 {x,}，x,= 
Xna n=l, 2, …，x 均 属于 M, E k S&T 3: 48 2 
XEM. 这 将 是 方程 f(x y=x BBE 8. 而 x 则 是 逼近 解 
的 序列 . 

一 般 地 说 ， 条 件 (1 不 能 改变 成 


pif hp ARP } (2) 


可 是 ， 如 果 这 个 条 件 在 一 个 紧 集 KELET KRA 
射 到 下 自身 ,那么 它 保 证 了 /的 唯一 的 不 动 点 XE 上 的 
FEE. 

PAE 88 RRE RE. 仍 设 了 映射 完 
全 度量 空间 天 到 Xp HRANT aS p(x; xS 有 


P(O). f < qo Bp(x xz) 


这 里 对 于 0<x 所 8<o ,有 0<g(a,5<1, 那 么 了 在 天 
中 有 了 唯一 的 不 动 点 ， 
参考 文献 
(1] Komayropos, A.H, , Doma. C. B, , DIEMHTH TCOPHH 
yumai a dydxugoganknoro anamna, s gan., M., 
1981( 中 译本 : A. H. fj E k, C.B. RB, AE 
SERII, ay AA At, 1957). 
[2] Kpacuocenmsexañ, M. A. [u np.], paiman PAE 
DEpATOpPHbIN ypaemenmä, M., 1969. 
[31 JIccrcpung, JI. A., CoGomen, B. H. (ORMA hymm- 
HaITEHOrO akamda, 2 waa., M. 1965 (rhik2k: JL A. 3 
斯 铁 尔 尼克 ，B. H. RAAR Ë i jy Fr SK g (第 二 
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TIGE N m. 
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版 ) ,科学 出 版 社 ，1985)， 
[4] Tpeuonm，B . A., Paponamabă anama. M., 1980. 
B. H. Coons Ë 
这 个 原理 也 称 为 压缩 原理 (contraction princi- 
TEA fixed - point 
theorem). 它 为 9. Banach Æ [A1] 中 所 证 明 . AKB 
所 说 的 推广 称 为 KpacnoccJmexuñ 意义 下 的 广 X ERR 
t (generalized contraction mapping) ([A5], [A6]). 对 
于 压缩 映射 思想 的 这 个 推广 及 其 他 的 推广 , 见 [A4]， 
Chapt. 3. 
参考 文献 ， 
LAI] Banach, $., Sur les opérations dans les ensembles 
abstraits et leurs application aux équations integrales , 
Fund. Math., 3 (1922), 7-33. 
[A2] Rudin, W., Principes of mathematical analysis, Mc - 
Graw - Hill, 1953 {中 译本 ; W. 卢 卫 ,数学 分 析 点 理 ,- 
人 民 教 育 出 版 社 ，1979). 
[A3] Willard, S., General topology, Addison - Wesley , 1970. 
[A4] Itrátescu, V. I., Fixed point theory, Reidel, 1981. 
[A5] Kpacnoc bcm , M. A., TOO Oorgseckae METOIM B TEQ- 
DHH Bejmeñrtx unrerpamabx ypaencHmÄ, Mi., 1956. 
(3 kk: Krasnosel'skii, M. A., Topological methods 
m the theory of nonlinear integral equations, MacMIi- 


lan, 1964). 
[A6] Epamoæmeä, M. A. , TIONOWMTENERLE PEURHHA Oricpa- 


Toper ypas, M., 1962 (3% BE Æ: Krasnosel skai， 
M. A., Positive solutions of operator equations, Noor- 


dhof, 1964). Ai FEAR 


【 补 广 】 


收缩 [contraction ; waarae] 、 亦 称 床 缩 ， 

平面 的 一 种 仿 射 变换 ， 在 收缩 之 下 ， 每 个 点 按照 
与 其 纵 坐 标 成 比例 的 奋 离 ， 平 行 于 y BD] x Sh 34 y. 
在 Descartes 坐标 系 中 ， 收 缩 由 如 下 关系 给 出 : 


x = x. y = ky. k >Ü. 


空间 的 平行 于 z 轴 ， 向 xy 平面 的 收缩 , 由 如 下 关系 


给 出 : 

x = x, y = y. z = kz. k>0. 
/ H B. Peepy 摆 

[ 补 注 】 更 经 常 地 ， 收 缩 定义 为 缩减 距离 的 度量 空间 

的 变换 (transformation of a metric space). 上面 定 

义 的 概念 在 西方 文献 中 没有 专门 的 名 称 ， 但 有 了 时 称 


之 为 压缩 (compression). É B. ERF. RER 译 


FE 88 [oontraction ; camme], Æ A- (contracting 
operator, contractive operator) ` 

Hilbert 空间 H Aj Hilbert 空间 H 的 一 个 有 界线 性 
映射 T, 满足 上 T |<1. "S H=H H,- 个 压缩 算 子 丁 称 
为 完全 非 商 的 (completely non - Unitary), 措 它 在 任何 
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EFH THETA FFE — TE R F. Hin., S Y 
位 {对比 于 双 出 称 位 ,后 者 基 丁 的) 是 这 样 的 算 子 . 联系 
于 互 上 的 每 个 压缩 算 子 了 , 有 唯一 的 到 了 约 化 子 空间 
中 的 正 交 分 解 HSH D H, ,使 得 了 = TI, 是 西 的 ,了 ,== 
T| 是 完全 非 酉 的 .T= T, ° T: 称 为 了 的 典范 分 解 
(canonical decomposition). 

H LE MERET 8 — F 8k (dilation) 8 — fE 
用 于 某 个 更 大 的 Hilbert 空间 K ƏH 上 的 有 界 算 子 B, 
使 得 T"=PB",n =1,2,…, RE P £ K EJ H EB Ez 
射影 . Hilbert 空间 互 中 的 每 个 压缩 算 子 有 在 某 个 空间 
K>H EKEK U, 此 外 ,在 如 下 的 意义 下 它 是 极 
Jhe, KÈ {UH < 的 闭 线性 张 成 空间 (Szoke- 
falvi-Nagy 定理 (Szëkefalvi- Nagy theorem)). 通 过 谱 
理论 定义 的 极 小 酉 胶 胀 及 其 函数 允许 人 们 对 于 压 币 算 子 
构造 一 种 玛 数 演算 . 这 本 质 上 已 对 开 单位 图 盘 D 中 的 有 
界 解析 函数 ( Hardy = [B| HRAT. P ys EB Esa 
算 子 了 属于 和 类 , 如 果 有 一 个 函数 4 ee 五 "ui 技 0， 
使 得 ua (T) =0. CG, 类 包 售 于 玉 缩 算 子 芽 的 Ca 类 之 中 ( 指 
当 # omi, T = 0, T" — 0) .对 每 个 C, 类 的 压缩 算 
子 ,有 所 谓 极 小 函数 (minimal function}m 7(X)( 即 是 一 
个 内 函数 ue H” ÆDE |u(a)|S 1, # D RHR EJL 
乎 处 处 有 |ule")|==1) 使 得 mr(T)=0, 并 且 m, (2) 是 所 
有 其 他 的 具有 同样 性 质 的 内 画 数 的 因子 .一 个 压缩 算 
子 了 的 极 小 函数 六 r( 在 也 中 的 零点 集 , 再 与 沿 弧 其 上 
mr(4) 可 作 解 析 延 拓 的 弧 的 并 在 单位 圆周 中 的 余 集 一 
E, 与 谱 ol 了) 相同 . C, 类 压缩 算 子 极 小 函数 的 概念 , 多 
许 人 们 把 这 类 上 压缩 算 子 的 沙 数 演算 推广 到 D 中 基 些 证 
akM. 

不 仅 对 于 单个 的 压缩 算 子 ,也 对 于 离散 的 压缩 算 子 
半 群 {7} 和 =0,1…) 以 及 连续 的 压缩 算 子 半 群 1{T(Sj} 
(0 <s<o), 已 经 得 到 了 关于 西 膨胀 的 定理 . 

如 同 对 于 耗 散 算 子 (dissipative operator), tB XJ H: 
缩 算 子 ,构造 了 -一 种 特征 算 子 值 函 数 的 理 沦 及 基于 此 的 
一 个 函数 模型 ,由 此 可 研究 压缩 算 子 的 构造 及 谱 . 极 小 
函数 与 特征 函数 之 间 的 关系 ( 见 [1]) .由 Cayley 变换 

A = (+T —- T) '. 10T), 
一 个 压缩 算 子 了 与 一 个 极 大 的 增生 算 子 4( 即 4 使 得 ¿A 
是 一 个 极 太 的 耗 获 算 子 ) 有 关 ， 在 此 基础 上 ,可 建立 对 
EAT 出 的 耗 散 扩 张 B (HEH, FET i46 的 
Philips 耗 散 扩张 1B,) 的 理论 . 

对 压缩 算 子 已 发 展 了 相似 性 ,所 相似 性 及 单 胞 性 的 
理论 ,压缩 算 子 的 理论 紧密 相关 于 平稳 随机 过 程 的 预报 
理论 及 散射 理论 ,特别 地 ,Lax - Philips 图 式 ([21} 可 看 作 
Cw 类 压缩 算 子 的 Szükefalvi - Nagy - Foias 理论 的 连 
续 相 似 ， 
参考 文献 
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of operators m Hilbert space, North - Holland , 1970. 
[2] Lax, P. D. and Philipe , R. S5., Scattering theory, Arad, 

Fress, 1967. H C Hongos EE 


HEI 算 子 不 的 一 个 约 化 子 空间 (reducing sub- 
space) 是 一 个 闭 子 空间 KK, 使 得 有 一 个 余 K. M H= 
玉 册 天 ,而 兵 与 兵 ' 在 了 之 干 都 不 变 , 即 T( K)= K, 
T(K') K'. 
参考 文献 
TA1]) ToxGerr, H. L., Kpeiin, M. T. ,Benesgte a Teopmo m- 
HEÄHLA WOCAMOCONDERKEHHALX Opeparopon B rwbõep- 
TOBOñ npocrpancree, M. , 1967 (EEE: Gohberg, 1. C. 
and Krein, M. G. , Introduction to the theory of linear 
nonselfadjoint operators, Amer. Math. Soc., 1970). 
[A2] Tox6epr, H. l., Kpeim, M. T.. Teopug sonmsteppo- 
Bb OMEPATOPOB B rnióepromoñ pocrpagcme H <š 
opoze, M. ,1967( 英 译本 : Gohberg, 1 C. and 
Krein, M. G., Theory and applications of Volterra 
operators in Hilbert space, Amer. Math. Soc., 1970). 
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Lie 代数 的 收编 [contaction of a Lie algebra ; cxarme 
aume6per Jia ] I 

Lie 代数 的 形变 (deformation) H ñi W, 2 ú E 
一 个 有 限 维 实 Lie 代数 . ci 是 它 关 于 一 个 取 定 的 基 e, 
6 的 结构 常数 集 ,A000 <t1) 是 9 的 非 奇 异 线性 
变换 群 中 前 一 条 曲线 , 且 471)= E. 令 e G)= 46), X. 
EMOL TESE AOR 的 结构 常数 . 如 果 当 上 一 0 
时 ct ( 88 3 S cl (的 ,那么 由 这 些 常数 关于 原始 
的 基 所 定义 的 权 数 8 称 为 原来 代数 的 一 个 收编 
(contraction) .收缩 了 也 是 一 个 Lie 代数 ,而 且 g 可 以 
通过 四 的 一 个 形变 而 得 到 . 如 果 9 E. — 4 Lie ## G BJ 
Lie 代数 ,那么 对 应 于 4 的 Lie 8 G BARE G 的 一 个 收 
SB (contraction of the group G}. 
` 虽然 dim 9 =dimy, 但 是 一 般 说 来 这 两 个 代数 不 同 
构 . 例如 ,车 AOE, IA ci =t 一作, 因此 对 于 
这 个 收缩 来 说 , 根 眼 代数 总 是 交 儿 的. 这 个 例子 的 自然 
推广 如 下 : 令 0 是 4 的 一 个 子 代数 ,5 是 u 的 qp k T S 
间 , X [ay ]S 5 县 对 于 每 一 个 ben 来 说 ,4 人 0p =D 对 
ETEL 来 说 , AG)e=rt6. 此 时 在 极限 代数 里 变 成 
的 一 个 交换 理想 同时 4 PORRA a 在 上 的 作用 
RETE. 

FFR, $ G Æ Lorentz #Ë,4 是 它 的 Lie 代数 而 na 
E ea Ja] BJ lig Pe r R O S REH t 2 0 Au 3. 
那么 所 描述 的 8 的 收缩 给 出 了 Galilei # G (W Galilei 
变换 (Galilean transformation); Lorentz 变换 (Lorentz 
transformation))ñ) Lie 代数 . 因此 Lorentz 代数 是 
Galilei 代数 的 一 个 形变 , 而 且 可 以 证 明 ,Galilei 代数 的 


复 化 没有 其 他 形变 ;在 实 的 情形 F, Galilei 代数 也 是 止 
3 Lie 代数 so(4) 的 一 个 收缩 ， 和 由 Lorentz 代数 得 出 
Galilei 代数 的 - -个 等 价 的 方法 是 把 Lorentz 已 数 定义 
为 保持 Minkowski 型 x+y + eer RERA, R E 
SEGT o RE cco, 所 产生 的 代数 就 与 8 Bl 
H. RWE, t Poincaré tt GEN Lorentz 代数 ) 施 
行 形 变 ,就 可 能 得 到 常 则 率 空 间 的 运动 的 de Sitter 代 
数 so 他,1) 和 sof3,2). 相应 地 , 令 曲 率 赵 于 0, 就 得 到 作 
为 de Sitter 群 的 收缩 的 Poincaré BE. 

这 些 代数 之 癌 的 联系 可 以 推广 划 表 示 上 ， 如 果 , 象 
所 述 的 例子 星 那样 , 有 一 个 矩阵 AG0)=lim,_.. Al), 
那么 对 任何 xe5, 的 每 个 表示 S 8 nti F Z= # ER 
kRRRH— TER S 


S(x) = S(A(0)x), 


一 般 说 来 , 道 运算 (表示 的 形变 ) 是 不 可 能 的 . 
参考 文献 

[1] Barut, A. and Racka, R., Theory of group 
representations and applications, PWN, 1977. 

[2] Inönü, E. and Wigner, E. P., On the contraxion of 
groups and their representations, Proc. Nat. Acad. Sci. 
USA, 39(1953), 510 — 524. 

[3] Saletan, E. J., Contraction of Lie groupe, J. Math. 
Phys., 2 (1961), 1 一 22; 742. 
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表示 的 收编 [oontraction of a representation ; cyzeume 
npencrammemuz |], #| + $ + Em F 35 f 

BË X 05 3528 ATE Y (RE X ñu On 3 T Ú E 
了 ) 上 的 收缩 是 群 (代数 ) 了 的 表示 p, 对 所 有 ys 了, 它 由 


AROAREN. 表示 的 收缩 也 称 为 表示 x 到 不 


变 了 空间 或 到 地 群 或 到 子 代数 上 的 限制 (或 简化 } {restric- 
tion (or reduction) of the representation) # x 是 连续 
表 款 , 则 的 收缩 也 是 连续 的 ， A. H. Llllrcpu # 
【 补 往 了 大 信 更 常 说 表示 的 限制 和 表示 的 简化 . 更 精 
确 地 ,车 p: 半 一 End {FV) 是 群 , 民 数 ，…, 的 表示 ， 而 Y 
ETE, TV. Bo 可 限制 到 Y. Rak, W W K 
中 的 一 个 不 变 子 空间 , Wl p AFT X RI (Y) & W PRE 
朱 , 而 产生 该 表示 的 一 个 子 表 承 ;有 时 把 它 称 为 表示 到 
不 变 子 空间 的 简化 ， 表示 的 收缩 (contraction of a 
representation) 更 经 常用 于 下 述 情况 ， 考 典 一 个 代数 了 
(SME) E EFF R ÉS RA V th 05 3828 pi 4 一 Edip). 
设 存在 4 在 RII 上 的 表示 p, pla): V [I] = V @ 
RI — VIN, 使 得 p mod t= o, (E) p00)= p,(a)modt, 
对 所 有 四. RER V [I] 表 孙 系数 在 中 的 t 0 SS 
数 的 模 . TERR 证 称 为 疡 的 收缩 Contraction), p, 
称 为 向 的 形变 (deformation) - ARL, p 是 以 1 作为 


”参数 的 表示 的 (无穷 小 ) 族 . 更 一 般 地 ,还 考虑 同时 将 代 


L Ta mi 


数 4 形变 的 情况 , TER R] 上 的 代数 4 使 A2 
AFAR aR Ë AER 上 的 表示 p. 参见 形变 
(deformation) . 石生 明 译 许 以 超 校 


张 量 的 缩 并 [ tontraction of a tensor; cpeprra Temopa ] 


张 最 代数 的 一 种 运算 , 它 使 得 分 量 为 an Y (p. a> 
让 的 张 最 对 应 于 张 量 
Hi i= 
= a" Mi "1 +a? 1. at: “+a n = 


= g e 
(这 里 的 缩 并 是 关于 指标 对 与 , 产 进 行 的 ), 类 伏地 可 以 
定义 张 量 关 于 任意 上 .下 指标 对 的 编 并 . p 次 共 恋 与 p 
次 反 变 张 量 的 p 蛋 缩 并 是 一 个 不 变量 ， 因 此 , 分量 为 a; 
的 张 量 的 缩 并 是 一 个 不 变量 a' , 称 为 张 量 的 迹 (trace of 
the tensor), iiA Spl) R tra. W 43 Bt 3Ë #4 89 98 3⁄- 
是 这 个 薪 积 关于 其 中 一 个 因子 的 上 标 与 另 一 个 因子 的 
下 标的 缩 并 . A. 6. Tsanoe EZ 


【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Rashewski, P. K. [P. K. Rashevskii], Riemannsche 
Deutsch. Verlag 
RAM 译 


Geometrie und Tensoranalyse ， 
Wissenschaft. , 1959 (HRE). 


压 编 算 子 {contraction operator: COKAEMAIHÄ Deparop ] 


【 补 注 】 范 数 < 1 的 赋 范 空间 (normed space) 上 的 算 
子 (operator). 


ESRR [ contraction semi - group ; Gasm nomyrpyoma ] 

Banach 空间 E 中 线性 算 子 的 单 参数 强 连续 半 群 
(strongly -continuous semi - group) T(t), Og r<, 
T(=], 并 旦 上 Ti 和 1. 在 E Wi 053 -OF A E E 
缩 半 群 的 生成 算 子 (generating operator)( 生 成 元 {gene- 
rator). 当 且 促 当 对 所 有 4 > 人 满足 Hille -吉田 (Yosida) 
RH: : 


1 
p- + 
paan < 


HAZ, TRENTA RA S SR E SE E N Dr, 
R 35 4 E — + Ë X h A T. (dissipative 
operator }. 

Hilbert 空间 中 的 压缩 半 群 已 被 详细 地 研究 过 ,压缩 
半 群 的 等 吻 形 式 是 等 距 半 群 (semi - group of isome- 
tries) (|| Tx |= x || ), 83 gë (uniatry semi - groups) 
TDTO, 自 位 半 群 self - adjoint semi- groups) 
(T (t) =T(t 以 及 正 HER (normal semi- groups) 
(TOTO TGP). 代替 生成 元 A 而 使 用 其 Cayley 


CONTRACTION SEMI - GROUP 823 


变换 B=(A+NA-IY' (EERI (cogenerator) ) # f 
EEK HRE, — oE t t as E k E. H Ë 
半 寿 或 正规 半 群 , 当 且 瓜 当 上 生成 元 分 别 是 等 距 算 子 、 
EAT. 自 伴 竺 子 或 正规 算 子 . 
non -~ unitary), 如果 它 在 任何 不 变 子 空间 中 的 最 制 不 是 
AR. 对 于 -- 个 完全 非 酉 的 半 群 及 任何 x,ye 昌 ,和 有 
(T(t)x,y)— 0{ 当 1 = co 为 了 一 个 压缩 半 群 是 完全 
FAH, RATER MHEN, tea 时 ,有 
ITO)xN 0. 

对 每 个 压缩 半 群 T (t), 有 一 个 到 了 (1) 不 变 于 空间 
中 的 正 交 分 解 H-H DH, EB 50623 WE H, 上 是 
酉 的 ,而 在 H, 上 是 完全 非 要 的 . 

如 果 T(t) E E Hilbert 空间 五 中 的 一 个 庄 缩 半 
群 , 则 有 一 个 包含 五 作为 子 空间 的 更 大 的 Hilbert 空间 
H, 及 在 H 中 的 埋 群 UG, 一 中 <t<< oo, ETO 
=PU(t)( 3t t 20), X Ë p J: H #| H Eñ E EM E . Ë: 
URAR TOW — AAE EE jk (unitary dilation). 
WREE H ERS UUH (0< t<) B R tE 
张 感 空间 , 则 当 不 计 同 物 时 ,这 个 膨胀 蚌 唯一 确定 的 (-- 
个 极 小 w ik (minimal! dilation)). 

设 六 是- 个 Hilbert 空间 , L.(R , NARAR EHA 
可 积 范 数 的 可 测 NAAR /(s)(s ER} 的 Hilbert 空间 ， 
在 这 个 空间 中 ,可 以 定义 双 栅 移 位 的 酉 群 (Ut)/)(s) = 
J(s—t). 类 要 地 ,在 空间 L(R,. N), R. =(0, °) P xÍ 
以 定义 单 柚 移 位 的 半 群 : 


W ai 对 Oers, 
(UNDANGSY = 
0 对 >s. 
每 个 等 曙 完 全 非 酉 半 群 同 构 于 工 ( 及 ,, NERY 
MEH. 及 为 基 个 适当 的 空间 . 
WR TO 是 一 个 完全 非 本 的 压缩 半 群 , Q(D E T 
的 极 小 酉 膨胀 ,那么 在 疗 的 某 个 不 变 闻 空间 上 (但 若 Tü) 
是 稳定 的 , 则 在 整个 H F), BEL T YL di Bl 
群 .对 于 非 线 性 算 子 的 压缩 半 群 , 见 非 线性 算 于 半 群 
(semi - group of non - linear operatorn). 
参考 立 献 
[!] Davies, E. B., One - parameter semigroups, Arad., Press, 
1980. 
[2] Szökefalvi - Nagy, B. and Foias, C ., Harmonic analysis 
of operators in Hilbert space, North - Hilland, 1970. 
CT. Kpein BE 
[ 补 注 ] 
#-+ x Nt 
[AI] Hile, E. and Philips, R., Functional analais and 
semi - groups, Amer. Math. Soc.. 1957 (th jE& k: E. 项 
尔 , R.S. 菲 利 靖 斯 , E By PEWE, 上海 科 学 技术 出 
版 社 ，19641. 
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[A2] Pazy, A., Semigroups of Lnear operators and applica- 
tions to partial differential equations , Springer, 1983. 
李 炳 仁 译 EFH k 


FA (A A ) [contradiction ; opormopewe | , + + % PE 
(公式 ) (inconsistency ) 

纯 { 获 义 ) 谓 词 演算 语言 的 一 个 公式 wp, 它 在 这 个 
语言 的 所 有 模型 中 都 是 候 的 . 一 个 公式 p 是 矛盾 的 ， 
当 且 仅 当 一 在 纯 谓词 演算 中 可 以 推导 出 来 ， 

B. H. pmm $ AREH 王志强 Fe 


FRIR [ contradiction, law of ; uporupopessmu sakon | 
一 个 逻辑 定律 YL — 4 ñr EN E t Hi BJ Sr E 
同时 成 立 . 在 命题 演算 的 语言 中 ， 了 矛盾 律 可 以 表示 为 


mid & —A). 


这 个 公 武 在 古典 的 以 及 在 直觉 主义 的 构造 命题 演算 
(corstructive propositiomal calculus ) 中 都 可 以 推导 出 来 OF 
WL BBN S (proprsitioral calcuhs ) ) . 

B. H. Fp R FARE EA t 


道 步 自 同 构 [ contragredient automorphism ; xourparpe- 
nnetrrubEà apToMOp 中 3w ] , ITER A 65 338 M ta FH o 
的 

与 op 的 逆 自 同 构 伴 随 的 左 4 横 M "{* 标 才 对 个 或 伴 
随 模 ) 的 自 同 构 4” 更 一 般 地 , 若 风 是 一 个 右 卫 模 M.T 
EAR M, 之 间 的 同 构 , 则 水 的 逆 步 同 构 (contragredient 
isomorphism) 是 从 左 À É M I | ZZ À #& M; EAI 
ja. HES bb wl ES. 设 <. y fO < ，》;, 分 
EJE M ,x MI AM, xM, CARERE, Mrt 
TxeM R ye M 六 由 下 式 定义 ; 

aix h = =<x,y >i. 


# M, 和 M, 都 有 有 限 基 , 则 小 是 粘 的 逆 步 同 构 - 

设 4 是 有 单位 元 的 环 , M 是 具 存 有 限 基 的 右 A 
机 ,是 好 的 自 同 构 . 又 设 性 是 9 在 固定 基底 下 的 矩阵 
(这 个 矩 降 是 可 逆 的 )， 那么 ,在 对 偶 基 底下 , i 
"的 短 阵 为 ` 


X= (my = T) 
OAE THRE). HERE AY R g FT i E PF A PREDE 


(contragredient matrix). 
ptre 
[H] Bourbaki, N. , Elements of mathematics . Algebra : 
Modules. Ring, Forms, 2, Addison- Wesley ， 
1975, Chapt. 4; 5; 6 (HAEE). 
B. JI. Honos $ 
[ 补 注 1 EA 2URM8RH B 8408 E RER AEE 


同 构 ， 见 伴随 模 (adjoint module), AAH (auto - 
morphism}. BAT Æ 


Put e oontragredient representation; xoayparpenEe- 
BTaoe HDenCTABJIemnue]. ZË G # k Z RV L 6 k 5 pi 

8 G #. V 832 a| V 中 的 表示 9*, 它 由 下 列 规 
则 定义 : 

Po) =pg ) 

对 所 有 gEG 成 立 , 其 中 + 表示 取 伴 随 . 

更 一 般 地 ,车 证 与 让 是 同一 个 域 K 上 的 线性 空 
H, ( , ) k V x W E (RP x) E 8 Ë # k H BJ aE i it, 
MEM (bilinear forn), W G # W PRR Ú $K 


© + . a a 


(px y)=(x, Hy) 


ARA gEG, xeV 及 ye W Rr. 

情 如 ， 若 G 是 有 限 维 空 间 VY 上 的 一 般 线 性 群 ,由 
C 在 下 上 固定 秩 的 共 变 张 量 空 间 中 的 自然 表示 道 步 于 下 
上 同 秩 的 反 变 张 重 空间 中 的 自然 表示 . 

Sy Ek ERRED, (OREKA, m) 是 
Vs P 55 () 对偶 的 基 , 则 对 如 中 任何 元 g, pe) # # 
(下 的 矩阵 是 H (g) EE (E) 下 的 矩阵 取 逆 且 转 置 . 
车 不 可 约 , 则 9" 也 是 ， 著 G 是 具有 Lie 代数 9 的 Lie 
群 ,而 dwp 和 dy 是 代数 的 分 别 由 GG 在 空间 上 和 矿 中 
的 两 个 表示 o 和 由 所 诱导 出 的 表示 ,又 设 由 和风 对 于 
配对 ( , ) 是 逆 步 的 , WU 


dp, P= —(x, dp(X)y) (w) 


对 所 有 Xe4, EVA ye W 成 立 . Lie 代数 4 的 满足 
(*) 的 表示 也 称 为 对 于 { ,} 的 道 步 表示 . 
进而 假设 如 是 复 连 通 且 单 连通 的 半 单 Lie #E, ç 

是 它 在 向 量 空间 WV 中 的 有 限 维 不 可 约 表 示 . 表示 @* 的 
É (W Tie 代数 表示 的 可 (weight of representation of 
a Lie algebra)) 与 少 的 权 是 友 向 的 ，qr É) Rk KZ s ç 
的 量 高 权 反 疝 ( 风 关于 最 高 ( 权 ) 向 量 的 Caran 定理 
(Cartan theorem)). 表示 ọ 5 知 等 性, 当 且 仅 当 在 下 上 
有 在 BIG) 下 不 变 的 非 霍 双 线 性 型 . 若 这 样 的 型 存在 , 则 
它 必 定 非 退 化 且 对 称 或 反对 称 .表示 p+ 的 最 高 权 的 数 
值 标记 可 上 由 m 的 数值 标记 的 集合 经 冒 换 而 得 到 , 该 置换 
JE H G BJ 8. 48 3 A 的 Dynkin 图 的 下 述 自 同 构 Y 所 诱导 
的 : - 
av 把 各 的 每 个 连通 分 支 Ai=1, …,1) 蛮 成 自 
=; ' 

b) 车 A BEA A Da RE, B| v # A, F Ë š 
Haa NaRa rE- 0 UO R. 其 余 的 情 
R, E A TERM Ri papas. 


参考 文献 

[1] HañsapK, M. A , Teopaa TPRTHBIEHHE rpynn, M., 
1976 ($ H 本 : Naimark. M. A, Theory of group 
representations, Springer, 1982) 

[2] Kupsanmoa, A. A ，3nEMEHTEI TOHE [IDe;KCTABJKHHÁ, 
M., 1972 (#4: Kirilov, A A. , Elements of the 
theory of representations, Springer, 1976). 

[3] Keno6euxo, M. M., Koxmazruam Pym Jia u m 
rpemnerapseuss. M., 1970 (Xit: Zbdobenko, D. P., 
Compact Lie groups and their representations, Amer. 
Math. Soc., 19734). 

[4] Bunbepr, 3. B., Oum, A. JI., Cememap nò ane- 
pem ITPYmIIM H rpmmam Jim., 1967/68, M.. 
1969 ( 英 译本 : Vinberg, E. B. and Onishchik, A. L., 
Semmar on aleebraic groups and Lie groups, 1967/68, 
Springer ). B. JL. TIonon 所 

DANEI HAEL" 是 表示 多 的 最 高 权 , 则 A 的 数值 记号 
的 集合 (set of numerical marks) 就 是 整数 的 有 序 集 
Ck, Cartan 定理 (Cartin theo- 
rem). 特别 地 ， 它 可 作为 Dynkin 图 上 相应 销 点 的 标 
号 . TEH jhak 


搞 质 换 位 律 [ contrapasition, law of ; gptrrpamosrgwH Jau ] 
-个 逻辑 法 则 ， 按 照 这 个 法 则 ， 如 果 一 个 命题 缆 
涵 另 一 个 命题 ， 那 么 后 者 的 否定 蕴涵 前 者 的 否定 : 


(ADB) D (BOLAY 


E hy B ETAF EAEE rR KO HI, 
C. K. Cotones Ë HRR TERE 


相反 定理 [contrary theorem ; npoveeonoomean Teopema) 
ERDER- :个 定理 的 条 件 和 结论 用 它们 的 否 
定 来 代替 ,并 交换 它们 所 在 位 置 而 得 到 的 定理 . 
[ 补 注 】 * w +> ba» 
siie theorem)， Ë K L 8 8 — 4 #R BE 09 E 3K 
E: “# 3 dE B. 那么 非 4"， 它 是 由 给 定 的 定理 “如 
果 4, 那么 如 多 “ 换 质 换 位 "而 得 { 即 交换 结论 (B) 和 条 
件 (4) 的 位 置 ， 并 用 分 别 用 其 和 否定 代替 ) 
MMA EHH E 


ZİR | contrast; Motmpacr }. FE (comparison) 
向 量 0=(0, a TRER c= 的 内 积 

oT. c, Bh c + +a =O. 例如 .两 -- 维 正 态 分 布 的 未 
知 数学 期 望 负 和 外 之 差 为 一 从 = 但 ; B){. 一 1)', 因 而 是 
一 个 对 照 ,在 方差 分 析 中 常 要 考 谋 多重 比较 {multiple 
comparison) 问题 . 该 问题 涉及 有 美和 车 干 个 对 照 的 数 秆 
之 假设 的 检验 ， 
参考 立 献 

[1] Scheffé,H .， Analysis of variance, Wiley, 1959. 


. `. — wa o niliapa nman umaqayaanqan a shka iya rp | 
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M. C. Hayn f 
【 补 注 】 当 8 的 各 分 量 加 上 同一 常数 时 ,对照 不 变 . IS 
此 , 对 照 不 依赖 于 有 任意 性 的 “总 水 平 "， 在 某 些 安排 之 
下 ;这 可 以 是 一 个 极 大 的 便利 ， REM YF 


RIES [ contravariant tensor ; KOATpARApHAHTHLIÄ Ter 
3op ] ftr 21 的 
ir, 0) 型 张 量 , 即 域 K L Ip) BE =: al EA rake 


T'(E) = E@ -- ` BE 


HER. 空间 TE) 关于 同 价 反 变 张 量 的 加 法 及 它们 
关于 数量 乘法 构成 感 天 上 … 个 向 旺 空 间 . 设 五 星 上 共有 基 
e, o e, 的 有 限 纵向 量 空 间 . 这 时 T'(E) 的 维 数 为 n'; 
TE ) R 35 üT 4 Hi JE Sl 


e Q Qe. 181... LENA 


的 所 有 玉 变 张 量 给 出 . 任意 的 反 变 张 量 (ET (E) 可 以 
ERER 
1 二 1" re r De. 


诸 数 v 称 为 上 关于 五 中 基 el，…, e, 的 坐标 {oo0r - 
dinates ki {components )， 当 按 公式 


e, = ae, 
变换 五 中 的 基 时 ，ft Jy Ek 3k PH YD 2 3 £ 
En r = bi ... br t" ig 


变化 . 

Sirr H REKE AT eE, H E 
WELE 3 r 2 2 PT. REREH EHAR 
J, E B 1823 i E 的 + 重 直 积 


(E'y = EX- XE 


到 大 内 的 > 重 线性 映射 联系 起 来 . ARAE r 重 线 
性 上 映射 上 在 (eerJe(E) 处 的 值 t 其 中 ee" 是 - 
EE 中 对 侦 于 e. U. e, W, Bl e'(e)= 8) 为 反 变 张 量 1 
的 分 量 , 反 之 亦 然 ， 基 于 此 , 反 变 张 量 有 时 又 直接 定义 
为 (E*) EHEER. H. X. Caron 1 
[ 补 注 】 更 -Mib H ARARNAR E P: A 
上 的 酉 模 .这 时 + 重 张 量 积 QERA r Era EE 
Ñ (r -contravariant tensors} 或 r 价 反 变 张 量 (oontrava- 
riant tensors of valency 门 或 ” 阶 反 变 张 量 {contrava- 
riant tensors of order r).“By 3 + 的 反 变 张 量 "-_ 语 也 用 
来 表示 光滑 流 形 好 上 的 > 阶 反 变 张 量 场 (contravariant 


tensor fijd); # W 3 k A (tensor bundle). 对 每 个 xE 
M, X T" 59 24 Rz ME x SEH]SE A r SK LE 60 TM 


thk — RÀ 
ab = 8; 


个 元 素 . 在 环 与 模 情 形 下 , Pk PE 00 3 8 tA B: A= 
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COM. R) TM (II BL D ) PJ AN IRS T'( M. TM) 的 + 
阶 反 变 张 最 ,这 里 4 是 由 M E bj bh k a M A ER. 
参考 文献 
TAI] Bourbaki. N., Elements of Mathematis. Algebra: 
Aigbras structures. Mutuknear algebra, Addison - 
Wesley, 1974, Chapt. 3 (FAHA). 
[A2] Maras , M.. Finite - dimensional multilinear algebra, 
M. Dekker, 1973, Part 1. 
[A3] Spam, B., Tensor calculus , Oliver & Boyd , 1970. 
HM 详 


反 变 向 童 [contravariant vector ; KOHvrpanapsehirrupasi BEK - 
Top] 

HAHA (RH EE AEE] adjoint space )) 

E 条 向 量 空间 E -起 考虑 时 五 的 元素 的 和 名称. 这 时 , FF 

的 天 束 称 为 共 变 向 量 ( 见 共 变 向 量 (oovariant vector )) . 

M. W. Boñucxogeguñ FPR 

【 补 注 】 H “向 量 ?或 词组 " 友 变 问 量 "也 用 于 表示 一 个 

向 量 场 , 亦 见 向 重 空 间 上 的 张 瘟 (tensor on a vector 

space) ;应 变 张 量 (contravariant tensor) MESE (tensor 

bundle). 陈 众 宁 详 


RAR [control funcion ; yupanasoitaq pyama] J 
制 (control) 
出 现在 下 MAA # P BU 83 u (r): 


x 二 fu. x.u), xiy) = x, f: RXR" XR” — Rr. (I) 
函数 值 在 每 一 时 刻 可 任意 选取 . 
一 般 地 ，w (t) 的 变化 的 值 域 对 每 “1 受到 限制 
WON) € U. 2) 


这 里 局 是 R" 中 的 一 个 闭 集 .一 个 控制 称 为 容许 的 

tadmissible) ， 若 对 每 一 上 它 满足 (2)， 不 同 的 容许 控 

Biu (52388) 3518 8. 区 出 发 的 相应 的 不 同 加 道 
MERREM 


| J(x,u) = fa, xud (3) 


和 一 个 美 于 轨道 右 端 于 的 边界 条 件 : 
x{t1) E Xe {4) 


oh X 是 R" 中 的 菜 集 合 ( 在 特殊 情况 下 ， 是 - -个 点 } 
则 可 以 提出 一 个 确定 最 优 控制 u {2) 的 问题 ， 它 给 出 加 
Eg (1) 一 {4} 中 的 泛 函 的 -一 个 最 优 值 . 与 最 优 控制 函数 
的 定义 有 关 的 问题 ， 已 在 最 优 控制 理论 和 变 分 法 中 讨论 
TOU DD. 
与 被 称 为 相 变 量 (phase variables) (RH47 (phase 


ooordinates) 的 变量 《一 (xx 不同, Felt. l. 
u") 在 方程 (LH HS AE. (D RO NCT 
连续 的 , 而 且 村 于 分 自 连 续 ( 基 至 对 于 可 测 } 的 控制 < (t), 
都 是 有 定义 的 ， 此 外 ， 对 每 一 个 分 段 连 续 控 制 u(1), 
方程 (1} 定 义 -MERRER x(t). 

对 绝 大 部 分 问题 来 说 ， 在 分 眉 连 续 函 数 类 中 存在 

-个 最 优 控 制 . 但 是 ， 会 遂 到 -- 些 问题 ， 其 中 明 优 控 
制 不 是 分 段 连续 的 ， 而 是 属于 Lebesgue TAARA., 
在 这 些 情况 中 ， 景 优 控 制 有 无 限 多 不 连续 点 ， 癣 豪 于 
Eea. AWR T k> D Btw ë BH mO Jt A. 
AERA ES (optimal singular regime )). 

在 最 优 控制 理论 领域 里 ， 表 述 为 orparwa H K 
值 原理 的 必要 条 件 ， 是 对 量 一 般 的 情况 证 骨 的 ， 其 中 
所 研究 的 最 优 控制 固 数 被 假定 为 可 测 的 (特别 地 , 它 
可 以 是 分 朋 连 续 的 或 连续 的 ). 

依据 极 大 值 原理 ， 为 了 使 w( 记 成 为 一 个 最 忧 控 制 
(在 穗 泛 酉 (3) 极 小 的 情况 下 }， 对 矢 一 时 刻 t ,控制 必 
须 使 Hamilton 函数 


Ha gpu) = Dhf x. u) 
7 一 -用 


在 U 上 取 极 大 值 , 其 中 y= (W, Heo W, ) 5353633 
ag, hA FHEARANN: 


在 变 分 法 中 , FE 24053 KH BE. FE B 
H UPS. 它 受到 的 药 束 是 由 Euler 方 程 和 Weierstrass 
必要 条 件 给 出 的 . 

M83288 (3) k 2 9 |N 580 a IÑ Lebesgue 可 测控 制 存 
在 的 充分 条 件 为 : RAP (E x, ARAA £ 
xU CAEN u EHAR U LAARI 
取 值 时 就 得 到 这 个 集合 ) ,在 R" AEn, m EL 5k E m. 
数 取 值 的 集合 的 最 大 下 界 inf( f (e x.U fE u BJ B 
数 是 下 凸 的 .如 果 这 条 件 不 满足 ,可 能 会 出 现 板 小巧 的 
控制 序列 uf 并 不 收 化 的 情况 ， 共 至 在 可 测 函 数 类 
PEPS. 在 这 些 和 情况 中 ， 可 以 说 ， 有 背 动 {或 松 
弛 ] 最 优 模 态 (控制 .一 个 滑动 最 优 控制 可 以 在 严格 
意义 下 在 与 原 问 题 密切 联系 的 问题 中 视 为 CHR 
忧 控制 ( 见 贤人 忧 滑动 模 态 (optimal sliding regime) ) ， 

利用 在 最 优 控制 理论 和 变 分 法 中 建立 起 的 最 做 性 
的 充分 必要 条 件 ， 就 可 以 在 所 考虑 的 问题 中 定义 最 优 
控制 函数 和 相应 的 最 优 相 轨道 . 为 建立 最 贷 控 制 已 有 
斤 种 不 河 的 数值 方法 ( 见 变 分 学 的 数值 方法 (variational 
calculus, numerical method of Y). 

EEH Wi h, Fe Wd BS $a lk 2 F JU AE 
B. ERAR. TRE RERA 2 A 2 50 FE: 
HAM. 


km C. er ia Aa 


和 参考 误 献 
[1] Darrrparmm , JL C., MaTewaTrqectag TeOpAs OmIHMATEHLIK 

rpoueccos, 2 usr. , M. . 1969. 

[2] Bliss, G. A. , Lectures on the calculus of variations, Chi- 

ago Uniw. Press, 1947. 

[3] Bamapexaä , H B., 3K. BhHCIHT. MATEM. W MATEM. 

bas. $, 7 (1967), 2, 259 一 283. 

[4] EByrgopçakuñ , A T., Teopnsa OnTHMGUIbHOTO VHD33JCHWS 

CHCTEMAMH C DACITPEIETeHHEMK MApAameTpamH , MI. , 1965. 

U B Bamaspcmit 摆 
{ 补 注 】 式 (可 以 给 予 两 种 解释 . RA n JE lš] ¿E h 
HRA XE TF t Bf 3 8 F AX, s 8 t RA 8 T E EE 2 
中 ， 就 是 说 必 存 在 — h 使 得 x(t)E X. . 

在 西方 文献 中 相 变 量 及 想 坐 标 -- 般 指 的 就 是 状态 
变量 (state variables) 及 状态 坐标 (state coordina - 
tes). Tlourparun 极 大 值 原理 能 给 出 作 为 时间 函数 的 最 
优 控制 沙 数 4 (1) 的 必要 条 件 . 这 有 时 被 称 为 开 环 控制 
(open -loop control), 以 区 别 于 闭环 控制 (diosed -loop 
control)， 此 处 最 优 控制 还 被 认为 是 状态 的 函数 ; 
ult, x(t). 

标准 教材 有 [AI], [A2]. 
参考 文献 

[AT Bryson, A. E. and Ho, Y. C., Applied optimal oon- 
trol, Hemisphere, 1975. 


[A2] Fleming, W. H. and Rishel, R. W., Deterministic 
and stochastic optimal control, Springer, 1975. 


【译注 】 相 变 量 及 相 坐 标 是 一 种 特殊 的 状态 变量 皮 状 
z 2 hr, 此 时 以 下 关系 成 立 : X 5X, x=, 
P, it ARENE = 高 为 炳 译 


控制 系统 [control system ; paron ChcreMa | 

控制 论 中 的 核心 概念 之 一 . 它 是 一 个 有 确定 结构 
的 对 象 ， 同 时 具有 某 些 功能 ， 反 映 它 的 信息 处 理 的 特 
征 ， 与 控制 系统 有 关 的 许多 概念 只 用 数学 语言 是 不 能 
完全 解说 清楚 的 . MA, ATRAST, MEAE 
们 一 些 直觉 的 解 灵 ， 下 面 是 一 些 实际 控制 系统 的 [日常 
所 见 的 ) 例 子 ， 

神经 组 织 有 是 由 神经 元 组 成 的 结构 ， 实 现 将 外 界 来 的 
刺激 转换 为 对 某 一 器 官 产生 的 作用 . 

电子 计算 机 是 由 许多 元 忻 联 接 而 成 的 ,并 能 完成 一 
系列 基本 指令 、. 

化 学 分 子 是 由 -- 定 的 原子 构 型 所 刻画 的 ， 并 且 具 
有 许多 有 趣 的 性 质 ( 由 一 定 分 子 结 构 的 实物 的 性 质 ， 
如 颜色 和 其 他 物质 形态 等 ) 

由 棋盘 上 棋子 位 置 和 对 局 者 可 能 走 的 棋 步 所 决定 
的 棋局 . 

由 字母 按 交 法 规则 (名 法) 组 成 ， 且 其 - 定 的 意义 
{语义 ) 的 八 文 名 子 、 


' 立 的 .这 个 定义 包括 所 有 已 知 定 久 为 其 特例 ， 
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上 述 对 象 中 ， 每 -个 均 显示 出 一 个 结构 (模式 ) 和 一 
定 的 性 质 或 功能 . 在 将 这 些 对 象 视 为 控制 系统 时 ， 我 
们 有 兴趣 的 主要 是 它们 的 行为 - 功能 特性 , 而 对 内 部 性 
质 的 细节 并 不 加 注意 ， 因 此 ， 两 个 控制 系统 在 某 种 音 
义 上 只 要 它们 有 相同 的 行为 和 相同 的 功能 ， 我 们 就 不 
把 它们 看 成 是 两 个 不 同 的 系统 . 

控制 系统 概念 的 数学 发 展 在 于 使 行为 概念 和 功能 概 
念 精确 化 ， 以 及 考虑 信息 流 和 控制 系统 各 部 分 配置 的 其 
他 绝 节 . 榨 制 系统 的 第 … 个 构造 应 回 湖 到 1955 年 ( 见 
[)). 其 后 出 现 了 其 他 较 特 殊 类 型 的 控制 系统 ， 如 
A. A Mapkos 的 因果 关系 网 络 { 见 [2]), H. IL Bycnegko 
的 奏 集 体 ( 见 [3]) 等 ,控制 系统 的 完整 定义 是 在 [I] HE 
ETE 
制 系统 精确 定义 的 复杂 性 ， 下 面 先 对 四 个 基本 要 素 给 
出 一 个 简要 的 描述 : 模式 ， 信 息 ， 坐 标 和 功能 . 
由 其 谱 元 件 的 某 种 联接 表现 出 来 ， 而 每 一 元 件 又 与 给 
定 的 记忆 相 联 系 ， 存 其 中 形成 一 所 谓 的 基本 子 模式 . 
处 于 某 一 有 限 (或 可 数 ) 集 内 的 记 亿 的 状态 确定 了 控制 
系统 的 记忆 中 的 信息 .模式 的 联接 则 是 由 元 件 的 一 组 
坐标 (也 在 有 限 或 可 数 集 内 ) 所 表征 的 . 最 后 , 控制 系统 
的 功能 (function of a control system) B sË T RE + 
某 一 时 刻 ( 确 定 地 或 随机 地 ) 且 属于 某 一 商 散 (最多 是 可 
数 ) 的 尺度 控制 系统 的 可 能 变换 . 这 些 变换 能 改变 记忆 
中 的 信息 (改变 状态 的 参数 )， 能 实现 控制 系统 的 运动 
(改变 元 件 的 坐标 ) ,或 者 能 改变 楼 式 (结构 ) 以 及 它 的 功 
能 (行为 ). 

例子 表明 模式 与 功能 在 控制 系统 中 可 能 有 各 种 各 
样 的 售 义 . 正 是 由 于 这 一 宴 实 ， 控 制 系统 才能 用 适当 
的 方式 来 描述 物理 系统 ， 也 就 是 说 ,保持 它们 的 功能 性 
质 和 它们 的 结构 (机 式 ) . 思 此 ， 控 制 系统 成 为 系统 奸 
模 的 有 力 工具 ， 在 建 模 时 不 仅 对 象 的 功能 而 且 它 的 模 
式 都 能 充分 精确 地 复制 出 来 ， 

由 于 给 定 的 控制 系统 的 每 一 基本 子 模式 实际 上 定 
义 了 一 个 基本 控制 系统 ， 因 此 初始 的 控制 系统 可 以 视 
为 某 一 个 复杂 系统 ， 或 者 是 由 许多 基本 控制 系统 组 成 
的 .这 就 是 我 们 为 什么 不 说 定义 控制 系 绕 的 概念 ， 而 
只 说 如 何 司 它 更 精确 的 镶 因 ， 这 里 一 个 控制 系统 被 认 
为 是 由 其 他 -一 些 没有 被 定义 的 基本 系统 所 组 成 的 ， 有 
必要 指出 ， 控 制 系统 概念 的 外 延 不 但 适合 二 简单 的 次 
散 变换 ， 面 且 也 适合 于 具有 复 厅 功能 和 结构 的 对 象 . 
这 就 使 得 有 可 能 描述 一 个 计算 机 ， 机 器 人 ,具有 变 结 
构 的 自 适应 系统 ，“ 学 习 *" 系 统 等 等 ， 

作为 控制 论 中 研究 的 初 给 的 物理 系统 的 数学 模型 ， 
控制 系统 具有 许多 特征 ， 首 先 ， 它 们 是 具有 凋 散 本 性 的 
对 象 ， 它 的 结构 ， 坐 标 ， 信 息 ， 功 能 ， 以 及 时 间 都 基 
离散 性 的 .对 于 要 求 进行 控制 论 研究 的 控制 系统 ， 它 


828E CONTROLLED STOCHASTIC PROCESS 


的 特点 就 更 加 复杂 了 . 这 种 复杂 性 表现 在 控制 系统 含 
有 大 重 的 元 件 ， 复 杂 的 元 件 间 的 联接 结构 ， 大 重复 杂 
的 记忆 (因而 复杂 的 信息 流 )， 以 及 复杂 的 行为 , 一般 
地 说 ， 实 际 对 象 可 以 按 多 种 方式 视 为 控制 系统 ,一 个 
控制 系统 的 综合 ， 决 定 于 基本 控制 系统 的 选择 ， 并 可 
以 按 不 同 “ 递 稚 性 "加 以 实现 ， 这 样 ， 一 个 控制 系统 具 
有 相对 性 的 特点， 选择 不 同 层次 的 基本 控制 系统 的 可 
能 性 ， 司 我 们 得 以 将 初始 控制 系统 看 成 是 由 一 些 控制 
系统 按 递 阶 形式 构成 的 系统 ， 其 中 基本 控制 系统 位 于 
其 最 高 层 ， 相 对 基本 的 控制 系统 位 于 其 次 最 商 屋 ， 在 
这 种 情况 下 , 可 以 说 控制 系统 具有 一 个 递 阶 结构 . 

最 后 指出 ， 通 常 一 个 控制 系统 并 不 能 完全 精确 地 
措 述 原始 对 象 ， 而 总 是 带 有 一 定 的 误 善 ， 因 此 我 们 应 
将 它 当 作 是 对 党 的 一 个 近似 . 

曾经 有 人 力图 将 控制 系统 的 概念 扩展 到 连续 对 多 
L. 其 结果 使 我 们 得 到 “ 连 综 "控制 系统 ， 以 及 “连续 离 
巩 " 控 制 系 统 ， 此 外 ， 相 关 的 对 象 在 动力 学 系统 理论 及 
调节 理论 中 也 已 经 得 到 研究 ， 在 离散 上 及 连续 控制 系统 
之 间 有 一 些 相 似 之 处 ， 但 刘 多 的 还 是 模 异 之 处 . 根本 
的 差异 在 于 : 一 个 离散 控制 系统 描述 一 个 信息 处 理 过 
程 ， 而 一 个 连续 控制 系统 则 描述 一 个 “能 量 " 过 程 . 

依据 建 模 对 象 的 不 同 ， 控 制 系统 的 研究 总 是 按 一 个 
个 特殊 类 型 进行 的 .选择 建 模 对 象 的 类 型 应 有 以 下 考 
B: a) 它们 的 数目 应 小 ; b) 它们 应 该 互 不 相同 ; 
o 它们 应 包括 最 常见 的 普通 类 型 ，d) 它们 应 提供 如 
下 可 能 性 ， 使 得 在 给 定 类 型 的 基础 上 可 以 构造 出 其 他 
类 型 的 控制 系统 . 下 面 列举 各 种 类 型 的 建 模 对 象 ， 

1) 有 一 定 基 的 逻辑 代数 (algebra of logic) 的 公 
式 ， 它 是 由 Boole 函数 (Boolean function) XAH (F 
别 是 析 取 范式 )， 

2) 有 一 定 基 的 功能 元 图 (diagram of functional 
elements) 以 及 一 个 Boole 函数 系统 的 实现 

3) 一 种 由 Boole 畏 数 年 阵 实现 的 触 点 模式 (contact 
scheme), 

4) 在 某 一 自动 机 上 实现 从 * 输 和 "序列 到 “输出 " 变 
换 的 自动 机 (所 有 限 自动 机 (automaton, finite )) , 

5 实现 可 计算 函数 (computable Function) 的 算 
子 算法 . 

对 一 个 建 模 对 象 ， 它 的 特征 是 任 一 榨 制 系统 已 完 
全 由 其 模式 (结构) 五 及 功能 中 所 定 尽 ， 亦 即 由 二 元 组 
( 王 , 生 ) 所 定义 ,这 里 U=, p). 另 一 方面 , 对 任 一 建 
模 对 每 类 二 ， 都 存在 一 个 函数 硬 使 得 p= o (x). BH 
功能 单 值 地 确定 于 模式 ， 此 外 ，wp 是 一 个 可 计算 的 函 
数 , .在 此 情况 中 ， 建 模 对 和 象 美的 每 一 个 元 都 可 以 用 另 
一 方式 来 刻 遂 , 今 名 一 yl rip Ryg pE. 
类 路 完 全 由 给 定 的 集 人 台 名 与 = mR, 因而 也 完全 
由 计算 多 的 算法 4 所 决定 . 


控制 系统 理论 的 基本 问题 是 围绕 以 下 三 个 问题 展 
开 的 ( 见 [4]): 综合 问题 (synthesis problem), 控制 系 
统 的 等 价 变 拉 (equivalent transformations) 问题 ， 以 
及 它们 的 可 车 性 问题 ( 见 控 制 系 统 的 本 车 性 和 检查 
{reliability and inspection of control systems )). 对 不 
同 的 建 模 对 象 类 的 这 些 问题 所 得 到 的 结果 比较 表明 ， 
在 表述 相应 的 定理 中 存在 明显 的 规律 性 ， 而 且 在 所 述 
定理 的 证 明 方法 之 间 可 观察 到 相似 性 ; 对 于 较 息 杂 的 
控制 系统 的 定理 的 证 明 常 常 对 应 著 较 简单 情况 下 相应 
定理 的 证 明 . 
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W E BG SLE [controlled stochastic process ; yupumurwe- 
MbiË cCJHyiañubiñ rponeec ] 

一 种 简 机 过 程 ,在 它 追 踪 某 个 目标 的 发 展 进程 中 ， 
它 的 概率 特征 可 以 受到 改变 ( 受 控 }， 这 个 目标 通常 是 
极 小 化 (或 极 大 化 ) 一 个 代表 控制 品质 的 汉 函 (控制 让 
标 ) ,以 赋 于 如 何 规定 这 一 过 蛤 或 依 浆 于 控制 目标 的 性 
质 , 产生 了 各 种 类 型 的 受 榨 过 程 .获得 最大 进展 的 是 当 过 
稚 的 发 展 完全 被 控制 者 所 观测 时 的 受 控 哟 路 (或 阶梯 ) 
Mapo 过 程 与 受 探 扩散 过 程 理论 . 在 部 分 观测 (不 完 
全 数据 } 情 形 下 ,也 发 展 了 相应 的 理论 ， 

3F F RR EK Mapkos 过 程 (controlled jump Markov 
Process) .这 是 一 种 连续 时 间 且 有 逐 段 常 时 二 道 的 受 控 
随机 过 程 ,其 泥 穷 小 特征 受 控 制 选择 的 影响 ， 对 这 种 过 
程 的 结构 ， 通 常 作 如 下 规定 ( 见 [1], DJ): 1) 状态 
的 Borel RE; 2) 控制 的 Borel g 4， 当 过 程 处 于 状 
# x 时 的 一 个 容许 控制 集 A(x), A=UJA po, H itx, 
ajia S A(x),x € Ele #(Ex A)( #(M)3525 Borel $ M 的 
Borel 子 集 的 代数) ,而 在 某 些 情形 下 , 还 规定 一 个 可 济 
HAH a= x(x)€ ÀA (x), x€ E ;3) 一 个 跳跃 测度 , CE 
达 为 定 多 在 上 节 0,xEE,aEdtx)] 及 FE 六 王 ) 上 的 一 个 转 
BER (a, t, x, r) ÉE bi — es (E) q E (a, 
t, XxX} 的 Borel 函数 ,对 每 一 (a, t. x). 3 关于 所 是 可 列 


Tmi E tx ET, 9 是 有 界 的 , gta. t, x, T) 2 
0,H qla, t, x, E)>0. 租 赂 地 说 , gia, 1, x T)di E: 

= x EWW EA a BI Pt 8 E Fl ja] P< IB] [f，! 十 
必 ] 内 由 人 集 工 中 的 概率 ， 

rO =D([0,2), EJE FI BOB T E E B WË h 
连续 函数 o= xn <= (x,), > 组 成 的 空间 , N (N, EQ 
上 使 辆 数 x. —x (a) (s<t(s<t) AMRED G (3. B. 
S N=N, . E X fE (0,<%) x Q E, fi z (ane A(x, (op, 
即 关于 族 IN 循序 可 测 的 任何 函数 z (o), 称 为 一 个 
(自然 ?策略 (strategy) (或 控制 (control). 从 这 个 定 
六 推出 多 |] 一 区 (xm 1) ,其 中 Xip, 0 一 (xsjoss < ` 如 果 x, (a) 
Saft, x), Jer a (t, x (0, oo) x E EL Borel Ñ 
CH z(r, x)S A(Gx). 则 称 eJ Mapsos 策略 《Markov st- 
rategy) 或 Mapgoe 控制 (Markov control), Xa, 
x)=a(x), 则 称 之 为 平稳 策略 (stationary strategy) 或 
平稳 控制 (stationary control). MAs Au AA 分 别 表 
白 然 , MapkoB 和 平稳 策略 类 ,鉴于 从 Ax) Hit n| 3⁄4 
选择 的 可 能 性 ,类 M. OAT X, 和 名 ) 是 非 空 的 , # q E 
ARH, 则 对 性 何 xeE 及 me 站 ze, 可 以 在 (02, N) 上 构造 
唯一 的 概率 测 麻 Px, S Px{xo=x}=1， 且 对 任何 了 
2t 20, re g#{(E), # 


Prir>rt |N.) = 


= exp faoli ahs x. E)ds|] (a.e. P$) 
i 


Pš(x,e[]N,(r)) = (l) 
qlalxio.n), 7. Xx, T) 
q(a(x t) h T, Xis E) 


(a.e. PH), 


Ep r=+(t,o)Ë ZEREM, N ORA ER N, 
且 使 rz 为 可 测 的 最 小 吕 代 数 , 5HO<u < rB a 8 
utt a= x, 随机 过 程 h P 就 是 一 个 受 控 
跳跃 Mapkos A. SERR Mapxon 过 程 的 控制 Ma- 
poa 性 (Markov property) Æ F, 从 一 个 已 知 的 “现在 "x。 
其 "过去" (x,),., 仅 通过 策略 a HA CRER. HF 
I :策略 类 Eee ,过 程 (x),s, 一般 并 不 是 Mupxos 过 
程 ,但 如 果 a Ew, 则 得 到 一 Mapon EE, FRAEN., 
E q Ffk% F !(， 则 得 到 一 个 有 跳 暑 概率 密度 等 于 
alei), x, MDEA Maproe 过 程 ， 过 程 的 控制 就 在 于 
从 策略 类 中 选择 一 个 策略 . 
-全 典型 的 控制 问题 是 极 大 化 某 个 泛 画 


T 


befx) = Es (freva +g(xr}l, 
Ü 


(2) 


其 中 fit, x) 5 g (a) p B| Ax1[0, 2%)x E fl E L ñ 
有 界 Bore 函数 ,而 了 为 一 确定 的 正 数 ， 只 要 定义 适当 
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的 函数 /与 9 并 引进 虚拟 状态 , -- 太 类 包含 形 如 及 *{r， 
xx 的 项 {r 为 跳 芭 时 刻 ) 并 容许 过 程 中 断 或 停止 的 
泛 函 ,都 可 化 成 全 ) 的 形式 .所谓 莉 值 困 数 (value fune- 
tion) EJA E 


vix} 一 sup vx}. xF. (3} 


策略 a 称 为 8 最 优 的 {8- optimal} ,如 果 对 所 有 x € E 
有 w(x) 之 vx) 一 8; 称 为 上 几乎 处 钼 8 最 优 的 (1 -a.e. 
e - optimal) , 如 果 此 不 等 式 对 玉 上 测度 颇 而 言 的 几乎 
所 有 x 成 立 ， -个 0 最 优 策略 则 简称 为 最 优 策 略 (opti- 
mal strategy). MÆ, 在 如 上 描述 的 模型 中 将 区 间 [0， 
OMEA e, ©), 县 在 如 前 运用 记号 A, EFA vi) 的 
相似 意义 下 送 用 相应 的 记号 AG), Er ,及 vtt, x). 把 
过 程 的 跳跃 依次 看 作 一 个 受 控 亢 散 时 间 Mapxos 链 的 
每 一 步 ,就 可 以 建立 起 类 外 中 几乎 处 处 & Fk ROS BS 
KAEH, BE ot FEE: r, odol, x >e} 
EARR. at AAA PJ AE 5 H 3 66 3838 (dyna- 
mic programming) 的 思想 而 导出 关系 式 


vl, x) = sup Er, 


who freds toin xa). (4) 
tF I 


HP z =minG(), £), 0 = < <S T (Bellman 原 埋 的 一 
个 变形 ). 34 U 4 rB, W (á) ts (1 ñJ Bellman 方程 
Bellman equation) 


wia 一 (5) 
{ 


- p, u, + 有 CC 他) (a.e.) 


HERR v(t ,是 从 ,TT}x EE 上 唯一 的 有 界 函数 , 依 
第 对 连续 ,县 满足 (5) 及 条 性 (T, x)=g (x), 方程 65) 可 
以 用 逐步 鼻 近 的 方法 来 求解 当 w eg 时 ,从 关于 Ma- 
pros 过 程 (x,) s 的 Inmaonopos 方程 (Kolmoporov equs- 
tion } 推 出 : 着 (5) 中 的 上 确 界 由 一 可 潮涌 数 4a=a[t ,x) 
达到 , 则 此 Mapeog 策 略 是 最 优 的 ,由 此 可 建立 最 优 
Mapxop 策略 在 半 连 续 横 型 (其 中 A. q, 了 与 9 满足 定义 
的 紧 性 与 连续 性 条 件 } 中 的 存在 性 , 这 特别 适用 于 有 穷 
模型 { 互 与 4 为 有 宅 集 ) ， 在 任意 的 Borel 模型 中 , 利用 
可 浏 选择 定理 (selection theorems) 可 以 断定 , 对 任何 
£ >0 ,由 几乎 处 处 上 最 优 Mapon 策略 的 存在 性 .在 
可 数 模 型 中 则 可 获得 E 最 优 的 Mapxoe 策略 . 这 些 结果 
可 部 分 地 推广 到 T— o 以 及 函数 了 与 gf 为 无 界 的 情 
形 . 但 一 般 而 言 Mapxos 策略 的 充分 性 , 凤 Mapxos 策略 
在 类 R 中 的 最 优 性 尚未 得 到 证 明 . 


ee a 
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对 于 了 与 了 不 依赖 于 上 的 时 齐 模型 ,可 以 与 人 2) 平 行 
他 考虑 泛 画 


prda = Es [e Vf (x yd. (6) 
` t 
l 了 
vx) = lim Ep |f* ee). (7) 


HILE 2531828 W. EEN, mR ¿>0 H 
Bore! B$ $& f° (x) E A PL É, MTA (6), 方程 (5} 
TR 


Ap(x) = sup. [ro powa x. a (8) 
Ga Y T 


这 个 方程 与 关于 离散 时 间 的 类 似 问题 的 Belman 方程 
是 一 致 的 , 且 它 有 唯一 的 有 界 解 . 如 果 (8) 中 的 上 确 界 
由 a=atx)(a EAs NEF, 则 x ERHI. 类 似 于 上 面 的 
结果 ,也 可 以 得 到 关于 和 ,中 上 最 优生 栈 的 存在 性 的 结 
果 . 对 于 准则 (7) ,仅仅 对 有 穷 与 策 历 受众 跳 甩 Mapros 
过 程 的 特殊 形式 以 及 离散 时 间 的 类 似 情形 , 获得 了 完全 
的 结果 : 可 以 选择 we 和 EE 上 的 尔 数 g, 使 w 同 时 
对 所 有 的 了 关于 准则 (2) 是 最 优 的 , 从 而 关于 准则 (7) 
也 是 最 优 的 . 

受 控 扩散 过 程 (oontrolled difusion process), 这 
是 一 种 取 值 于 d 维 Euclid 空间 EE 的 连续 受 控 随机 过 
徐 , 它 包含 一 项 对 某 一 外 加 的 Wiener 过 程 (Wiener pro- 
cess ) 的 随机 微分 (stochastic differentia). Ff% 
过 程 的 理论 是 作为 确定 性 受 控 系统 理论 的 一 种 推广 而 
产生 的 ,后 者 志 如 下 形式 的 方程 表示 : dx= bla, s+t, 
xd t 20, EH x 为 系统 的 状态 ,wx, 为 控制 参量 . 

作为 受 纵 扩散 过 程 的 一 种 严格 描述 ,我 们 采用 颁 艾 
随机 微分 方程 的 语言 ， 设 (Q. c, P) 为 一 完全 概率 空 
Edn: 工 20} 为 含 于 .了 中 的 一 族 上 升 的 完全 代数 , 令 
w =(w:i=l,- d) 3-8 Y fE(0,5 P) E 89 d, 
8 {7} Wiener 过 程 ( 即 对 每 一 [，w! 是 工 维 过 续 的 标 
ME Wiener 过 程 ,过 程 wi ,mid 是 独立 的 , a bt t, 
i, w, 89 7 BW. Hr, Baz 0, 随机 变量 [Wa wS 
1,，… ，d} 独立 于 .g,), 令 4 为 一 可 分 度量 空间 ， 对 于 
EA, t 20, x=(xw':i=l,"-:, d)y€ E, , 假设 给 定 了 两 个 
EM elw t, x), bix, r, x), AP afla, t, x) 为 (4d 
x d) HEEREN b(a, t, 对 为 二 维 向 最 . 又 假设 c, b E 
a, tx 的 Borel 88%, ç x BB 2 Lipschitz 条 件 而 其 中 
常数 不 依赖 于 wz，t, Ajola l 与 Ibia, t, 0| 为 
ARK. CU RO TARXTIY BEES SIB) 3 3 
z =x (w) (t 20, WEO) -AER (strategy) (或 控 
制 (control); 和 表示 所 有 策略 的 集 ， 对 每 -- s>0, 


x€ FÉ,. XEYN, 仇 苹 随机 微分 方程 


dx, — blo, s +r x )dr + o(a,.s ti x | da, (9) 


Xo = Xx 


存在 唯一 的 解 E 定理 (Ió theorem). 用 xet * ja 
这 个 解 , 称 为 受 控 扩散 过 程 (controlled diffusion proce- 
ss) 或 扩散 型 受 控 过 程 (controlled process of diffusion 
type); 它 由 策略 e= x 的 选择 而 受到 控制 , 除 抽 中 的 策略 
外 , 还 可 考 起 其 他 的 策略 类 ， 令 ClO, co), ESO, 


` %) ERAF 蕊 的 连续 函数 的 空间 ， 半 轴 拉 ，o) uj 


EAR E tAE. C(O, $), E) 的 元 记 作 xi ap X 
设 N.28 C([0, ©), Ea) FRH Rk j oiea Es < t bf 
空间 C([0, so), 五 ) 中 的 坐标 函数 x, 均 为 可 测 ， 一 个 取 值 
FARER =ni ww] 称 为 在 点 (3 ,妆容 许 的 自然 
策略 (natural strategy) 或 自然 控制 (natural control) ,如 
汉 它 关于 {入 ,} 为 循序 可 测 , 生 村 有 =,(xi0 oj 方程 (9) 
至 少 存在 一 个 关于 {.7,} 为 循序 可 潮 的 解 ， 所 有 在 {s, x) 
容许 的 自然 策略 构成 的 集 记 为 般 s{s, x)， 其 中 由 所 有 
形 如 w(x) 的 自然 策略 组 成 的 于 集 记 为 间 ,{3, x), Y 
在 点 (s, x) 和 容许 的 Mapros 策 赂 (Markov strategy) 或 
Mapko 控制 (Markov contro) Æ. 可 以 说 ,一 个 自然 策 
略 确定 一 个 在 上 时 刻 基 于 过 程 x 在 时 间 区 间 [0, t] 上 的 
观测 的 方程 ,而 一 个 Mapgos 策略 则 确定 一 个 仅 基于 过 程 
在 + 时 刻 的 观测 的 塘 程 ， 对 re G, x) (R 3% sf ae 
H, (s,x), (9) 的 解 不 必 叭 一, 因此 , 对 每 一 5 0 ,x Ee E, 
a EXNs(s, x)， 可 任意 固定 (9) 的 一 个 解 ， 记 为 x" *. 

然后 ,利用 公式 名 {@) =a, (x; (0 定义 -个 嵌入 
M.G, EA, xte LEARAER. 

FERRI H B 8 W E RA (ak a ESUR xz "= 65 
某 一 证 函 的 期 请， 问题 的 一 般 提 法 如 下 ， 在 4 x [0， 
@) x ELE X Borel 画 数 C (t, x)2 0 R fU, x), Æ 
[0，c)x E, EjE X Borel BH g(t, x), 对 ze q, s20, 
xEE,, 用 而 记 {s+t, xn MK Q < [0, wx E, 
越 出 的 时 刻 . 令 


t 


PPE = fere +r xm) dr, 
ü 


v"(s, x) = 


Tg 


= Et. fe ft xdi tals t To, Xde "° , 


(10) 


其 中 期 望 符 号 的 指标 &，s, x ERACE Aa 
的 需要 而 引进 的 . 由 此 引出 的 问题 是 要 确定 一 个 概 大 
化 p(s, x 的 策略 z, 以 及 确定 价值 商 数 (value func- 


tion) 


p(ç. x) = Supe (sx) (11) 


Meo" (s, xolis, x) -e 的 策略 x. BART Ká (s, x)€ 
FALAY (e - optimal). 最 优 的 (optimal) 则 是 指 0 最 优 
策略 ， 如 果 在 {11) 中 集 A Al, x) (Wu (s, xD 4ë 
替 , 则 相应 的 最 小 上 界 用 paifs, x) Wan (s. xX) 来 标记 . 
因为 包 会 关系 Ayi), (s, xy W 3, 由 此 推 得 
Dem (s, x) S Bgy (s, x) Sp(s, x). 在 适当 宽 的 假设 下 
BD. BAA o5. (例如 , 当 o,b,c,j 9 Ik (w. x) 
连续 , 且 对 得 一 上, 当 把 “ 视 为 参数 时 ,这 些 画 数 依 *x 等 
度 一 致 连续 ,又 寺 所 有 zt,x, 羡 数 刀 cg 的 绝对 值 以 
KU +x" AR, Ker K, m RRT, t, x, WAE 
结论 ). 至 于 在 -- 般 情形 下 等 式 puas b 成 立 的 问题 ， 
尚未 解决 .动态 规划 思想 的 一 个 形式 的 应 用 就 是 将 这 些 
结果 化 为 所 谓 的 Bellman 原理 : 


pis, x) = 
sup EZ, i 二 Te |, 


62) 

其 中 rn AE 3ROE Y ASS RPL y “的 停 时 ( 见 Map- 

me 时 (Markov moment)). ## (12) tE H tA z = 

min (t, xz) 代替 r, 同时 对 v8+t, x )e "2 RL Pr R 2: 
式 ， 则 通过 不 太 严 格 的 讨论 后 ,可 得 Bellman 方程 : 

sup(L"u+ f°) =ü, (13) 


其 中 


a 
Lv = gta (人 《 


+b'(a, s, xa —c? (s. x), 
x 


而 这 里 的 指标 让 j EAR 1 到 d RAN E a W 
由 下 式 定义 : 


ala, s, x) = (a”(a,s,x)) = Lala, s Xo (a5, x) 


Bellman 方程 在 受 控 扩散 过 程 理 论 中 起 着 核心 的 作 
用 ,因为 往往 它 的 一 个 在 边界 20 上 等 于 g 的 足够 “好 ” 
的 解 就 是 价值 函数 ,而 车 =a (s, x) 对 每 一 {5,x) 达 到 
(13) 中 的 最 小 上 界 , 且 ?=w?(sot+t, x) EE ls xR 
许 的 Mapwoa WMA, MIRE a° =a 在 点 (%，xo] 处 是 最 
优 的. 由 此 有 了 时 可 以 证 得 man (8 =n x). 

这 些 结果 的 严格 证 明 会 届 到 严重 的 困难 ,它们 是 与 
方程 (13) 的 非 线性 特征 相 联 系 的 , 因为 一 般 该 方程 是 一 
个 非 线 性 退化 抛物 型 方程 ， 最 简单 的 情形 是 , (13} 为 一 
非 退 化 所 线性 方程 (矩阵 a 不 依赖 于 a 且 在 中 中 一 致 
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非 退 化 )， 这 时 , Q, a, b, c, f. g 8 JU E 3 y£ 8: 
制 ,可 以 利用 拟 线性 抛物 型 方程 理论 的 结果 证 明 
(13) 在 Halder 函数 关中 的 可 解 性 , 从 而 基于 (13) 的 解 
给 出 -个 构造 。 最 优 策略 的 方法 ， 类 似 的 方法 可 用 二 
- 维 情形 ( 见 [3 ， 此 时 设 @=( 一 am， %)x G. r). a, 
b,c, f. 9 是 有 界 的 且 不 依赖 于 s, B a 有-- 致 的 正 下 
界 . 在 此 情形 下 , (13) 简化 为 (rn 。 中) 上 的 二 阶 拟 线性 广 
RIČ =0， 而 (13) 可 以 由 它 的 最 高 阶 导数 5. 8 


出 . 3 3 Q=(—0, 6) x D (K rh DA? 维 区 域 ), 
Ña, b, c, f. g DARET s 时 ,微分 方程 论 的 方法 
也 有 助 于 (133 的 研究 ( 见 [3])， 此 时 ,如 同 先前 的 情形 ， 
Rifa 依赖 于 a. 与 此 有 关 还 可 所 及 Hamilton - Jacobi 
方程 (gs 站) 的 情形 , 它 也 可 以 用 柚 分 方程 沦 的 方法 进 
行 研究 { 见 [5]). 

用 随机 过 程 沦 的 方法 可 以 证 明 , Z Q =(——, T) 
x ET S ©}, Ær] a, b,c, 了 fg 如 以 某 些 平滑 性 根 
定 的 更 - 般 的 情形 下 , 价值 函数 "满足 方程 (13)( 见 
DB). 

与 受 控 运 动 问题 一 道 ,还 可 以 考 虚 受 控 过 程 对 于 一 
人 或 二 人 的 最 优 阅 止 问题 ,例如 , 对 xe 四 及 任意 停 时 7 
极 大 化 形 如 下 式 的 价值 踪 函 : 


ToT 


peT x) = En, Í e*s +i x )dti + 


+g(s tro AT, x. Ar)e "| . 


与 受 控 扩散 过 程 理 论 有 关 的 ,还 有 受 控 部 分 观测 过 程 以 
及 随机 过 程 的 控制 问题 ,其 中 控制 是 从 相应 于 扩散 型 过 
程 的 某 个 给 定 的 测度 类 中 选择 一 个 (CI[0，o)， Ea). N.) 
上 上 的 测度 来 实现 的 ( 见 [3], [4], [6], [7], (81). 
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H. B. Kpemos A H. Umpen A A Oum {R 
【 补 注 】 上 述 的 Bellman 方程 (方程 (5), (13))# 时 
又 称 为 Belman - Hamilton - Jacobi 方 程 (Bellman - 

Hamilton - Jacobi equation). 

受 控 扩 散 过 程 又 被 定义 为 某 一 Eudid 空间 中 的 
受 控 障 机 过程, 其 测度 容纳 一 对 某 个 独立 于 控制 的 
Wiener 过 程 的 Radon - Nikodym 导数 (Radon - Niko- 
dym derivative). 

在 受 控 随机 过 程 理论 中 除 上 述 内 容 外 ,还 有 许多 重 
ARS. Fp AKIE h FAE AN 
意义 不 大 ， 下 面 的 评注 力求 从 更 广 的 角度 对 待 这 个 主 
题 ,同时 指出 某 些 近 期 的 技巧 上 的 改进 . 

KRHA controled processes in discrete 
time). 它们 通常 由 如 干 的 状态 转移 方程 所 规定 : 


x, = f(x, u, w) t=0, 1, Cra (A1) 


KH x EARRA. u 是 控制 ， 而 m, 是 一 给 定 的 

独立 属 分 布 . 芋 其 共同 分 布 函 数 为 了 的 随机 变量 序 

列 . 如 果 初 始 状态 x. 独立 于 fw,:f 20), mH u 具 

有 Mapxos tE, El u Egu, u,=u(t, x), BEZ H (AlE 

义 的 过 程 x 是 Mapo 过 程 . 控制 目标 通常 是 极 小 化 
RABH (cost function): 


N-i 
Jy, oE F P'en u) + B"0(x əl. 
步 数 六 可 以 为 有 穷 或 无 穷 ;8 s (0, 1] 为 折扣 因 于 (disoo- 
unt 鱼 ctor)， 带 终端 费用 的 一 步 费 用 为 
T pc)=c(x, u)+BE, P(x,)= 
: =ce(u, x)+B| e (J (x, u, wadd F(w.). 
定义 
Te(x)=inf T g(x); 
WAAAY (dynamic programming) I BE sz BB 
inf Ji, u CO5 T'o (x), 
其 中 T'O=T(TH. 583, f SAR H uitt 
TyT™ O(x)=inf T.T 0 (x) 


É u (Ë .在 无 穷 极 限 情 形 (W=o), 可 以 预料 : 当 有 <1 时 
会 有 


inf Je (x) =lim T'p(x)=: 7 (x), 


A J 将 满足 Bellman t R 方程 (Bellman functional 
equation) 


J'(x)=TJ`(x)- 


离散 时 间 控 制 的 一 般 理论 就 是 研究 在 何 种 条 忻 下 , 上述 
类 型 的 结果 可 严 粘 加 以 证 实 . 一 般 而 言 ,收缩 性 (1 了, 2 
-Ty l| < pllg wil. p< 1) 或 单调 性 (了 用 雪人 的 ) 
的 条 件 是 必需 的 . 如 果 c, f. p 仅仅 是 Borel 函数 , TP 
不 必 是 可 测 的 . 但 是 ,如 果 这 些 函 数 是 下 半 解 析 的 , 风 
To EE FERAS, 而且 可 以 证 明 普 遍 可 测 的 上 最 优 第 
K É) r E. [Al], [A2] E: X — B ë B) 1: $ £ *% x 
EE. 
Bellman FEKRR. 回 到 受 控 扩 散 问 题 (9)， 

(10), Bellman 方程 (Al1) 可 以 表示 为 


F(Div, Dv, v, x)=0, (A2) 


FE (Dri), =Əs/àx', (D°), = 00 / 0x'ax:, 而 下 与 (13) 的 
左边 相 一 致 . 如 正文 所 指出 的 那样 ,要 判定 由 (127 定 多 
的 价值 函数 在 何 种 意义 下 (如果 存 在 ) 满 足 (4A2), 是 一 
件 困 难 的 事 . 在 [A3] 中 对 一 阶 方程 引进 的 Bellman 方 
程 的 粘 洁 解 的 概念 ,提供 了 此 向 题 的 一 个 解答 . PS Sk oo 
EC 他) 称 为 (A2) 的 一 个 粘 滞 解 (viscosity solution), 

如 果 对 所 有 PEC*(@)， 在 v 一 中 的 任何 局 部 极 大 点 有 


` 


F(D°@, De. u, x)< 0, 
E v-o WEA a iB ya 
F(D*:@, De, v, x) > 0. 


注意 (A2) 的 任何 C 解 都 是 精 洁 解 , 同 时 如 果 一 粘 滞 解 
在 基点 x, 2 R. C: 09, MI (A2) 38 # x, h 88 E. 可 以 在 
很 一 般 的 条 件 下 证 明 , gp (12)rF 5 fs PR 3K o E Ë S 
85, B| R (A2) B) YA PB R. > A 35 BJ ur H TJ £ # 
[14] ， 且 包括 使 "为 连续 的 条 件 及 其 他 有 关上 帖 滞 解 的 
唯一 性 与 正则 性 的 结果 . 

概率 方法 . 受 控 扩散 理论 与 偏 微分 方程 有 紧密 的 
联系 .但 是 , 关于 项 优 控制 的 存在 性 及 随机 极 大 原理 ( 见 
下 ) 的 最 一 般 结果 ,可 以 用 纯 概 率 方 法 求 得 ， 对 于 扩散 
模型 (9) , 当 o Kik T zH ator "为 一 致 正定 时 ,这 
一 方法 表述 如 下 ， 在 此 情形 下 ,对 任 一 反馈 控制 (m= 
a(t, xa 可 以 定义 (9) 的 一 个 弱 解 tweak solution); 用 
A, 表示 这 种 控制 的 集合 , 且 用 E" 表 示 当 me ;时 对 x 的 
样本 空间 测度 求 期 望 . 假设 极 大 化 支付 ( 亦 见 增益 画 
Ë& (gain function)) =% 


E* | f (x, apdr ten], 


, >" 


a t 


£C 


1 — mr r. 


其 中 于 为 一 固定 时 刻 . 定义 
T 
W, =ess sup E"| f(x,, z,)ds +g(x,)] >, , 
Ruh. Saf 0 < s <t). FATRE- - 纯 量 过 程 M): 


M?*= ffn a ) ds +W,. 
由 此 , M." 是 在 给 定 控制 选择 及 到 :时 为 止 的 过 程 发 展 的 
条 件 下 ,其 总 体 支 付 (total pay - o 多 的 最 大 期 望 值 .可 
UEH, JM: it LS (WAR (martingale}}. B. iq B 4 z 
为 最 优 时 ， Mr 35 R. M: 有 Doob - Meyer 分 % 
{Doob - Meyer decomposition) M'=N"—A, Rh 
NE AER, P A AERA B. 所 以 x 为 最 优 的 HHR 


theorem) (ILEK (martingale), N tant k tn FJ sŠ; 
Ne= ĵp,c(x dwt, 
ù 


FP w°" ERRE (9) sü ye t a) B) 359 W P BJ) Wiener 
过程， 容易 证 明 , p, 不 依赖 于 &x, 且 对 &, EA A" 
与 4 之 间 有 关系 式 


Ar=AP+| HH)ds, 
ü 


其 中 
H; =p,b{x,, adt f (x., td- 


=. a . è 


Fa, 为 最 优 的 则 .44=0; 得 4 是 增加 的 ， 所 以 必然 有 
号 ， 宅 五 = 儿 乎 处 处 成 立 , 它 表明 


Bbilx ,wm) HHn Smar pbl, a) f(x, who (43) 


sapan s QHO. 于 是 可 取 
x; =arg max [p, b(x;,, at f(x. a)l 


KHE AREH x*"， 类 似 的 技巧 还 可 应 用 于 非常 
一 般 的 受 控 随机 微分 系统 {不 只 是 受 控 扩 散 ) 以 及 最 优 
停止 与 脉冲 控制 问题 (WL F). -~ 般 的 参考 文献 有 [A5], 
[A6] .这 一 理论 的 某 些 部 分 已 用 非 标准 分 析 ({non ~ stan- 
dard attalysi) 的 方法 加 议 研 究 { 兄 [7]). 

随机 最 大 值 原理 (stochastic maximum principle) ， 
上 述 的 必要 条 件 {AA3) 并 不 是 一 个 真 的 最 入 值 厌 理 , 因 
为 其 中 的 "伴随 变量 "p, URERA HHA. 在 [A8] 
及 其 他 文献 中 证 明 , 在 相当 宽 的 条 考 下 ,站 直下 式 给 
出 : 


=E" [frens PECS, Ods+g,(x,)wp (T, t) “| 


CONTROLLED STOCHASTIC PROCESS 833 


其 中 只 是 一 个 最 优 控 制 ,而 再 (s, 昌 是 当 控制 为 <! 时 相 
应 于 (号 的 线性 化 或 导数 系统 的 基本 解 , 即 它 满 足 


dp (t, s)=b,(x,. al up (z, s)dt +o, (x) gp (t, dW", 
is s)= 单位 元 . 


由 此 给 出 障 机 最 大 值 契 理 ,其 形式 直接 模仿 确定 性 最 优 
控制 理论 的 JIonrmsraa 最 大 值 原理 (Pontryagin maxi- 
mum principle). 

脉冲 控制 {impulse control}, Æ iF g E E 
H, ë B|3£ 4E PE SE 3 8 , WÍ — RF “+ TR” EEA x B9 
时 刻 进 行 的 . 3k rh pi 0030 6 8 Jë yz 28 o EN ñ$ $k = E 
A. Xi x, Po xi 为 状态 空间 五 上 的 时 齐 Map- 
Kon E, EF Q= D. 0, $) (ESE B 5 ARR E 
WBS Akal). T, 为 其 相应 的 半 群 ; 了 gp (xy=E, a (x), 
一 个 受 控 过 程 (y.) 可 非 严 裙 地 定义 如 下 . 策略 3 是 随机 
时 间 z 和 状态 上, 的 序列 (esi， 其 中 是 严格 增 
加 的 ， (y) 开始 于 某 一 固定 点 x， 随 之 是 (x) 的 一 个 直 
到 时 刻 r 的 实现 , 在 (7) 的 位 置 被 移 至 y=, FÑ 
后 在 随 之 以 {x0) 的 一 个 始 于 5 的 实现 ,直到 时 刻 区 ;如 
此 等 等 .承载 (y) 的 一 个 “ 溃 过 的 "概率 空间 (全,G,, P) 
以 这 样 的 方式 来 梅 造 : 使 (适应 于 G( 见 最 优 随 机 过 
# (optimal random proeess ))， 理 对 每 个 天 ,rm ÆG, 
停 时 而 总 为 各,, PPW. 用 极 小 化 某 一 费用 函数 7, 的 语言 
来 陈述 优化 问题 是 比较 方便 的 ， 几 一 般 取 如 下 形式 : 


J,(x)=E, | J ef (yd +E e Pn e, yua rol 


R g>0, 而 f. c 之 0 >0; 这样 就 排除 了 在 有 限时 间 
区 间 内 多 于 有 演 次 * 干预 "的 那些 策略 . (ERE 
u(x)=inf J, (x). 


Moə(x)=inf [e(x, 2) +o 


定义 算 子 M. 5E REHA x 为 Feller 过 程 (Feller 
process) 时 可 以 证 明 ([A9]), p 是 连续 的 , 且 > 是 满足 如 


下 两 不 等 或 的 最 大 连续 函数 ， 
= Mu, (A4) 
v <e "T, p+ fe T, fds. (A5) 
[i] 


REE, či) 是 
下 二 条 人 =， 
či =arg min Mbo(y.-). 


于 是 ， 状态 空间 E 划分 为 一 个 鞍 续集 (continuation 
set, 其 中 < Mo; 一 个 干预 集 (intervention set), # 
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中 v= Mu， 此 外 , o 是 如 下 方程 的 唯一 解 : 
s(x)=inf E, [le #f(xOds+e Moix), (AG 


其 中 下 确 界 是 对 所 有 . 关 停 时 的 集合 来 取 的 .这 表明 了 
脉冲 控制 与 最 优 停止 (optimal stopping) Z HHI E E E 
F: (A6) 是 过 程 (xi) 的 . E E$ (im plicit obstacle) Mo 
的 最 优 停 下 问题 ， 对 右 过 程 (right process)} 也 得 到 了 
类 似 的 结果 ([A6] , [Al10D; 且 其 中 的 可 测 性 质 更 加 精 
细 . 脉冲 控制 的 解析 理论 也 有 丰富 成 果 . 说 vE 2(A), 
其 中 4 是 【x,] 的 微分 生成 元 ,由 (A5) 得 


4 一 8 二 这 0 (A7) 


此 外 ,在 每 一 x 处 ，(A4)，({A7] 至 少 有 一 个 等 号 成 立 ， 
即 
(400 一 名 (TCD 一 po 一 0, x EE. (A8) 


方程 (4A4)，(A7)，(A8) 刻 画 了 bu， 而 且 对 于 扩散 过 
壬 ( 即 当 4 为 二 阶 微分 算 子 时 已 用 拟 变 分 不 等 式 (qu- 
asi - variational inequality) 方 法 进行 了 广泛 的 研究 
([A11]). 并 获得 了 存在 性 与 正则 性 . 

应 用 非 扩 和 散 机 型 的 控制 . 运筹 学 (operations re- 
search) 中 的 许多 应 用 问题 (例如 排队 系统 或 存 情 控 
制 ) 涉 及 非 扩散 随机 模型 的 最 优化 .这 是 正文 所 述 的 跳 
牙 过 程 的 推广 ,它们 考 虚 跳 皮 之 间 的 非常 值 轨道 以 及 各 
种 类 型 的 边界 性 态 . 对 这 类 问题 ,已 经 为 创建 一 个 统一 
的 理论 进行 了 多 种 尝试 :分 毁 确 定性 的 Mapgoa 过 程 (pi- 
ecewise - deterministic Markov process) (AI2]), Map- 
kon tk W BE 3£ t 389 (Markov decision drif process ) 
(A13). [A14]). 对 连续 控制 与 脉冲 控制 , 以 及 离散 化 
方法 与 计算 技巧 ,都 已 进行 了 研究 . 

部 分 观测 过 程 的 控制 (control of partially - obse- 
ved processes)， 除 了 近期 的 若干 重 楼 进 麻 外 , 这 一 主 
黑 远 未 完全 解决 . 它 是 与 非 线 性 滤波 (non - linear filt- 
ring) 理论 上 密切 关联 移 . 考虑 一 个 如 (外 中 的 受 控 扩 
散 , 其 中 的 控制 必须 基于 由 下 式 给 出 的 纯 量 过 程 (7 ) 的 
观测 : 


áy=h(x)di+dw° . (A9) 
fw 人 是 另 一 独立 的 Wiener 过 程 (Wiener prooess), 


mA, Eui, BARH) , 且 具 有 极 大 化 的 支付 评 函 形 
如 ` 


Jo)=E i (x, o )ds+g oa| ， 
J 


问题 可 陈述 如 下 iiw, y R MO — WK 2 [aj (OQ, , 
Po EHE 98 xr Ë9 Wiener b E, ,是 (yw) É B #£& E 
子 ， 容 许 控 制 集 4y 是 所 有 适应 于 %, 的 Aite a). 
在 标准 条 件 下 ,对 ws4y, (9) 有 了 唯一 的 强 解 (strong sol- 


ution). 现在 ,在 (各 , 关 ) 上 由 下 式 定 文 一 个 测度 (meas- 
ure) P: 


Jaeody- 六 | kee | . 


由 Tapcasos 定理 (Girsanov theorem), P R — AEE 
EME (probability measure), Mi dw’: =dy,—h(x pdt Æ 
测度 P 下 的 Wiener 过 程 . 因此 tx,, yE, PE 
满足 (9) 和 (A9). 对 任何 函数 gp, B r = Elo(x)l > J. 
根据 Kallianpur - Striebel 公 式 (Kallianpur - Striebel 


formula). x (@)=s(@)/G,(1), 其 中 1 #6% 1(x)=1, 而 


G (g@)= 


=E, 969 [boo T boeo as! | “|. 
ü g 

三 可 认为 是 给 定 Y, 时 x, 的 非 正 规 化 条 件 分 布 ; 它 满足 

Zakai 方程 (Zakai equation) 


de,(@)== (L"@)dt+o,(h@)dy,, (A10) 


E+ L.R (14) c= 0 给 出 . 由 条 件数 学 期 望 (con- 
ditional mathematical expectation) By tE Wi ME IH, J (z) 
可 表 为 : 


J.(a)=E, | Tree ， adrt], 


HP 0(a):=o, (4), T f (6, ,x,=a(/G ,a). 这 表明 ,部 分 
观测 问题 (9) 与 (A9), 等 价 于 概率 空间 (0, A r PoE 
的 完全 观测 问题 (A10) 与 (A11), 其 中 受 控 过 程 是 测 
度 值 扩散 a. 最 优 控 制 的 存在 性 问题 已 被 广泛 研 
究 . 结果 似乎 是 , 仅 当 某 种 形式 的 随机 化 被 引进 时 ,最 
优 控 制 是 存在 的 ; 见 [A7]. [A15], [六 16]， 除 此 之 外 , 极 
AERACHA]. [A18]), 同时 着 手 了 Bellman 
方程 的 某 些 预备 性 研究 ([A19]). 
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潘 一 二 F 


几乎 必然 收 化 [ convergence, almost - certain (或 almost- 
SFe ) ; CODEMOCTE IITH Hbcyyaoe ] ， 以 概率 1 # S 
(converpence with probability one ) ` 

在 某 一 概率 空间 (Q. =, P) 上 定 尽 的 随机 变量 序列 
区 按 下 列 方式 定义 的 ,向 某 一 随机 变量 天 的 收 
A: X. XG X — 六 PP 几乎 必然 )， 如 果 


Pfo: | X% lw- Xio l0) = 1 wen 


在 数学 分 析 中 ， RA FF BC A JÉ: sÑ 8k 29 JU FP AE 2k k S 
(almost - everywhere convergence). 依据 率 收 化 (con- 
vergence in probability ) 可 由 几乎 必 热 收效 推出 . 

B. H. Enymooros 提 
【 补 注 】 亦 见 收 鳃 性 的 类 型 (convergenoe, types of); 
概率 测度 的 网 收 钱 (weak convergence of probability mea- 
sues); 分 布 (的 收 租 ) (distribution, convergence of ). 

虫 树 中 TE 


几乎 处 处 收效 [ convergence , almost - everywhere ; exome 
MOCTb NOTTE BCHONY | 


见 收 化 性 的 类型 (oonverpence, types of). 


离散 收效 [ convergence, discrete ; cxonminaocra pce- 
Tuna ] 

格 形式 的 函数 和 算 子 在 对 应 空间 中 的 收 租 性 ， 设 
E. F, E F (n € N={1, 2, }) Æ Banach =W, P={p} 
M Q= lq ERRER TOARH)A, p, E— E, qn:F 
= F o EA FAEM: 对 于 所 有 x EE,yeF, n€ N, 


Mp || > x gy Hy 


成 立 ， 
A 
E — F 
Pal 1⁄4, 
E, > F, 
A, 


一 个 序列 Ix, € N'EN (x, € E .): 


836 CONVERGENCE IN DISTRIBUTION 


a) Wiki (sk PK F x e E. WR |x px l 
— On 8 N' ); 

b) 为 离散 坚 的 (deretely compact) (3 P E ÉS 
( 卫 -compact ) )， 如 果 对 于 每 个 无 限 集 六 "=A ， 存 在 无 
限 集 N CN WETA i), w. 离散 收敛 . 

— RT A: E 一 下 的 序列 14 eni 

a) 离散 收 伍 或 PO k Sk) T 8 T A: E F 如果 
ATEA Pk EF] {xh SRA 

Xox (n EN) > A,x, SAx (eN) (1) 
R; 

b) BR KAK A 如 果 除 (1) 外 ， FARRE: x 
EE, |x l < # n EN)>{A4 x E O KN; 

c) EWG FW) T A 如 果 除 (1) 外 ,下列 条 
件 满足 : x e E. jx l < W$, LA x R Q KW = 
(x! R P RH 

d) 稳定 收 化 于 4, MERO FPR aW E: 
存在 A. ELE E ERIA 所 常数 (nsn. 

设 44 和 是 有 算 线 性 算 子 ， W4 A — T4, 当 且 
331 4 | 去 常数 (neEN) 以 及 对 于 EE 中 的 某 个 秽 
密 子 集 的 每 个 点 x A AP aA || — 0. 

对 干 有 界线 性 算 于 4 和 A FIRES t; 

DA 4 (稳定 地 )，AE=F; 

2)4 2E ACE MH), Ax=0 =x=0, AAF A(n 
2: n) ) 是 指数 为 零 的 Fredholm 算 子 ; 

3) 4 了 44( 稳 定 且 正 则 地 ) ， 

如 果 这 些 条 人 忻 之 一 满足 ， 那 么 A! 和 A. OTE 
分 大 的 n) 存 在 BA'ZA "(稳定 县 正则 地 }， 条 
件 1)，2) 和 3) 的 满足 ， 可 以 解释 为 对 于 方程 4x=y 和 
A,x,=v, ARAE: 如 果 1)，2) 或 3) 满 足 ， 那 么 y, 
<. y 38 F 3| ik Se: 


x, SAR y, 54 “y=x 
且 其 收 膏 速率 可 估计 为 
ol Anpa y lr, < |x, pox ls, 
< cl Apna — y. |=. 


在 证 明 逼 近 方 法 的 收 敏 性 时 ，1) 和 2) 用 得 最 多 . 
把 适当 的 函数 空间 揭 作 为 EE 和 F, 而 把 卫 数 转换 为 它们 
在 格 点 上 的 值 的 算 子 选 作为 和 局 . 
HIN 
[1] Stummel, F.. Discrete Konvergenz linearer Opera- 
toren I , Math. Ann., 190 (1972), 45—92; I. 
Math. Z.. 120 (1971), 231- 264. 
[2] Bañaugako, T. M., n xm. , Hrorn Hayka W Texuuxu, 
Mammarecci agami, L6 (1979), 5-53. 


[3] Yainikko. G.M. (T. M. Baño}, Funktionalanalysis 
der Diskretisierungsmethoden, Teubner, 1976 (H8 
E). F. M. BEaiomwao % 史 树 中 H 


依 分 布 收 化 【enoavergence in distribution ; cxommwocre 
mo pacuped eJTleHNrmo] 

定义 在 某 个 概率 空间 (0, <, P} 上 的 随机 变量 序列 
在， 下 ,向 一 个 随机 变量 于 的 依 下 述 方式 定 尽 的 收 


w: X Z. X, 如 果 对 任何 有 界 连 续 函 数 了 . 
Ef (X,) > Ef (X); 5 n>, (全 


这 种 收 敏 形式 之 所以 称 为 依 分 布 收敛 ， 是 因为 条 忻 (=) 
等 价 于 分 布 函数 F, (x) 在 每 一 使 Fxfx) 为 连续 的 点 > 
处 收 敏 于 下 r (x). B. H. Esrrenwona Í 
[ 补 注 】 38 m Er $ 8923 BS ( oomvergence , types of ); 
分 布 的 收获 (distributions ， converpence of). 

这 是 针对 实 值 随机 变量 的 特殊 和 名称, 一 般 称 为 概率 
调度 的 器 路 敏 (weak convergenoe of probability mea- 
sures) {定义 赔 (*， 但 文 ,, 久 在 可 能 更 一 般 的 空间 中 
Wa). 请 一 民 译 


fk SN fit i SÉ [ convergence in measure; CXOMEMOCT h ño 
Mepe ] 
见 收 化 性 的 类 型 (convergenos, types of). 


ik fe Mk ak [ceorvetgenmce in norm ; cxonüMocr NO 
mopme ) 

PARSHA PHRA x KATER x, E X 
如 下 : x,— x, 如 果 


|x, x | — 0, nco 时 . 


这 里 , 上 .上 是 XPE., 
M. H. Bommiexcpckai #Ë 
IRENE (convergen, types of). 
张 鸿 林 译 


[MÈ] 


KER [convergence in probability ; ckwomMocrb BO 
Bepouruocrs ] 

定义 在 某 个 概率 空间 (02, s, P) 上 的 随机 变量 序列 
Xo X,,' P| — 4 Bi $L E X65 45 F 8 b A E 3 ñu k 
化: X 已 下 ,如 果 对 任何 8 >0， 


P(| X. — X >e} — 0 š n—oo 时 
在 数学 分 析 中 ,这 种 收 伍 形 式 称 为 依 测度 收 伍 (conver- 


pence in measure). MAKHE Ik Sk ET HE tH fk ZY fi Ë: $ 


(convergenoe in distribution). B. H, Panapos 机 


【 补 注 】 亦 见 概率 测度 的 弱 收 伍 (weak convergence of 
probability ineasures); 收 伍 的 类 型 (convergenoe types 
of); 分 布 收 化 (distributions , converænæ of ) . 

M-A WE 


p Et 3 5 Ër Ək [ oonvergenee im the mean of order p; 


CXOIEMOCTE E CEemHECM mopu/Kks p) 
RRE (converpence, types of). 


ik 3k r 9k [ convergenee in variation; cxommwocm no 
BApHANHE | i 
Aoma (distributions, couvergence of ) . 


收复 区 间 [ convergence interval ; mrepaan cxomwmwmncru], 


EE 3 b Q: 06 E Ede) 

自 变量 的 具有 如 下 性 质 的 实 值 ( 开 ) 区 间 : 在 区 间 的 
每 一 点 该 矫 级 数 收 艇 ， 而 在 区 间 外 每 一 非 边 界 点 处 级 
HEM. BC3-3 Hy 译 


KRR f. [ convergence multipliers ; cxomMocra MOEH- 


rem], BATAR Y... u O) 的 
一 些 数 1 (n=0, 1, 2, =), 即使 得 级 数 了 ”u(x) 


在 可 测 集 X EILEAS, R hu, G) k X og x 


前 数值 函数 ， 
例如 ,对 于 属于 L PARK Fourier 三 角 级 数 , 数 
A= l/lnn(n 一 2,，3,"…] 是 收 敏 局 子 (46 和 可 以 性 意 选 
B) EREN, WR ELp- n, z], 其 Fourier 三 角 级 数 
是 
= + $ a, cosnx +b, sinnx- 
t=! 
则 级 数 
á, COSHX + b, SIn nx 
a=? inn N 
在 整个 实 轴 上 几乎 处 钼 收 语 , MRSE L [—x.z](p>1), 
则 其 Fourier = A S $£ £ JLE pb #b A (9, Carleson 
定理 {Carleson theorem)). 
JI H Kynpsenes Ë 张 鸿 林 W 


测度 的 收效 [convergence of measures; cxommuocre mep) 
概率 论 中 的 一 个 概念 , 它 取 决 于 测度 空间 的 三 扑 ， 


这 里 所 谓 测度 是 指定 义 在 某 空间 状 的 子 集 所 成 的 


代数 几 上 ,或 更 一 般 地 ,定义 在 负荷 {chamer) 的 空间 
WMX, BY ERKA Ky T A b tE E R g a= (u (A): 
AEB}. 由 负荷 空间 9 (X, 加) 中 有 和 界 - 贷 荷 (PH W 
ERE suplu(Ay <<, Ae WS 65 F X, 
TERRAM. 
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1) EMX gP, SAA 
|a} = Varg = sup(| aA) |+| XNA) I) 


HE P(X, V), 


EAMH p Bi 3E 38 ( variation of the charge p). £= 
此 范 数 下 , 负荷 序列 a n 一 o aTi =e 
variation). ° í í í 

2) 在 WR (X, 0) 中 要 考虑 通常 的 弱 拓 扑 . 在 这 种 
拓扑 下 (增收 仇 (weak convergence )) , MEA z, KF 
RC 一 此 ,于 一 OARE, T, DEHE EË 
RREA F, REE F) > F(u) (n — oo). 这 种 
KARTENA R (sup. l| a i < co) ,并 且 对 于 
所 有 的 Ae 9, 32 P] a. (A) — p04)(n — o). 负荷 列 
u, (n=1, 2,…) KARAM A Win hr ak. |, fO) 
dp [y fG)d n (n — e), 其 中 了 是 芒 上 关于 口 代数 
处 可 测 的 有 界 函 数 . 

3) 当天 为 拓扑 空间 且 $= 0(X)22 Z BJ Borel = tt 
H. AAA M(X, DEARI RRR E) 
EHHE. 这 基 司 形 邵 


FA) = ff dp 


的 泛 函 连续 的 最 弱 拓 扑 , 其 中 了 是 蔷 上 任意 的 有 界 连 
AER. EELER ETAt, 负荷 列 上 .的 
KAE., u, — {n — oo) (sak (weark convergen ) 
BEE KAK (narrow convergen ) 等 价 于 数列 从 14) 一 
HCA} (nn 一 0) 的 收 分 性 ,其 中 44E 和 (XY) 为 满足 wl84)=0 
的 任意 Borel 集 ,而 864=A 门 ( 耳 A), 下 为 4 的 闭 包 ， 
4) in X 为 局 部 紧 拓 扑 空间 (而 效 = 入 (天 ) 为 
Borel o 代数 ), 那么 M (X, D PRA — Ph BEN i EH 
扑 : RAFA á -— (n 一 e) R k r ( Wk ak. wide 
convergence EM RFA] F, (u, ) — F, (u )(n 一 oo) 的 
kA E R f Wk B R g K 2 5 0541 8 83 . 这 种 拓扑 
AF 9 (X, D PARAH. 类 做 的 拓扑 还 可 以 自然 地 
定义 于 更 广 的 空间 Wb (X, DE 5 £ E F 838 PL tn 
荷 上 构成 的 空间 , BB N thi E: 对 每 点 x e KER 
U, i sup pA) <o, A< U, AE (X). 
参考 文献 
[1] Bourbaki, N. , Elements of mathematics, Integration, 
Addison - Wesley, 1975, Chapt, 6; 7; 8 ARZ). 
[2] Dunford, N. and Schwarz, J. T. , Linear operators. 
General theory, I. Interscienoe, 1958. 
[3] Bilingley, P. , Convergence of probability measures, 
Wiley, 1968. 
P. A. Mmo E EWE E BE ÉE 


收 妆 性 ( 的 类 型 )[convergence, types of; cxorgsaocrv, 1 
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数学 分 析 的 基本 概念 之 一 , 它 表 示 一 个 数学 对 象 具 
ABR Dimit)， 在 这 种 意 儿 下 ,可 以 考虑 元 素 序 列 的 收 
BE, AARE, N RRA K Sk t. E p CBS W S 
性 ,积分 的 收 第 性 等 等 ， 鲍 如 ,在 研究 某 些 数 学 对 和 象 ,并 
用 较 简 单 的 对 象 近似 它们 时 ， 就 出 现 了 收 敏 性 的 概 
念 ， 忌 如 ,为 了 计算 一 个 图 的 面积 ,就 用 到 了 这 个 圆 的 
上 肉 接 正 铸 边 形 面积 的 序列 ;为 了 近似 计算 函数 积分 ,就 
用 分 段 线性 函数 ,或 者 更 -- 般 地 ,用 样 条 (spline) 来 近 
似 , 等 等 ， 在 元 素 集 侣 上 引进 收 和 化 性 概念 ,可 以 说 是 数 
学 分 析 的 秘 始 - 

I. 序列 的 收 钱 性 (convergence of sequences ). 在 同 
一 个 元 湾 集 上 ,依照 所 研究 的 问题 不 局 可 以 引信 不 同 的 
集合 元 豪 的 收 第 福 概 念 ， 收 笋 性 概念 在 解 各 种 方程 ( 代 
数 方程 .微分 方程 , 积分 方程 等 等 } 时 , 尤其 在 求 它 们 的 
近似 数值 解 时 起 涟 非常 重要 的 作用 .例如 , 应 用 麻 列 通 
近 法 【sequential approximation, method of ) 可 以 得 
到 一 个 收 笋 于 给 定 的 常 往 分 方程 之 解 的 曙 数 序列 ,同时 
证 明了 在 给 定 的 特殊 条 件 下 解 的 存在 性 ,并且 提供 了 一 
种 能 够 计算 出 具有 所 需 精 确 度 的 解 的 方法 . 对 于 常 微 
分 方程 和 偏 微分 方程 ,存在 适合 于 运用 近代 计算 机 求 数 
值 解 的 各 种 收 笋 的 差分 法 . 

BRERA X PIETELE A K i tE A 

D ENEN, ERNA PS sE PF 31 B 2: 14 B5 ë P 4 E X T 
一 个 类 ， 其 中 每 个 成 员 (member) 称 为 一 个 收 敏 序列 
(convergent sequence), 而 每 个 收 敏 序列 对 应 X pR 
个 元 素 ， 称 为 这 个 序列 的 极限 . 此 时 集合 基本 身 称 为 
收敛 空间 (space with convergence). 

序列 收 化 性 的 概念 常常 要 求 具有 下 述 性 质 : 

1) 瑟 的 等 个 元 吉 序 列 至 多 能 有 一 个 极限 ; 

2) 每 个 平稳 序列 {x, x,…} (x€ X) 均 收 化， 并 且 
TA x 就 是 它 的 极限 ; 

3) 收 黎 序列 的 每 个 子 序 列 也 收 伍 ,并 且 与 全 库 列 有 
相同 的 极限 . 

当 这 些 条 件 都 具备 时 ,空间 十 常 称 为 在 Fréchet $ 
A F É) I Se [8] (space with convergence in the sense 
of Fréchet). 任何 Hausdor 企 空间 ,因而 任何 度量 空 
间 , 特别 是 任何 可 数 赋 范 空间 (countably - normed 
space) ,进而 任何 赋 范 空间 ( 虽 热 不 是 每 个 半 赋 范 空 
间 )， 都 是 这 种 空间 的 例子 . 在 完全 度量 空间 中 , 为 使 
-PENKA 其 充分 必要 条 件 为 : = E — + 3: 32k PFE 
3. 

在 Frechet W X F ik 9k B 28 n] E eE il 05) — 4 l 
子 是 定义 在 数 轴 R 上 的 所 有 实 函 数 的 空间 , 其 中 序列 
f. R — R(n=1,2 ,-' RAER xT eE B5 
x€ X, CERAH. 

如 果 对 于 在 Fréchet WA F 53 W 88 = |a] X rB h š 
个 子 集 AC X, sË 9 E HI tu 4 292 A 中 点 烈 的 极限 点 的 全 


栖 , 那 么 可 以 证 明 X 不 是 拓扑 空间 ,因为 每 个 集合 4 的 
HE A itu T EREDETRE- EYFA. 

如 果 在 同 -个 集合 上 引进 两 种 收 敏 性 定 归 ,并 且 如 
果 每 -个 在 第 -种 定 内 下 收 笋 的 序列 在 第 二 种 定 裕 下 
也 收 伊 ， 则 称 第 二 种 收 全 性 强 于 第 一 种 . 在 每 个 收敛 
空间 甘 中 ,可 以 引进 一 种 较 强 的 收 人 襄 性 , Ia 48 X x+'-F E 
述 闭 包 运 算 生 成 一 个 拓扑 空间 ,或 更 简捷 地 说 ,每 个 收 
徊 空间 可 以 戏 人 到 一 个 由 相同 点 所 形成 的 拓扑 空间 中 
去 . 

在 每 个 拓扑 空间 中 ,已 经 定 尽 了 其 点 列 收 徊 性 的 概 
念 ,但 一 般 地 说 , 这 个 定义 对 于 措 述 该 空间 中 任意 集合 
KAE. Fj E E ipi A E R. Bbk, EER 
足以 完全 她 模 述 给 定 空间 的 拓扑 ， 为 了 得 到 这 种 可 能 
性 ,又 引进 了 广 尽 序列 收 敏 性 的 概念 . 

— A RPF $ M —=(WM , 2) 称 为 有 向 六 (directed 
set) ,如果 对 于 任何 两 个 元 素 ,存在 一 个 元 素 位 于 二 者 
之 后 . 其 有 向 集 % IRA PARRAS R — Y #k> 
六 中 的 一 个 广义 序列 (generalized sequence) , 一 个 网 
et) 或 一 个 定 向 (directionality) ， 拓 扑 空间 二 中 的 一 
个 广 尽 序列 f: 有 -大 称 为 在 天 HERTA x mE 
对 xa ERR 也 ,存在 一 个 we , “使 对 所 有 的 
aza ae], A f(ye U. 这 时 就 说 广义 序列 卫 : W 
— Y 的 极限 存在 ， 3M⁄B3 T xs; TE lim, fia) 

采用 这 些 术语 ,拓扑 空间 关中 一 个 集合 的 团 包 可 以 
描述 如 下 : 为 使 点 x 属于 集合 4c= 定 的 闭 包 二， 其 充分 
PRK E: 4 中 的 某 一 广 灾 点 列 收 仑 于 x ;为 使 一 个 
拓扑 空间 是 Hatusdaorf 空间 , 其 充分 必要 条 件 是 : 它 的 
每 个 广义 点 列 至 多 有 一 个 极限 . 

借助 手 广 忱 序列 的 收 笋 性 也 有 可 能 描述 拓扑 空间 关 
到 折 扑 空间 Y PEE 3 F 59 PE 2 tk WE MH. 为 使 映射 已 
在 点 x eX 处 连续 ,其 充分 必要 条 件 是 : 对 于 每 个 满足 
lim, f(z)=x 的 广义 序 列 了; X — X, 条件 um, FO 
=F(x) 成 立 . 

T. 数值 序列 和 数值 级 数 的 收 颌 性 ( convergence of 
sequences and series of numbers ). 说 明 收 第 性 概念 的 
最 简单 的 例子 是 : 收 合 的 数值 序列 (convergent sequences 
of numbers)， 即 具有 有 限 极限 的 复数 序列 {ZZ,}; 收敛 
的 数值 级 数 (convergent series of numbers), 即 部 分 和 
序列 收 伍 的 级 获 . 收敛 的 数值 序列 和 级 数 常 被 用 来 获 
得 各 种 枯 计 ,在 数值 方法 中 ,它们 用 于 函数 值 及 常数 值 
的 近似 计算 . 在 这 类 问题 中 ,重要 的 是 需要 知道 已 知 序 
列 收 贫 于 其 极限 的 “速度 " . 例如 , 数 可 以 表示 为 下 面 
两 种 级 数 的 和 的 形式 : 

ea 
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n=] 


{- 1Y |! 4 l 
T 4 之 与 3 六 二 1 É [ | 
显然 ,为 了 足够 精确 地 近似 计算 数 z, 利用 第 二 个 公式 
{Machin 4 R (Machin formulay) 是 通 宜 的 ， 因 为 使 用 
第 -个 公 趟 ， 只 要 计算 级 数 较 少 的 项 就 可 以 达到 同样 的 


精确 度 . 
为 了 比较 两 个 级 数 的 收 全 性 , 可 以 用 下 面 的 定义 . 
设 给 定 两 个 非 负 项 收 伍 级 数 
$ a. a, = Ü. (l) 
r=] 
Ša. b, >0, (2) 
"| 
Mika =Y a, . f.= XZ b... WEN n(n=1,2, 


PHAT. KARAR (1) AIR OTR (2), 或 等 价 地 称 
级 数 (2)] 收 伍 慢 于 级 数 (1)， WRH n — oo H a =o (R), 
也 就 是 说 ， 如 果 存 在 零 序列 {6} a =s B... n=l, 2, 


MORS3SK(D 与 (2) 发 散 ,并 且 S=). a, s,= 

Diab AEMÉI n=], 2 和 阶 部 分 和 ， 如 果 当 n 一 
O Rj, =o, MEE (1) RRF (2) ,或 称 (2)} 发 散 慢 
+ (1). 
”对 于 每 个 非 负 项 收敛 级 数 , 存 在 一 个 收敛 更 恒 的 非 
负 项 级 数 ,而 对 每 个 发 散 级 数 , 存在 -个 发 散 更 慢 的 级 
数 . 有 一 些 方法 ,可 以 将 给 定 的 收 敏 级 数 变 成 比 它 收 繁 
更 快 的 级 数 ,而 不 改变 它 的 和 . 例如 ,可 以 用 Abel 变换 
(Abel transformation ) 做 到 这 一 点 ， 

除了 上 述 级 数 和 的 道 常 概念 之 外 ,还 有 另 一 些 更 为 
一 般 的 和 的 定义 ,它们 是 以 不 同 的 级 数 求 和 法 为 基础 
的 ， 利 用 这 些 方法 ,可 以 构造 出 由 组 数 的 项 组 成 的 某 些 
序列 以 代替 部 分 和 序列 ， 当 部 分 和 序列 发 散 时 ,这 些 序 
列 可 能 收 货 ， 这 些 序列 的 极限 称 为 级 数 的 广义 和 
(generalized sums). ` 

更 快 收 敏 与 更 快 发 散 的 概念 在 广义 积分 中 也 要 用 
到 ,在 那里 ,加 快 积分 收 敏 性 [发散 性 ) 的 最 普通 的 方法 
之 一 就 是 分 部 积分 法 .另外 还 有 平均 广义 积分 法 , 它 类 
似 于 级 数 求 和 法 ,并 使 得 对 某 些 发 散 积 分 给 出 一 种 广义 
收 化 性 定义 成 为 可 能 . 

Hi . 诺 数 级 数 与 西数 序列 的 收 就 性 {convergence of 
Series and sequences of functions )， 对 于 男 数 序列 


大 :2 (3) 


在 基于 集合 天 M Y HE DS R TF, A By lg Pt t Bg 
## 8 585 R kit. WR YE  jF22 A, 并且 
序列 (3) 对 每 一 个 固定 的 点 xe 玉 政务 , 则 称 它 为 在 集 
AXE AR) IK DR (( point -wise) convergent). 如 果子 
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是 一 个 一 致 空间 (特别 地 ,一 个 度量 空间 或 拓扑 群 ), Bi 
能 够 引进 一 致 收 襄 序 列 ( 见 一 致 收复 ( uniform con- 
vergenoe )) 的 概念 . 

设 X=(X,S n) — T W B£ =s ja] (EB) 区 是 一 个 集 
2 SEX TEM T ott u E S E — 4 T ñ 3 
E) H Yy=R=RU (+o) {一 中} 是 实数 R 的 扩张 
靠 ， 且 设 画 数 


f: X — R, 


是 几乎 处 处 有 限 且 可 测 的 
序列 (4) FRA JU P. Ab #b lk 3k (almost - everywhere 


convereent) FAR y: X-— R, WEEE- TAEA 
Fj 6 X, X, 458 Pq 3k (4) E $E 6 X NX, F B) 84 £ 


n= 12... (4) 


此 靠 合 上 收 敏 于 了 在 其 上 的 限制 . 如果 序列 (4) 几乎 处 


处 收敛 于 函数 了 , 则 这 个 函数 也 是 几乎 处 处 有 限 且 可 测 
的 .序列 的 几乎 处 处 收 系 性 与 一 致 收 全 性 之 间 的 桥架 
是 Eropos 定理 (Egorov theorem) 建立 的 ， 

序列 (4) 称 为 在 集合 上 依 测度 收 敏 (converge in 


measure) T FJ N 8 $r 广 :XX 一 R WEST EER >0, 满 
足 条 件 


Hm p{xeX: | fG)- F(x) 28) = 0. 


如 果 序 列 (4) JU FAATAA S, B u(x), 
H) tH 4K3MPF k 3 T /. MREFA RAET 
下, 则 存在 (4) 的 一 个 子 序列 几乎 处 处 收 敏 于 子 ， 

对 于 函数 :XX 一 中 , 设 


Ifi = WE 1&p<+o, (5) 
| fl = esssup | f6) l, (6) 
HR LK) 是 满足 
ISl < +e, lpg m 


的 函数 1 了 的 空间 . 这 些 空间 通常 称 为 Lebesgue 空间 
(Lebesgue spaces)， 在 满足 条 件 (7) 的 函数 关于 测度 少 
的 等 价 类 上 , 泛 函 上 ， 是 一 个 范 数 ( 见 惊 范 数 收 就 
(convergenoe in norm)). 

如 果 序 列 (4) 依 范 数 (6) 收 襄 于 一 个 函数 , 则 它 几 乎 
处 处 收 敏 于 这 个 函数 . WEFAN ELX) (n=1, 2,…) 
kEi. il 所 p 拟 十 0) 收 化 于 一 个 耳 数 :XX 一 大 
Wre L. @), 并 且 称 给 定 的 序列 在 空间 LO PERT 
f. wgl l. 0 <p< +0) 的 收 敏 也 称 为 在 空间 
L, (xX) 中 的 强 收 化 (strong convergenoe ) ， 或 者 当 
ls p< +o 时 称 为 p Br 3 iSM A (convergence in the 
mean of order p); 说 得 更 详细 些 ， 4 p=1 时 , 称 为 平 
EJ W Sk (convergence in the mean), M 4 p=2 时 ， 称 
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3 3 F d A (convergenoe in the sense of the 
quadratic mean). 38 ik # R AF AN ó BI T g 2 |l 
L,[- T x) 中 函数 的 Fourer 级 数 的 部 分 和 序列 

MRENAH E L (X) (1 Sp< +) rh ik ak F — 4 
HAS, WEERA XE M EO AKT f. AEE n 
能 从 (4) 中 挑 出 一 个 子 序列 ,使 得 它 在 区 上 几乎 处 处 收 
AF. MA iSpsgs+o , n (X)< +o, 且 序 列 
(4) L, (X) tF ikat, MEE E L QO FA. 

mk ELOU p< +c) BJ H l| (4) 8829 fE L G) 
rP F k SK (weakly convergent) T E M f ELX), 如 果 
对 每 一 个 函数 geL, X), EP p'a! A 


lim Jw- x)]ə(x)dx = 0. 
n-* y 


WREN f E L (X) (n=1,2, yE L, (X) <p< 
+o) Ram e, MEERKATTE: 但 是 ， 
在 工 () 中 弱 收 敏 序列 不 一 定 是 强 收 化 的 . 例如 ， 遂 
数 序列 sin nx (n = 
零 ,但 不 是 强 收 敏 的 . 事实 上 ,对 每 个 函数 geL, [一] 
积分 


l Jocosinax d 
f", 


是 g XT P # 3 [sin nx; 的 Fourier 系数 ， 因 此 当 # 一 
o NAT HE isin nx l 一 (n=1,2,…). 

几乎 处 处 收 第 ,或 个 测度 收 化 .或 在 L) P R ak 
弱 收 但 的 水 数 序列 的 极限 , 就 完全 测度 而 言 , 是 在 关 
于 上 等 价 的 意义 下 浴 一 确定 的 函数 . 

Lebesgue 空间 了 工 (区 的 推广 包括 T Haxoncxuñ 空 
BB] (Nikol'ski space); Oria 空间 (Oricz space y; 
Coure 空间 (Sobolev space ) 和 其 他 一 些 空间 . 

强 收 全 与 弱 收 襄 的 彼 念 可 以 推广 到 包括 更 一 般 的 
空间 ,特别 是 赋 范 线性 空间 . 

在 广义 函数 理论 中 还 出 现 其 他 一 些 函 数 序列 收 笋 
性 概念 ， 例 如 , 设 吕 是 一 个 测试 函数 空间 , 它 由 具有 和 紧 
ARPEI: R — R PTH JR. IED 
(n=l, 2; JONES] D PRAF S, 如 果 存 在 一 个 
KE [a$]. BES K £ =l, 2 ") É f By 1 E EJ tu 
TERT MERS EIRATA RERA OE 
[a,5] L 3yp)-- Sik E (k=0,1,2,). EAA 
数 的 Fourier 变换 的 研究 中 ,考察 另 一 些 收 笋 的 调试 函 
数 空 间 . 

上 面 所 讲 的 收 敏 性 的 不 同形 式 在 数学 分 析 的 
许多 问题 的 研究 中 将 会 用 到 ， 利 用 一 致 收 伍 的 概念 ， 
能 移 描述 在 取 概 限 的 过 程 中 保持 连续 性 的 条 件 ， 例 
如 ,如果 关 是 一 个 拓扑 空间 ,了 是 一 个 度量 空间 , 序列 
《3) 的 各 项 在 居中 连续 ,并 且 序 列 () 在 无 上 一 致 收 
繁 , 则 极限 函数 也 在 区 上 连续 . 惜 助 几乎 处 处 收 证 或 依 
了 次 平均 收 合 的 概念 ,能 够 描述 在 积分 号 下 取 极限 的 条 


2, E L, [aan FB £ q 


t. WE XE — pR 5 MB uin. Y = 好 ,序列 fe 
工人 =1.2，… 在 天 上 几乎 处 处 收 仇 ,并 且 存 在 画 数 
FELO), 使 得 对 几乎 所 有 的 xex, 及 所 有 的 a= 1.2, 
n RR | f G0)| S FG) 成 立 , 则 


lim [hdx = {lim f] de (8) 


WMR (X )< +o, ELX) =1, 2, =, lepe 
+o), BEAL HE LOO HE GEE, W| 2: E) A 
立 . 

在 概率 论 中 , 对 于 随机 变量 序列 ,几乎 钼 处 收 航 说 
成 "几乎 必然 (mü PQ Oh PR) Qk Sk" ( 依 概 率 l ir g 
(convergence with probability one) (R JLE ds ph üt: Š 
(convergence, almost - certain) ); WW HE |k aik k t& 
概率 收 伍 [convergence in probability): 还 用 到 依 分 布 
r bk (converpence in distribution) fy g $, 

KEEN AER ER — Ph NE P" E 3: + 3t 4° $i $F 
ZAARREN t Stk hj QR Ek 

古代 数学 家 (Eudid, Archimedes) 在 用 级 数 求 面积 
和 体积 时 就 使 用 过 收 全 性 的 概念 ， 他 们 用 穷 记 法 进行 
推理 , 实际 上 已 经 能 种 证 明 级 数 和 的 收 襄 性 .“ 收 敦 性 "这 
个 词 是 1668 年 由 J，Gregory -MARN h EDAS 
法 的 研究 中 对 于 级 数 引 进 的 .17 世纪 的 数学 家 对 于 他 
信使 用 的 级 数 的 收 伍 性 通常 已 经 有 相当 清晰 的 概念 . 但 
是 他 们 没有 给 出 这 种 收 黎 性 的 现代 意义 下 的 严格 证 
H. 到 了 18 世纪, 发散 级 数 的 使 用 在 数学 分 析 中 变 得 
更 为 广泛 (特别 是 在 L.Euler 的 著作 中 )， 这 一 方面 导 
致 出 现 许 多 在 收 敏 性 的 清晰 理论 未 发 展 之 前 ,无 法 排除 
的 误解 和 错误 , 另 一 方面 .促使 发 散 级 数 求 和 法 近代 理 
EREE. 研究 级 数 收 伍 性 的 严格 方法 是 19 世纪 由 
AL.Cauchy, N. H. Abel, B. Bolzano, K. Weierstrass 
及 其 他 一 些 人 建立 的 ， 一 致 收 合 性 概念 在 Abei (1826), 
P. Seidel (1847—1848), G. Stokes (1847 一 1848】 以 及 
Cauchy (1853) 的 著作 中 均 已 述 及 ,并 于 19 世纪 50 年 
IEKE Weierstrass 的 数学 分 析 讲 座 中 开始 系统 地 使 
用 . 在 西数 论 . 泛 范 分 析 和 折 扑 学 的 发 展 中 , 收 化 性 概 
念 得 到 了 进一步 的 扩充 . 
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A. A. Kyapæne BE 
【 补 注 】 使 (8) 成 立 的 命题 一 般 称 为 Lebesgue 控制 收 
ME BË (Lebesgue dominated convergence theorem). 
关于 基本 序列 (fundamental sequence) 的 概念 见 
Cauchy 序列 【Cauchy sequence) , 
FFR (null sequence) E i 3 T OREA. 非 负 
TARR g: Y 中 KZ, 由 是 一 个 测度 空间 ) 的 本 质 上 
确 界 (essential supremum ) 是 使 ` 


u(g (a, o]Ņ}=0 


的 所 有 aER 的 集合 5 的 下 确 界 GOIR S= Ó, W| Ez 
inf $= mm). 在 互 上 的 任意 ( 复 值 ) 可 测 函 孝 f 的 本 质 上 
AR Ife 是 |f | 的 本 质 上 确 界 ( 见 [A2] )、 
参考 文献 
[A1] Halmos, P. R. Measure theory, V. Nostrand, 1950 
(中 译本 :P. R. REN, 测度 论 ,科学 出 版 社 , 1958). 
[A2] Rudin, W.,Real and complex analysis , MoGraw - Hill, 
1974 [中 译本 : W 得 丁 , 实 分 析 和 复 分 析 , 人 民 教 育 出 
kitt, 19813). DER. RR. REF 译 


EEE 1 Er 9k [ convergence with probability ane: cxom 


HMOCTE C BEpPOSTHOCTHIO €mHiümnA ] 


见 几 平 必然 收 总 【comyvereenoe, almost - certain). 


连 分 数 的 渐 近 分 数 [convergent of a continued fraction ; 
onxongmag mpo6s] 
见 连 分 数 (continued fraction) . 


WES [converse theorem ; oOparmau Teopewa | 

一 办- 定理 ,其 前 提 是 原 定 理 (正定 理 } 的 结论 ,其 结 
论 是 原 定理 的 前 提 ， 首 定理 的 道 定理 是 原 定理 {正定 
理 ) ,因此 ,正定 理 和 道 定 埋 是 号 道 的 . 

道 定理 等 价 于 正定 理 的 相反 定理 ， 即 把 正定 理 的 
前 明 和 结论 分 别 搞 为 其 否定 而 得 到 的 定理 ， 所 以 ， 正 


定理 等 价 于 逆 定 理 的 相反 定理 , 即 这 个 定理 断言 :如果 ` 


正定 理 的 结论 不 成 立 , 则 它 的 前 题 也 不 成 立 .众所周知 
的 “ 反 证 法 ", 恰好 就 是 用 道 定理 的 相反 定理 的 证 明 来 代 
替 正 定理 的 证 明 . 两 个 互 逆 定 理 的 眠 立意 味 着 : 其 中 任 
何 一 个 定理 的 前 题 威 立 , 不 仅仅 是 其 结论 成 立 的 充分 条 
FE. H E e m th. 亦 见 定理 (theorem): 必要 和 充 
分 条 件 (necessary and sufficient conditions) . 

BC3-3 EAH PF 


CONVEX BODY $4! 


症 分 析 [oonvex analysis ; BbI0YK/IBI 痢 amami] 

介 于 分 析 与 几何 之 间 的 一 个 数学 分 支 , 它 的 研究 对 
象 是 凸 函 数 ( 见 凸 函 数 { 实 变量 的 (convex function (of 
a real Variable 力 、 凸 泛 (convex functional) #1 0% 
(convex set)) .由 分 析 的 基础 是 H. Minkowski 建立 的 
(1), [2D ， 他 创立 了 西 几何 ， 即 有 限 维 空间 中 几 集 的 
片 何 . 西 几何 的 许 包 概念 在 泛 阅 分 析 中 这 到 登峰造极 
的 地 步 ，W. Fenchel 的 研究 开辟 了 凸 分 析 的 新 舞台 ， 
其 中 涉及 凸 泛 函 的 详尽 研究 .把 点 分 析 陈 述 为 一 个 独立 
的 数学 分 支 发 生 在 20 世纪 50 -的 年 化. 凸 分 析 的 概 
念 与 方法 在 数学 的 各 分 支 中 找到 了 广东 的 应 用 , 侠 旭 极 
值 问题 的 理论 , 特别 是 凸 规划 与 古典 变 分 法 , 以 及 数 
学 物理 , 整 西 数论 ,数理 统计 等 等 ， 

凸 分 析 的 基本 概念 有 极 痉 (Polar)， 次 微分 (Subdi- 
fferential ) AHAH (conjugate function). rha $r 00 
定理 把 配 极 、 取 下 微分 和 共 轿 等 运算 同 虞 集 、 由 函数 
上 的 代数 、 集 合 论 ， 排 序 等 运算 联系 起 来 . 另外 的 研 
究 专 题 包括 集合 与 它们 的 配 极 集 , 函数 与 它们 的 共 固 
函数 ,集合 与 齐 次 四 函数 之 间 等 等 所 有 可 能 的 对 偶 关 系 ， 
参考 文献 

[1] Minkowski, H., Geometrie der Zahlen, Chelsea, reprint, 
1953. 

[2] Minkowski, H., Theorie der kenvexen körper; insbeson- 
dere Begmmdung ihres Oberflächenbegriffs, Gesamm . 
Abh., Vol. 2, Teubner, 1911, 131 一 229. 

B] Fenchel, W., On conjugate convex functions, Canad. J. 
Math, 1 (1949) 73 — 77. 

[4] Rockafellar, R. T., Convex analysis, Princeton Univ. 
Press, 1970. B. M. Taxowpoa #ë 

【 补 福 】 凸 分 析 中 一 个 非常 重要 的 概念 是 对 侦 性 . 

美 于 此 分 析 的 近代 发 展 见 标准 的 书 [ 六 1]. x+ n 
分 析 的 各 种 应 用 以 及 它们 和 几何 的 其 他 部 分 的 密切 x 
系 ( 和 例如 边界 结构 ， 几 何 测度 论 ， 优 化 论 等 )， 见 出 色 
的 综合 报告 和 书 [A2] 一 [A5]. 
参考 文献 

[Al] Marti, J. T, Konvexe Analysis, Birkhaüser, 1977. 

[A2] Schneider, R., Boundary structure and curvature of 
conyex bodies, in J. M, Wils and P. M. Gruber 
(eds.): Contributions to pometry, Birkhauser, 1979. 

[A3] Gak, D., Klee, V. and Rockafellar, R. T. Convex 
functions on convex polytopes, Pre. Amer. Math. 
Soc. 28 (1968), 867 一 871. 

[A4] Kuhn, H. W. and Tuckner, A. W., Nonlinear progra- 
mming in Proc. 2nd Berkley Symp. Math. Stat and 
Probab., Univ. Calf, Press, 1951. 

[AS] Federer , H., Geometric measure theory, Springer, 
1969. - A a Ak iF 
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Euclid 空 间 战 其 他 拓扑 向 量 空间 中 具有 内 点 的 闭 
AREER) (convex set). 张 鸿 林 译 


F$ [oonvex cone ; Bhmymaii konye | 
M n (yE BJ TUA tH A B SER H R 3 Eu fk (con- 
vex body) V. 这 个 定义 把 了 等 同 于 全 空间 的 情况 排除 
在 外 .同色 的 概念 包括 二 面 角 和 半空 间 等 概念 作为 其 
特殊 情况 . 凸 惟有 时 指 的 是 这 个 锥 体 的 表面 . 
E，B，、IIaxm # KMH PE 


CHi [convex domain; Bbamykaas olacrbh ] 
其 有 内 点 的 凸 集 (convex set). 


OAM [conex function ; Beamyrtag dualaa |, $ EE 

ERREX E={z:]2|<1} E WI 28 ni A J ë f El 
ARRETE (convex domain) 的 函数 
w = f) = co 十 clz 十 rz2 十 ，，. 


正则 单 叶 函数 wm = f (z) 是 凸 函数 , 当 且 仅 当 |z| =r(0<r 
<1) 的 象 曲线 在 点 f (z) 的 切线 随 着 z 在 该 圆周 上 穿行 
而 作 局 方向 回转 . 下 面 的 不 等 式 给 出 Flz)y 的 凸 性 的 一 
个 必要 充分 条 件 : 


eh f sa zE E. (l) 


m-— J Bl, f(z)BE Ch 83k 4 B f 54 2 B] D ETSA 
表示 : 


`) = cotei feo [ooaa dt, (2) 
Et a (0) E [—=z, z] 上 的 非 减 实 值 函 数 , 满足 
J dW) = 1, 


所 和 是 复 常数 ,，c 关 0. 公式 (2) 可 以 看 成 图 盘 五 到 
HE AE H R RAA) Christoffel -Schwarz 公式 (Chri- 
stoffel - Schwarz formula) 的 一 种 推广 ， 

设 3 是 EE 中 满足 规范 化 条 件 c=f(0)=0， 
c = (0) =1 的 所 有 凸 函 教 组 成 的 函数 族 ; 设 $53,p=1， 
2, =, ESHTI, CHW EAHA w 平面 上 关于 原 
M w=0 为 了 折 旋 转 对 称 的 凸 域 之 西数 组 成 , SIs". 
关外 在 玉 内 的 紧 集 上 关于 一 致 收 货 拓扑 是 紧 的 ， 它 
们 的 积分 表示 式 ， 特 别 是 关于 S KHAO. WHS 
可 能 建立 求解 类 $ 中 极 值 何 题 的 变 分 方法 [2], [3], [4]， 
[5]. 

s" 的 最 基本 的 楼 值 性 质 可 用 下 列 精确 不 等 式 
描述 : 

|a | < 1, n=23,..., 


zi 2:! 
arip < l < CENE 
1 , i 
NESES =< |fe < 0 


| argf (2)| = 2arcsin| z |, zek. 


KRAMAR A Rez:=0 时 取 值 为 零 的 分 支 ， 在 所 
有 这 些 估计 式 中 唯 有 对 于 函数 f(z) =z/(l 一 gz)， 
lel=1， 等 号 成 立 ， 对 于 族 So p=1, 2,…, 关于 区 域 
B (fy=(w=/GyY.|z|< r} 的 边界 OB (f)#: sk (2) 处 的 曲 
率 KK(7r) 同 扫 B07) 的 原 象 即 圈 周 |z |=r 在 点 z 处 的 曲率 
lir 之 比值 长 的 精确 界限 也 可 得 到 . 圆 盘 |w|<112 包 
BETER B, (f), f < 5', 并 且 该 贺 盘 的 半径 不 能 青 增 
K. 除非 对 此 族 函 数 增 诬 限制 条 件 . 车 f(z}e 5°", sl 
叶 函 数 g(z)=z f'(z) 是 E 内 的 星 形 函数 , 即 把 EE 映射 
成 关于 坐标 原点 的 星 形 区 城 . 

类 8 的 推广 与 由 改 以 及 它 的 子 类 的 例子 有 : 在 
|z|>1 内 单 叶 , 在 1<|z| <0 AEM, 并 把 |zi >1 映射 
ARADR REE H g AS 严 (z)=z 十 加 十 
dz +; 满足 基 种 形式 的 规范 化 条 忻 的 环 r < 1:|< 
只 内 正则 函数 类 S'(r, R), 读 类 中 每 一 函数 F(z) 把 该 
圈 环 单 叶 映 射 成 一 个 区 域 ， 使 得 它 的 有 界 余 分 支 
是 凸 集 ， 并 且 该 区 域 与 这 个 余 分 支 的 并 也 是 是 集 ; S° 
中 在 点 z=0 邻 城 内 的 Taylor 级 数 具有 实 系 数 的 函数 类 
S, . 凸 聘 数 的 概念 也 可 以 推广 到 多 值 函 数 ( 见 [2] 
WRR). 

有 具有 独特 意义 的 是 凸 函 数 的 如 下 推广 [6]: 圆 盘 EE 
AREN EA o= f(z)=z+c Z+: 88 SR D R NOT 569 
(close - to - convex), WEEE LA = Ë o (z), 
g@ 们 )=0， 在 五 内 处 处 有 


Re (gal >0, ze 
里 {z) 

已 证 明 这 一 函数 类 下 的 所 有 函数 Je) 单 叶 , 且 已 发 现 

函数 f(z) 属 于 外 的 一 些 必要 充分 条 忻 . 借助 于 Stieltjes 

Rh. BA /(zye K É) SK W op S 

T 1 十 ee t 

colt 


H 


flz) = Í 7 


xexp 26 ad dt, 


其 中 | 9| <x, a(0) 和 (9) 是 非 减 实 值 函数 ,满足 
f du = Í du) = l. 


É K h & # r EB 3, E JE S 89 FR S| 5 IR Ë, 
Bieberbach 猜想 (Bieberbach conjecture) | c. | < z 对 画 
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数 关 zje 天 成 立 , 已 知 有 下 列 精确 司 计 : 


{i+|zly (I- |: |y 
—1 121 < | fe < tl -, 
和 +|2z |) (1 一 |z|) 


largf (2)| = 4arcsin |z |. zek. 


函数 的 辐 角 理解 为 当 ==0 时 取 霍 值 的 分 支 . 在 所 有 这 
些 情 计 式 中 等 号 仅 对 于 函数 /(z)=z/(1—sz)'(l]s|=1)+ 
成 立 . 从 几何 的 观点 来 说 , K 288838 f(z) 以 如 下 事实 为 
特征 : f EL ERER DI), 它 的 外 部 CDA 
可 以 用 从 该 区 域 的 边界 点 出 发 的 射线 工 填 满 , LE 
CD(CF)}， 近 于 是 函数 的 概念 可 以 推广 到 多 值 函 数 [7]. 
参考 文献 
Il] Tipasanon, H. H., ，Baemehme s TeopRro 中 warlii KOMU- 
RCREOro ncpeMerHoro，11 R317. , M., 197 (中 译本 : 
H. M. ER IK, KEAK, W 3 MS H E 
H. 1956). 
í2] Tonysm, D. M. ，TeoweTprreomx TeopHa 中 HLDi kOm- 
PICEECHOrD HewMEaHoro，2 aw., M. , 1966 (中 译本 : 
r. M. AEE, 复 变 质数 的 几何 理论 , 科学 出 版 社 , 1956). 
[3] opos, B. A., O BegkoTOphix aahhkarmoHELa & Yep 
MATEM. WypH ,», 4 (1952), 3, 276-298. 
{4} Ananpos, H. A., qepuuxop, B. B., Ç Cu6. warem 
x. $, 4 (1963), 2, 261—267. 
[5] Mopomn, B. A. , < Marem. c8. Y, 32 (1953), 3, 633-652. 
[6] Kaplan, W. , Close - to - convex schlicht functions, Michi- 
gm Math. J.. 1 (1952), 169-185 
[7] Ster, D. , Close -to -convex multivalued [functions with 
respect to weakly starlike functions , Trans. Amer. 
Math. Soc. , 169 (1972), 105-117, 
H. A. Argxcanmpos, 10. Jl. Maroma Í 
[ 补 注 】 “精确 估计 ”这 个 词 表 示 -个 估计 式 不 可 能 再 
改善 (在 复 分 析 中 常用 ). 
对 于 巨 内 任意 的 (规范 化 ) 单 叶 卫 数 ，Bieberbach 
猜想 已 被 证 实 ， 见 Bieberbach WH ( Bieberbach con- 
jecture) £ Jt £ XR. 杨 维 奇 详 


内 函数 ( 实 变 量 的 ) [convex function (of a real variable) ; 
BLMYKJIAS Cbyuscunea í JteübrcrnsrreJrusoro mepessesmsoro | 


= x M PCB] F 88 e 3 Ër 
xı kx; fixit f(x) 
/I< 0) 


的 函数 , 其 中 x, 与 x, 为 区 间 上 的 任意 两 点 ， 条 件 的 几何 
意义 尾 ， 函 数 了 的 图 象 的 任意 一 条 藤 的 中 点 或 者 位 于 
图 象 上 方 ,或 者 就 在 图 象 上 .如 果 对 所 有 xi F x,, 不 
等 式 {1) 的 等 号 不 成 立 , 则 称 了 是 严格 咱 的 (strictly con- 
vex). B x’ (p 1), x1n x (x>0) 以 及 函数 |x|( 对 所 


fl x) E E ri pR 396 3] T. BWER PRR AA 
癌 , 则 函数 AEH (concave). 在 开 区 间 土 可 测 的 上 
函数 都 是 连续 的 . 存在 着 不 连续 的 凸 函 数 ,也 它 们 昆 非 
常 不 规则 的 ; EDA SEER (a, b) EED, BÆ Ca, 
b 内 某 区 间 上 有 上 漠 , 那 么 它 在 (a,b) 上 是 连续 的 . 所 
以 不 连续 的 凸 函数 在 任意 的 内 部 区 间 上 都 是 无 界 的 , 而 
且 是 本 可 测 的 . 

假如 函数 上 在 某 区 间 上 连续 , 而 且 它 的 图 象 上 的 每 
F { 失 了 端点 以 外 ) 至 少 含有 -- 点 位 于 图 象 上 方 或 就 
在 图 象 上 ,那么 了 是 春 的 . 从 而 根据 杀人 忻 (1)， 对 于 连 
续 函 数 , 当 有 限 个 质点 分 布 在 钵 数 的 图 象 上 时 , 这些 质 
点 的 重心 必定 位 于 图 生 上 方 或 者 就 在 图 象 上 : ATLA 
n 3 p >0 [=1,…, n, n 是 任意 的 ), Jessen 不 等 
式 (Jessen inequality) 成 立 : 


> Pk f(x.) 
=] 


>p x 

i O 
DP Dp 

Á Il k=] 


假如 不 等 式 (2) 对 于 某 个 函数 成立, RP. 位 
TETKE, p>0,p,>0 是 任意 两 个 正 数 ,那么 旺 数 了 
是 连续 的 ,而 且 在 该 区 间 内 当然 也 是 凸 的 ， 连 续 凸 函数 
的 图 象 上 的 任意 一 条 蒸 , 或 者 与 该 段 台 重 合 , 或 者 除了 
端点 以 外 , 全 部 位 于 图 象 上 方 ， 这 表明 ，- 个 连续 止 
函数 , 如果 在 每 一 个 区 间 上 都 不 是 线性 的 ,那么 不 等 式 
(1) 与 {12) 对 于 任意 -- 组 相互 不 等 的 自 变量 的 值 , 严格 的 
不 等 号 都 成 立 , 这 就 是 说 ， 了 是 严格 目的 . 

一 个 连续 函数 是 凸 的 , ARAFE LrAg 
上 方 的 点 集 , 即 它 的 母 围 (supergraph) 是 一 个 征集 [coon- 
vex set). EXEÆERKA (a,b) E 0655088 f E ru ñ A 
要 条 件 为 ， 对 于 图 象 上 的 每 - -点 ,至 少 有 一 条 过 污点 的 
直线 ( 称 为 支撑 线 (supporting line )), 位 于 图 象 的 下 方 
或 部 分 地 与 图 象 重合 ,也 就 是 涪 , 对 于 每 一 点 名 
(a.b), FÆ k=k{x,). #8 


Axo +t k(x =x) < flx) (3) 


对 一 切 xE(a,b) 上 成 立 . 

开 区 间 上 的 连续 凸 函数 不 可 能 有 严格 的 局 部 极 大 
E. 如 果 函 数 了 在 开 区 间 (a, $8) 上 连续 而 且 是 凸 的 , 那 
么 在 区 间 的 每 一 点 x, , 都 存在 有 限 的 堪 导数 五 fx) 和 
右 导 数 D SONTE D fE D, 了 (xo); 此 外 ,如果 数 
k=k {xo) 满足 条 件 (3), MRED Ax) Ekg) S 
D f(x z. ARDOA DD, 了 (x) 是 非 减 的 ,而 且 订 
能 除了 可 数 个 点 以 外 ,了 fOD JOEF x), 所 以 了 
在 这 些 点 上 是 可 微 的 ,在 (a ,5) 内 的 性 意 闭 区 间 上 ， 
函数 ME Lipschitz 条 件 , 从 而 是 绝对 连续 的 , 因此 可 
以 建立 下 而 的 凸 性 判别 准则 : 连续 函数 是 山 的 ， 当 上 日. 


了 
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仅 当 它 是 非 碱 函数 的 不 定 积分 . 

设 了 是 某 区 间 上 的 可 微 函 数 ,那么 它 在 此 区 间 上 { 严 
ROGERA CH TARGEM GEW). EE 
Pu A e H 9. E B3 RAE U TETEE — ñ) RR -一 过 
该 点 的 团 线 ， 另 一 方面 ,假如 对 于 区 间 上 可 微 函 数 图 象 
上 的 每 一 点 ,图 象 在 该 点 的 切 钱 ,在 该 点 的 某 邻 堪 肉 位 
于 图 象 下 方 ( 切 点 自身 除外 ), 那 么 晒 数 是 严格 凸 的 ; 如 
此 它 位 于 岁 象 的 下 方 ,或 部 分 地 与 图 象 重合 , 则 它 仅 仪 
ETOR. 

W 83 / Eb DC ld L — RIR., WA ñE] 
L 38 By 363 3 tj, EHO Bi pak K H| L dEfn {此 
定理 不 仅 对 二 咏 兽 通 导 数 成 立 , 而 且 对 于 二 阶 对 称 导 数 
也 正确 ). 假如 两 数 在 区 间 的 每 点 都 有 正 的 二 阶 导 数 ， 
则 它 在 此 区 间 上 严格 凸 . 

HAR / Jf (a,b) LAE p >0 (i=l,-", R) 
EE I 


f = Šp 


ERRELEA E RE 8 — 4 £ RR, f 就 
是 严格 凸 的 . 

有 多 种 形式 将 凸 的 概念 推广 到 多 元 冰 数 ， L R 
RAB y = /f(x',…,x") 是 定义 在 nn 维护 射 空间 E" ñ rs 
TE 邮 上 的 函数 ,函数 了 称 为 凸 的 (convex), 是 指 
(中 式 对 所 有 的 点 EM 和 x,e M R Ph x+ x, 表 
zÉ n EAR x, 与 x, 之 和 . 一 元 凸 国 数 的 若干 性 质 相 应 
地 可 推广 到 多 元 凸 函 数 ; 例如 ,不 等 式 (2) 仪 对 连续 耳 函 
数 才 战 立 .一 个 连续 函数 是 西 的 , 当 且 仪 当 帘 间 Ent! 
中 位 于 它 图 象 上 方 的 点 集 是 凸 的 . 

定义 在 凸 区 域 G6 上 的 连续 函数 其 凸 的 , 当 且 仅 当 
对 于 G 的 每 一点 x， 存 在 一 个 线性 函数 

Iy) = ayt Tag" +b, 


使 得 
让 = 人 EC (4) 
由 方程 式 1(y)=0 定义 的 超 平 面 称 为 支撑 超 平面 (sup- 
porting hyperplane ). 
假若 函数 了 在 上 内 连续 可 微 , WARNS $t + 
条 忻 
Wo) -fe 2500 =x) = 0, x.y £ G. 
¿=l 


Eg f RITE, 则 条 件 (4} 等 价 于 函数 的 第 二 微分 ， 
好 二 次 型 
eh dix) 
22 dx’ F 
对 一切 xe 如 都 是 非 负 的 . . 
th Pq $ WKoS: 61 3 yr Pñ $ ñ 52 — REET ERA 


调和 函数 (subharmonic fnction) 的 概念 , 凸 函 数 的 
概念 ,还 可 以 自然 地 推广 到 在 无 限 维 线性 空间 中 相应 
TEETE E OEA (convex functional). 
参考 文献 
[1] Bourbaki, N., Elements of mathematics. Functions of 
a real variable, Addison - Wesley, 1976, Chapi. 1. Section 
4 EAER). 
[2] Zygmund, A. , Trigonometric series, 1—2, Cambridge 
Univ. Press, 1979, Cham. 1. 
[3] KEyapmænen, JI. Q., Maresgaruseckuñ anama, 2 Hl. , T. 
1, M. , 19735, ri. 1. 


[4] Harawcon, W. IL, Teopms byukugü nmenecrmeanoBR nepe- 


weuuoñ, 33a., M., 1974, rn. 10 {中 译本 : P. TL 
IMER. KEANE, ASAA HE, 1958). 
[5] Hmomamä, C. M., Kype MATOMATHÈCKOTÓ aHAJIHJA, 
M. . 1973, ra. 5【 英 译本 : Nikol'skii, S. M. , A œur- 
se of mathematical analysis , 1—2, Mir, 1977, Chapt .5). 
[6] Hardy, G. H., Littlewood, J. E, and P'olya, G. , Ine- 
qualities , Cambridge Univ. Press, 1934, Chapt, 3 (rh }¥ 
本 :如 日 .哈尼 等 ,不 等 式 ， 科 学 出 版 社 ，1965). 
N. A. Kynpsanes 所 
【 补 注 ]】 ÆRE: L 69 348 83k / 9 h EE 3 E. 经 常用 
条 件 


J@1-a)x+06yyS(1-—a)f(x)+af(y) (*) 


来 定义 ,其 中 x,y 51 而 0 专 & 拟 1. 这 意味 着 了 在 I 内 
是 连续 的 .对 于 可 测 函 数 六 ,条件 (1) 与 (*) 是 等 价 的 . 
满足 条 件 (1 的 函数 了 又 称 为 中 点 凸 的 (mn 这 point con- 
vex). 
$x ek 
[AL] Stromberg, K. , Introduction to classical real analysis , 
Wadsworth, 1981, 199—206; 334. 
[A2] Barbu, V. and Precopanu, Th., Cenvexity and opti- 
mization im Banach spacœs, Reidel, 1986, Chapt, 2. 
EWE 译 


02 A [ comex factional ; Remy aii QbyasattosnsnJ1 | 

定义 在 线性 向 量 空 间 上 的 、 其 母 图 (supergraph) 为 
DA (convex se) ii A. EOR 4 上 不 取 值 — co 的 
谤 函 了 在 4 上 是 西 的 ， 当 且 仅 当 不 等 式 


J-a) +ay) S< (1 —a)f (x) Fa f (y), (*) 
x, y € A. 0 £ a < 1, 


成 立 ， 如 果 不 等 号 反 向 ， 那 么 泛 函 了 称 为 目的 
(concave)， 把 凸 泛 函 变 为 凸 光 函 的 运算 包括 加 法 
(£+f) OAA), SERBAR, MEAR 


NAA) = max(f, (x), f(x)), 
以 及 下 酌 界 着 积 


| -~ 


(fB f,Xx) = 、 inf (AG) (x). 


EM: — P£ x PJ — F 305 :h 上 有 界 的 凸 活 鹃 在 该 点 是 连 
EW. WR- AARRE- ARAR, WAE 
在 该 点 的 任何 方向 上 有 (有 限 的 或 无 限 的 ) 导 数 ， 局 部 


让 线 性 拓扑 空间 中 的 闭 凸 泛 沙 ( 妇 有 闭 曰 上 图 的 泛 函 ) 


可 用 对 偶 方 式 来 刻画 : 这 样 的 泛 函 是 受 控 于 它 的 仿 射 
孙 数 的 最 小 上 界 . 这 种 对 偶 性 使 得 有 可 能 对 每 个 凸 证 
中 联系 一 个 对 侦 对 象 一 一 HEZA 


f(x) = sup(< x", x> — fix). 


凸 证 函 的 性 质 . ahah PR BJ P. ru Bs J JL t Su |B| 
的 相互 关系 等 是 在 凸 分 析 (conver analysis) 中 研究 的 ， 
参考 文献 
[1] Birnbaum, Z. W. and Qhcz, W.. Ueber d 
Veraliegemeinerrung des Begriffs der zueinander 
konjugierter Potenzen, Studia Math., 3 (1931). 
1—67. 

[2] Harty, G. H., Littewood, J. E. and Pólya, G., 
Inequalities, Cambridge Univ. Press, 1934 {中 译本 : 
G.H. 哈 民 等 . 不等式， 科学 出 版 社 ，1965 ). 

[3] Kpacuocenbcwmii, M. A., Pyrugat, A. E. , Bomywnae 
yanun u mnpocrpaucma Orumwua, M. .1958 《中 译 
本 : M.A. 克拉 斯 诺 西 尔 斯 基 ， B. FEH, 
凸 尊 数 和 奥 隶 里 奇 空 乌 ， 科 学 出 版 社 ，19627 

1 Fencheil, W., On conjugate convex Functions, Canad . 


J. Mah. , 1 (1949), 73-77. 
15] Rockafellar, R.T., Convex analysis, Prmceton Univ. 
Press, 1970, B. M. Tuxov pop $ sP EP 译 


MXA [convex game ; msamykuas Hrpa |] 

—h 8 Ez ah A 3 À 的 n 人 非 合作 对 策 (non- 
cooperative game), HTA TP A ie A.12 fh J %£ f 
纯 第 略 集 X 是 凸 集 , RL 3 EPS Sk (WL HR 38 dñ $k (pain 
function)) K,(x,, 2 村 所 有 秆 x, (k= D, % Tx £ X, 
EMH. W £a P Br ah A R 344 AREE 
By. sh 3808 R e i), 3BE2 rir OPS s. 使 集 
合 4 中 的 局 中 人 都 运用 纯 第 略 ， 一 个 凸 对 策 称 为 有 黑 
的 (finite), EHET X ERN, HERA ERT Eudid 
空间 E" 中 ,而 其 支付 函数 K REFREN. 特别 地 ， 
-TARFAR AZL HER, S, KÆR 
mi, 其 中 REE", s< E HAR 天 有 下 列 形 式 : 


Kir, s) = Pars,, reR, s65. 


F 


如 果 只 和 ，* 分 别 是 局 中 人 人 工 和 开 的 最 优 策 略 的 集合 的 维 
数 , 而 p EER a BR, BB 2, nv S m+n —p. 因此 ， 

WFE REI a 是 非 退 化 的 , 那么 uv max (m , n). 有 
限 同 对 第 与 退化 《可 分 ) 对 第 ( 见 退 化 对 策 ( degener- 
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ate game)) 密切 相关 . 

设 =< X, Y, K> PREDEL LKE GR 
单位 正方 形 上 的 对 第 (ame on the unit square)), 
其 中 支付 两 数 对 每 个 yay 2 F xex EMH, REEN 
形 无 x7 中 连 综 . 局 中 八 I 将 有 最 优 纯 策 略 xoEX, If] Pu 
中 大 呈 将 有 最 优 测度 (混合 策 梧 ) ,其 支 集 至 多 由 两 个 点 
组 成 . 这 样 ,在 凸 对 策 中 就 有 可 能 得 到 有 关 不 属于 集合 
由 的 局 中 人 的 策略 性 质 的 某 些 信息 . 单位 正方 形 上 的 
凸 对 策 的 自然 推广 是 广义 吓 对 策 (generalized convex 
games), ERA Fb 3k k ako X 0: 对 于 某 个 a, 不 等 
È PK (x, yax S 0 98 xe X. ye Y IR 37. , 在 这 种 情形 
下 , 如 果 规 定 对 于 线段 的 端点 赋 志 权 为 1/2, 那 么 局 中 
人 工 有 其 支 集 至 多 由 m1/2 个 点 所 组 成 的 最 优 测度 , 而 局 
AH 38 FR k E 3: 32 H n 个 点 所 组 成 的 最 优 测度 . 
参考 立 献 

[1] Nikaido, H. and Eoda, K., Note on non - oooperative 
cotnvex games, Pacife J. Mah., 3 (1955), 807-815. 

[2] Dresher, M. and Karlin, S., Solution of convex games 
as fixed points, in H. W. Kuhn and A, W. Tucker 
(eds, Contributions to the theory of games, Vol. 2, 
Princeton Univ. Press, 1953, 75—83. 

[3] Bohnenblust, H. F., Karlin, S. and Shapley, L. S., 
Games with continunus, convex pay - of, m H. W. 
Kuhn and A. W. Tucker feds), Contributions to the 
theory of games, Vol. 1, Princeton Univ. Press, 1950, 
181—192. T. H. Jpoőm # 

【译注 】 凸 对 策 不 一 定 总 是 指 非 合 作对 策 ， 在 合作 对 
W (cooperative pame) 理论 中 同样 也 有 凸 对 策 概念 . 
史 树 中 译 


OË [conex hul , mmyxias obo0noqKa]， 集 合计 的 

Bë MARAS conver set), EERS MH 
Br 2 3. 集合 M 的 凸 包 记 做 on M. 在 Euclid 
空间 中 中 ， 凸 包 是 以 和布 同方 式 分 布 在 上 的 质量 的 
重心 的 所 有 可 能 位 置 的 集合 . 内 和 包 的 每 一 点 是 集中 在 
至 多 ntl 个 点 上 的 质量 的 重心 (Carathéodory 定理 
(Carathéodory theorem))., f 

E ES 9 BJ S 8829 FH E (closed convex hull). € 
是 所 有 包含 MM 的 阿 半 空间 的 交 ， RARE. OB 
的 边界 中 不 与 用 邻接 的 那 部 分 有 一 个 可 展 超 曲面 的 局 
部 结构 ， 在 E" 中 一 个 有 界 闭 集 夺 的 上 同 包 是 好 的 端点 
W h BL (M 的 端点 是 指 M 中 不 是 企 何 包 依 在 M 中 的 线 
眉 的 内 点 的 点 ). 

除 Euclid 空间 外 ， 凸 包 通 常 是 在 局 部 凸 线性 拓扑 
空间 工 内 考虑 . 在 工 中 -- 个 紧 集 M EARE E I R A 
H BJ #h E (Kpein - Man 定理 (Krein - Mil'man 
theorem )). n 
参考 文献 
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[1] Edwards, R. E., Functional malysis : theory and appli- 
cations, Holt, Rinehardt, Winston, 1965. 

[2] Phelps, R. R., Lectures on Choguets theorem, v. Nos- 
trand, 1966. B A amanwp 所 FPR 8 4 W 


凸 度量 [ convex metric ; BbioyKnan MeTpuKa | 
ZHE 好 上 满足 某 种 凸 性 条 和 件 的 内 度量 (in- 
temal metric). Œ W t Akik, i f M m RRRA 
人 EM 出 发 的 最 短线 ;政和 了 是 这 两 条 线 上 的 点 ;x,y 分别 
是 具 口 到 七 和 了 的 上 距离 ; z 是 发 和 TY 之 间 的 距离 ;并 设 
yx 是 以 x,y,z 为 边 的 平面 三 角形 中 边 z 的 对 角 . 那 
从 ,度量 (在 点 品 ) 的 山竹 条 件 是 指 : 如 果 O< x< x, 
0 < 所 为 是 一 对 区 间 , 使 得 与 这 两 个 区 间 中 任意 两 个 什 
对 应 的 点 互 和 了 都 能 用 最 短线 连接 ,那么 ?fx ,yj 在 任何 
这 样 的 一 对 区 间 上 是 非 增 函 数 ( 即 ,如 果 x < x, ,y S y., 
那么 pa, y)2y(x;, y) 一 全 内 度量 是 凸 度量 , HAS 
它 是 -个 曲率 非 偶 的 度量 .一 个 凸 曲面 的 度量 是 凸 度 
量 , 上 反之 ,性 何 一 个 具有 凸 度量 的 二 维 流 形 能 成 为 一 
yh ff IN ( AJ1excagnpos 定理 {Aleksandrov theorem)). 
参考 文献 
H] Anewasnpoe, A M., Buyrpeuung reoweTPr BLITYKJIHIX 
TopepxaocTe , M. - JL. , 1948. 
M MH Boiñuexoscauñ P BARN 


MIF 和 convex operator ; aanykomă onepatop] 
见 凹 算 于 与 西 算 于 【concawve and convex operators} . 


” 酝 多 边 形 [ convex polygon ;BEinykmai Maoroyrorua] 
由 有 限 条 直线 有 段 组 成 的 折线 所 包围 的 平面 凸 集 
(convex set). 其 边界 本 身 有 时 也 称 为 同窗 边 形 ， 一 个 

凸 争 边 形 是 有 限 个 闭 半 空间 的 交集 ， 
M. H. Boñnexopckñ # gtt F 


西 多 面体 Í oonvex polyhedron ; BAMYKJIMIĂ MUHOnO 了 HHRHEK] 

Eudid = BJ E" P # Ë # + aM ph @1 (convex 
hull). 这 样 的 凸 多 商 体 是 有 限 多 个 财 半空 间 的 有 界 交 
集 . 无 限 同 多 面体 是 指 有 限 个 闭 半 空间 移交 ， 且 它 至 
少 包 含 一 条 射线 .空间 下 习惯 上 也 当 微 一 个 凸 多 面 
体 . 在 这 个 意义 上 凸 多 面体 是 有 限 个 点 与 射线 的 闭 出 
t. 一 个 凸 包 面体 的 维 数 是 包含 它 的 空间 严 的 最 小 维 
数 . | 

nE Rike OI (convex set) 的 特殊 情形 ， 作为 
半空 间 的 交 千 的 凸 包 面体 是 由 一 给 线性 不 等 式 来 刻画 
的 ， 因 而 可 以 用 代数 工具 来 研究 它 . 凸 多 面体 上 线性 
型 极 小 化 的 方法 构 感 了 线性 规划 (linear programming) 
的 主题 ， 

一 个 凸 多 面体 有 有 限 多 个 面 (faces} (i # ñi 1k 55 


支撑 超 平 面 的 交集 ) ， 同 多 面体 的 每 一 个 面 是 --- 个 较 低 
维 数 的 凸 多 面体 ， 面 的 面 也 是 原 多 面体 的 面 ， 一 维 面 
称 为 楼 (edges) ; FEMA MA (vertices) ， 一 个 有 界 
凸 多 帘 体 是 它 的 顶点 的 凸 包 ， 

#E fh bN (convex surface} 的 理论 中 ， 一 个 凸 多 面 
蛋 的 边界 ， 有 时 是 这 样 的 边界 的 一 部 分 ， 也 称 为 一 个 
凸 包 面体 ([1]) ， 在 后 面 这 种 情形 ， 可 以 谈论 具有 边界 
的 凸 名 面体 ， 在 初等 几何 中 ， 把 多 面体 定义 为 用 多 边 
形 以 特定 方式 构成 的 图 形 ([2]) ， 维 后 把 凸 多 面体 定 x 
为 一 个 名 面 体 ， 并 且 它 位 于 它 的 任何 一 个 n 一 1 SE si PT 
在 的 平面 之 - W. 

一 个 有 界 的 nm 维 凸 密 面 体 的 顶点 数 不 少 于 n+1. 
最 简单 的 是 一 个 单 形 (simplex), EA n+l 个 顶点 . 
任何 一 个 有 界 凸 和 多面 蛋 可 以 前 分 为 -- 些 具有 相 廓 公共 
面 的 单 形 ， 

在 Euclid FA E 中 有 五 个 正 同 多面 体 ; 正四 面 
司 ， 正 立方 体 ， 正 八 面 必 ， 正 十 二 面体 和 正二 十 面 
体 ， 有 半 它 和 的 性 质 及 它们 的 类 似 物 见 正 针 面体 
{regular polyhedra) ， 半 正 多 面体 (semi - regular poly- 
hedra), AFRESH EmA AS 
面体 和 篇 面 多 面体 (isopons and isohedra), 2n S 
面体 {zooehedron) .特别 类 型 的 多 面体 ， 即 共和 多 面体 
(Stereohedron) ， 平 行 多 面体 (paralielohedreon) ， 平 面 基 多 
边 形 {planigon) 都 和 空间 的 正规 前 分 有 关 ， 

是 多 面体 的 而 的 网 络 结构 的 可 能 类 型 未 详尽 研究 
过 ， 设 天 是 一 个 有 界 n 维 凸 多 面体 的 肯 维 面 的 个 数 ， 
则 有 Euler 关系 式 {Euler relation) 


fa tt Yt, 


这 有 一 个 拓扑 的 特性 ; 对 球面 S85"! 的 任意 一 个 分 成 单 
纯 胞 腔 的 前 分 ， 它 都 成 立 。 如 果 n=3， 对 于 球面 3: 上 
任何 一 个 连通 的 面 网 络 ， 当 它 不 形成 二 军 的 和 自 交 的 胞 
腔 时 ， 就 可 坟 在 Eud 这 空间 五 ?中 找到 一 个 四 密 面 体 具 
有 这 样 的 网 络 结构 (Steinitz TH (Steinitz theorem) ). 
WE n>3, 一 个 册 多 面体 的 阅 络 结构 就 没有 如 球面 可 能 
的 前 分 那样 地 任意 ([3]). 涉及 面 的 网 络 结构 ， 棱 的 数 日 
或 总 长 度 等 等 特定 的 极 值 问题 是 串 以 对 凸 多面 体 类 提出 
w (fd). 

山西 多 面体 逼近 具体 ， 是 通用 的 研究 方法 ， 混 合 
性 积 理论 (mixed - volume theory) 中 的 许多 结果 ， 具 有 
固定 参量 的 凸 遇 面 的 存在 性 定 埋 ， 肉 一 性 定理 ， 稳 定 
性 定理 ， 以 及 解 Moage - Ampere 方程 {Monge - Am- 
père equation) 的 一 个 几何 方法 已 经 是 用 这 种 方法 得 到 
的 ,这 个 方法 的 有 效 性 在 于 下 列 事 实 : 凸 多 面体 是 由 
有 限 个 数据 来 确定 的 ; 关于 它 的 一 般 性 定理 能 简单 地 
陈述 ; 并 且 综 合 研究 方法 适用 于 凸 多 面体 . 

凸 多 面体 的 大 部 分 理论 已 在 曲面 论 的 范围 内 投 述 


(D, £ Rucid 空间 杞 中 两 个 以 相同 次 序 有 相等 的 
面 的 有 界 凸 多 面体 可 以 用 一 个 位 移 使 它们 重 全 (Cauchy 
定理 (Cauchy theorem)). E E'H, H rR FIE 
AW n. S >O: 


N 
> n,S, =Ü AN nl. 
' 1 


存在 唯一 ( 差 一 个 位 移 ] 的 - S gi £ LPK EL n 为 单位 外 
法 和 问 量 以 5 为 面 的 面积 (Minkowski 定理 (Minkowski 
theorem)) .… 个 平面 多 边 形 的 粘 合 物 ， 如 果 亡 同 胚 于 
球面 ， 并 使 得 围绕 它 的 每 一 项 点 粘 合 在 一 起 的 角 的 和 
小 于 或 等 于 2x ， 则 必 等 跷 于 王 中 一 个 凸 客 面体， 并 
且 这 个 凸 多 面体 在 老 一 个 位 移 下 是 瞧 …~ 的 (AmEECaHmpoB 
定理 (Alkksandrov theorem)) , E" PRA n A ki ET 
用 位 移 使 之 重合 ， 如 时 对 于 每 一 个 法 癌 量 0、 以 理 为 外 
法 向 量 的 两 个 对 应 面 不 可 能 经 位 移 使 其 中 之 -EYF 
-个 面 的 一 部 分 而 不 重合 ， 对 于 从 一 个 点 出 发 的 一 组 
射线 和 一 组 数 必 ,>0, 除了 差 -- 个 位 位 外 ， 存 在 叭 一 
个 凸 密 面体 ， 使 得 它们 第 工 个 顶点 在 射线 LE # 
且 这 个 顶点 的 曲率 为 w. 
参考 文 献 
[1] Ancecanapom A. JL, Bamypnae Miororpamiaedt M.-J., 
1950. 
[2] Fejes Toth, L., Lagerungen m der Ebene, auf der 
Kugel und im Raum, Springer, 1972. 


[31 DHHKIOIGIHR AEMECHTAPHOË MATEMATHKH, KH. 4 Teo- 


merpaas. M., 1963. 
[4] Grünbaum, B., Convex polytopes, Interscience, 1967, 


B A 3amamep $ 
【 补 注 】 ERRE E E (convex polytope) 更 常用 
来 描述 下" 中 有 限 多 点 的 凸 包 ， + FE yh # IR [K (convex 
polyhedron) 就 是 凸 多 面 域 的 边界 ( 见 本 条 第 四 上段 第 一 
行 )， 有 限 多 个 半空 间 之 交 称 为 多 面体 集 (polyhedral 
set)， 它 不 必 有 是 有 界 的 . Aari 


凸 规划 [convex programming ; neriykosoe mporpammapo- 
mauue | 
ke N b| (mathematical programming) 的 一 
分 支 , E WF oR W H AAMA Hi E B) ru EEK En 
函数 的 极 小 化 问题 的 理论 和 方法 . TAER E 2 BU 5 
规划 理论 ,求解 此 领域 中 的 问题 的 各 种 各 样 的 方法 也 已 
得 到 发 展 , 对 于 许 害 是 规划 的 选 代 法 ,其 收 化 性 的 先 验 
估计 已 经 建立 .二 次 规划 《qusadratic programming) 
足 西 规划 的 分 支 之 一 . 
参考 文献 
[1] Epewsm, H. H., Acrahees., H. H. , BeeacbHe 9 mopmo 
TECHOro M DLHTvKUREDDO nmporpammmpobanna, M. , 1975. 
121 Kapmanos, B. T., MATEMATHYECKOE OPOTPAMMHPOBAHEC, 
M., 1975. 
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{3] Zangwúl. W. L. Nolinear programming: a unified ap- 
proach, Printiee - Hall, 1969. 
[4] Polak, FE., Computational methods in optimization : a 
unified approach, Acad. Press, 1971. 
B. T. Kapkanos #8 
[ 补 注 3 
参考 立 献 
[AL] Rockafellar, R. T., Convex analysm, Princeton Univ. 
Press, 1970. 
[A2] Stoer, J. and Witzgall, C. , Convexity and optimiza- 
tien m finite dimensions, 1. Springer, 1970. 
史 树 中 PE 


凸 序列 [ convex sequenoe ; by POCIEAOBATEJLHÓČTE | 
满足 下 列 条 件 的 实数 序列 {a} n50, 1, 2.3: 


2a, < a, Ehen n=l1.2..... (=) 
设 
Àd, = gs dn a. Mla 
条 件 ( 归 可 以 号 咸 
À a, = 0, n=01,.... 


= Aa, Aa, 1. 


条 件 (*) 的 几何 意义 是 : (x ,及 平面 上 的 其 有 角 点 x =n, 


一色 的 折线 是 凸 的 ， 如果 序列 {a } 是 凸 的 称 有 界 的 ， 
则 

1 这 个 序列 有 是非 增 的 ,因而 收敛 天 -个 存 限 的 极 
限 ; 


2) im, „nAa,=0; 

DE (+A a Salim, a a,- 

如 果 当 xse0 时 Fo) 昨 凸 函数 {( 实 变量 的 ) (convex 
function (of a real variable), WEP a = f(n) (150, 


323,…) 是 凸 的 . Jl 了 Kypr Ë 张 鸿 林 译 


D [conex set; minykioe wnanaacrBo], Euclid 空间 
或 任 融 一 个 向 重 空 间 中 的 

一 个 和 集合， 只 要 它 包 会 某 两 个 点 ， 它 就 包含 连接 
这 两 点 的 线段 . 任何 一族 凸 集 之 交 本 身 也 是 一 个 上 
集 ， 

包含 一 给 定 凸 集 的 平面 ( 即 仿 射 子 空 间 ) 的 大小 维 
数 称 为 这 个 凸 集 的 维 数 . 个 凸 梨 的 闭 包 ( 即 在 这 个 凸 
集中 加 进 所 有 边界 点 的 结果 ) 给 出 一 个 相同 维 数 的 凸 
集 ， 凸 集 理 论 的 主题 是 研究 凸 体 toonvex bodies), € 
是 有 限 的 { 邯 有 界 的 ) mn 维 闭 凸 集 . ena W 
BB Z Br Uta Ec BR n k. WR OF ES n. W 
MHARE REAGERET. 

-AnA ET— TRR., -TREERNE 
限 上 山体 同 胚 于 一 个 半空 间 . 可 是 包 舍 -- 条 坦 线 的 无 限 
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DEER, RIERA — TAR O BË E 3 R 53) E 
(m. 

NM EB L Ei A, 至 少 有 一 张 超 平面 使 得 这 
个 止 梨 位 于 由 此 址 平面 所 确定 的 两 个 财 半空 间 之 一 ， 
这 样 的 超 平面 和 半空 间 就 称 为 在 给 定 边 界 点 处 是 支撑 
的 (supporting)， 闭 凸 集 是 它 的 支撑 半空 间 的 交 . 有 
限 个 闭 半 空间 的 交 是 -- 个 上 多 面体 . Mk H (fas) 
是 它 与 支撑 超 平面 的 交 . 一 个 面 是 一 个 低 维 的 凸 栖 , h 
体 也 看 做 为 它 自己 的 n 维 面 . 与 多 面体 不 同 ， 一 个 面 
的 面 未 必 是 原 凸 体 的 面 ， 

与 凸 栖 上 每 一 个 边界 点 x 想 联系 的 有 : 一 个 开 切 
锥 ， 它 是 由 从 x 出 发 到 过 凸 体内 点 的 射线 组 成 的 ; 一 
个 闭 切 锥 ， 它 是 开 切 锥 的 闭 包 ; 一 个 切 锥 面 ， 它 是 开 
切 锥 的 边界 . 前 两 个 锥 是 凸 的 ， 

凸 体 的 过 界 点 可 由 它 所 属于 的 面 的 最 小 维 数 来 分 
类 ， 也 可 由 此 点 处 支撑 平面 集 的 维 数 来 分 类 .， 零 维 面 
的 点 称 为 项 点， 四 体 的 映 点 是 那些 不 在 属于 凸 体 的 线 
县 的 内 部 的 点 . 各 类 点 有 记 少 ， 各 类 面 的 方向 集 的 大 
小 是 正在 研究 的 问题 例如 支撑 超 平 面 不 唯一 的 点 在 
边界 上 的 (n 一 1) 维 面积 为 置 . 落 在 边界 上 的 直线 段 的 
方向 构成 的 集合 在 空间 的 所 有 方向 中 是 替 测 度 的 . 

每 一 个 不 属于 同体 的 点 被 一 张 超 平面 同上 性 体 严格 
地 分 隔 开 来 ， 使 得 点 与 凸 笨 分 属于 不 同 的 开 半 空间 . 
两 个 不 相交 的 凸 集 为 一 张 超 平 面 分 隔 ， 醒 它们 落 在 不 
同 的 闭 半空 间 内 . 这 种 分 隔 性 质 对 无 穷 维 向 量 空 间 中 
的 凸 集 也 成 立 . 

-个 凸 体 了 伴随 着 - -个 支撑 函数 (support func- 
tion)H : E" — E, 它 是 用 方程 Hu)= sup{ux :x € F1 
来 定义 的 ,其 中 wx E RE. BA H 0) 是 正 齐 一 次 的 : 
H(an)=a 及 (4)， 对 于 «>0; HECHA H: 


HU Fo) H(u)+ Hie). 


具有 这 两 个 性 质 的 函数 都 是 基 个 唯 - -的 凸 体 的 支撑 
函数 . 给 出 支撑 函数 是 给 出 凸 林 的 主要 方法 之 一 ， 

如 果 坐 标 原点 位 于 凸 惊 的 内 部 ， 可 以 引信 距 高 郴 
AD: E"—E mF: u0, $ 


Diu) — infi a. url, 
a | 

并 令 DO=0. Rek 4 # Eh FAE — K ni 

m. PS eh k $k 2 A B R BJ (polar) (或 对 偶 的 

(dual)), 如 果 其 中 一 个 的 支撑 函数 是 另 一 TAERE 

数 ， 对 蛋 凸 体 的 存在 性 与 E" 的 自 对 偶 性 有 关 . 

如 果 凸 体 中 关于 坐标 原点 是 对 称 的 ， 那 么 函数 
p(u,o)=D(u- ut — EN. aai Minkowski 空间 
(有 限 维 Banach 空间 ) PS R. F Ec 36 a u FR IK BU E 
用 . 类 他 地 ， 在 无 穷 礁 Banach 空间 中 的 单位 球体 是 


一 个 凸 集 .空间 的 性 质 与 这 个 球体 的 几何 有 关 ，、 特 别 
地 和 近 界 上 不 同类 型 点 的 出 现 有 关 ([3]) . 

PRA ARAUA LAA B aR E P R E a 
#l(oonvex hull}. 

存在 一 些 准则 用 来 判断 -- 个 集合 (或 某 族 中 的 任 一 
个 集合 )} 是 不 是 凸 的 . Win, WEE 中 的 … 个 CC? 光滑 
闭 蝴 面 ， 在 所 有 点 处 有 非 负 的 Gaus 几率， 那么 这 个 
曲面 是 一 个 凸 体 的 边界 . 如 果 五 :中 一 个 紧 梨 天 与 任何 
一 张 置 f 于 一 个 半空 间 内 的 平面 的 交集 是 单 连 通 的 ， 
W F EnA dA. 

有 许多 办 法 在 一 个 凸 体 的 集合 中 引进 度量 ， 该 集 
合 包 含 授 化 的 是 和 栖 ， 但 不 包含 空 的 凸 体 ，Hansdorff 度 
最 是 最 常用 的 一 个 ( 见 凹 集 的 度量 空间 (convex sets, 
metric space of)) .在 这 个 度量 下 ， 每 -- 个 凸 体 可 以 
MOZE, EUA Poe, x)<0 定义 的 
DARE, REH PEER T£ t. £ ul M. 
的 所 有 点 上 有 正 的 主 曲率 , 

DAAA RHEE Jordan $ X), ES fF 
P fE n E Lebesgue 测度 . 出 体 的 边界 有 有 限 的 
tn 一 1) 维 面积 ， 在 这 样 一 种 情形 下 引进 面积 的 各 种 方 
法 都 是 等 价 的 . 体积 以 及 边界 的 面积 (在 Hausdorff H 
ATERRAT. 

混合 体积 理论 (mixed - volume theory) PMR 
性 组 合 E1 F BEREA 1 I Kk aB tt Op h >, 
混合 体积 不 仅 包 含 体 积 和 边界 移 面 积 ， 周 时 也 包 会 许 
包 其 他 的 与 山体 有 关 的 泛 函 ([5])， 鲍 如 沿 不 同 的 方向 
向 大 维 平面 投影 的 kK 维 体 积 及 其 平均 值 ， 这 个 理论 的 
主要 结果 是 混合 体积 之 间 的 各 种 不 等 式 ， 包 含 经 典 等 
AEKA (isoperimetric inequality, classical}. 

凸 体 关联 着 一 些 简单 的 图 形 . Piwi, E Aen 
有 一 个 唯一 最 大 的 (相对 于 体积 而 言 ) 内 接 精 球体 和 一 
个 最 小 的 外 切 精 球 体 ([6]) ， 有 一 些 准则 用 来 刻画 吓 栖 
集合 中 的 球体 ， 精 球体 和 中 心 对 称 的 西 枉 (1]，[2]) 
关于 凸 集 族 的 定理 构成 凸 集 理论 中 一 个 特殊 的 课题 
(6h ， 

出 集 理论 的 意义 在 于 它 的 方法 和 结果 的 直观 性 ， 
一 般 性 书 及 对 光滑 性 的 解析 坝 求 的 不 依 藉 性 ( 非 光滑 的 
凸 体 常 常 是 极 值 问题 的 解 ) . 
参考 文献 

[1] Bonnesen, T. and Fenchel, W., Theorie der konvexen 
Körper, Springer, 1934. 

[2] Valentine, F, Convex sets, MoGraw - Hill, 1964. 

[3] Day, M. M., Normed linear spaces, Springer, 1958. 

[4] Byparo, FO. /L, 3amanmwp, B. A, [ocrarompg maman 
HIIYETOCTH amnion HaydHpix OEMHAHAPOB Jicrunurpanceoro 
OTIKUKHHS MATEM , HH - Ta , 45 (1974), 3 — 53. 

[5] Hadwiær, H., Vorlesungen Ober Inhalt, Oberflache und 
Eoperimetrie, Springer, 1957. 
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[e] Danzer, L., Grunbaum, B. and Klee, Y., Helly's theorem 
and its relatives, in Proc. Symp. Pwe Math., Vol. 7 
(Comnvexiy,, Amer. Math, Soc., 1963, 10} — 180. 

ID. JI Eyparo, B. A 3amrautep të 
[42 3 E" rh ru $E X HRE EREA XS 
fueE" ux S1, H xEX} 于 是 X ËJ KR BS 3z tB E V 
X H (u)=inf {p> 0: u 6pX'}. 类似 地 ， 距离 函数 是 D(x) 
=sup {ux:u EX) AERAR D)e, * S 
的 闭 唔 集 定义 为 X={xeE" :D(x)<1}. 
参考 立 献 
[A1] Eggleston, H. G., Convexity, Cambridge Univ. Press, 
1969. RAH F 


凸 集 的 线性 空间 [ conex sets, linear space of ; BEETYKIBIX 
MIOMECTR OpOCTPANCTRO (JmHeÄÑNOC) | 
元 素 为 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 中 的 凸 所 (convex set) 
对 (xX,T) 的 等 价 类 的 空间 , 凸 集 对 (X. Y) 9⁄2 RE A 
“3” X— Y. 且 由 定义 , ti sJ (X, YAX, Y) 等 价 
E ë X +Y,= X,+ Y,, Yt rh EARRA 2 | SL 
和 的 闭 世 .在 上 吓 集 的 线性 空间 中 可 以 引信 加 法, 减法， 
数 乘 和 拓 四 ， 并 使 得 这 个 空间 变 为 局 部 凸 拓扑 空间 
也 可 引入 半 序 的 概念 ， 它 类 但 于 集合 的 包含 关系 . 1 
集 的 线性 空间 也 在 非 局 部 唔 线性 空间 中 予以 研究 ， 
#+* x 
[1] Tcp, A. T., TIDOCTD8HCTBO BbITYKIbA MHOSOCTBO 
JIOKRHbHO BbIyKIOO npocrpancma, < Tp. Jantrp . 
HEX - KOH. MH- Ta $, 63 (1966), 13—17. 
B. A. Bmanep $ AH PE 


Fu 3 0 Fe R < B] [convex sets, metric space of ; saayR- 
AMA MEOMECTR rmpocTpascrBo| 
Euclid 空间 E" rh Ë Sk ru 38 (convex se 的 集合 ， 
并 带 有 Hausdorff F£ 
AFi Fa) = sup {p(x F), ply, F .)). 


reFz 


这 个 空间 是 有 界 紧 的 { 见 Blaschke 选择 定理 (Blaschke 

selection theorem)) .关于 凸 集 的 度量 空间 的 类 似 物 

(其 他 的 讼 量化 ， 非 紧 集 ， 集 类 ， 其 他 的 初始 空间 ) 

w {1]. 

参考 文献 

[1] Gronbaum, B, Measures of symmetry for convex sets, 

in Pr. Symp. Pue Math., Vol, 7 (Convexity), Amer. 
Math. Soc., 1963, 233 — 270. B. A 3ammamgp BE 

【 补 注 1 ORA E R B] (特别 是 用 对 称 差 度量 来 度 

量化 的 ) 在 凸 几 何 的 分 析 基 础 中 起 着 根本 的 作用 . 在 

[A1], [A3], [A2] 中 给 出 的 凸 几何 新 的 重要 结果 指出 了 

一 条 一 般 的 公理 化 途径 ， 

prtm 
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[Al Gruber, P., Approximation of conves bodies, in P. 
Gruber and J. M. Wils (eds.): Convexity and its 
applications, Birkhäwser, 1983, 131 — 162. 

[A2] Hadwiger, H., Vorlesungen über Inhalt, Oberfläche und 
Eoperimesrie, Springer, 1957. 

[A31 MeMullen, P. and Schneider, R., Yaluations on con- 
vex bodies, Birkhšuser, 1983, 170 — 247. 

AAA 译 


OFE [ convex subgroup ; maykiss moarpyma] 
UR) ÆR (ordered group)G 的 子 群 H, 在 所 给 的 序 
关系 下 ,是 G TA ( convex subset ) ,正规 趾 子 群 怡 是 


' 贪 序 群 的 保 序 同 坊 的 核 . 可 序 群 (Orderable group) 的 子 


和 群 ,如 果 对 于 每 个 全 序 都 是 凸 的 ， 就 称 作 绝对 凸 子 群 (abso- 
lutely convex subgroup); 如 果 只 对 于 基 个 全 序 是 凸 ka 
则 称 作 相对 西子 群 (relatively convex subgroup). 
序 群 中 所 有 非 平凡 的 相对 凸 子 群 之 交 是 绝对 是 子 群 ; N. 
有 真相 对 凸 子 群 的 并 也 是 绝对 凸 子 群 . 无 挠 Abel 群 不 合 非 
平凡 的 绝对 凸 子 群 . 完全 可 序 群 G 的 子 群 H RASAT 
群 , 当 且 仅 当 对 任意 元 g éH, a eH, %S(g) YS (ga) EF 
空 的 ,这 里 Stx) 表 G rh x 的 极 小 不 变 寺 半 群 , 格 序 群 
flattice - ordered group) 的 凸 ! 子 群 末 总 是 孤立 的 (isola- 
ted). 即 对 子 性 何 自然 数 m, H x'e H 可 得 出 xeH. 
参考 文献 
{1] Koxropas, A. M., 
wH pym, M., 1972. 
[2] Fuchs, L., Partially ordered algebraic systems, Perga- 
mon, 1963. 
A. Ú. Koxsopuu, B. M. Komros # Q&A hb ig 


KormrsmopB, B. M. , J nopan 


OFA [ convex subset ; mmykioe nomwaooxsecreo] ， 仿 序 
集 的 
世 含 任意 二 元 素 4 ,上 4, 同时 也 包含 整个 区 间 (W, 
区 间 与 线段 (interval and segment)) [a , b] 的 子 集 . 
JL A. Cxoprusgos 所 
【 补 注 】 -个 不 涉及 区 节 概 念 的 定义 是 ; 偏 序 集 的 子 
EARL, #a&b&c, 县 a,c EA, 则 beéd. 
在 实 直 线 上 ( 带 有 通常 的 序 ), 凸 子 集 正 是 连通 子 集 
( 控 通 常 的 拓扑 ], 这 对 于 更 一 般 的 有 序 拓扑 空间 (ordered 
topological 8paee) 不 一 定 成 立 ， 但 如 果 给 偏 序 集 以 区 
间 拓 扑 ( 见 序 拓 扑 (order topology)). M 2 E T E EN 
TÆ. wip i$ 


凸 曲面 [ convex surface ; nsiryk'taw monepxuocra | 

Eudid 空间 E 中 一 个 凸 体 (convex body) 的 边界 
上 的 一 个 区 域 ( 连 通 的 开 集 )} .一 个 凸 体 的 整个 边界 称 汶 
— F 5 3: Ph Bi IB (omple a convex surface) .如 时 凸 
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(closed} ， 如 果 凸 体 是 无 限 的 ， 那 么 完全 的 凸 曲面 称 为 
无 限 的 (infinite) ， 一 个 无 限 的 凸 曲 面 同 胚 于 一 个 平面 
或 一 个 圆柱 面 ， 在 后 一 情形 下 ， 它 本 身 是 一 个 柱 体 . 
最 简单 一 类 的 西 体 是 凸 多 面体 ， 即 有 限 个 半空 间 的 
X. 凸 多 面体 的 表面 由 凸 多 边 形 构成 ， 它 也 称 为 西 多 
面体 (convex bolyhedron ) ， 

凸 曲 面 的 近代 理论 主要 是 由 苏联 几何 学 家 
A. I Armano 及 其 学 派发 展 起 来 的 ， 不 过 ， 访 
理论 中 个 别 的 结果 早 就 知道 了 ， 比 如 ， 闭 凸 多 面体 的 
刚性 已 由 A L. Cauchy 所 证 明 . H. Liebman 和 W. 
Blaschke HE T Anh AAEREN. H. Minkowski 证 
明了 具有 指定 Gauss 曲率 的 闭 凸 曲面 的 存在 性 ， 五 
Weyl 勾画 了 具有 给 定 度量 的 闭 凸 基 面 的 存在 性 问题 的 
解答 .这 个 解答 后 为 H_ Lewy 所 完善 . S. E. Cohn- 
Vossen 证 明了 正 风 闭 凸 曲 而 是 可 难 一 确定 的 . 

对 于 一 个 凸 曲面 下 上 每 一 个 点 X, 自然 地 对 应 著 
一 个 欠 V (X), 它 是 其 面 F. 在 n — co 时 的 极限 ， 这 里 
HF, EM FRIDETAS X, DL n 23535 5 EE 
痪 而 得 到 的 . 这 个 锥 称 为 切 锥 (tangent one). 根据 
切 欠 的 形状 ， 把 唔 曲面 上 的 点 分 为 锥 顶点 、 上 有 点 和 光 
滑 点 .如 果 在 这 个 点 处 的 切 锻 是非 退 化 的 ， 则 这 个 点 
称 为 锥 顶点 (conicat point). A-M, WR HER 
化 为 二 面 角 或 一 张 平面 ， 则 这 个 点 就 分 别称 为 疹 点 
(ridge point 或 光 洽 点 (smooth point). MERE v 
1 来 讲 ， 同 曲面 上 的 非 光 潍 点 是 例外 的 . 事实 上 冰点 
集 是 零 测度 的 ， 而 惟 顶 点 集 至 名 是 可 数 的 . 

上 是 曲面 序列 的 收敛 概念 定义 如 下 :一列 凸 曲 曾 F, 
收 敏 玉 凸 曲面 F, 如 果 任 音 开 集 忆 同时 与 五 及 所 有 F. 
(其 中 n>N(D)) 相交 或 不 定 . 任何 一 凸 曲面 可 以 表 为 
凸 才 面体 的 极限 - 辆 曲 醒 的 无 限 集 合 表现 出 重要 的 紧 
敏 性 ， 即 从 任何 一 列 不 趋 于 无 限 的 完全 止 寺 面 ， 总 可 
抽出 一 个 收 敏 的 子 序列 ， 以 一 个 西 烛 面 为 极限 ， 这 个 
凸 曲面 订 能 退化 (为 - 双 层 平面 区 域 ，-- 条 直线 ， 一 条 
半 直 线 ， 或 一 线段 ) 

办 向 面 上 任意 两 点 可 以 用 曲面 上 一条 可 求 长 的 曲 
线 连接 起 来 . 凸 曲面 上 连接 两 给 定点 的 曲线 长 度 的 最 
大 下 界 称 为 这 两 点 在 曲面 上 的 距离 fdistances)， 凸 曲 
面 上 一 条 曲线 称 为 最 短 曲 线 (shortest curve), WREE 
的 长 度 在 曲面 上 所 有 与 之 共 端 点 的 曲线 的 长 度 中 为 最 
小 . 西 曲 商 上 任意 -一 点 都 有 -个 邻 域 ， 使 得 其 内 的 任 
意 两 点 和 曾 可 用 曲面 上 的 最 短 曲 线 连 接 ， 完 全 的 目 曲 面 
上 任意 两 点 丝 可 用 最 类 曲 线 连接 ， 由 曲面 上 的 最 短 曲 
线 在 其 上 每 一 点 有 一 个 右 半 切线 和 一 个 左 半 切 线 . 凸 曲 
面 上 最 短 曲 线 的 一 个 重要 性 质 是 不 重要 性 (non - over- 
lapping property). 这 就 是 说 ， 本 和 最 和 内线 只 能 以 
列 方式 彼此 相处 : 它们 没有 公共 点 ; 它们 有 -个 公 
上 富 们 训 两 个 公关 点 并 旦 这 两 点 是 尼 们 的 地 点 


条 最 短 曲 线 是 另 一 条 的 一 部 分 ; 或 者 它们 浴 一 线段 重 
合 ， 这 线段 的 “个 端点 是 一 条 最 知 曲 线 的 端点 而 另 一 
个 端点 是 第 “条 最 短 曲线 的 端点 .内 曲 面 上 的 度量 有 
rite: (convexity property) ( 见 凸 度量 (con vex metric)). 
EA O Ab PS 28 B 38 Bi š y 与) 之 间 的 角 (angle) 是 角 
z(X, X) EXX O 时 的 极限 ， 其 中 x, X' pal g 
y, Y 上 的 点 ， 对 于 出 发 于 一 公共 点 的 两 条 最短 曲线 ， 
如 此 定 习 的 和 角 是 存在 的 ,由 于 最 短 曲 线 的 不 重要 性 ， 
从 点 口 出 发 的 两 条 最 短 曲 线 Y 和 把 O 点 的 邻 域 分 为 
ATRE. VERRI- AE. HRANE tH 
一 组 最 短 曲线 按照 自 } 向 区 称 动 时 它们 出 现 的 顺序 进 
行 编 号 ， 得 到 y, D mn, m U a E 4818 9 Pt 38 Eh 
# y ML y, > HL, Uy, 和 y' 之 间 的 角 . BOE V A 
(angle of the sector) 则 是 角 之 和 wo 二 … 二 的 的 最 小 上 
F. Hh yp BORRIE V ARA RE R, 扇形 的 
角 等 于 如 点 处 最 短 曲 线 的 半 切 线 在 切 难 的 平展 面 上 的 
ARE. 以 点 口 为 顶点 的 互补 扇形 的 角 之 和 不 依赖 于 
所 取 的 特定 的 最 短 曲 线 ， 它 称 为 0 点 处 的 完全 角 
(complete angle} ， 凸 曲面 上 任意 一 点 处 的 完全 角 不 会 
大 于 2a, 

内 (内 草 的 ) Hi * (internal (intrinsic) curvature} 
和 外 (外 在 的 ) 曲 * (external (extrinsic) curvature) 的 
PPO hilak y - S a g Wag ye 
KED. 基本 和 集 是 指点 ， 开 的 最 短线 和 三 角形 . =A 
Æ (triange) TKR, ERETNA ARR 
线 所 围 ， 如 果 好 是 一 个 点 ，8 是 曲面 在 邮 点 处 的 完全 
Jë, W| woUd)=2r 一 8 WÈ M E-A FARER, B 
端点 除外 的 最 短线 ， 则 o=. WME M 是 一 个 开 三 
角形 ， 即 除去 边 与 顶点 的 三 角形 , JH aoM)=a+B+y—=, 
HFa, 8,Y 是 三 角形 的 角 . 接著 对 初等 集 定 义 曲率 ， 
其 中 初等 集 是 两 两 不 相交 的 基本 集 的 集合 论 的 和 (并 
集 ) MM=> "8, ， 对 于 这 样 的 集合 四 04) = ol (B), 
任 柯 一 个 闭 集 的 内 曲率 定义 为 包含 该 闭 集 的 初等 集 
的 内 曲率 的 最 大 下 界 . 最 后 ， 任 意 一 个 集 的 内 曲率 定 
习 为 售 于 其 内 的 闭 集 的 内 曲率 的 最 小 上 界 ， 在 凸 曲 面 
上 如 此 定义 的 内 曲率 是 Borel 3 (Borel set) 环 上 的 一 
个 完全 加 性 函数 . 凸 曲 面 上 一 个 集合 的 外 曲率 定义 为 
这 个 集合 在 球面 映射 (spherical map) F É $ J m Ë 
(Lebesque WE). 它 对 四 曲面 上 所 有 Borel 集 都 有 定 
尽 ， 并 且 同 内 曲率 相等 . 

如 果 一 个 二 维 流 形 的 任何 两 点 之 间 的 距离 A( 序 , X.) 
等 于 在 这 个 流 形 上 连接 X, Ti X, Bj H £ f) k: e b) JW < 
下 界 ， 则 这 合流 形 上 的 度量 P 称 为 内 度量 (intemal me- 
tric). PE X ffi X, WJ H #& X(ry0< < 15 EE E 2 HA 


DAX h XG, SHERE  =1 
BEDER. Ry ER Eu E E B OA 


H 8 03 PN 3 Bh sk. EHR Ea, HEA 
p(O,X). p(0, X), pX. X”) H111 0) TEZAK. 
这 个 三 角形 中 边 p(X, XO 的 对 角 a (X, X 的 下 极限 
称 为 曲线 2 " y" #. O 点 的 夹 角 ‘angle between the 
curves} . ， 这 个 角 总 蚌 存 在 的 ， 流 形 上 一 个 度量 
ares metric), An DA k E zü 22165 I£ 

三 角形 的 角 之 和 不 小 于 z. 在 这 个 意义 上 济 凸 曲面 
的 度量 是 内 的 MARE PERAR Z -ETA 
度量 在 凸 曲 面 上 的 可 实现 性 定理 . 于 是 具有 内 凸 度量 
的 完全 流 形 可 以 用 一 个 完全 的 凸 曲面 来 实现 . 

右 旋 度 (right rotation) #1 Æ ké HE (left rotation) 推 
广 了 测 地 曲率 (geodesie curvature) HR, EE wfs 
曲面 土 得 线 引进 的 . W y m LA # A 34 B 2 
的 曲线 ， 它 以 4, BARA. 在 上 选 定 一 个 方向 ， 攀 
造 一 列 以 A, 器 为 端点 的 简单 测 地 折线 7 ， 位 于 曲线 y 
的 右 半 邻 域内 并 且 收 裔 于 7, 令 忆 是 各 与 7 卉 成 的 区 
域 的 边界 上 折线 3} 的 交接 处 形成 的 各 个 请 形 的 角 ， x< 
信和 8 是 折线 长 与 ?在 端点 处 形成 的 肩 形 的 亲 ， 当 
加 一 了 时 ,a+ 有 + 可 (x 一 %,.。) 的 极限 称 为 右 旋 度 (right 
rotation) ， 这 个 极限 总 是 存在 的 ， 只 要 曲线 7 在 端点 
处 有 确定 的 方向 ， 即 有 半 切 线 ， 并 且 它 不 依赖 于 折线 
序列 的 选取 ,左旋 度 {lef rotation) a Æ AE. - 
条 闭 曲线 的 旋 度 则 利用 在 它 的 合适 一 侧 逼 近 它 的 闭 折 
REEN. Gauss - Bonnet 定理 (Gaws - Bonnet theo- 
rem) šT #E amha. 3k L. a hE 
BUH RL — 4 PJI F Bl 6) E k hy ii P... MARE 
B Bh 38: 55 B pü KC PK BS Pi E AE X k — MI h) JE HE > Tl 
是 27. 

等 距 变换 (isometric transformation ) 是 凸 曲 面 的 一 
个 变形 ， 在 此 变形 下 曲面 对 保持 凸 性 ， 并 且 它 的 度量 
BHRR RAE, BIE EAZ RKE ARER TRE. 一 个 
FELRE YILA (trivial), 如 果 它 可 果 结 为 整个 曲 
面 的 一 个 Eudid 运动 ， 或 者 是 一 个 运动 ， 和 镜面 反射 
的 合成 . 没有 非 胖 凡 等 距 变 换 的 曲面 称 为 唯 — 确 
定 的 faniquely definedj， 闭 凸 曲 面 和 具有 全 得 率 2 
的 无 限 凸 曲面 是 唯一 确定 的 ， 全 曲率 小 于 I HERA 
曲面 可 以 经 受 相 当 任 意 的 非 平 斥 等 距 变 换 ， 所 有 凸 曲 
面 都 有 非 平 凡 的 局 部 等 中 变换 ， 即 凸 曲 面 上 每 一 点 皆 
有 一 个 邻 域 容许 有 这 样 一 种 变换 . 

二 
(glueing theorem) .按照 这 个 定理 ， 当 一 个 完全 的 流 
JÉ p m ESTARAI D AA WETA 
条 件 满足 ， 则 它 本 身 等 距 于 一 个 凸 曲面 :区域 D, 的 边 
办 有 有 界 变 善 的 旋 度 ;边界 上 等 长 的 线段 是 等 同 的 ; 
在 等 同 边 界 的 任意 的 线段 上 旋 度 之 和 是 砷 负 的 ; 区 域 
有 的 边界 在 任 一 公共 点 处 饥 和 角 之 和 椒 超 过 27。 关于 四 
曲面 非 平 凡 等 距 变换 的 可 能 性 的 定理 通常 利用 帖 合 一 
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对 于 一般 的 凸 曲 面 ， 面积 (area) 的 概念 是 对 任意 
Borel 集 引 入 的 . 首先 对 由 最 短线 围 成 的 简单 集 ( 测 地 
铸 边 形 ) 引 入 伽 租 ， 这 个 多 边 形 有 一 个 好 的 剂 分 工 使 
得 三 骨 形 的 边 小 于 Un. 对 于 这 个 前 分 的 每 一 
Æ., RIA- -个 与 它 有 等 长 的 边 的 平面 三 角形 ， 取 这 
种 三 角形 面积 之 和 $.， 由 此 发 现 ， 不 管 多 边 形 如 何 前 
i. new t. 面积 和 3, 总 是 赵 于 一 个 确定 的 极 
R. 这 个 极限 被 取 为 多边形 的 面积 . 接着 用 测度 论 的 
办 法 来 确定 闭 ， 开 及 一 般 Borl ÆW mE. i ha 
面积 是 Bord 集合 环 上 一 个 完全 加 性 函数 ， 

一 个 出 曲面 在 区 域 D 上 的 特定 曲率 (specific curva- 
ture) 是 区 域 的 曲率 和 它 的 面积 比 ， 如果 一 个 凸 曲面 在 
所 有 区 域 上 的 特定 项 率 介 于 两 正 数 之 间 ， 则 这 曲面 是 
光滑 的 ， 并 且 是 闫 格 凸 的 , 凸 曲面 在 一 给 定点 于 处 的 
Gauss 曲率 (Gaussian curvature) $È Ih X k 88 i X 38%; 
特定 曲率 的 极限 .如果 Gauss 曲 率 存在 , WE E E 
点 的 连续 函数 . WURA H UH E SE — Gauss 曲率 存在 ， 
那么 在 这 曲 芳 上 可 引进 测 地 极 坐 标 并 且 将 暑 徊 的 线 元 
表 为 

ds! = dr2+ G(r, 0) a82. 
EA G HELL F P| z: 8 E Gauss 曲率 


(VG). 
`= 
一 个 凸 曲面 称 为 正则 的 (regular) 如 果 它 在 每 个 
一 个 邻 域 中 由 一 个 解 折 表 达 式 rru, AE, Jt 
中 工作 ,二 是 正则 的 ( 即 充分 高 次 可 微 的 ) 向 量 值 函 
数 ， 满足 条 忻 [xrz0， 册 曲面 的 度量 称 为 正则 的 
(regular). WSE NHR ` 


ds? = E dul +2F du do+ Gdo 


K=- 


来 确定 ， 其 中 系数 是 正 册 的 函数 . E HUU EH a T A 
有 一 个 正则 放量 ， 内 为 
E = r, 


F = v.r,. G = r: 


道 命题 通常 不 对 . 例如 一 个 二 面 角 土 有 一 个 正则 的 其 
至 解析 的 度量 ， 这 是 因为 它 等 距 于 平面 ， 但 是 它 不 是 
正则 的 曲面 .尽管 如 此 ， 如 果 一 个 凸 曲面 的 诬 量 是 让 
则 的 , 它 的 Gauss 了 曲率 又 是 正 的 ， 那 么 这 曲面 是 正则 
的 ,事实 上 如 果 线 元 的 系数 是 n 次 可 微 的 (hn2)、， 那 
么 曲面 至 少 是 n 一 1 KIAH. 

是 其 上 闸 的 理论 也 可 以 在 常 曲率 空间 中 建立 如同 
在 Euclid 空间 的 情形 一 样 ， 凸 曲面 是 一 个 同体 边界 上 
的 一 个 区 域 . 常 曲率 空间 中 号 得 面 理论 的 许多 结果 的 陈 
述 和 证 明 如 同 Euclid 空间 的 情形 . EEEE AHHAR 
之 间 也 可 能 存在 本 质 的 差别 ， 例 如 ， 在 Jodas 
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通 的 开 集 . 
参考 文献 

fl Minkowski, H., Volumen und Oberfliche, Math. Ann., 
57 (1903), 447 — 495. 

[2] Weyl, H., Ueber die Bestimmung einer geschlossenen 
konvexen Fläche durch ihr Linienelement, Fiertejahrsch- 
raf Naturjorseh. Gesell. Zurich, 3 (1916), 2, 40 — 72. 

[3] Kos - poom , C 3., $ YORExn MATEM Eayk >, 1(1936), 
33 — 76. 

[4] Arexcagnpog, A Jl. BHyTpeHHAA reoMeTPeta sBLparygkuix 
HOBeDXHOCTGN , M. - JI., 1948 ( FEŻ: A. A. 亚 历 出 大 
HE. hA AALE, 科学 出 版 社 ，1962). 

[5] Tropenon, A B., Baeumaa reoMETPHS EbryW Tb none- 
pxHocrei , M., 1969 ( 甘 译 本 ; Pogorelov, A V., Extri- 
nsic peometry of convex surfas, Amer. Math. Soc., 
1973). A B. Iloropemos 扬 

OHI iC EE p-ti. # Cñ in L E 8 x 
处 的 一 个 支撑 超 平 面 是 一 张 平 面 ， 它 经 过 这 个 点 并 和 且 
不 包含 己 的 内 点 . 设 下 是 一 个 转 戌 已 的 上 唔 曲面 ， 丸 设 
XEF. 对 己 在 x 处 的 每 个 支撑 平面 ， 考虑 它 的 与 局 的 
内 点 相交 的 半空 间 (支撑 半 空间 )， x 处 所 有 支撑 半空 
间 的 交 是 一 个 闭 欠 . 这 个 锥 的 边界 是 x 点 钼 的 切 锥 . 
关于 上 由 曲面 的 刚性 (rigdity) EREE deforma- 
tion) A Æ -h Æ E (infinitesimal deformation} . 
Cohn - Vossen 定理 (Cohn - Yossen theorem)i%: WR 
F 是 一 个 闭 的 三 次 连续 可 微 晶 面 ， 具 有 正 Gaus fi 
率 ， 并 县 等 距 于 另 一 个 同样 的 曲面 F. WA F 就 全 等 
TFA RCHAR. 这 里 的 全 等 是 指 一 个 曲面 由 另 一 曲面 
经 过 外 国 空间 F: 中 一 个 Eudid 运动 而 得 到 的 ， 见 [5], 
p.120. 

— T th q El 下 称 为 在 凸 曲面 的 类 天 中 是 单 型 的 
(monetypic]， 如 果 兵 中 任意 等 距 于 ELETE 
TF. 于 是 就 有 ， 单 型 定理 (monotypy theorem): 两 个 
等 距 的 闭 凸 儿 面 体 是 全 等 的 . 同样 也 有 ， 任 意 的 等 中 
于 闭 凸 多 面体 的 凸 曲面 (不必 是 ~ 个 名 面体 ) 实 际 上 就 
全 等 于 这 个 多 面体 (3. P. Olovyanishnikov, 1941). 
参考 文献 

[Af] Busemann, H., Convex surfaces, Interscenee, 1958. 

[A21 Schmeider, R., Boundary structure and curvature of 

convex bodies, in J. M. Wils and P. M. (ruber 
(eds .): Contributions to geometry, Birkhšuser, 1979. 
BR 2 译 


MTE [convexity ; sunykaycTp | 

用 于 许多 数学 分 支 的 一 个 术语 ， 表 示 … - 些 特性 ， 
它们 是 Euclid 空间" rh Fi g (convex set) 的 基 些 性 质 
的 推广 许 包 研究 方法 的 实用 性 是 同 术 语 “ 晤 性 * 有 美 
的 . 


下 列 两 个 基本 的 定义 在 E 中 几乎 是 等 价 的 . 一 
集合 是 目的 {oonyex) : 1) 如 果 它 是 一 些 开 的 半空 间 之 
交 ; 或 者 分 如 果 它 包含 两 个 任意 的 点 ， 则 它 就 包含 连 
接 这 两 点 的 线段 . 凸 性 的 这 两 个 定 必 都 适用 于 向 量 空 
E L KAÉ. 

定义 2) 可 以 推广 到 包括 具有 测 地 线 的 空间 (在 联 
络 的 空间 ; 局 部 紧 度 其 空 间 ， 特 别 是 Rieman 与 
Finsler 空间 ) 中 的 集合 . 测 地 线 起 着 线段 的 作用 ， 人 也 
是 如 寻 两 点 间 能 够 用 非 了 唯一 的 测 地 线 或 最 短线 连接 的 
话 ， 那 双 山 性 的 概念 就 分 成 好 几 个 可 能 的 合流 ， 特 别 
地 在 Riemann JLP, 用 到 了 下 列 信 改过 的 凸 性 【[1] , 
BRD: (DWR M 中 任意 两 点 能 用 唯一 的 一 条 最 短线 连 
接 ， 且 这 条 最 短线 包含 在 虹 中 ， 则 称 集合 M E rh 65 
(convex); (2) 如 果 M 中 每 一 个 点 有 一 个 在 M 中 的 部 
域 ， 这 个 邻 域 按 (1) 的 意义 讲 是 三 的 ， 那 么 称 MM 是 局 
部 西 的 (locally convex); G) 如 果 任 意 两 个 点 可 以 用 至 

一 条 好 中 的 最 短线 连接 起 来 ， 那 么 称 M 是 弱 凸 的 
(weakly convex); (HARER 时 中 任意 两 点 的 测 地 
线 皆 在 好 中 ， 那 么 称 M 是 绝对 凸 的 (absolutcly 
convex). 

E" 中 一 个 n Æt (convex body) 的 边界 (或 边界 
的 一 部 分 ) 称 为 一 个 凸 超 曲 面 (convex hypersurface), 
如 果 a =3, 那么 它 又 称 为 凸 曲面 fconvex surface); 如 
果 n=2, I A'E RPR rh ih ER (convex curve). 

对 于 一 个 单 实 变 量 函 数 而 言 ， 凸 性 是 指 它 的 母 转 
(supergraph) 的 凸 性 ( 见 凸 函数 ( 实 变 量 的 ) (convex 
function (of a real variable). L +P iZ E8 Hnn 
MHARE S (N, MZA (convex functional)) . 

关于 荆 中 的 凸 集 ， 人 们 可 以 谈论 祭 合 族 W 的 凸 
性 : 9 是 凸 的 ， 如 果 对 于 M, MEA, 0<x<1, 有 
{1 一 的 MA teM, EN ÆR A E pj A E SC {与 问 ) 
E Bm pM), 8 PHI HE (convexity of a functional) 
EXA: 


Dl ~a}M aM) ° =< (1 —a)jb(M )+ ab(M.). 


凸 性 一 词 用 于 单 叶 复 变 函 数 时 有 一 个 特别 的 意义 ， 
有 即将 单位 贺 盘 映射 到 一 个 凸 域 上 的 性 质 { 见 凸 画 对 (sS 
变量 的 ) (convex function (of a complex variabte))). 

— F W Sk M WR rat (R - convexity) 是 指 每 一 个 
E MJ TRAS M 中 唯一 的 一 个 最 近 点 ， 这 是 E' 
PARE”, Æ, [S] 中 有 讨论 . 

在 线性 微分 算 子 的 理论 中 ， 上 同性 一 词 与 同调 群 的 
一 些 性 质 有 半 ([6]) . 这 是 与 用 一 个 超 曲 面 从 区 域内 部 
切 触 边界 的 可 能 性 有 联系 的 ， 这 里 说 的 超 曲 面 有 一 些 


主 曲 率 是 正 的 ,在 史 复 变 函 数论 中 Lir 性 (holomor- 


phic convexity) 起 着 重要 的 作用 ， 它 同 从 内 部 用 解析 
基 面 切 刹 区域 边界 的 不 可 能 性 有 关 {[7])) . 全 纯 凸 性 是 


一 


f. A PER t E N 


长 号 性 的 一 个 特别 情形 (17]}， 大 们 可 以 将 许多 已 知 的 
凸 性 性 质 转移 到 其 凸 性 的 概念 上 来 ， 

H Nte (H - convexity AWE PAAT. E hb ph 
函数 用 一 旋 线 性 函数 的 上 确 界 表达 的 可 能 性 的 推 
P (18). 


在 度量 空间 的 理论 中 ， 一 个 (Menger 意义 下 的 ) 度 ` 


H W i tE (convexity of a metric Æ X WF: wH @: 
xy. 存在 第 三 点 z, E pix, y)=p(x.z)+p(z,x)([9]). 
一 个 上 集合 M É d h tE (d - convexity) 是 措 : “ix, y EM 
时 ， 还 变 求 上 述 的 z 属 于 M. 在 有 序 空间 中 ， 上 同性 的 
EEA (LAFE (convex subgrouph) , 
JL3F S£ — hh ERE SA +J z E — 4 o 88 t i 8 


T HENTAR Eia ER, “Py aB YY 7 -- 
WARRE, MaE 个 点 存在 一 个 凸 邻 域 的 基 
£. 

参考 立 献 
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K, JL 5yo B A jamanmep SË 
GEI xF K£ 08 AS Br RESNE, < x 
1) 和 2) 是 等 价 的 . 例如， 在 2) 意 六 和 干 不 包含 某国 定 点 
的 最 大 征集 不 满足 D. 一 个 明显 的 例子 是 空间 K= 


(10.1110, 1D \ (0 } x4 ,1])， 即 去 掉 半 条 楼 的 单位 


方形 .这 个 空间 满足 2)， 但 不 满 是 1). 
一 个 度量 p 的 卫 性 的 最 常用 的 定义 是 ， 对 于 任意 


CONYEXITY RADIUS 853 
x=#y, x, yEM, ARIER Ocel, #f— F z € M, {E 
得 
pix, z)=)p(x , y), 
p(z,y)=(1-—¿)o(x, y). 


XFO 828 2 nf ZE (A1], [A6] 中 找到 . 凸 性 在 优 
EEE. EA RA SE JU H ta še 34 8 3 BU fE H (L 
(A2], [A3], [A5], [A7] 和 [A8]) . 
X F shr Stein 流 形 (Stein manifold). “K 
r "一 词 也 用 来 表示 一 个 集合 这 样 的 性 质 : 它 的 每 个 连 
通 分 支 是 四 的 A4j) .关于 K rh Él EK- CONVEX SUr- 
he) HET ERA REJN 3 (geometry of imbedded 
manifolds} . 
参考 文献 ` 
[A1] Afen, E. M., Compact convex sets and boundary in- 
tegra, Springer, 1971. 
[A2] Marti, J. T., Konvexe Analysis, Birkhäwser, 1977. 
[A3] Rockafellar, R.T. Convex analysis, Princeton Univ. 
Press, 1969. 
[A4] Valentine, F. A, Convex sets, MoGraw - Hill, 1964. 
JAS] Ekeland, L and Teman, R., Convex analysis and van- 
ational problems, North - Holland, 1976. 
[A6] Choquet, G., Lectures on analysis, 1 — 3, Benjamin, 
1969 ( 译 自 法 文 } 
[A7] Lekkerkerker, C. G. and Gruber, P. M., Geometry 
of numbers, North - Holland, 1987 (revised eqd 
[A8] Barbu, V. and Precupanu, Th., Convexity and optimi- 
zation in Banach spaces, Reidel, 1986. r E 1 


TİRE [convexity logarithmic ; Bharyknocrb morapadhwtn- 
qeka ] 

3 X E x |H] U FE 8 3 了 的 下 述 性 质 : 若 对 于 区 间 
中 任意 两 点 x 与 xy， 以 及 满足 p +p,=1 的 任意 数 
p >0, p, >0, 不等式 


Apii tpr) < ff'(x y o) 


成 立 , 则 称 了 为 对 数 由 的 (logarithmically convex}. f 
如 一 个 函数 是 对 数 凸 的 ， 那 么 它 或 者 己 等 于 0, RER 
严格 正 的 且 In 了 为 凸 沙 数 ( 实 变 量 的 ) convex function 
{of a real variable )}. JL J. Kynpmaiee É ENR 译 


凸 性 半径 [convexity radius ;aa pannyc ] Kg 
的 串 性 极限 (convexity limit of a function) 

被 函数 了 映射 成 凸 域 (convex domain) 的 那些 球 
(xpfx, xo)<r} 的 半径 r>0 的 最 小 上 界 ; 此 处 了 定 立 
在 具有 度量 Ptxi ,xz) 的 度量 空间 的 -个 区 域 D 上 ,并 
取 值 于 一 个 线性 空间 ， 美 于 区 域 D 的 某 个 映射 函数 
类 JR ES x. € KOFERO) 定义 为 数值 


854. CONVOLUTION 
R(x) = inf [ R(x, f): fe W). 


# f E Euclid 空间 互 " 的 仿 射 映 射 , n 22. WDR (x,, f)= 
co. FR m F 36 E=lz: |z] <11 的 所 有 标准 化 


单 叶 共 形 映射 w= 了 (2) (/(0)=0, r'(0)==1) Ae RE 
W, 其 凸 性 半径 等 于 只 (zy=2 一 3 ; 苦 再 要 求 
区 域 fw :w=7(z),z EE MENERA, Bl zH F ps 3 
于 类, WA R) -zal R n A (k EE R) 
{oonvex function (of a complex variable )). 亦 见 单 
MAS (univalent fonction). 
参考 六 献 
[1] Tome, T. M. ,TeoweTptriecxax Teopus 中 tai omn- 
3ERCHOTO IEPEMERHEOro 2 m3m., M. ,1966 {中 译本 : 
r. M. & ft 3, X PS rb UPTEB IP, 4 FH K yt. 
1956). 
[2] Anapon, W. A ,& How. AH OCCPY, 116 (1957), 
6, 903 — 905. 
[3] Marx, A. , Untersuchungen uber schlichte Abbildungen, 
Math. Ann. , 107 (1932), 40-67. 
M À Anecanrmpop Ë 杨 维 奇 译 


$R {convolution ; mepa ] , $ T LOCO, oc) fy 8 8 f 
和 9 的 
由 下 式 定义 的 函数 h (x): 
NO= J fix—y)ə (y = Í OE- y)dy; 
它 用 符号 feg 来 表示 ,函数 fg 几乎 处 处 有 定义 , 且 也 
属于 上 (一 %m, oo) , 卷 积 具有 乘法 运算 的 基本 性 质 , 即 对 
于 天 (一 oo，oo) 中 的 任何 三 个 画 数 ， 


f*g=g* f, 
@J toaf pg = + (DD, a. ER, 
(fsg*h=f= (gw h) 


RE. 因此 , 具有 通常 的 加 法 和 数 乘法 . 具有 卷 积 运算 
作为 元 率 的 慷 法 并 且 具 有 范 数 


ISi = fid 


的 工 (一 co ,oo) 成 为 一 个 Banach fE (Banach alg- 
ebra) 【对 于 这 个 范 数 有 1 y<=g]1 < H fll -l gil) WR 
F[ 门 表示 函数 了 的 Fourier 变换 ， 那 么 
FU * 9] = Var FUIF) , 
这 可 用 来 解决 一 系列 应 用 问题 ， 
这 样 , 如 果 一 个 问题 已 被 归结 为 下 列 形 式 的 积分 方 
程 : 


fx) = g(x)+ Í Kx yy), fs) 


其 中 
gx e€ Laa, 56). Alx) L(— o, XQ), 


sup | 下 [二 Jr | < = 
那么, 假定 了 EL[ 一 om 。 s), (*) ë HI Fourier 变换 就 
得 到 
FU] = 开明 + Vor Ff FIKT. 


因此 ， 
FU = — 1, 
1— V35 FIK] 
Eh Fourier 道 变换 可 求 得 (时 的 解 为 


1 Hoe 
Je) = 5 Í T Van FKG 

范 数 卷 积 的 性 质 在 概率 论 中 有 重要 应 用 MI: f #lg 
分 别 是 相互 独立 的 随机 变量 七 和 了 的 概率 密度 ,那么 
{fg) 是 大 机 变 基 羡 + 了 的 概率 密度 ， 

卷 积 运算 可 推广 到 广义 函数 (wneralized func- 
tio). WR Agar AAR HEREA- TRHA 
EEE, o TEERAA fs g E 
为 


¿f +g, OEG), pty). 
其 中 了 x}x g(ty) 是 了 和 yg 的 直 积 , 即 它 基 两 个 独立 变量 
的 基本 函数 空间 上 的 由 下 式 定义 的 泛 函 : 
Fr) x g(y), u(x, p=), gy) u(x, y)>> 
HF ui, y) RARA RREH RAER. 
广义 范 数 的 卷 积 也 满足 交换 律 , 且 对 每 一 自 变 重 是 
线性 的 ; 如 困 三 个 广义 函数 中 至 少 有 两 个 是 有 和 紧 支 集 
的 ,那么 它 也 满足 结合 律 ,下 列 等 式 成 立 : 
D*+ p= D'f* g= g, 
其 中 D 是 微分 算 子 , & 是 任何 多 重 指标 ， 
(DD f=], 
PIE, jtf, 这 里 pEr 6 89k. MR f. (n =1, 
2,… ) R es. HAME f — f. Bini. FERE 
K, t 
Ksuppf., n=1,2, 7, 
piee 
~ f.*g = hrg. 


RE. WI ERA K 0 LE, FE SP x 
函数 ,那么 可 对 /*g 运用 Fourier 变换 , 且 又 得 到 
Flix g]= 3x FU1F[8). 


广义 函数 的 卷 积 被 广泛 地 应 用 了 于 求解 偏 微分 方程 
的 边 值 问题 .例如 ，Poisson 积分 可 写成 下 列 形 式 : 


' <= |x 


U(x,t)= (x) * 7 et 


EE PERRIER SE SP EDS. HOF SPS BA PE u 
ASET BE 8 ME A 83k. ta p ae Y P 838. 

TERATE BJ Rr ET P AAN, ERA 
概念 都 能 以 自然 的 方式 照搬 到 多 变量 情形 ;这 时 土 述 的 
x 和 ?都 必须 看 作 R 中 的 向 量 ,而 不 是 看 必 实 数 . 
参考 文献 

11] Bammmpoes, B. C. , YPABHHHA MATEMATHECKOË QHISHKE, 
4 si., M., 1981. 
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B. H. Coon $ 
【 补 注 了 
tkk 


[At] Kew, W., The convolution produ<t and some applica- 


tions, Reidel & Ed. Arademin, 1982. 
史 树 中 译 


TIS ER [convolution transform ; cep npeopasognmmee ] 
形式 为 
Fix) 一 f se -ryu hdi 
HEIER., GS GAA E 3883 (kernel of the 
convolution transform) .对 于 “AE 8 w 核 G, 经 
IER ERER, A 3 50 AAN Laplace 变 
Hi Laplaœ transform), Stieltjes Æ $ (Stieltjes trans- 
form) ak, Meijer H (Meijer transform). t£ d Ha 05 
反 泪 通过 关于 位 移 为 不 变 的 无 限 阶 线性 微分 算 子 来 实 
现 . 
对 于 基 些 类 型 的 广义 图 数 也 可 定 交 对 合 变换 ( 吕 
f2). 
条 考 文 献 
[1] Hirschman, 1L l and Widder. D.V., The convolution 
(transform, Princeton Univ. Press, 1955. 
[2] Epermkoe , K) A, Jpyaarkoa， A IL, HWurepannape 
nupepa josahHa OÕOĜIEHHbiX (YEKIN M.. 1977. 
W A Bpm, A TE fipymmkos 所 WASH 泽 


AEI [cooperative game ; Kp0nmepartesas urpa | 
Hh = Añ o, O 定义 的 非 策略 对 策 (WL RE 
(games, theory of))， 上 其 中 1 是 -- 个 集合 (通常 是 有 限 


集 ), 其 元 素 浆 为 局 中 人 (player), TEKI KARR 


COOPERATIVE GAME RSS 


(coalition), v EE S EREE L 0) 3 W A 3. #2 24 
策 的 特征 函数 (characteristic function)， 而 里 是 被 称 
为 分 配 timputation) 的 向 量 x (RO x 对 应 了 中 的 
局 中 入 门 的 子 集 . 合作 对 策 首先 是 由 了 von Neumann 
在 1928 年 作为 ( 非 合 作 ) 对策 的 合作 理论 中 的 工具 引 
AB. 

在 合作 对 策 的 经 典 理 论 中 ,了 本 


icf 


H = tx: x =o) szp ven} 


ERS HE, 3| Á yy 82 3: T K 2 KTI 4 $ 
(dominanoe) (偏好) AA; 
x, >= xy, = Px sv K), 
FK 


x, > y, (ü € K). 


MR x >= t TET KOR, AiE x y 分 配 的 
最 惰性 概念 是 通过 这 种 优势 关系 来 陈述 的 . 

合作 对 策 理 论 内 容 意 愉 重大 的 部 分 在 于 : 精心 建立 
最 优 性 概念 . 对 于 合作 对 第 的 各 种 特殊 类 证 明 它们 的 可 
实现 性 ,以 及 宾 际 求 出 这 种 实现 . 与 合作 对 第 相 联 系 的 
已 经 展开 研究 的 最 优 性 原理 有 以 下 几 种 : 以 von Neu- 
mann - Morgenstern 解 (N- M 解 , 见 对 策 论 申 的 和解 
(solution in game theory)) 的 形式 可 实现 的 双重 
‘ 即 , 内 外 ) 稳定 性 ;不 可 管 分 配 { 见 对 策 论 中 的 核心 
(core in the theory of garnes)); X: P EIT MR Fk; 
在 最 大 不 充分 社 的 极 小 化 意义 下 的 稳定 性 (e 
中 的 稳定 性 (stability in game theory)); 完善 性 
(WL Shapley 向 量 (Shapley vector)); 等 等 . 

在 合作 对 策 类 中 引 人 人 代数 运算 学 致 合作 对 第 的 演 
# (calculus of cooperative games) 和 在 这 些 运 算 与 各 
种 最 优 性 原理 之 向 的 内 在 关系 的 研究 ， 下面 叙述 的 合 
作对 第 的 才 种 特 吻 类 已 经 受到 特别 的 关注 . 

简单 对 策 (simple games) ERER S b Mr ii h 8 
个 值 (通常 是 0 fü 1) 的 合作 对 策 ; 这 里 ， KERMA 
值 的 联盟 K 称 为 赢家 (winning). 简单 对 第 的 特例 是 
Taka (weighted majority game), 其 中 联盟 K 
是 确定 的 常数 

FØRR (balanced game) 是 其 特征 函数 满足 下 
列 条 件 的 合作 对 策 : 如 果 联 盟 族 由 和 非 贷 数 4x(KER) 
使 得 

AG 
Kelt 
这 里 当 iEKK 时 ,Xfi) 等 于 1, 耕 则 等 寺 0, 那 么 
ParvKY = vih 


Kett 


vih Hiel, 


enas 
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FER, 旦 只 有 平衡 对 策 , 有 人 目 空 “ 按 心 { 见 对 策 论 中 
Wt (core in the theory of garnes)). 
点 对 第 {convex pme) R zF K, Lo WEMA 
满足 . 
p(K)+tu(L) < (K +k [ ) L) (*) 


”的 育 作 对 策 , 在 凸 对 策 中 .ec 核 心 非 空 , 且 重合 于 唯一 的 
"NN - M 租 .如 果 一 个 合作 对 策 是 严格 目的 【 即 ,不 等 式 
(ERR), 那么 Shapiey 向 量 ( 值 ) 是 核心 的 重心 ， 

EMR {quota - game) ER HIERA p ta T 
列 条 件 的 合作 对 策 ; 存在 向 量 we we EA .w= 
nD AR 中, 二 由 二 oj 对 于 任何 两 个 局 中 人 i,je 
IG) Rar. 

市 场 对 策 (market game) 是 由 一 个 市 场 (market) 
生成 的 合作 对 策 ; 所 谓 市 场 是 指 一 个 藉 统 ` 


< I, R”, {u(x her {a' kha >, 


ERIE m 种 商品 的 ) 市 场 的 参 预 者 集 , deR” 
RRi TEMANE», o) 是 第 i 个 参观 者 
的 定义 在 RY 于 的 效用 阔 数 . 在 这 样 的 市 场 的 基础 
上 ,一 个 合作 对 策 构造 如 下 ， 其 中 


i pi paro den, 


x'eR" Ger, x= -3 


ief iel 
而 特征 函数 定义 为 
(K) = "alwa x'eR" (e K), = 
iek iek iK 


经 典 的 合作 对 策 理论 已 经 说 着 各 个 不 同 的 方向 得 
到 推广 ( 亦 见 无 原子 对 第 (non - atomic game)). 


AA Aft aA (games without side pay-* 


menis) EAZA < v, H) ERER AE, H th p 
(不 同 于 经 典 的 合作 对策 } 是 对 于 每 一 个 联 嚼 处 对 应 着 
向 量 x, J — TS 3 2 p (K) 的 沙 数 ,这 个 向 量 的 集合 满足 
下 列 条 件 : Do (K) Biri Ë; 2) RUDE x ev(K), y 二 xeK), 
那么 yE 3) MU R S(IK= Q, R 2, o NOK) ë 
DSAK] AOPA FRA KOI RY; 5) x,e o (D 
SHAS Sy x FEAT ySHIR. EAFA M 对 
策 中 的 优势 定义 如 下 :xi > 六 是 措 存在 非 空 联 盟 兵 c 工 ， 
使 得 
x >y (gK) B x euv(K). 

划分 函数 形式 的 对 第 (game in partition function 
form) 是 由 局 中 人 人 集 了 各 函数 ov 定 文 的 非 策略 对 第 , 这 
个 血 数 bv 使 案 合 I 的 拇 个 划分 =(P,…, P ) 对 应 着 


一 个 向 量 =(v”(P),…, v7(P,)). 联 盟 必 本 身 可 以 保证 
的 是 大 支付 由 公式 4 (K) =S min e" (K EQ IE. Wa 
函数 形式 的 对 策 中 的 分 配 定 习 为 满足 下 刑 条件 的 向 量 
x Ix P u(lil)Ge D: a Ü x, =P ||  ] enw(8)= || z || wt 
Tj T o R, 分配 x X + K d K (Ñ F A, v, E 
H: 1) x >u G€ K); DE ex Su (K); 3) 存 在 了 ,使 
#Ke>2 BP xalal. 
参考 文献 
[i] Neomanrn, J. von and Morænserm, O., Theory 
of games and economie behavior, Princeton Univ. 
Press, 1953 (PHEA HWS. S. RER S HH 
卡 - MORE S, ELBENS., PAH, 
1963}. 
[2] Bopoðees, H. H. , «Yama mar. aayr》，25 (1970, 
2, 81—140. 
[3] Rosenmuller, I., The theory of games and markets, 
North - Holland, 1981 (HAWE). 
H. H. Bopo6sea, A. H. Cobona 188 
[HE] 
参考 文献 
[A1] Friedman, J. W., Oligopoly and the theory of games, 
North - Holland, 1977. 
[A2] Szëp, J. and Forgó, F., Introduction to the theory of 
games, Reidel, 1985, Epp 译 


RARA TFA Ë [coondinate - wise descent method; 
METON NOORIRHNTEO 、06pa3Rono Chycxa ] 

仅 基 于 被 极 小 化 西数 的 值 的 一 种 多 变量 函数 的 概 
小 化 方法 .这 种 方法 在 滞 数 不 可 微 或 导数 的 计算 量 太 
大 时 适用 .下面 扳 述 坐 标 方式 的 下 隆 法 对 于 在 集合 


X= {X= Rb, i=1,.... n) 


上 的 函数 F(x) 极 小 化 的 应 用 , 这 里 a 和 让 是 给 定 的 
Wk. q<b, 但 并 不 排除 全 部 或 某 些 &= 一 吕 或 
b,= +%. 设 e=(0,:.0, 1, 0, …, 0) 是 一 个 坐标 向 量 ， 
它 的 第 i 个 坐标 为 1, 其 余 的 坐标 汶 堆 .规定 一 个 初始 通 
Wr x, S X, 的 >0. 假定 对 于 某 个 上 20, 第 上 次 于 近 x,eX 


已 知 , 且 >0， 取 p=6, ,其 中 i =k 一 n | 加] 十 1， 而 
[a] 是 g 的 整数 部 分 ， 那 么 
Pi 一 Eposa Pa -1 一 e, 
Pa — el Por- 一 er 
Poa = el . 
即 完成 坐标 向 量 e,,，…, e HER. HAER 


We mk E X, Fix tap) < FOX) (1) 


Rar a m. 如 果 (1) 满足 , 那么 设 x. =x +G. 


_— oN w 


¿Sas 


Xç Qa p. S X. FO wp) < FX; A. (2) 


WEC AE, AHE Y FRAD. G. =G MEE 
件 (1) 和 (2) 都 不 满足 ,那么 就 设 x. 二， 
Aa È de Xa = Ngonoa 


w = (3) 
tt x 对 ¿En sÑ KEN 


或 Geske l, 


xB 1 E FER2F0 2 f 04c. 条 忻 (3) 意 味 着 如 果 
在 包含 所 有 坐标 向 量 6，…, ee 的 以 a, AREKE n K 25 

一 个 单 镍 环 中 ,条 件 (1) 与 条 件 (2) 中 至 少 有 一 
满足 ,那么 步 长 % 不 减 , 且 至 少 在 下 一 个 nn RAM 
Fri Ay Ca; A-r bi, biR e E (]) 还 是 但 ) 在 相 
继 的 呈 次 选 代 中 都 不 满足 , 那么 步 长 w MK h. 

HFE) #£ X ESA fü Pepa [Pk HRA <e X: 
FOSFO BEAR H, W os 是正 数 . 那么 下 隆 法 (1) 
— (3) 8 95, HP 

pm Fix,) = mf F(x). 


而 序列 ixi BATEA X PERDAR. mE FO) 
EXERITA MA FEET- Ea (I11.12]). 
参考 文献 
[1] Bamme, b. Ti., owenbE Mromm MIA polirenim 
CTPEMAUIPHLY aa, M. , 1980. 
[2] Kapvanos, B. D., MarcMarmecroe npOrpamMHpOBAHRE, 
M. , 1975. 中 . [I，Bacanpee E 
LANE J 


参考 文献 
TAI] Zangwill, W. L., Nonhanear programming. a unified ap- 
proach, Prentice - Hali, 1969. 史 树 中 译 


H$ | ooordiuates ; ooprtuma rra ] 

用 来 说 明 { 或 确定 ) 在 - -个 总 体 { 一 个 集 台 闻 ) 中 ， 
例如 平面 或 曲面 上 ， 空 间 中 、 流 形 F. AR (点 ) 
的 位 思 的 数 或 量 . 在 数学 和 物理 学 的 木 同 分 去 中 , ° 
标的 各 称 是 不 同 的, 例如 , 测量 空间 中 元 率 [向 基 }) 的 坐 
标 称 为 其 分 量 ， 集 合 之 积 中 元 束 的 坐标 称 为 各 因 了 于 上 
的 投影 ; 相对 论 中 坐标 系 称 为 矢 考 系 等 等 在 很 多 
情况 下 ， 不 可 能 在 整个 集合 上 引入 充分 会 理 且 方 便 的 
全 局 坐标 [ 重 如 ， 与 于 面 不 同 ， 球 面 上 的 点 就 不 能 和 数 
对 建立 连续 的 ---- 对 应 )， 但 可 以 引入 局 部 党 标的 概 
仿 ， 如 在 流 形 论 中 便 是 如 此 . 

坐标 的 集合 构成 了 - -个 举 标 系 (coordinate sys- 
tem) (或 参考 系 (reference system)) 或 一 个 坐标 卡 
(chart), Je3RIZ3S E M PH EAR 一 对 应 关 
条， 这 是 坐标 方法 (coordinate method) 的 基础 ， 其 起 
源 -- 般 可 追 潮 到 P. Fermat (1636) 和 R. Descartes (1637 
的 工作 , 可 基 , 时 在 公元 前 …. = iB E, 3 JM (Perga) 


COORDINATES 55? 


的 Apollonius 就 已 用 现在 所 请 的 坐标 {这 一 术语 是 由 
G. Leibniz F 1694 年 给 轴 的 ] 定 尺 了 一 次 曲线 ， 尽 管 
Apollonius 的 坐标 设 有 数值 . 到 了 公元 -世纪 ， 
Ptolemy 在 他 的 《地 理学 》(Geography) 中 已 开始 把 数 信 
坐标 用 于 纬度 和 经 度 .14 世 纪 , N. Oresme 把 坐标 用 于 
平面 来 构 作 图 撒 ， 并 用 术语 经 度 和 纬度 表 东 了 现在 
所 谓 的 横 坐 标 和 纳 坐 标 . 

PE EPEA ES AiR, MAREN Hi 
性 "， 此 类 尝试 未 证 明 其 本 身 的 正确 性 (例如 ,由 Ch. 
von Staudt(1847) E iH HAEE (projective coordi- 
nates) Z y 4 Be pk. VE BH a ak ü 3 Ú 98 3 Ur Br £ 
E. RFR Y n[BR3K P 913 JLIT69 K). R. i — 
轩 想 仍 人 在 继续 ， 可 称 之 为 引入 坐标 的 内 在 方法 (以 区 别 
于 “无 中 生 有 "强加 坐标 的 外 来 方法 )， 它 基于 计算 日 标 
的 位 里 而 配 之 以 关于 某 些 预 先 选 择 的 标准 子 集 的 坐 
标 ， 这 种 子 集 如 曲线 、 曲 面 等 (相应 称 坐 标 曲线 
{coordinate curves), Æ 标 曲 面 (coordinate Sur- 
faces)}， 等 等 }、 这 特别 适用 于 其 定义 涉及 数 的 集合 (如 
度量 空间 及 问 量 空间 }， 并 央 此 适用 于 很 广泛 的 有 实际 
重要 性 的 数学 对 象 ; 这 说 明了 为 付 么 这 种 方法 是 如 此 
流行 ， 

线性 坐标 在 有 美 点 的 人 举 标 系 ( 点 坐标 (point coordi- 
nates PRA RRR. at Fh, JEA $g h 
线 是 直线 ， 比 如 Descartes WAER {Cariesian ortho- 
gonal coordinate system), 三 骨 形 坐标 系 { 见 四 面体 
坐标 (tetrahedral coordinates)}， 午 心 坐 标 (barycen- 
tric coordinates) 和 射影 坐标 (projective coordinates). 
坐标 曲线 不 都 是 直线 的 坐标 系 即 为 曲线 举 标 . ihig 
标 用 于 平面 上 ( 如 根 坐 标 (polar coordinates); WM 4 
标 {elliptic coordinates): $i $% $ Æ $ (parabolic 
coordinates]; 双 极 坐标 (bipolar coordinates} ) 和 曲面 
E ( 8| hb 3 (gæodesic coordinates); 3$i8 坐标 (so- 
thermal coordinates) $). AMEER E S #h # 
件 的 曲线 网 时 ， 引 人 了 许多 特殊 类 型 的 曲线 坐标 系 ， 
这 种 举 标 系 中 最 重要 的 一 业 是 正 变 系 (orthogonal sys- 
tem)， 其 坐标 曲线 相交 成 直角 ， 

平面 (或 曲面 ) 上 各 种 类 型 的 坐标 ， 可 以 推广 到 【二 
维 ) 室 间 ， 例 如 ， 从 平面 极 坐 标 可 以 产生 空间 家 举 标的 
f (RA (spherical coordinates) R M Æ $F tcy- 
linder coordinates) ); MOP j XX AR 38 RTI Dl Së tH B] SRK 3 
标 (toroidal coordinates). 驭 柱 面 坐标 《bicylindncal 
coordinates) 以 及 空间 双 极 坐标 的 概念 ， 从 平面 顶 到 举 
标 可 以 产生 空间 棋 球 坐标 (ellipsoidal ooordinates) 的 

为 考虑 篇 单 明了 了 起见 ， 有 时 我 们 不 采用 那些 扣 知 
类 型 的 坐标 形式 ， 其 中 组 成 -- 集 人 台中 点 的 坐标 的 量 
的 个 数 等 于 该 梨 合 的 维 数 . MEDSE, ETILE 


858 COPRODUCT 


+, £nBbpjaj i S —— 8 (Pj iti, B 2 r k E Px sh 
WE. 
在 所 考虑 的 流 形 M AET Eudid 空间 中 一 区 域 
的 情况 下 ， 有 时 用 密 余 坐标 (redundant coordinates) 
是 方便 的 ， 这 时 候 坐 标 个 数 天 于 M 的 维 数 ， 这 种 坐标 
通常 是 齐 次 坐标 (homogeneous coordinates). 
常 说 的 直线 ， 平 面 以 及 其 他 刀 何 对 象 的 坐标 ， 就 
是 指 某 空间 的 坐标 ， 其 中 的 “点 "是 直线 、 平 而 等 等 ( 例 
如 见 Grassmann 流 形 (Grassmann manifold)). M 
为 ， 根 据 对 偶 闫 理 (duality principle), Æ — ëk JU 
中 ， 点 与 直线 是 等 价 的 ， 岂 以 就 有 可 能 引入 说 明 直 线 
和 平面 位 置 的 坐标 例如， 切线 坐标 (tangential coor- 
dinates). 
坐标 法 不 仅 对 作为 使 推理 算法 化 (把 它 化 为 计算 ) 
的 手段 ， 而 且 对 新 的 事实 和 关系 的 发 现 ( 例 如 ， 通 过 使 
HR. Euchd 几何 的 相 容 性 化 成 了 算术 的 相 容 性 ) 都 
是 有 用 的 . 而且 尽 警 许 多 数学 分 支 ， 像 Riemann JL 
何 ， 能 够 以 一 种 "无 坐标 "的 形式 来 表达 ， 但 是 它们 的 
结果 大 多 都 是 利用 坐标 法 得 到 的 ， 或 者 一 一 更 精确 
地 一 一 通过 对 手边 的 特殊 间 题 选择 合适 的 坐标 系 而 
FARAI, Jy rh OE EJES 0 A BL IB T E 
标 来 判明 的 ， 与 其 相关 的 变量 是 “分 离 的 ") . 
M. H Boiplexopemrit A E Waaaoe # 
É 路 、 张 景 中 . $R jE 


ER [ coprothxt ; wpmpogaaemeBme ] , £ 88 P — ak $ 65 

一 种 概念 , 它 用 态 射 的 语言 来 描述 (范畴 上 类 似 于 ) 
模 的 直 和 或 集合 的 离散 并 的 构造 . 设 4trs 门 是 范畴 
M 中 的 一 族 带 下 角 标 的 对 象 . 一 个 对 象 S, 连同 一 些 赤 射 
0: A — S, 称 为 族 44(is 门 的 上 积 (ooproducD， 如 果 
对 任何 一 族 态 射 &: 4 一 (iE 门 ,存在 唯一 的 一 个 态 射 
k: S— X, 8 p =u GEI). EM a, HE EREHE 
A {imbeddings of the coproduct); LRI JT. A (0), 
J-A RE {L nl BE SAA w A,. 
EELRHEXPHEH a WERA F. R a. 
在 癌 构 的 意义 下 ,一 族 对 篆 的 上 积 是 唯一 定义 的 ; 它 
是 可 结合 的 ， 也 是 可 交换 的 . 上 积 是 范畴 中 一 族 对 象 
的 积 ( product of a family of objects in a category) 的 对 
MAZ. 、 

TRR (外 没有 对 象 ) 的 上 积 为 范畴 的 左 稚 (3⁄4 
对 象 ). 在 一 个 Abel 范畴 中 ， ERRERA ACEH 
HAI (direct sum of the 和 mily)， 并 记 作 了 、， 才 , 或 者 在 
1={1,…, nj} 的 情况 下 ， 写 成 A + … +A. 在 结构 集 
的 范 畦 的 大 多 数 情况 下 ， 一 族 对 象 的 上 各 与 此 族 的 
自由 积 相 重合 ， 并 作为 规律 需要 特殊 描述 . 因此 ， 在 
焙 范 畴 中 ， 其 上 积 是 群 的 自由 积 ， 在 模范 哮 中 ， 上 积 
是 模 的 直 和 ， 等 等 . 


AFANA Ap, mE Ss] E. AEA 
LEL MERE “确定 的 态 射 zx :8 4， 使 Pr 一 1 
gm =0 E ~ 个 Abel 范畴 中 , 有 限 个 对 象 的 上 积 与 积 是 
则 一 个 对 象 
参考 文献 

[1] Marao, M. II., DIynpreitbep, E. T., Omo TEON 
KaTeropHĂ, M ,, 1974. M IE. Laneaxo ËB 
【 补 注 】 在 不 -一 定 是 Abel 范畴 的 情况 下 ， 一 族 对 象 的 


= +. = ## + zx- 


常用 的 记号 是 中, eA BA D, A 
参考 文献 
[AI] Popescu, N., Abelian categories with application to 
rings and modules, Acad. Fresz, 1973. 
[A2] Adámek. J., Theory of mathematical structures, 
Reidel, 1983. HGH iE 


对 策 论 中 的 核心 Leone in the theory of games ; spo B 
TCOpHR mrp | 

所 有 不 可 优 形 势 的 集合 ， 即 形势 集 C, 使 得 对 于 
任何 形势 SSEs,ceEC 和 联盟 天 E 锅 , Rt domination) 
s ok 不 可 能 成 立 ， 核 心 的 基本 类 型 如 下 : 

1) Bl (core). 由 分 配 组 成 的 集合 ec 名), EH 
他 分 配 都 不 优 于 它 的 分 配 ;核心 重合 于 对 于 任何 联盟 3 
BREE FKA S. WR ch, H von 
Neumann - Morgenstem 解 ( 见 对 第 论 中 的 解 
(solution in game theory)) FÆ, W Ac A FE 
von Neumann - Morgenstern 解 中 . 

2) 核 (kemei .个 体 上 合理 的 布局 x, g) 的 集 
Ék p ( 见 对 策 论 中 的 稳定 性 (stability in game theo- 
ry), 它 使 得 下 列 不 等 式 对 于 任何 i, je Be 入 成 立 : 


[max eiS, x} max els, Jp = Ü). 


RR eS, x)=b(S) Pu M v EL BiP A í fH = 
BARRA JARRE. Bko GTM: 稳定 集中 

3) 核子 (nucleolus). 同 定义 在 分 配 集 上 的 拟 序 
(quasi - order) 一 ,有 关 的 极 小 分 配 n{e) 这 里 x< y Y 
BASE p(x, 可 =(8,(x ,0)，…, 9, {x, vo) 接 字典 排列 
师 序 在 向 量 80,v) 前 ,其 中 


#(x.b) = max minel. x), 
I= Sell 


ATENA ESAMENI BTO FE B g£. 
在 合作 对 策 中 ,核子 省 干 核 中 . 


prre 
H} Bopobseg, H. H., «Yeman MaTEM Haya >, 25 (1970). 
2, 103 ~ 107. A. H. Co6ones PE 


【[ 补 注 】 .| 面 定 光 的 所 有 三 个 概念 的 假 文 词 aupe ( 核 ) 
是 一 样 的 ,但 这 些 概 念 可 用 对 应 的 英文 字母 作 前 缀 来 区 
W| (对 于 core 是 “e -apo t) F kerneli “k - sapo”. 
而 对 于 nucleoulus Ë “n - apo). 这 三 个 概念 并 不 共有 
许多 性 质 . 

XF e OMAL, 孜 四 ,对 于 天 核心 见 [A2] ,而 对 
于 中 核心 见 [A3].、[A4],[A5] 是 一 般 敌 考 文献 [A6] 还 
涉及 数理 经 济 学 以 及 对 策 核心 的 概念 在 那 种 框架 中 的 
作用 ， 
参考 立 献 

[Al] Bondareva, Q. N., Certan applications of the 
methods of linear programming to the theory of 
cooperative games, Probl. Kibemet, 10 (1963), 
119-139 (#5). 

[A2] Maschler, M. and Davis, M. , The kernel of a 
cooperative game Naval Res. Logit. Quart. , 12 
(1965), 223 一 259. 

[A3] Schmeidier, D. , The nocdeohs of a characteristic func- 
tion game, SIAM J. Appl Math., 17 (1969), 
1163 — i170. 

[A4] Owen, G., Game tbeory, Acad. Press, 1982. 

[A5] Szép, J. and Forgó, F. , Introduction to the theory of 
games, Reidel, 1985. 

[A6] Rosenmöller, J. , Cooperative games and markets, 
North - Holland, 1981 ( F 4 ®t 2. 

[A7] Shapley, L. S., On balanced sets and cores, Naval 
Res Logit Quart., 14 (1967), 453 — 460. 

史 树 中 W 


Comish - Fisher 展开 [ Comish- Fisher expansion ; Kop- 
BHura - Quriepa pa310kKeHRE | 

一 个 (接近 标准 正 态 ) 分 布 的 分 位 数 用 标准 正 态 分 
布 的 相应 分 位 数 按 一 小 套数 的 敌 的 渐 近 展开 . + É H 
E. A. Cornish 和 R. A. Fisher {[1]) 吉 以 研究 ， 如 果 
Fix, 1!) 是 依赖 于 央 数 1 的 分 布 淫 数 ,中 (x) 是 具有 参数 
(0. 1) 的 标准 正 态 分 布 函数 , 巨 当 [一 和 时 了 (xz t) — 
pix), WA, Ert F(x, t) 施加 某 些 假定 下 ， 函 数 x= 
F'ola), t] (F A F BEBOR Cornish -F isher 展 
开 有 如 下 形式 : 


m-t} 
x = z+ DS + O(r"), (1) 
=|} 


EF SiD: HETE. 类 似 地 ,可 忆 定 六 函 数 >= 
& [F t (q '3 pE tK r 803 Comish- 
Fisher 展开 : 


m-I 
z = x+ YO +ou”), (2) 
r= 


其 中 ,x) 是 x 的 多 项 式 . 公式 (2) 是 岂 展 开心 AX 
于 点 二 人 的 Taylor 级 数 , 再 用 Edgeworth 展开 式 而 得 
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到 的 . ZADE (DRA. 
如 果 玫 是 有 分 布 函 数 瞩 (x,1) 的 随机 变量 , 则 变量 


Z= FX, OARE EAA, HARE 


推出 , 当 上 — 0m., pi) Hik E 8 
_ m-i 
Z = X+ >` @ (XY 
1 Í 


BJ yd AB AK FEGE Fix. t). BUR 革 有 零 期 望 与 单 
位 方差 , 则 展开 式 1) 的 头 几 项 有 如 下 形式 : 


x = zH Ht Yik s. 
其 中 7, =k, HEKK. KA Xr 阶 半 不 变 
] 
B. h (二 一 +H, G). hi = sg O. h. g=- rs . 


P'H,(G(z)+ R,(z)] , T H (z) E: Hermite 多 项 式 , 它 科 由 如 
FEN: 


oz)H,(z) = iye =V (z). 


有 关 服 从 Pearson 分 布 族 极 限 律 的 随机 变量 的 展开 ,可 
TBI 亦 见 随机 变量 变换 (random variables, trans- 
formations of). 
参考 文献 
[t] Corngh, E. A. and Fisher, R. A , Moments and 
cumulants in the specification of distributions , Rev. Inst. 
Pitemat. Starist., § (1937), 307—320, 
[Z] Kendal, M. G. and Stuan, A., The advanoed theory 
of statistics. Distribution theory, Griffin, 1969. 
[3] Bommen, JI. H., < Teopuq Beposrd. He qmMEH . >, 
8 (1963), 129 —155. B. M. ITaryposa E 
[ 补 注 了] 关于 利用 Edgeworth 展开 ( 亦 SL Edgeworth 
级 数 (Edgeworth series) ) 获 得 (2) 的 方法 , 亦 见 [A1]. 
*$+*x ` 
[A1] Bickel, P. ). , Edgeworth expansions in non para- 
metric statistiss , Ann. Statist. 2 (1974), 1—20. 
[A2] Jobnson , N. L. and Kotz, S., Distributions in sta- 
titis.. Continuous distributions, 1, Houghten Mif- 
Fin, 1970. E 译 


Comu 螺 线 [Comau spiral ; kopmo cmpam ], 回旋 曲线 
(clothoid) I 
ARTERA (E HARTE 
r= £ 
Ai 
其 中 rr 是 曲率 尘 径 , a= wA, s EIE. Conu RAN 
参数 方程 是 ， 
_ 了 a f S 了 ç2 
x feos >. ds, y = fige 
BARRA E pe 9) e r 33, ak Fresnel 积分 (Fresnel 
integral). Comu 螺 线 与 水 平 堂 标 轴 相 切 于 坐标 原 
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点 . 渐 近 点 是 Mma 2, Vw 12) 和 M.C Sa, 


-va 12). 


Cornu 螺 线 有 时 也 称 为 Euler #28 ( Euler spiral ) , 
因为 L. Euler (1744) 首 先 发 现 这 一 曲线 . 从 A. Comu 
的 工作 (1874) 开始, Corna 螺 钱 在 光 的 绕 射 研究 中 得 
到 广泛 的 应 用 . 
参考 文献 

[1] Jahuke, E., Emde, F. and Lasch, F., Tafeln hoheren 


Funktionen, Teubner, 1966. A A Coxonos # 
【 补 注 】 
$x RL 
[A1] Lawrenœæ, J. D., A catalbs of specal plane curve, 
Dover, reprint, 1972. 张 鸿 林 译 


对 射 变换 [ oometation ; xnppenmnaam] ， 对 偶 (duality) 

具有 同一 有 限 维 数 的 射影 空间 之 间 的 双 射 x, E 
ER SSAA SES) 在 对 射 变换 之 下 ， 于 空 
间 和 的 象 是 各 子 空间 象 的 交 ; 反 过 来 ， 子 空间 效 的 象 
是 各 子 空间 象 的 和 . 特别 ， 一 个 点 的 象 是 一 个 超 下 
面 ， 反 之 迹 热 ， 从 路 环 乓 上 的 一 个 射影 空间 rr (K) 到 
除 环 工 上 的 一 个 射影 空间 IL(D) 的 对 射 变换 存在 的 充 
EE, AETR AH (anti - isomorphism) 
aiK — L, MW— AHE aix +y)=x(x)+a(y), w(xy)= 
a(y)a(x) HRE., EARR F. T, (L) TK) 对 
E. RAAY ERAH B SA aF A) 83 =E Bi 
的 例子 : 实 射 影 空 间 (K=R, x= —=id), 8 射影 空间 
(K=C aiz: 一 二 ) 和 四 元 数 射影 空间 (下 ==H ,wxw:z — Z). 

一 个 配 极 (polarity) 是 满嘴 局 == 记 的 一 个 自 对 射 变 
换 k， 睹 环 玉 上 的 一 个 射影 空间 IL. 代 } 上 容许 有 一 个 
配 极 ， 当 且 公 当天 容许 有 一 个 对 合 反 自 周 构 {involu- 
tory anti-automorphism), Bl — 38 E x` =ld 的 反 自 
BJ) z. 

如 果 对 征 一 点 PE 本 有 PaP), 则 称 子 空间 W 
是 关于 自 对 射 变换 的 一 个 零 季 空间 (nuli subspace); 
如 果 W x(W), HJ W ERR PJ M (strictly isotro - 
pic), 任何 严格 迷 向 子 空间 二 零 子 空间 ,一 个 关于 其 整个 
空间 是 零 空间 的 配 极 , 称 为 一 个 零 配 极 {null polarity) 
或 辛 配 极 (symplectic polarity) ( 亦 见 配 极 (polarity)) . 


把 除 环 玉 上 的 射影 空间 II,( 疏 ) 看 作 K E (Z) ER EE 
空间 天 ”的 线性 子 空间 的 集合 - KUER AFR 
性 型 {semi - bilinear form) 是 一 个 映射 广 : Klx Kr’! 
+ K. 它 与 KK 的 一 个 反 自 局 构 x 一 起 满足 


fix +y.2) = fx 2) + Fy, 2), 
fix py +z) = fix yt Ax z) 
fx y) = kflx, y). 
Jx. ky) = fx, y ja(k). 


特别 ， 如 果 KE THH a=id, 那么 了 就 是 一 个 双 线 
性 型 .一 个 半 双 线性 型 称 作 非 退化 的 (non - degene- 
rate), 是 指 对 所 有 的 x (80 y), JE, y= 0 38 & y=0 {或 
x=0), 任何 一 个 TsK)? 上 的 自 对 射 变 换 上， 可 以 用 一 
个 非 退 化 的 尘 双 线 性 型 了 按 如 下 方式 表达 : K 的 
一 个 所 空间 V, 它 的 象 是 下 关于 上 的 正 交 补 : 

KV) = 你 Ex 一 0, 对 一 期 xe V) 
(Birkhoff - von Neumann 定理 (Biykhofl - von Neumann 
theorem) ([2])). < Ë — EER, SERAS E B E fŠ 
(rcËicxivc), BHH f(x, y)=0 Mé f(y, x)=0. 用 K` 
TESTER, 按 下 述 两 种 形式 ， 可 以 得 到 任何 


一 个 自 反 非 退 化 半 双 线性 人 型 了 以 及 相应 的 讶 同 构 x ; 
1) a 是 -个 对 合 ， 即 w= 记 , B 


fy. x) = fixy) 
这 时 ， 著 z=id(B ü KARR), 则 称 /是 对 称 的 


(symmetric); # «Fid, M # f E Hermite 的 
(Hermitian). 
2) a=id( 因而 K ht) R. 
fü,x)= -fa y) 


这 样 的 了 称 为 是 反对 称 的 (anti - symmetric) . 

一 个 对 射 变换 的 特例 如 下 ， 设 (K) 是 除 环 K E 
的 一 个 射影 空间 ， 除 环 下 ?为 必 中 元 素 的 集合 , BEK 
有 相册 的 加 鞍 ， 但 其 滋 法 定义 为 


Xy = px. 


aix — xE— TA KA] K maA, = E X T A 
MEDAM HAAA. HE 2 BP K’), 
等 同 于 右 射影 空间 IT(K)， 即 4+1 维 右 向 量 空间 
K"" 的 线性 子 空 间 的 集合 ， 是 ID (K) (kk) 对偶 空 
间 ( 见 射影 代数 (projective algebra), TI, 的 构造 ] . 

M. H. Boñnexopcguñ TE 


【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Baer, R., Linear algebra and projective geornetry, Acad. 
Press, 1952. 


[A2] Birkhoff, G. and Neumann, J. von. The logie of 
guanturn mechanics, Ann. of Math., 37 (1936), 823— 
843. 
[A3] Dieudonné, J., La géométrie des groupes classiques, 
Springer, 1963. 
[54] Hughes, D. R. and Piper, F. C. Progeonve planes, 
Springer, 1972. Ë F. Rt. RREH 
相关 系数 [ correlation cocfficient ; koppeimym wodbba- 
uen | 
两 随机 变量 的 联合 分 布 的 数字 特征 ,表示 它们 之 向 
的 一 种 关系 ， 具 数学 期 组 a = EX, 和 a, 一 EX, 及 非 零 
方差 oj 二 DX Me~ DX, 的 两 随机 变量 X. 和 X,, W Hi 
关系 数 p(X QEA 
E(X, —a XX. ~a:) 


010) 


p(X 1. X21) = 


简单 地 说 , X A X, É) 8 Z: £ Wk wh J: Hh MUJ Tk E SL 
(一 qi fll (X -ap o, BI JJ 38 (covariance) ， 相 
关系 数 对 于 X X, 是 对 称 的 . 旧 在 原点 及 刻度 改变 时 
RERE. 在 性 柯 情况 下 有 一 1 过 p 释 1, 相关 系数 作为 
相依 性 的 可 能 指标 之 -- 的 重要 性 . 在 于 下 述 的 性 质 : 1) 
EX MX, h r. M p(X X)=0 (其 道 末 必 鼻 }. 相关 系 
数 为 0 的 随机 变量 称 为 不 相关 的 .21P|=1. SHAS 
障 机 变量 间 的 依 吏 关系 为 线性 的 : 


9; 
X, = p—(X i atan 
0) 


把 p 解 释 为 一 个 相依 性 指标 的 困难 ,在 十 等 式 p=0 对 
独立 积 非 独立 的 阶 机 变量 都 是 成立 . 在 一 般 情况 下 , $Ë 
立 性 的 一 个 充分 必要 条 人 忻 是 最 大 相关 系数 (maximal 
correlation çoefficient) AF. 因此 , 相关 系数 未 能 穷尽 
随机 变量 间 所 有 类 型 的 依赖 关 系 , 它 仅 是 线性 相依 的 - 
° 种 度量 而 已 . 这 一 线性 相依 程度 可 刻画 如 下 :随机 变 基 
X, = pX, a +a) 
J) 
PEH X, BJ —- fk AXMRERA E t: Fie XZ FE 
最 好 的 : . 
E(X;,— X = minE(X; —c X =e); 


JR LU (regression) ， fE T BS E Z 38 
- XHAM. ARA 3 K Ë (partial correlation ooeffici- 
ent) A £ EH RH (multiple correlation coefficie- 
nt) .关于 检验 独立 假设 的 方法 以 及 使 用 相关 系数 去 研 
究 相 关 性 , MAX (统计 学 中 的 ) (correlation (in sta- 
tistics)). A. B. Tlpoxopos 2 陈 希 项 E 


相关 函数 [correlation function ;mppenaupaomtaa 中 yi- 
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maj], Ziti XG) te TY 的 
Er, s WRR P V 3 
B(s) = ELX- EXX) EX(s)). 


要 相关 阔 数 有 定义 ,必须 假定 对 任何 ET, 过 程 XDA 
ARH PME EXGY . 这 里 参数 t+ 在 实 直 线 的 某 - TE 
工 内 变动 . 夺 常 害 解 释 为 时 间 , 虽然 对 随机 场 , 其 中 了 为 
一 有 限 维 空间 之 子 集 ,也 可 给 出 完全 类 和 似 的 相关 函数 定 
X. # X()=[X, (t), X (0) 为 一 多 维 随 机 过 程 ( 随 机 
吗 数 }, 则 其 相关 函数 定义 为 取 和 矩阵 为 值 的 水 数 

有 fs) = | Byte syli 


4 三 13 
其 中 
Blt s) = EX EXO EEX] 


是 过 程 X (0), X (O 69 IK AHA K BS g (joint correlation 
funçtion), ° 
HAAMER AER FE, £ XG 5 
Gauss 过 程 (Gaussian process), W H: #H > PS $£ BE, s) 
及 其 均值 Ex (BI -. BUH ) 唯 -地 决定 了 其 有 限 
Eih. AME 一 地 决定 了 整个 过 程 . 在 … 般 情况 下 ， 


,要 完全 描述 -个 随机 过 程 , 前 两 阶 甜 是 不 够 的 ， 例如， 


BG, see "9 同时 既是 -个 轨道 为 连 比 的 平稳 Gauss 
过 程 的 相关 阔 数 , 多 晟 所 谓 电 报信 和 号 (telegraph sig- 
nal) { 即 一 取 两 个 值 +I 的 平稳 Mapon 点 过 程 ) 的 相 
关 力 数 .然而 ,相关 函数 确实 决定 了 一 个 过 程 的 若干 重 
要 性 质 ; 所 谓 的 二 阶 性 质 ( 即 用 二 阶 矩 表述 的 性 质 ) ,出 
于 这 个 原因 , 也 由 于 其 相对 简单 , 在 随机 过 程 的 理 沦 及 
其 应 用 中 ,常用 到 相关 方法 ( 见 相关 团 (correlogram )) . 

当 |t-s| — 中 时 相 美 下 降 的 速度 及 性 状 ,提供 了 
过 程 的 遍 访 性 的 概念 ， 这 种 或 那 种 形式 的 有 关 相 关 下 
降 速度 的 条 件 ， 在 随机 过 程 的 极限 定理 中 出 现 ， 象 沟 
方 连续 和 可 微 这 类 局 部 二 阶 性 质 ， 对 过 程 的 局 部 行为 
提供 了 有 果 ( 尽 管 极为 粗糙 ) 的 刻画 .在 Gaws 过 程 的 
情况 下 ， 通 过 相关 函数 去 研究 轨道 性 质 已 达到 相当 深 
E (LERAM sample funetion)) ， 随 机 过 程 理论 最 完 
善 的 分 支 之 --， 是 线性 外 推 和 过 滤 的 理论 , 它 对 过 程 的 
预测 和 逼近 提供 了 优良 的 线性 程序 : 这 个 理论 是 基于 
HARAKAR. 

MARKAREN, 它 是 正定 的 : 

> cB it) > Q, 


ij= 1 ， 
IHEM n EAER eroe BE ao ETET. 在 
R FEE PE kR EE L, Ba, AL) 依赖 于 变 雹 
Z 3: Bit, s= Rt- ER ESE hik 453 pF RA 


È GERUG- 


Lj | 
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如 果 RD 还 在 1=0 处 连续 ( 换 句 话说 ,过程 O 为 均 方 
连续 ), 则 


RM) = fe" Fidi), 


这 里 Fd) 为 一 个 正 有 限 测 度 , 5 T—(— x.co) i ARGA 
整个 实 直线 (连续 时 间 情 况 ), 或 者 当 T={…, 一 1,0,1.…} 
时 ,4 跟 访 区 间 [ 一 zx, x] (“离散 时 间 " 情 况 ). WWE F (42) 
理解 为 随机 过 程 的 谱 测 度 (spectral measure). 这样 就 
可 以 证 明 : 一 平稳 随机 过 程 的 相关 和 谐 性 质 为 紧密 相 联 
的 ; 例如 , 当 上 一 色 时 相关 的 下 降 速 度 相 应 于 谱 密 度 
TUAS FAD d 的 光滑 程度 . 

在 统计 力学 中 ,相关 郴 数 这 个 疗 也 用 于 所 考虑 的 系 


统 中 位 于 点 X so X. AE m 个 不 同 质点 的 联合 概率 密 
度 pa. wzn)， 这 些 画 数 的 全 体 唯一 地 决定 了 相应 的 
HAANS. 
tik 
[1] Doob, J. L., Stochastic processes, Chapman and Hal, 
1953 
[2] Loëéve, M., Probability theory, Prinoeton Univ. Press, 
1963. 


[B] Tum H. M, Cropoxor A. D., Becwme p Teopuro 

cny mpoueooo6, M., 1965 ( 英 译本 : Gikhman , 1. 

1 and Skorokhod, A. V. Introduction to the theory 
of stochastic processes, Saunders, 1969). 
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XA [correlation fanction ; ropphemunoman dqypknma], 


siih 3 sP 85 
BERTIER T W E H Ë W Pl E Fr l 15 05 # 5t 5 
恶 系统 的 相互 作用 的 效应 的 函数 . 
ERAH H, ARAM G,(1,2), G (1,2,3), 
… 由 美 系 式 
F,(1,2) 二 天 (DFI 十 人 sf 2), 
F,(1,2,3) = FADEADE (3) F,(1G;(2, 3) + 
+ FG D+ FG 2) + GL, 2, 3)... 


所 定 尽 ,其 中 函数 自 变 量 中 的 符号 1.2. 相应 标记 第 1 
个 ， 第 2 个 ，… 粒 子 的 坐标 了 和 动量 P 的 集合 , 而 
Rl, s) EHEN EKR 
- 工 ] ,， 
N 


l fD, ds +1) -+> dN 


F(1,... sy = V 


其 中 六 是 系统 的 容积 ，N 是 粒子 数 ，D,=D(,…,N} 
是 时 间 t+ 相 空间 中 的 分 布 函 数 ， 并 已 归 一 化 使 有 


faa ..... Mydlo dN = 1. 


DD, 因 时 间 的 变化 由 Liouville 方程 Diy6t=ADt 所 表 
#E, 其 中 入 是 不 显 式 依赖 于 时 间 的 Liouville 算 子 . 一 
般 都 讨论 真 起 -- 个 可 加 部 分 和 一 个 表征 粒 于 的 相互 作 
用 的 双 粒 子 部 分 之 和 的 情况 : 
A= X A()+ 


bejat 


> AG... 


KS Ik 


根据 相关 衰减 原理 ， 关 联 函 数 满足 边界 条 性 


i max(iri—r,|,'' 6 |, Ir. = r.| > 3 Bj 
G(1,--- s) — 0. 


XRAM G (1)= F (1), G, (1, 2), Gad, g) E 
š 8 A (u) É R F 


F Alu) 
Bu( Iw(t2Y -- ĝuls) aa 


而 AG) 与 如 下 的 所 谓 产 生活 函 
m= f H 


= r= w 


V 
Q 


aaa 


有 以 下 关系 
Llu) = et. 
šE BS A.G) TIE: 
a ) ëA,(u) 
Su{l) 


+ +Í amare + Fad uh > 


= fu) dl+ 


Au) 
Bu{ TBu(2) 
在 量子 统计 力学 中 ， 相 关 函 数 是 定义 如 下 的 算 子 
x. 
4 人 2) = S0, HEDER + GAL 2, 9) 
FX(1,2, 3) = S(1,2,3M(F (DF,/(22F,(9)) + 


+ su, 2, IE (DGG, DHRU, 3+ 


ŠA,(u) ŠA,(u) 
Sutl) du(2) 


laiaz 


EGAL D) OL, 2 3),..., 


其 中 80,2) 50,2,3) 对 Bose 系统 为 对 称 化 算 子 ， 而 
对 Fermi 系统 为 反对 称 化 算 子 ， 构成 密度 矩阵 (density 
matrix) 的 关联 函数 (本 满足 量子 力学 Liouville Jy Ë ( W, 
[2D. 

在 量子 统计 力学 中 ， 除 了 关联 函数 (时 外， 还 讨论 
基于 一 般 热 力学 平均 的 关联 函数 (页 站 ] 忆 及 基于 淮 平 
均 的 关联 画 数 { 见 6 . 


Fe 


st -tH 


< 88 (F ERAT JJ ee bu PE Bb 56 Ji. ha) AN 28 
性 组 合 给 出 Green AW (RED. 关联 函数 还 具有 谱 表 
ERR, 它们 满足 Boromo6oa 不 等 式 以 及 变 分 中 值 定 
理 { 见 [4]). 

有 时 利用 相应 于 Kirkwood 分 解 的 关联 函数 { 见 
[6]); 各 一 种 形式 是 空间 - 时间 关联 函数 ( 见 [8 办 . 

关联 函数 可 以 解 炎 为 几率 量度 的 特征 函数 (大 
OOD. 
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相关 (统计 学 中 的 ) [correlation (in statistics) ; koppen- 
ung] 

BUL ER OZ li ARR, + E fE J PEAS hb 
函数 关系 表 出 ， 与 函数 依赖 关系 不 同 ,相关 关系 道 常用 
在 一 个 随机 变量 不 仅 梳 加 于 {给 定 的 ) 另 -个 随机 变 
量 ,而 县 还 令吉 于 若干 随机 因素 的 场合 .两 随机 事件 之 
间 的 依赖 性 体现 在 : 一 事件 在 另 一 事件 发 生 下 的 条 人 性 概 
E, 与 其 无 条 件 概率 不 同 . 类 伺 地, -- 个 随机 变量 对 另 
一 个 的 影响 由 其 在 给 定 另 一 个 的 值 时 的 条 件 分 布 去 刻 
画 . 设 艺 , 了 为 有 给 定 联 合 分 布 的 随机 变量 ， 其 期 望 为 
my 和 my 而 方差 为 号 和 o3, 且 设 p 为 到 和 了 的 相关 系数 ， 
设 对 每 -个 可 能 值 X=x,Y 的 条 忻 数 学 期 望 y (x) 
二 E[YIX=x] 有 定义 ;这 时 , RA y) 称 为 了 对 给 定 丰 的 
回归 (repression), 而 其 图 形 则 称 为 了 对 给 定 关 的 回归 
曲线 (repression curve). Y at X J kia tk m 2: XF 
化 时 了 的 均值 的 变化 , 仅 管 对 每 个 固定 的 值 X=x,Y 
依然 是 一 个 具有 一 定 散 布 的 随机 变量 . 为 了 确定 在 何 
种 精确 程度 上 回归 再 现 了 当 尤 变化 时 节 的 变化 ,人 和 们 
使 用 给 定 X=x 时 Y 的 条 件 方 差 或 者 其 平均 值 (Y 围绕 
着 回归 曲线 的 散布 的 度量 ):; 

V| x = t[Y-—EF(Y| X= xy. 
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若 匡 和 了 独立, 则 Y 了 的 一 切 和 件数 学 期 望 与 x 无 关 且 
与 其 九条 人 忻 期 望 重 合 : y(X)=m y; 因而 也 有 si. 5 
在 严格 的 意义 下 是 天 的 函数 时 , 则 对 每 个 X=x, 变 基 
了 只 能 取 一 个 确定 的 值 ,因而 成 .x=0. 类 似 地 ,可 定义 
x 人 y=E(X|Y=y)( 汪 对 给 定 了 的 回归 ), 分 布 在 回归 
曲线 yoo 附近 的 集中 程度 的 一 个 自然 指标 是 相关 比 


{correlation ratio) 


2 

3 人 了 14 

ij = 1 一 一 上 
FF 


当 且 私 当 回归 具有 形式 y(tx)=my 时 ,有 f = 0, RE 
个 场 台 下 相关 系数 户 为 心 了 与 下 不 相关 , 苦 了 对 给 定 区 
的 回归 为 线性 的 , 即 回归 曲线 为 直线 


Gy 
yix) = m, +p—(x ~ mx), 
Ty 
则 有 
ojx = oy(1—p') and nz = 02; 


车 进一步 有 |p|=1, 则 了 与 和 有 严格 线性 关系 ; 但 如 果 
Wy =p < 1. WL Y 8 X Z BFS fr E BS X . 当 且 仅 当 
Pcl 时 ,存在 着 非 线性 关系 的 严格 函数 关系 ， 
除了 某 些 儿 有 的 例外 , 仅 当 天 和 了 的 联合 分 布 为 正 坊 
(或 接近 正 态 ) 时 , 实际 使 用 相关 系数 作为 缺乏 独立 性 
的 度量 才 是 合理 的 ,因为 在 正 术 场合 ,p 一 0 Ë X,Y 30 
立 、 用 作为 任意 随机 变量 三 ,了 的 相依 性 的 度量 经 常 
引致 错误 的 结论 ,因为 即使 在 存在 着 函数 售 粹 关系 时 , p 
也 可 以 为 0.。 如果 基 和 了 了 的 联 人 台 分 布 为 正 态 的 ， 则 两 
条 回归 曲线 全 是 直线 ,而 疡 唯一 时 
附近 集中 的 程度 : 当 ]1p|=1 时 ,回归 线 合 一 ,相应 于 
X,Y Z EH REER; 5 p= -0 MEIE 

在 研究 具有 给 定 的 联合 分 布 的 儿 个 随机 变量 X …， 
X, ZEAREN, Á 1145 R £ W 8 8 ## : k 5 # 
数 . 后 者 是 使 用 通常 X, # X, 间 的 相关 条 数 而 得 到 
的 . 其 全 体形 成 相关 阵 (correlation matrix), X, 5 
其 余 变 量 X，…, 芭 ,的 全 体 之 则 线性 关系 的 度量 ,由 多 量 
H >< R B (multiple - correlation coefficient) 提供 . 
如 果 X. 和 四 ,之 间 的 相互 关系 被 认为 是 由 其 他 变量 X, 

和 的 影响 所 决定 的 . 则 和 基 和 下 相 对 于 X, A, R 
RH R B (partial correlation coefficient) fE + 对 
F 的 .大和 > 之 间 的 线性 美 系 的 -- 个 指 
ËF. 

对 基于 秩 统 计量 (rank statistic) BJ +H 3 tE hy BE 
量 , 如 Kendall 秩 相 关系 数 (Kendall coefficient of rank 
correlation); Speaman RH% R M% (Spearman coeffi- 
cent of rank correlation). . 

数理 统计 学 发 展 了 一 些 方 法 , 以 估计 那些 刻画 着 随 
机 变量 之 间 的 相 美 性 的 系数 ;也 有 一 些 方 法 利用 它们 
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的 样本 对 等 物 检 验 有 关 它 们 的 值 的 假设 . 这 些 方 法 
统称 为 相关 分 析 (correlation analysis). 统计 数据 的 相 
关 分 析 包 含 下 述 的 基本 实际 步 机 ; 1 作出 葡 点 图 并 编 出 
HRR 2 计算 样本 相关 比 或 相关 系数 ;3) 检验 有 关 相 
依 的 显著 性 的 统计 假设 . 进 -- 步 的 研究 可 包含 建立 变 
量 之 闻 相 依 关 系 的 具体 形式 ({ 见 回归 (repression). 

对 分 析 二 维 样 本 数据 有 动 益 的 工具 中 , 有 散布 图 和 
相关 表 ,散布 图 (scattef pleij 是 出 把 样本 点 标 在 坐标 
纸 上 面 得 到 的 对 向 布 图 上 点 的 形势 的 考察 产 止 出 有 
关 随 机 变量 之 间 的 相依 类 型 的 初步 概念 (B| h, 当 一 个 
变量 增加 时 , 另 一 变量 平均 说 来 增加 或 碱 小 )， 在 作 数 
值 处 理 前 ,通常 把 观察 结果 分 成 组 ,并 以 相关 表 
(correlation table) 的 形式 提出 . 在 这 表 的 每 一 栏 中 , 
写 进 其 分 量 落 人 适当 前 组 区 间 的 对 (x, y 00 3 E n... E 
定 所 有 组 区 间 (分 别 对 每 :变量 言 ) 等 长 , 则 取 区 间 的 中 
Ü x 《或 站) 及 数 n 作 为 计算 的 基础 . 相关 系数 和 相关 
全 TEA IE WA RE BA W AAE BR OE FA f E DARLE 


w w ww + w" æ 


yyxe 


用 公 起 
-x Xy, _ y )n;; 


T> 
I 


>n, {x = x} Èn J, —y} 
t 2 


来 定义 ,这 里 
n. = >. n. 一 Dr 
fi i 
ii 
Dri X; >n y; 
x = — , y = 二 一 一 
n n 


在 有 大 量 数目 的 .遵从 同一 近 做 正 态 分 布 的 独立 观 
察 值 的 情况 下 ,P 是 相关 系数 真 值 的 一 个 良好 近似 ， 
在 所 有 其 他 场合 , 建议 采用 相关 比 作为 关系 强度 的 一 种 
刻画 ; 其 解释 与 所 研究 的 关系 类 型 无 关 , E E giy t 
样本 值 M 是 从 相关 表 中 的 值 ,用 公式 


TX, (y: -yF 
Trix = + 
pd 

算出 的 ,其 中 页 二 如 my fn, ,这 里 分 子 代表 条 件 均 


值 围绕 着 无 条 件 均值 的 散布 (样本 值 02, 的 定义 
是 类 似 的 )， 刘 xz 一 请 这 个 量 用 来 指示 回归 对 线性 的 信 
m. 

有 关 变 量 关系 显著 性 假设 的 检验 ,是 基于 样本 相关 
特征 的 分 布 的 ,在 正 态 分 布 场合 , 如果 


-1 

G> jaz], 

则 样本 相关 系数 值 P 显著 异 于 O, IE ( E HB H HES 

(a —2) 的 Student + 分布 相应 于 选 定 的 显著 性 水 平 x 的 

临界 值 ， 如 果 Pp 关 0, 人们 通常 使 用 Fisher 的 z 变换 , 它 
控 公 式 

1+p 

1—p 


E p ERE z, 即使 对 于 比较 小 的 n 值 ， 
具有 数学 期 望 


1 
zin 


= 的 分 布 也 是 


和 方差 1/ 和 一 芒 的 正 态 分 布 的 良好 逼近 ， 在 这 个 基础 
上 ,机 以 对 相关 系数 真 值 确定 近似 的 置信 区 间 
甘于 样 率 相关 比 的 分 布 ， 以 及 回归 线性 假设 的 愉 
W. [3]. 
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相关 阵 [correlation matrix ; woppe nseeumsau Mapam ] 
若干 个 随机 恋 量 的 相关 系数 构成 的 矩阵 . W XI; 
到 是 具有 非 零 方差 避 ,…,g? 的 随机 变量 , 则 相关 阵 的 
元 pi 基站 等 于 相关 系数 (correlation ooefficient) p (X, 
Xi isj, 该 元 定义 为 1. 由 关系 式 工 = 且 PB, 相 关 
PE P fj Fk ie ik hos 38 BE ( covariance matrix) y 89 tt pÉ 
所 决定 . 这 里 如 是 以 上 30 为 对 角 元 的 对 角 阵 . 
A. B. IIpoxopos $ KEM E 


相关 比 [ correlation ratio ; Koppememounoe oruoussamee] 
随机 变量 间 相 依 性 的 一 个 特征 . 随机 变量 了 相对 

于 随机 变量 七 的 相关 比 有 表达 式 
= 1-E|B DO 
nx = 1—E DY | 


+ 


这 里 DY 为 了 的 方差 , DYD AAE AH Y BJ $£ bk 3 
差 , 它 刻 画 了 对 - -给 定 的 天 值 ,了 围绕 荐 其 条 件数 学 期 
A E(B. SA OS SLEA i= 0 相应 


ñL 


= = 


f 一 


x di IE (N +A 


于 不 相关 随机 变量 ;六 |* 一 ] SERAY 5 X Z Bl # fE 
着 确切 的 函数 关系 . "í Y REETA 时 , 相 美 比 
与 相关 系数 的 平 万 相同， 相关 比 对 于 于 和 TY 并 非 对 称 
的 , 故 除了 六 ,rz 外 ,人 和 们 还 考虑 nay AHT Y HX 
H, TAEL) m ç 和 于 ,之 间 不 在 在 简单 的 
关系 , 亦 见 相关 (统计 学 中 的 ) (correlation (in statis- 
tiœ}. A. B. Tipoxopon $ë 
【译注 】 hX, YTHS, BEHERA 0 — MER 
出 一， BEAM 译 


相关 图 [ correlogram ; kopperorpamma |, il PJ zF] xy, 
x, 的 
却 列 ( 样 本) 相关 系数 


1 T-r _ _ 
y ATE) 


1 Sz 
T $ 


y 1 
的 集合 ， 这 里 区 是 时 间 序 列 的 样本 均值 , 即 
x= + 


相关 图 这 个 词 有 时 用 于 指 * 作 为 ! 的 函数 的 图 形 . 它 
是 序列 {xj} 各 项 的 统计 相依 性 的 经 验 度量 .在 时 间 序 
殉 分 析 中 ,相关 图 用 二 对 概率 模 合 作 统 计 推 断 , 该 概率 
模型 是 为 了 对 观察 数据 进行 描述 和 解释 而 提出 的 ， 

有 时 把 理论 相关 图 (thecteticaj correlogram }— isj 


a + n > n 


用 于 指 -(VO8)BLHBLDSE E i, BS 80 AE 83 38 X 8 g 
{correlation function) 
— cov(X,, A;a) — 
记 = DX ` t=1,2,.... 


这 里 

COV(X Xa = E(X, FEX, XX: + —EX,. Ð 
是 随机 变量 X, 和 X. KDN. 而 D(x,) 是 随机 变量 
所 的 方差 、 若 fx} 是 随机 序列 fxX} 的 一 个 现实 , 则 在 
相当 一 般 的 条 件 下 ,样本 相关 图 他 } 给 出 埋 论 相关 图 
{p,1 的 相合 且 渐 近 正 态 的 估计 

从 数学 的 观点 看 ,用 相关 或 用 谱 去 描述 一 平稳 随机 
序列 是 等 价 的 ;然而 ,在 时 间 序 列 的 统计 分 析 中 ,相关 法 
和 谱 法 有 不 同 的 应 用 领域 ,这 有 赖 于 原始 资料 与 分 析 的 
最 终日 的 ， 谱 分 析 给 入 们 以 关于 对 辣 序 列 中 周期 分 基 
的 存在 和 强度 的 概念 ,但 在 研究 观察 数据 中 接连 值 的 统 
计 关系 时 ,相关 法 较为 方便 ,在 统计 实践 中 ,通常 在 有 根 
据 假 定 所 给 时 间 序 列 系 由 一 相当 简单 的 随机 模型 { 自 辐 
Ja, 滑动 平 均 或 校 低 阶 的 包含 自 回归 与 滑动 平均 二 者 的 
混合 模型 } 所 生成 对 (如 在 计量 经 济 学 中 ), 才 使 用 相关 
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图 方法 ， 在 这 种 模型 中 ， 理 论 相 关 图 {Pp:} 具 有 特殊 性 
质 { 在 谎 动 平均 模型 中 ,p, 当 t 充 分 大 时 为 ;在 自 回归 
模型 中 ,Pr 指数 地 下 降 但 可 能 带 有 振动 )， 如 果 在 样本 
相关 图 中 出 现 这 些 性 质 之 --, 那 就 是 一 个 迹象 ,说 明 某 
种 概率 模型 可 能 适合 , 为 了 检测 其 拟 合 优 度 及 估计 所 选 
模型 的 参数 , 发 展 了 一 些 基于 序列 相关 系数 的 分 布 的 统 
计 方 法 . 
参考 文献 
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对 应 [correspondence ; COOTBETCTERE ] ， X 3 (relation) 

两 个 集合 或 两 个 同型 数学 结构 之 间 的 (通常 的 } 二 
元 关系 (binary relation) 的 推广 对 应 广泛 地 应 用 于 
数学 和 各 种 应 用 学 科 ， 癸 如， 理论 程序 ， 略 论 ， 系 统 
论 和 数理 语言 学 

—# 2 À fl B Z Bl 的 对 应 (correspondence ) 是 
Descartes 积 4 x BUTË R. 换言之 ,4A 和 8B 之 间 的 对 
应 是 一 些 序 偶 {a,Pp) 组 成 的 集合 ,其 中 aE4, beB. 
通常 ， 用 三 元 组 (RR，4, B raw, 且 可 以 用 aRb 
或 RR(a.b) 代 蔡 (q ,5b)e R. 存 时 也 用 术 请 “二 元 关系 " 
或 “关系 " (relation) 代 替 " 对 应 ”[ 一 般 情况 下 , EF A, B 
不 必 相 等 }. 

对 于 有 限 集 合 , 常用 矩阵 和 图 表示 对 应 . AMB 
RIA n tAm iE., HRR, A, B) 为 一 个 对 
应 、 我 们 可 用 一 个 nx m BERRE, E 
阵 的 行 和 列 分 别 用 AR B 中 的 元 束 标 记 . 如 果 (a,b) ER, 


. 则 第 4 行 与 第 b 列 交 灸 处 的 值 为 1， 和 否则 为 0. 反之 ， 


每 个 只 由 0 和 1 HIRE) n x m 阶 和 矩阵 都 唯一 地 描述 了 
半 和 和 昌之 间 的 一 个 对 应 ,在 图 表示 中 , 用 平面 上 的 点 
表示 A 8) B HACR. 这 些 点 的 符号 与 它们 所 代表 的 
元 束 的 符号 相同 . 如 果 (a ,bb)eR， 则 用 由 a 到 上 4 的 第 
头号 [ 强 ) 把 z fb 连接 起 来 . 这 样 就 把 该 对 应 表示 为 
一 个 有 向 图 

TRAA #l B Z H Br ff +T Ez E G ER — 
全 Booe 代数 ， 其 零 元 素 是 空 对 应 ， 单 位 元 是 所 谓 的 
完全 对 应 (complete correspondence), È Æ A MAFI 
(a,b) HRE, B ohasA,beB. R RS Àx B. 
称 集 合 

DomR = {aeA: 3b(a.bye R) 

为 及 的 定义 域 (domain of definition}, HAES 


RanR = {beB: 3a (a, b)e Rà) 


866 COSECANT 


H R WRR (rang) sk S (image). 如 果 Dom R=A , 
则 称 R 处 处 有 定 祥 ,如果 Ran R=B, 则 称 只 为 满 的 . 
对 每 个 a 5 4, RES 


Imra = {heB: (a, b)e R) 
为 a 关于 尺 的 象 (image }， 对 每 个 be p. 称 集合 
Coimrb = {geA: (a, b)e R) 


为 上 关于 民 的 上 象 (co < imapge)( 或 原 象 {pre - image ))， 
则 有 
DomR = (jCoimeb, RanR = (jlmxa. 


b: B acA 

每 个 对 应 只 都 建立 了 4 的 子 集 与 下 的 子 集 间 
Galois 对 应 (Galois correspondence), EI tE i£ -— F 
R XS Amr Ff X =U e Im. a € B. 其 对 侦 对 应 
(dual correspondence) S 是 使 任 一 子 集 了 ES 也 对 应 于 
子 集 Y'= U) ., Comp b. Galois 对 应 及 其 对 偶 对 应 
定 穴 了 4 和 如上 的 一 个 闭 包 算 子 . 

一 对 应 (R， 有 ,了 8) 的 逆 (iverse) 对 应 或 对 合 对 应 ， 
RER R', ATARA N: 

R” = {(b, ay: (a, bye R ). 


这 样 就 建立 了 对 应 (RR, 4, B) 与 (R#, B, A)Z RA 
H, T R Boole 代数 的 同 构 ,已 知 二 对 应 {RR,4， 
B8) 和 {5S, B, C). CAIRE (product) 8H fr Compo- 
site) 定义 为 


(RS, A, C) = ((a. c): Ib (a, bjeR Mb, cyes}. 


对 应 的 薪 法 满足 结合 律 , 它 的 单位 元 是 对 角 线 二 元 
美 系 , EB, (RSyt=S#R# R SR, WM R# RË 从 而 
一 个 集 族 间 的 对 应 构成 一 个 有 序 的 具有 对 合 的 范畴 
(category with involution). 乘法 和 对 合 使 我 们 能 够 用 
代数 关系 来 表达 对 应 的 性 质 . 例如 , 如 果 RR? 2 E (E, 
EARRA), WM E (R, A, B) #k 3k 8 EN, mE 
RR* 2E, B RĦRSE,, M| R Æ B8 $ bJ (functional), 
ERREX., REAA 中 内 的 郴 数 的 图 . 

对 任意 对 应 及 ,存在 函数 对 应 上 和 各 ,使 得 R=F*G. 
并 且 R-S RR#R. 任意 二 重 函 数 对 应 都 可 庄 导 出 其 定义 
域 和 值 域 寺 的 等 价 关 系 ， 它 们 的 商 集 具有 相同 基 
A. HATAR ARKE RHE. 

设 % 是 同型 数学 结构 组 成 的 类 ， 且 设 3 对 有 限 
Descartes BAHA. Bi e EPQ A, BENZI i zJ E 
是 4 x BJ E R. 这 样 就 得 到 群 对 应 、 模 对 应 . 
环 对 应 等 等 . 这 些 对 应 对 描述 其 结 袍 很 有 有 用. 例如 ， 
设 4 和 加 为 群 ， 且 设 民 为 直 积 Ax BÉ TE, RA 


Ker R={a € A: (a.1)€ Rj, 
I=(0be B:(1,b)€ R1 


分 别称 为 及 的 核 (Kernel) 和 不 确定 集 (indetermin acy). 
Ker R 是 Dom R 的 正规 子 群 I, 是 Ran 上 的 正规 子 
W, HAR Dom R)/ Ker R 和 (Ran R)’ I. E. 由 此 
HE E — WR AR. 
参考 文献 
[1] Kypow. A.T., Ouna aare6pa, Jlexrmnr 1969 1970 wo5 
noo roma, M.. 1974 [ 英 译本 :Kurosh, A G., Lectures 
on general alpebra, Chelsea, 1963). 
[2] Mamen, A H., ArreG6panseckue cerem, M., 1970 
( 英 译 本 : Maltsev, A. L, Alpebra: systems, Springer, 
1973). 
[3] Lllanengo, M. HI, 
(1980), 241—285. 
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EREI 在 代数 几何 掌中 , 对 应 也 被 广泛 应 用 , [AI] 中 第 
2, 3 章 , 它们 定义 为 下 述 更 专门 的 概念 ,两 个 (投影 } 镶 
革 和 之 疗 的 对 应 定 几 为 封闭 的 羽 数 子 集 Z< X x 了 ,如 
果 忆 是 不 可 约 的 且 存 在 一 个 Zariski FEE X < X. f 
Wi x S X. W tti ts Y h b). -个 点 有 关系 Z (B: 
card Im, (x)=1), M Z E: fi BB B Bl (rational mapp- 
ing). nR ZAZ” 都 是 有 理 映 射 WRZ 是 双 有 埋 映 
射 {birational mapping). 
参考 文献 

[A1] Mumford , D., Algebraic geometry 1; Complex propc- 


tive varieties, Springer, 1976. Wir., S40 译 


AH [ oosecant ; oora ] 
= # ËR (trigonometrie functions) Z -: 


y 5 coseex = sinx” 
5 — 3 SBS ocx, coscx， 其 定义 域 是 除去 模 坐 标 为 
x=mn (n=0, +1, 土 2,…) 的 点 以 外 的 整个 实 轴 ， 人 对 其 


是 无 界 奇 周期 函数 (周期 为 2f)， 余 割 的 导数 是 
(cosecx) = 一 cosx = 一 cotg COseC x. 
sin” x 
余 割 的 积分 是 
f cosecx dx = ln | 时 +C. 
余 制 的 级 数 展开 是 
31x5 
cosecx — 二 + 党 + É+ 15120 ， 
O<] x |<. 
K A TopspkoB 所 
【 补 注 3 亦 见 正弦 (sine) - 


Em E 


RE dÑ [ coset ; cewa mă kace], TE HER G 中 的 { 左 ) 
G 中 形式 为 
aH = (ah: heH} 


Éq m Rh r, AF akah- Tile u 8. 这 个 陪 
RERA HEG Aa yE BU ZEE. jS A BY E Fi 
E RHE— TERE. aH=H 4ER 33 a € H. 对 所 有 a, 
5EC， 陪 集 aH fl bH RAS ka. 于 是 ， 避 可 分 解 
成 五 的 豆 不 相交 的 左 陪 集 的 并 集 ; 这 个 分 解 称 为 G 对 
F HW idet decomposition). 类 亿 地 ， 可 定义 
HRR (right cosets )( 是 集合 Ha,aeG) 和 GG 对 五 的 
右 分 解 (right decomposition). 这 些 分 解 电 相同 个 数 
的 陪 全 组 成 (在 无 限 的 情形 ,它们 有 相等 的 势 )， 这 个 
A(S) AATRE HA G rh Bb 38 $k (index of the 
Subgroup)， 对 于 正规 子 群 , 左 分 解 和 右 分 解 重 合 ,这 时 
nomal moup. O I. O 
t 补 注 ] 


OQ. A. Hinanona # 
也 见 正 规 子 群 (normal subgroup) . 
石生 明 译 许 以 超 校 
余弦 [ cosine ; omy | 
ZABM (trigonometrie functions) Z —: 


y 一 COS Xx. 


其 定义 域 是 整个 实 轴 ; IB LPTK [— 1, 1]; RER 
周期 函数 (周期 为 2 可， 在 祭 纺 和 正弦 之 间 存 在 公式 


sint x +eco x = 


# # E $ E 9] 2 ls] fF 2: sÑ 


COSX = 
RENFE 

(cosx) = —sinx. 
余弦 的 积分 是 

fcosx dx = sin x + C. 

余弦 的 级 数 展 开 是 
一 XL. 
AR TA Ë) Fa PS 8k J: 2 AR TA (arcoosine). 


# X H EM 0228, ERMi $ PS $k — E 
Euler 公 公式 【Euler formula): 


* e" = cosz+isin z. 
如 果 x 是 实数 , 则 有 


e+e ” 
cosx = 3 - 


COSINE THEOREM 807 


如 果 z=ix (Bh a 38). 则 有 
人 xz 十 马 `* 
2 


cosix = = cçosh x, 

其 中 coshx ERARA. K) A. Toppxne #ë 
{ 补 注 】 自 变 量 ( 角 )w KARKIT. 
着 虑 原点 为 0 的 ( 复 ) 平 面 上 的 单位 加 工 设 罗 表示 半径 
{看 作 是 变动 的 ) 和 正 x 轴 之 辣 的 夹 前 ， 这 时 ,cosq 等 于 
从 T 上 对 应 于 gq 的 点 e" 到 x 轴 的 ( 带 符 号 ) 的 距离 . 


亦 见 正弦 (sine) 
#-* x 
[Al] Maprymeesm , A H., Teopun anajgfrawecaax 由 YHE- 
mü, 2 man. t 1—2, M., 1967-198 (PERA H. 


马 库 雪 维 奇 ,解析 画 数 论 , 商 等 教育 出 版 福 ，1957) . 
张 鸿 林 译 


辐 角 余弦 [cosine amplitude ; Wpcanyc amumrya } , 椭 轿 
RA (elliptic cosine) `. 

三 个 基本 Jacohi 椭圆 函数 ( Jacobi elliptic fune- 
tions 之 一 , 记 为 


cnu = cn(u,k) = cosam u 


辐 角 余弦 可 以 通过 Weierstrass c PS 3. Jacobi 8 A% 
EE S OR ML F: 


a (u) gb _ 
gx (u) 8 (0Ha lv) 


6 
-(1+44k? + 16k t)r t, 


cnu = cn(u, k) = 
= 1 par 


其中 天 是 椭 四 函数 的 模 ,0 Sk<1; e =u/20, 20=70; (0), 
对 于 六 =0,1, 分 别 得 到 on(u, g)=cosu on(u, 1)=1/wshu. 
#* x 
[i] Hurwitz, À. and Courant, R., Vorlesungen Ober allge- 
meine Funktionentheorie und elliptische Funktionen, 2, 
Springer, 1964, Chapt. 3. 
E. J. Cnnowcunes P 
[ 补 注 】 3 6 3 cnu 的 更 多 的 结果 ,例如 导数 , 偶 性 ， 
在 实 轴 上 的 性 态 等 等 ,可 在 [A1] 中 找到. 
#% R ， 
[Al] Mapkyuemns , A. Fi., Teoprm anayrruecanx yne- 
m, 2 aam. r 1-2, M., 1967-1968 【中 译本 : 
Á W 马 库 雪 维 奇 ,解析 画 数 论 , 商 等 教育 出 版 社 ， 
1957). 张 鸿 林 FE 


办 曲 余弦 [cosine, hyperbolic; kocasye runep6ojnuqecxuñ] 
URAA (hyperbolic functions ). 


余弦 定理 [ cosine theorem ; NOCHHYeoa Teopessa j 
三 角形 一 边 的 平方 等 于 另外 两 过 的 平方 和 减 去 这 


R68 COSMOLOGICAL CONSTANT 
AASERAL: 
c? = atb’ — Yab cos C. 


这 里 ,a, b. c 是 二 角形 的 三 个 边 ,C R a RL b Z BIB) 3 
前 . K) À Topexoa $ AH i£ 


宇宙 常数 [cosmological constant ; KOCMOIOTIECKAS mocro- 


AHHA ] 


广 尽 相对 论 中 有 时 引进 的 表征 真空 性 质 的 一 个 物 


理 常 数 . 含 字 宙 常 数 的 Einstein 方 稳 (Einstein equa- 


tions ) 是 

1 S70 
TFR = a3 

其 中 入 是 宇宙 常数 , g, 是 度 规 张 量 , R, 是 Ricci 张 量 , R 
是 空间 曲率 ,也 ,是 能 量 动量 张 量 , < 是 光速 , G 是 引力 常 
数 . 这 些 方 穆 是 对 于 作用 量 


R 


T, + Agy, 


3 
ec _ PT 。 
S = So- T6760 f(R+2A)dr 


的 Lagrange FE., RPS 是 物质 的 作用 量 而 表示 四 
维 体 积 , A. Einstein 在 广义 相对 论 中 引进 宇宙 常数 fj] 
EA TRELAR AERAR HSHP ER A 
Einstein 字 宙 模型 ) .然而 , 自从 出 现 Friedmann 的 演 
化 宇宙 模型 并 为 实验 所 证 实 以 来 ,原始 Einstein 方程 不 
具有 这 种 解 的 事实 并 不 被 认为 是 理论 的 缺点 .没有 可 靠 
迹象 表明 宇宙 常数 明显 不 为 零 ,但 是 ,存在 充分 小 的 宇 
H NORC(A|S10 om”) 与 观测 数据 或 一 般 物 理 原 理 
并 不 矛盾 ， 

宇宙 常数 的 存在 使 最 普遍 流行 的 宇宙 模型 的 演化 
中 某 些 阶 段 可 能 有 实质 性 必 改 ( 见 E2]， 第 西 章 ) .在 这 
方面 , 曾经 提出 应 该 用 含 宇 宙 常 数 的 宇宙 模型 来 远 役 类 
星体 分 布 的 某 些 性 岳 ( 见 [3], [4], [5]). 

引力 场 方程 中 的 Ag, 项 可 以 合并 到 真空 的 能 量 动 
量 张 量 中 ( 见 [2]) ,在 这 种 情况 ,真空 具有 能 量 密度 = = 
¿tA/8zG 和 压强 p= 一 cA18x6 ,相当 于 志方 程 p= 一 g. 
在 含 宇宙 常数 的 理论 中 , 非 相 对 论 近 似 已 经 表现 出 真空 
的 性 质 . 因 此 , 含 字 宙 常数 的 理论 中 , 点 质量 的 引力 势 为 
( 见 [6], 第 十 六 章 ) 

点 


e= 一 全 一 全 并 
r 6 


在 局 部 Lorentz 群 的 变 的 下 ,项 Ag,, 是 不 变量 ,相当 于 量 
Fe HEEN Lorentz 不 变性 原理 .宇宙 常数 作为 起 
空 的 能 量 密度 和 压强 的 指标 这 个 概念 ,值得 把 宇宙 常数 
的 概念 与 量子 场 论 的 概念 联系 起 来 原则 上 成 为 可 能 .有 各 
种 公式 把 字 宙 常数 值 与 基本 物理 常数 和 字 宙 年 龄 联系 
起 来 ( 见 们 ， 第 二 十 四 章 ) 
参考 文献 
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chaft.. 1917, 142 一 1S2 . 
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【 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Weinberg, S. , Gravitation and cosmology, Wiley, 
1972. EH E 


宇宙 模型 [ cosmological models ，kDcMomoraiecqae MO - 
aem] 

宇宙 学 的 基本 概念 之 一 ,科学 地 描述 字 宙 总 体 (我 
们 周围 尘 洽 的 天 地 万 物 ) 笔 巾 站 这 方面 范 关 紧要 的 细节 ， 

字 宙 模型 的 数学 形式 依赖 于 采用 什么 物理 理论 作 
为 描述 运动 物质 的 基础 ,相应 地 ,大 们 区 分 : 广义 相对 论 
模型 , Newton 模型 , 稳 恒 态 模型 ,具有 可 变 引 力 常 数 的 
模型 等 等 .它们 当中 最 重要 的 是 广义 相对 论 权 型 ,天文 
学 体系 也 可 像 宇宙 模型 这 样 分 类 ; Ptolemy 体系 , Co- 
pernicus 体系 等 等 .现代 宇宙 裤 型 引进 物理 上 大 体积 内 
平均 的 物理 性 质 的 概念 ,使 天 们 能 集中 注意 本 质 细节 . 
假设 六 均值 是 连续 的 和 (通常 是 ) 欠 次 可 微 的 ,这 种 求 平 
均 的 可 能 性 并 非 不 言 而 喻 的 . 人 们 可 以 想象 一 个 等 级 
式 字 宙 模 型 ， 其 中 存在 尺度 递增 性 质 不 同 的 天 体 , 然 
而 ,有 效 的 观测 数据 与 这 类 横 型 并 不 相符 ， 

对 于 广 尺 相对 论 宇宙 模型 的 求 平 均 过 程 , 追 今 仍 缺 
过 适当 的 数学 基础 .这 里 的 困难 在 于 ,平均 后 给 出 同一 
字 宙 模型 的 各 种 "微观 态 * 构 成 不 同 的 仿 Riemann 流 
形 , 甚至 具有 不 同 的 拓扑 结构 ( 亦 见 几何 动力 学 (geome- 
tro -dynamics)). 

K AREFE H (general - relativistic cosmo- 
logical models) 的 物理 基础 是 Einstein 的 广义 相对 论 
(HERTA Fi We cosmological constant) 的 方 
案 ; 见 相对 论 (relativity theory)). 广义 相对 论 宇宙 模型 
的 数学 形式 是 伪 Riemann 流 形 的 整体 几何 .假定 流 形 
的 拓扑 结构 必须 从 理论 上 孝 以 预测 .具有 不 同 拓 扑 和 不 
间 总 体 性 质 的 模型 可 能 是 局 部 等 庶 规 的 ,这 一 事实 使 得 
为 字 宙 模型 选择 特定 拓扑 结构 的 问题 复杂 化 .解决 关于 
拓扑 问题 的 一 种 方法 是 提出 附加 公设 ,这 或 者 根据 普遍 
理论 考虑 {例如 因果 性 原理 ), 或 者 根据 实验 事实 (例如 


文献 日 ] ,第 二 卷 , 第 二 十 四 意 中 根 据 CP 破坏 得 出 的 公 
设 ) .构造 宇宙 模型 通常 从 某 个 特定 对 称 类 型 的 假设 开 
始 ,就 此 而 论 , 人 和 习 区 分 :均匀 者 向 加 性 字 审 模型 ,均匀 
各 向 异性 宇宙 模型 , 依 此 类 推 ( 见 [1], 第 二 卷 ，[2]). 最 
初 的 广 尽 相对 论 宇宙 模型 是 A. Einstein T 1917 年 担 
出 的 ( 见 [3 ; 它 是 静态 均匀 各 加 同性 的 并 包 插 A Y, 即 
宇宙 常数 项 .随后 ,4 A. Friedmann 发 展 了 一 个 非 静 
态 均 名 各 向 同性 模型 , 道 称 Friedmann 模型 (Fried - 
mann model) ([4] ). 这 个 模型 所 预言 的 非 静态 性 质 在 
1929 年 被 观测 到 ( 见 [$])》 ., Friedmann 模型 有 不 同 的 
变 体 , 依赖 于 所 含 雷 数 的 值 . 若 物 质 密度 p 不 大 于 某 个 
临界 值 pp， 有 所 渭 开 模型 (open model); # p> p, 
A Pk td RR Y (closed model) ,利用 适当 的 坐标 ，EFri- 


edmann 宇宙 模型 的 度 规 其 有 形式 
ds = c* d° - RO x 
Ro 


x ti oz 
其 中 :表示 时 间 , p 和 p, 是 所 述 时 刻 物 质 的 平均 密度 和 
所 谓 临界 密度 , c 是 光速 ,而 ", o f op E $p. 这 个 度 规 
又 称 为 Robertson -Walker 上 度 规 .临界 密度 p, FE: Rf [B] z 
的 某 个 函数 , 发 现 量 p-p PES. WEk<0, WAF 
BJ AK Ñ (spatial cross -section)1= 常数 是 JIo6adepcki 
ZA m k=0., WA UE Eudid 空间 (虽然 字 宙 模型 
本 身 不 是 平坦 的 ); MRE k >0, 则 得 到 超 球 面 空 间 , 8 
Rk R(t) (宇宙 半径 ) 由 Einstein 方程 和 物 志方 程 确 
定 ; 它 在 一 个 t 值 (kK0 时 ) 或 两 个 + 值 下 >0 时 )} 处 变 为 
等 ,而 同时 模 登 的 平均 密度 , 向 率 和 其 他 牺 理 特性 变 为 
无 穷 .于 是 ,人 们 说 宇宙 模型 在 这 些 点 具有 奇异 性 (sin- 
qularity). J zt T $ k h Ë, 人 们 谈 到 冷 模型 (压强 
p=0) sk h K SS (p=—c/3., H h s EERE). 1965 
年 ,名 向 同性 平衡 辐射 (7 = 3K) 的 发 现 ( 见 [6 证 实 了 
热 模型 .不管 Friedmann 模型 的 粗糙 性 质 ,它们 已 经 表 
达 了 宇宙 结构 的 主要 特性 .关于 在 Friedmann 模型 基 
础 上 宇宙 模型 的 进一步 构造 , 见 [1], 第 二 卷 第 三 童 . 根 
据 Friedmann 模型 曾经 发 恨 了 宇宙 模型 的 小 偏差 演化 
的 理论 .这 种 演化 的 结果 显然 是 形成 星系 团 和 其 他 天 
体 .可 用 的 观测 数据 似乎 表示 ,用 Friedmann 模型 描述 
真实 宇宙 可 达到 柑 当 准确 的 程度 . 热 而 ,这 些 数据 并 不 
能 确定 上 的 符号 (看 来 稍 较 概 然 的 是 上 <0) .通过 空间 截 
而 的 不 同 困 子 分 解 (将 它 粘 在 一 起 的 不 同方 式 ), 还 可 获 
得 Friedmann 模型 其 他 可 能 的 拓扑 解释 .观测 得 的 数 
据 对 这 些 因 子 分 解 的 性 质 仅 施加 微弱 限制 ( 匈 [1] ,第 二 
卷 ] .还 辑 一 般 的 理论 中 ,宇宙 模型 的 构造 必须 从 选择 流 
Jë — t Riemann 度 规 的 承载 形 开始 .然而 , 迄今 仍 
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没有 选择 流 形 的 方法 .宇宙 模型 的 可 能 整体 结构 只 有 少 
数 , 以 因果 性 原理 和 以 CP 破坏 为 基础 ( 见 [1]， 第 二 
EHR. 

曾经 提出 过 许多 其 他 宇宙 模型 ,特别 是 均匀 各 向 异 
性 模型 ( 见 [1 ， 第 二 着 ， 第 十 八 童 至 第 二 十 二 章 ， 
[8]). 

P XH xo F AER H BD PU WI W B A hh 8 pt 3 ha 
的 分 布 是 各 向 同性 的 .均匀 的 和 静态 的 . 然而 ,这 个 假 
设 导致 所 调 引 力 的 ,光度 学 的 以 及 其 他 伴 膝 (无穷大 引 
力 势 ,无 穷 大 光照 度 等 等 ) . 广 兴 相对 论 模 型 避免 了 这 些 
伴 评 ( 见 2]) ,关于 质量 分 布 ,对 某 些 广义 相对 论 宇宙 模 
型 曾经 得 到 好 的 Newton 近似 ,类 似 于 广义 相对 论 宇宙 
模型 中 有 效 的 都 些 ( 见 们 ) .这些 宇 册 模型 也 没有 上 述 
FE. 
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acrpobasaxa, M., 1967 ($Æ: Zel'dovich, Ya. B. and 
Novikov, 1. D. , Relativistic astropbysics, 1 - Stars and 

„ telativity; 2 - Structure and evolution of the Universe, 
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chaft. (1917), 142—152. 
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[5] Hubble, E. P. , Proc. Nat. Acad. Sci. , 15 (1929), 
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142 (1965), 419-421. 
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[9] Penrose, R. , Structure of space - time, in C. M. De- 


Witt and J. A. Wheeker (eds .), Batele Rencontres 

1967 Lectures in Math. Physics, Benjamin, 1968. 
[ 补 注 】 围绕 每 一 点 的 严格 球 对 称 性 意味 着 宇宙 是 空 
闻 均 名 的 和 容许 有 6 矢 数 等 度 规 群 ,其 可 递 曲面 是 具有 
常 曲率 的 类 空 三 维 曲面 A, [A2]). 这 个 宇宙 上 有 具有 
上 述 Robertson - Walker 度 规 .围绕 每 一 点 的 球 对 称 性 
这 个 意外 强 的 要 求 是 由 于 这 里 想 抬 成 有 观 浇 对 称 性 
(observational symmetry)( 例 如 微波 背景 ) 这 一 事实 . 
观测 涉及 过 去 零 锥 而 非 可 递 三 维 曲 而 . 具有 宇宙 常数 为 
去 与 密度 和 压强 为 非 负 的 所 有 能 胀 的 Friedmann 横 
型 ,在 过 去 包含 一 个 奇 点 ("大 爆炸 ") .过 去 零 锥 停止 在 
该 奇 点 ,而 没有 覆盖 字 宙 中 全 部 物质 .在 我 们 的 “视界 ” 
以 内 来 看 物质 才 是 可 能 的 . 观测 到 的 各 向 同性 对 于 视界 
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以 外 的 物质 没有 任何 断言 . 

长 期 以 来 ,人们 认为 订 始 奇 点 是 强加 对 称 性 的 鱼 
A.B S. W. Hawking ® R. Penrose 最 近 提 出 的 -- 些 
定理 指出 ,许多 宇宙 模型 中 都 必然 存在 某 个 初始 奇 点 ， 
而 不 管 对 称 性 ( 见 [A2], 第 八 章 ) .因为 这 个 奇 点 和 结局 
视界 ,来 自 天 空 远 隔 两 点 的 微波 背景 没有 因 困 联系 (BI 
不 具有 重要 的 过 去 零 锥 ) .这 造成 了 使 人 感到 意外 的 事 
情 ,温度 在 各 处 终止 于 同 -- 值 . 暴 张 模型 给 出 这 个 “ 视 
界 问题 "的 一 个 解 . 这 是 超 高 温 (~1023K) 下 物质 和 真 
空 具 有 物理 上 特定 物 态 方程 的 一 个 Friedmann 模型 ， 
在 这 个 机 制 中 预期 有 相 变 ,其 中 真实 真空 表现 为 负 压 环 
M FRE DKA G E. , 相 变 期 间 宇宙 和 视界 指数 式 地 及 
胀 (因此 暴 张 ). 目 前 可 见 字 审 让 是 一 个 相 变 泡 的 很 小 分 
数 , 它 以 一 个 大 边缘 氢 合 于 暴 胀 视界 的 内 部 .还 有 其 他 
长 期 存在 的 问题 ,在 这 个 模型 中 求 得 其 自然 解 .对 于 物 
理 导 引 , MA3]; 对 于 更 严格 的 讨论 , 见 区 4]. 

文献 中 曾经 考 瞄 过 许多 其 他 的 宇宙 模型 ,关于 Bian- 
中 j 类 型 工 一 区 理 型 的 讨论 , 见 [A5], 第 十 一 章 .文献 
[A6] 中 可 以 找到 几乎 所 有 已 知 模型 . 
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[A3] Guth, A. H. and Steinhardt, P. J. , Saentific Ame- 
rican , May (1984), 90—102. 
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余 切 [ cotangent ; koranrenc ] 

三 角 函 数 trigonometrie functions?! 之 一 : 
y = cotanx = wx, 

sinx 

另 一 些 表示 法 是 cotx, cotgx 和 ctgx.， 其 定义 域 是 除去 
横 举 标 为 x=xnfn=0, 土 1，+ 2,…") 的 点 以 外 的 整个 实 
Bh. 余 切 是 无 界 奇 局 期 函数 (周期 为 x). 在 余 切 和 正 
切 之 间 存 在 关系 式 


1 
tanx’ 
A 1] 83 A S Pr 2) F g Al (arocotangent), 10 S 
数 是 


cotan x = 


—1 
sin x` 


{cotan x)】 = 


余 切 的 积分 基 


feotan x dx = In | sinx | + C. 


余 切 的 级 数 展 开 是 


3 
cotan x = l x x 
x 


3 45 

复 自 变量 z 的 余 切 是 亚 纯 函数 , AHR Hzn, 
n=0,+ ], + 了 ，…. K) A Toppxoe 所 
【 补 注 】 亦 见 正切 曲线 (tangent, curve of the); E- 
WE (sine); $ (cine). 张 油 林 FE 


o, UKj] Er 


Cotes 公式 [Cotes formulas ， Koreca hopwuryrms J 

由 被 积 函 数 在 有 限 守 个 等 距 点 处 的 值 近似 计算 定 
积分 的 公式 , 即 具 有 等 距 播 值 点 的 求 积 公式 (quadra- 
ture formula). Cotes 公式 为 


1 
[od = sale! n=l, 2, .... t) 
k=0 n 

诸 数 zt 通称 为 Cotes 系数 (Cotes coefficients) ; 
它们 依据 当 六 xXx) 为 次 数 不 高 于 n 的 多 项 式 时 公式 (=) 
能 精确 成 立 这 样 的 条 件 而 确定 

该 公式 是 民 . Cotes (1722) 8 Hi ÉS, I. Newton 考 
虚 了 它 的 更 一 般 的 形式 ， 见 Newton - Cotes 求 积 公式 
(Newton - Cotes quadrature formula). EC3-3 
[ 补 注 】 Cotes 逝世 后 , [A2j 中 发 表 了 Cotes 公式 .这 些 
公式 在 西方 文献 中 通称 为 Newton - Cotes 公式 (New- 
ton - Cotes formulas). {A1}, [A3], [A4] 中 载 有 关于 它 
们 的 详细 分 析 . 
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echt, 1977. 

[A2] Cotes, R. , Harmonia mensurarum , |1722. Published 
by R. Smith after Cotes: death. 

[A3] Davis, P. J. and Rabinowitz, P. , Methods of nu- 
merica] integration, Acad. Press, 1984. 
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可 数 集 [ countable set; Cuermoe MH0eCrbo ] 
与 自然 数 集 有 具有 相同 基数 的 集合 ， 例 如, 有理数 
RARAN. 


M H Boirexoacmik 所 张 鸿 林 译 


可 数 加 性 集 函 数 『 countably - additive set function ; caer - 
HOANHTHDHAN YH MHOKCCTE ] 

定义 在 集合 M 的 子 集 的 代数 工 上 且 满 足以 下 性 质 
ÉE Kask (set function): 对 y 中 任意 可 数 个 互 不 
相交 的 集合 E, , 使 得 
= Xu), 


x= 
n | UE 
=1 


M. HT，Botivexoterii É FHE 译 


可 数 紧 空间 [countably - compact space ; oernokomnakr- 
HOP [PoOcTbatcTB0 | 

一 个 拓扑 空间 ， 从 其 任 春 可 数 开 硬 盖 中 均 可 选 出 
有 限 子 覆盖 . 
【 补 注 】 


参考 文献 
[AI] Arkhanpel skii, A. V. and Ponomarev, V. L, Fun- 
damentals of general topology: problems and exercises, 
Reidel, 1984 (HARE). À 2S 


M. H. Bomoi fE 


T| É$ Wi rz [5] [countably -normed space ; cueraouopatapo-_ 
Raot DpucTrpascrBo | 
出 相 容 藻 数 {compatible norms ) H * |, U; U e llo 
的 可 数 集 来 定义 其 拓扑 的 局 部 四 空间 ， 这 里 
l * l, 5 1 w l. 相 容 是 措 如 果 序 列 (x = X P z 
两 个 范 数 的 基本 序列 ， 且 按 其 中 … 个 范 数 趋 于 零 ， 那 
笃 它 也 按 另 一 个 范 数 赵 于 零 . ASFA il» H; 可 由 
非 减 范 数 序列 { 即 当 p <9 时 有 | * l|, < H * 1) 来 
RE. HELPP U, ,= {x eX: H x l, <) 
生成 问 样 的 拓扑 ， 可 数 赋 范 空 间 是 可 上 距 的 ， 其 距离 可 
定义 为 
和 le- ii 
RU CEET EEST H 
FERA B| & |= | <1 rP 8 Wi B5 E A 3⁄ B 25 a| E: nT AE 
室 间 的 例子 ， 其 拓扑 取 为 在 该 图 盘 的 任何 闭 玫 集 上 的 
-至 收 伍 拓扑 ,而 范 数 的 集合 为 | x (2) =max, .sin 
|x(z)| 全 体 ， 
$xw 
[1 Temaebana, H. M., Iuno, T. E., [lpoecrpagcrea 
OCHOBHLIX H osos uenea byamt, M. , 1958 {中 译本 : 
M.M. RFR TE AMA, TAR U. EEK 
HAU RARA EE, PFH, 1985). 
B. H. Cooma # 出 笃 中 详 


可 数 零 锥 空间 [countally zero - dgsmensšonal space ; 
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CSEOTHOMODEIOC IYpocrpamcrpo] 
-个 正规 空间 X， 它 能 表示 成 维 数 dim X S0 的 子 
ZEX AH X= LU X, 的 形式 
M. H. Boñuexonoxwa 所 
【 补 注 】 MEX ETERS, MEH yE 3k bk 
等 价 于 它 是 叮 数 维 的 , EI E aJ 3 £ 4 8 ES 85 T = [ij 80 
并 . ARE jE 


Courant - Friedrichs ~ Lewy 条 件 [ Courant - Friedrichs - 
Lewy condition ; Kypasrra - ppeutpaxca - Jiena Yetopme ] 
无 穷 可 微 系数 类 差分 格式 稳定 性 的 必要 条 件 . 设 
QP) ERNIE u (P} 关 于 某 一 个 系数 (特别 , 它 可 以 是 初 
始 条 件 ) 的 依赖 域 ,并 且 设 n,(P) 是 相应 的 差分 方程 解 的 
TË u (P) RRMA. u (PR u (PAGERE, 当 
网 格 步 长 hH ERTER RRE S PN TY 2 E B!) 
依赖 域 : . 
QP) C lim Q,(P). 
ha 


驮 者 文 献 
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physik, Math Ann. , 100 (1928), 32—74. 
[2] Tonno, C. K. , Patenpgmh, B. C. , Pa3aocTERIE CXEMII 
M. ,1973 ( 英 详 本 : Godunov, S. K. and Ryaben' kii, 
V. S5., The theory of difference schemes, North - Hot- 
land, 1964). H. C. Baxmarnom 所 
[ 补 注 】 Courant - Friedrichs - Lewy 条 件 对 于 双 曲 型 
方程 的 显 式 差分 格式 的 收 伍 性 和 稳定 性 来 说 是 本 质 
的 ,参看 [Ai 一 LA， 和 参考 文献 [A2] E [1] 的 英文 译 
x, 
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FPA E 


Courant 数 [Courant number ; Kypaar 1 
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研究 一 维 双 曲 型 偏 微分 方程 (组) 的 莽 分 格式 时 所 
使 用 的 -- 个 术语 .人 概 如 = 必 关 于 时 间 上 的 网 档 步 长 ,和 
是 关于 空间 x 的 网 格 步 长 , 1 是 特征 线 的 最 大 贷 斜 度 ， 
则 差分 格式 的 Courant 数 就 等 于 dih. 
参考 文献 
[1] Tomos, C. K. , Padenbrmi, B, C, , PamoCmbE, (OMH, 
M. ,1973 (PEAR: Godunov, S K. and Ryaben'kii, V 
S. . The theory of differen Scheres, North - Hol- 
land, 1964). H. C. Baxgalon {¥ 
GHE] Courant 数 在 Courant - Friedrichs - Lewy 条 
件 (Courant - Friedrichs - Lewy condition) 中 起 作用 . 
参考 文献 在 该 条 目 中 给 出 . ETF i 


Courant 定理 [Courant theorem ; Kypasra reopewa], Z 
T YT £ 3 Y- E. 38 3-3 kH 6 
WIDE M z 平面 中 的 单 连通 区 域 套 序列 ， 
D,a ED, (D Viki F3E3: T Y: 5 z, 的 核 D. 假定 集合 
D, H — # Jordan 曲线 围 成 ， 则 由 也 ， 到 圆 盘 A= fw: 
(wiel) ERE A (20)=0, (20)>0 KHERI w =f i) 
所 组 成 的 函数 序列 (w =f.(z)) EAKR D, Pa 
TEX w=), 该 函数 把 D, 共 形 映射 成 A 且 满 足 
Jo0=0 f ‘(20) >0. 
EHAR. Courant [1], 是 Carathéodory 定理 
{Carathéodory theorem}) 的 推广 , 
参考 立 献 
[A] Courant, R. , Gott. Nachr. (1914), 101—109. 
[1B] Courant, R., Got. Nachr. (19225, 69-70. 
[2] Mapryurew, A. H. ,Teopas anaynrruqecxux Gym, 
T. 2, M., 1968 { 中 译本 : A 这 SERET., ANAA 
i, 向 等 教育 出 版 社 ，1957) 
E J| Conosenmes JE 
【 补 注 】 关于 “区 域 列 的 核 "的 定义 见 Carathéodory E 
E (Carathéodory theorem), HH 译 


Cousin 问题 [Cousin problems ; Kysewa npođiemmi ] 

HA P. Cousin ([1]) Bi y 4 y — Ek JR ES e M E 
n 维 空 间 C" 中 的 某 些 简单 区 域 解答 了 这 些 问题 . 

第 一 (加 性 ) Cousin 问题 (tirst (additive) Cousin 
problem). @ r =(U, 为 复 流 形 MH- FN, E 
EFTE U WR. ERTU, hihi — T patah f ; 
假设 对 所 有 的 gx， 请 AR ffa tE U = U, YU, 
求 构造 一 通 数 .1 , 它 在 整个 流 形 M 上 是 亚 纯 的 ,并 便 
得 对 所 有 的 e RA 广 广 在 避 。 是 全 纯 的 ,换言之 ,这 
个 问题 是 要 构造 一 具有 局 部 指定 的 报 奇 性 的 整体 亚 续 
函数 . 

定义 在 的 两 两 交集 元 素 U, PHAR 了 ,定义 
Te 的 一 全 纯 1 上 循环 ， 基 对 所 有 &, 8. 》 满足 条 件 


fan + fp = 0 EU, P (1) 
fa tfe fa = 0.8 U, [YU NN Vy 中 , 
一 个 更 一 般 的 问题 ( 称 为 在 上 同调 表述 下 的 第 一 Cousin 


问题 ) 是 下 面 所 述 的 .在 交集 Us 上 给 定 满足 上 循环 条 
件 人 的 全 纯 函 数 S., ERRE U, 中 全 纯 的 函数 六 ,使 


得 对 所 有 的 x, 8 
Jap = hah, (2) 


如 果 万 对 应 于 第 一 Cousin FEE M 8k e hF B: 56 98 h 
存在 ,那么 函数 


f = (th, 在 Us 中 } 


在 整个 好 上 是 确定 的 , 是 亚 纯 的 ， 而且 是 第 一 Cousin 
问题 的 一 个 解 . 反之 , 如 果 了 是 具有 数据 {了 } 的 第 一 
Cousin 问题 的 一 个 解 ,那么 全 纯 函 数 片 .=f 一 了 满足 
(2) .因此 .一 个 特殊 的 第 一 Cousin 问题 是 可 解 的 , 当 且 
仅 当 相应 的 上 循环 是 一 全 纯 上 边缘 ( 即 满足 条 件 
(2)). 

第 一 Cousin 问题 可 表述 为 局 部 形式 . 层 .如 ¿Z 
的 唯一 确定 的 整体 截面 对 应 于 每 一 组 满足 相 和 容 性 条 
FORRU S Ep £ 和 分 别 是 亚 纯 和 全 纯 
ARFER, KOER e ¿2 的 性 何 整体 规 面 都 对 
应 于 某 个 第 一 Cousin 问题 (相应 于 数据 {7 ,1 的 截面 k 
在 点 zeU ,的 秆 是 .x ,2, 中 以 f, ARETE). 
整体 截面 的 映射 gg:TUCA ) 一 TCA /6) 映 .x 上 的 每 
EARRA “2 的 截面 kr 中 , 其 中 x;(z) 是 
AIC P f fE 8 z (zsM) 的 赴 的 类 .于 是 局 郁 化 第 一 


' Cousin 问题 (localized first Cousin problem ) 为 :给 定 


E /2 的 整体 裁 面 x, 要 反对 上 的 一 一 亚 纯 函数 f (Bl 
A 的 一 截面 使 得 o (/)=<. 

关于 第 一 Cousin 问题 的 可 解 性 定理 可 以 看 作 构造 
一 具有 给 定 极点 的 亚 纯 函数 的 Mitag -Lefaer 定 理 
(Mittag -Leffler theorem}) 的 多 维 推 广 ， 这 个 何 题 的 上 
同调 表述 是 . RENAA, 问题 是 可 解 的 (对 任意 
HRHD B B M H , c= 的 具有 全 纯 系 
数 的 Cech 上 同调 是 平凡 的 ). 

M LERE — Cousin 问题 可 解 当 且 仅 当 wu a 
的 相应 的 截面 属于 映射 p 的 象 . M 上 任意 的 第 一 Cou: 
sin PI 题 可 解 当 瑟 仅 当 p 是 满 射 的 .在 尾 一 复 流 形 M 
有 正 合 序列 


Ta) S TKH 0) HM. 0). 


如 果 MBRAME z 内 的 Čeh E | 8 8 FLR H: 
(M, 2)=0), 那么 中 是 满 射 的 并 且 对 M Bü t— W 2 
£, H'(z ,)=0. REWE H'(M, e)=0, 任何 第 
— Cousin 问题 在 好 上 可 解 (在 经 典 的 ,上 闻 调 的 和 局 


部 的 形式 下 ). 特别 在 所 有 全 纯 域 和 Stein 流 形 上 ， 问 
ES ú] W ( p: Stein 流 形 (Stein manifold)) ,如果 DD €C’. 
那么 第 一 Cousin 问题 在 D PRANS D k — £ 
bhi. 一 个 不 可 解 的 第 一 Cousin 了 问题 的 例子 是 : M = 
CA (0), U =: #0}, a=1, 2, £= (zY. f,=0. 

第 二 (së FE) Cousin 问题 (second (multiplicative) 
Cousin problem)， 给 定 复 流 形 M HAX 2 = (UQ 
以 及 在 每 一 U, PA- EAKR S, EAU BJ hi — #Yr 
支 土 人 丢 0， 人 假设 对 所 有 的 e, PERS afg 在 U,s 
中 全 纯 且 无 处 为 零 ( 相 容 性 条 件 (compatibility ndi- 
tion). ERA A M 上 的 一 亚 纯 函数 了 使 得 函数 yf 
对 所 有 = 在 也 中 全 纯 并 且 无 处 为 零 ， 

第 二 Cousin 问题 的 上 同调 表述 如 下 所 述 , ARA 
m DEE: Ja EELE U, 中 全 纯 且 无 处 为 零 ， 并 
且 形 成 一 积 性 1 EF, E 


Joelia = 1 ,在 Usg 中 ， 
fafa da = 1 AU (Y Ua (YU, th, 


要 求 抄 一 列 函 数 眼 ,在 U Peme, 使 得 对 
所 有 的 z, B# Ug Y SfaThh WRES g 
应 于 第 二 Cousin 问题 的 数据 以 及 记 要 求 的 ,存在 , 那 
ARA 三 {fh, 在 U, 中 } 在 整个 M ERAEN, EE 
纯 的 ,而 且 是 给 定 第 二 Cousin 问题 的 一 个 解 ， 上 反之 ,如 
果 一 特殊 的 第 二 Cousin 问题 是 可 解 的 ， 那 么 相应 的 上 
循环 是 一 全 纯 上 边缘 ， 

局 部 化 第 二 Cousin 问题 (localized second Cousin 
problem). E` `, 的 唯一 确定 的 整体 截面 对 应 于 
第 二 Cousin 问题 的 每 一 组 数据 (U. f I (类 似 于 第 一 
Cousin 和 问题 ) ,其 中 e = £ N (01 (0 是 零 截面 ) 是 亚 
纯 函 数 的 十 的 积 性 层 , 而 2 是 2; ÚV 3 kE EL, 使 
# > IJ p —3E :是 由 在 z 不 为 替 的 全 纯 函 数 的 芽 组 
成 的 . 整 悚 截面 的 映射 

UASO) 
将 亚 纯 函数 了 映射 到 层 .x “je ”的 一 截面 kj ,其 中 ky(2) 
kR. ii2' 中 f 在 z{ze 妇 ) 的 芽 的 类 .局 部 第 二 Cousin 
问题 是 : 给 定 层 .x# “12 ”的 整体 截面 Q. ERMER 
亚 纯 函数 了 它 在 M By R ( 即 .4 “的 一 整体 截面 ) 上 
f = 0, EE pK. 

M` QO 的 截面 唯一 地 对 应 于 除 子 (divisor), 所以 
£ 2 = g 称 为 除 子 的 芽 层 {sheaf of germs of divi- 
som)、 一 复 流 形 厅 上 的 除 子 是 一 形式 局 部 有 限 和 Y k. 
A, 其 中 天 是 整数 而 名 是 纯 余 维 数 为 ] 的 M 的 解析 
FR. SEMER S 相对 应 的 是 这 样 的 除 子 ， 它 
的 项 是 了 的 带 有 各 自重 数 , 的 零点 集 和 极点 集 的 不 可 
约 分 支 , 这 里 直 点 的 重 数 看 成 是 正 的 而 极点 的 重 数 看 成 


COUSIN PROBLEMS #73 


是 负 的 . EH yti- ASERTU ER 
除了 于 称 为 真 除 子 (proper divisors)， 用 除 子 表述 的 第 
二 Cousin 问题 是 : 给 定 流 形 M 上 的 -- 除 上 上 4, 要 构造 
M 上 的 一 亚 纯 函数 /使 得 A= D. 

关于 第 二 Cousin 问题 的 可 解 性 的 定理 本 以 看 作 构 
造 -- 具 有 给 定 获 点 和 极点 的 亚 纯 函数 的 Weierstrass 定 
理 在 和 多维 的 所 广 . 象 第 一 Cousin 问题 的 情形 一 样 , IT 
何 第 二 Cousin 问题 在 上 同调 形式 下 可 解 的 充分 必要 条 
tE HM ,2 )=0. 可 惜 的 是 层 2' A S£ 30. H 
这 个 条 件 不 很 有 效 ， 有 人 试图 用 取 对 数 的 方法 将 给 定 
的 第 二 Cousin 问题 化 为 第 一 Cousin 问题 ,但 遇 到 一 个 
形式 为 -- 整 2 上 循环 的 障碍 ,并 月 得 到 一 个 正 合 序列 


H!(M, @)— H'(M, 0°) Í HYM, Z), 


其 中 也是 整数 常 层 ,因此 ,如 时 HM , =H M, Z.y=0. 
那么 在 时 上 的 皇 何 第 二 Cousin 问题 是 可 解 的 ， 并 月 任 
何 除 子 是 真 的 ， 如果 A k — Stein 流 形 : 那 么 x 基 一 回 
H: 因此 在 Stein 流 形 M FAO kf HM ,Z)=0 
第 二 Cousin 问题 在 土 同调 形式 下 可 解 的 充分 必 旧 条 
件 . 复合 映射 c=xe 硼 


ñ o 
N2 )— H (M, 0') > HAM. Z) 


映 每 一 除 子 A SEE H (M, Z) ËJ — Jü E c (A), CHE 
所 调 A 89) BR (38 Er) 238 (Cher class) ， 对 应 于 除 子 和 的 
特殊 第 二 Cousin 问题 对 H' (M ,21= 人 0 可 解 的 充分 
必要 条 件 是 和 的 陈 类 是 平凡 的 : c(A)=0. 在 Stein 流 

上 ， 映射 c 是 满 射 的 ; 而 且 对 具有 正 重 数 大 的 革除 
FA. HM, Z) 中 的 每 一 元 素 可 以 表 为 c(A) 的 形式 . 
因此 在 Stein H M 上 解 第 二 Cousin J ny Bk si sc 
全 由 和 群 呈 04 ,了 Z) 描 述 . 

例 D M=C°N 1 一 2 |z,| =1); $ — Cousin fn] 
题 是 不 可 解 的 ; 第 二 Cousin 问题 是 木 可 解 的 ， 例 如 对 
其 有 重 数 1 HRF A=M 门 {2 =z, , afet} 

2) M=Í|2 +zi+zi—1| <l}cO, AE M fü RA 
数 1 的 平面 z,=iz, 的 交集 的 - -个 分 支 ,第 一 Cousin 问 
题 是 不 可 解 的 (M 是 一 全 纯 域 ,第 一 Cousin 问题 是 可 解 
的 ) ， 

3) 第 一 和 第 二 Cousin 问题 在 区 域 D=D, x 
xDD,cC" 是 可 解 的 , 其 中 D, 是 平面 区 域 , 自 所 有 D, (可 
能 有 一 个 除外 ) 都 是 连通 的 , 
参考 文献 

[I] Cousin, P., Sur les fonctiong de n variables, Acta 

Math. , 19 (1895), 1—62. 

[2] aar, B. B., BBeneHue B FOMIMECHL aHAIH3, 2 HM., 
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[3] Gunning, R. C. and Rossi, H. , Analytic functions of 

several complex variables, Prentice - Hall, 1965. 
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[ 补 注 】 Cousin 疝 题 与 Poincarë 问题 (Poincare prob- 
lem 给 定 在 -- 复 流 形 六 上 的 整体 亚 纯 两 数 , 它 是 否 为 
两 全 纯 函 数 的 商 , 使 得 它们 的 芽 对 所 有 xe 是 互 素 
HDAX 并且 与 更 多 代数 的 H. Cartan 和 J.-P 
Serre 的 定理 A 5A B AŚ, A [A1], [A2], [A3]. 
参考 文献 
]AY1 Cazacu, C.A. , Theorie der Funktionen mehreren ko- 
mpiexer Veränderlicher, Birkhäuser, 1975( 译 自 同文 ). 
[42] Grauert, J and Remmert, R., Theory of Stein spas, 
Springer, 1979 (# AWK ). 
[A3] Hörmander, L. , An introduction to complex analysis 
in several variables, Noth - Holand, 1973. 
TA4] Krantz, S. G. , Function theory of several compex 
variables, Wiley, 1982. Chapt. 6. 
[AS] Range, R. M. , Holomorphic functions and integral 
representations in several çomplex variables, Springer, 
1986. Chap. 6. apiti 译 


协 方 差 【covarianee ; Kymapurasmaq | 

两 随机 变量 的 联 会 分 布 的 数字 特征 ,等 于 这 两 随机 
变量 与 其 数学 期 望 之 差 的 积 的 数学 期 望 ， 协 方差 对 具 
有 有 限 方 差 的 随机 变量 X 和 X, E Š B iu o (X, 
X) W, 


cov( Xi, X2) = E[(X, 


W 而 ov O, X) = v (X, X); OOY X, X)= DX = 
var(X). HEEREMA MWER AHD EA: 


DX, +X} = DX, +DX,+21cov(X,, X.). 


-EX XX: EX), 


若 蕊 ,各 为 独立 随机 变量 , 则 cov (X,, X.)=0. 协 方差 
给 予 随机 变量 的 相依 性 一 个 刻画 ;相关 系数 {correlation 
coefficient) 通 过 协 方 差 去 定 凡 ， 为 在 统计 土 佑 计 协 方 
善 ,人 们 人 司 用 样本 协 方差 , 它 由 公式 


XAP — X) 


计算 . 这 里 (X XN (i=1, n) 是 独立 随机 变量 ,而 
X f X, 是 其 算术 平均 ， A. B. TTpoxopos ## 
[INE 在 西方 文献 中 , 代 关 DOO, ASAR 
var(X) 来 表示 方差 ， BA F 


hA [covariance analysis ; paapearholepm anam] 

数理 统计 学 中 的 一 些 方 法 的 汇集 . QW E rik 9 Ë 
到 下 述 模 型 的 分 析 : 某 随机 变量 了 的 均值 依赖 于 一 组 非 
数量 因子 F, 同 时 也 依赖 于 一 组 数量 因子 x. 变量 x 称 
为 相对 于 了 的 相伴 变量 (concomitant variables). H 
+ F E $ —IBSEEE BÑ AK Pk, Y A x 的 观察 售 即 在 这 组 条 
件 下 获得 这 组 条 件 用 所 谓 措 示 变量 Gndicator varia- 


bles) 来 描述 , 相伴 变量 和 指示 变量 可 以 是 随机 的 ,也 
可 以 是 非 随机 的 (在 试 验 中 受 控 的 ) . 若 了 为 随机 向 其 ， 
则 上 述 就 成 为 多 无 协 方 差分 析 ， 

协 方差 分 析 中 的 基本 理论 和 应 用 问题 ,与 钱 社 寞 型 
AR. MW. 车 所 分 析 的 模型 包含 4 个 观察 值 了 ,…, Y. 


及 请 个 相伴 变量 和 上 种 类 型 的 试验 条 件 . 则 相应 的 协 


方差 分 析 的 线性 模型 由 方程 
y, = SLO EBEDE 四 

| i=l, , n 
KEX. 这 里 , 若 在 观察 了 时 用 了 第 了 种 试验 条 件 , 则 


指示 变量 让 等 于 1, 否 则 为 0. 系 数 外 度量 了 第 j 种 条 
FHER. PEER Y 时 相伴 变量 x 包 所 取 之 值 
(i=1,",n;s=1,-, p); (FE) 是 相应 的 对 x 中 的 回归 
系数 值 ,一 般 来 说 它 依赖 于 试验 条 件 的 具体 组 合 , 即 依 
CT ESH) 35 全) 是 具有 零 均 值 的 随机 误差 . 
协 方差 分 析 的 主要 内 容 , 是 为 未 知 参 数 0. EE B, 
构造 统计 佑 计 基 ,以 及 为 检验 有 关 这 些 参 数值 的 种 种 假 
设 的 统计 准则 , 

如 果 在 模型 (*) 中 事先 假定 8 = ` =B5,= 0, WB E 
`T RE $r fr (dispersion analysis) 的 模型 ;如 果 在 模 
型 (入 中 排除 非 数 量 因子 的 影响 (2 而 =… 一 条 =0)， 则 
得 到 一 个 回归 分 析 {regression analysis) #8, “Hy Æ 
分 析 " 这 个 术语 所 指 的 是 这 样 一 个 事实 :在 这 一 分 析 所 
巷 及 的 计算 中 ,人 们 用 到 了 和 天 的 协 方差 的 分 解 . 正如 
在 散布 分 析 中 对 了 的 离 差 平方 和 进行 分 解 那样 . 
参考 文献 

[1] Scheffé, H., The analysis of varianœ, Wiley, 1959. 

[2] Kendall, M. G. and Stuart, A., The advanced theory 
of statistics. Design and analysis, and time series, 3, 
Griffin, 1983. 

[3] Biometrics, 13 (1957), 3, Special iasue devoted to the 
analysis of covariance . C. A. Aug PE 


【[ 补 注 】 相伴 变量 也 称 为 共 变量 {covariants} mi ATI 
更 常用 方 差 分 析 (analysis of variance) -HERRE 
差分 析 . 陈 希 需 译 


协 方差 阵 [ covariance matrix ; wopapsaunmestaq Marpana) 

若干 个 随机 变量 ,成 对 取 其 协 方 莽 ,所 构 威 的 移 
B. 更 确切 地 ,天 维 向 量 XSA X) 00 h r 22 E SY 
阵 E =E[(X-EX)(X- EXY], 这 里 EX=(EX,…, EX) 
是 均值 向 量 ， 协 方差 阵 的 分 量 是 

o, = E[(X —EX,X X, —EXY = cov(X,, X), 

ij = 1,...,k, 

而 当 i=j 时 , 它 与 DX (=vat (X) WA (H xy Et 


于 主 对 角 线 上 1 . HIERE- -个 对 称 半 平 定 陈 , 若 协 方 
养 阵 为 正定 的 , 则 六 的 分 布 为 非 退 化 的 ; 否则 为 退化 
的 . IRESE SEMI. HA 22 BE ih E: A, E bir Bi HL 2 8 
的 方差 . 如 果 随 机 变量 X... X BJ b 2 w e 1. 则 X— 
(X. X.) BJ Hk y E BE 1; RE 3 B£ (correlation matrix) 
相同 . 

样本 XD... X01 的 样本 所 方差 阵 , 由 方差 和 协 方差 
的 估计 量 格 成 : 


1 
n~] 


ç = S xm- Yx — Y), 
m=! 


这 里 天 or sioe, n h u 812 6 B5 kB E, Bi 
X E KUAYERE. 如果 XU... Y R lb 
具 协 方差 阵 x 69 £ Su Ord. WL Sím- R X 039 


最 大 似 然 知 计 量 ; 在 这 一 场合 ,第 阵 (n—1)S 各 元 的 联 
请 分 布 称 为 Wishmt 分 布 (Wishart distribution). ÉE E: 
名 元 统计 分 析 中 的 基本 分 布 之 ,借助 十 它 可 检验 有 美 
Poh EW y 的 假设 . A. B. TIpoxopos E BAM 译 


解数 的 协 方差 covariance of the number of solutions : 
KOBApHANHNS vaca peueami | 
EE (dispersion method} 中 为 了 比较 方程 


n 二 各 十 再 > (1) 
& 

n = ytDr (2) 
的 解数 而 引 人 的 一 个 慨 念 ,其 中 中 和 峭 属 于 某 个 正 整数 
序列 , DERE 

(D) = [Di, D +D] 
上 的 一 组 给 定 的 整数 上 取 值 ,而 tv 在 区 间 
0) = [rn r + pa] 
上 的 组 整数 上 取信， 令 
Uim = ZI UQ) Zl 
epi a: 


WOS (DERRE ZAE 


. ， 
v= 3 [X> x]. 
D AD) 
其 中 
D= ZuGm-D y, X; = DUn- D v) 
refr} rele 


利用 H. M. Bo pay 2: J — E A h 36.38 0. B A nf 
LIER D BJ k 31 RARD ir Pr 8 ËJ D RAL i 
只 会 增 大 离 差 , 故 有 
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r. = r = Ft, 
其 中 


l! 


V, > ©, y. 


L) 


n= 之 (2), y, 


belD! 


F; 一 > (2, 2): 
De(D) 
这 里 
> = 2 U (n-D:, 


veir} 


> = > Un — Dr). 
Fr [中 
与 概率 论 中 的 概念 相似 , 万 称 为 方程 (1) 与 (2) 的 解数 
的 协 方 差 【eovarianee of the number of solutions}. 
对 所 .万 及 协 方差 V, ERAGE HRA, SEV 
对 来 说 比较 小 ,这 一 点 在 考虑 导 出 方程 {和 1} 和 (的 加 性 
问题 时 圣 关 重要 ， 
参考 文献 
11] Jima, K) B., JACUCDCHOHHRER MTOA a GmapHbm 
AJUIHTERHDIX adamax, JMT, , 1961 (E: Link. Yu. 
V., The dispersion method m binary additive problems, 
Amer. Math. Soc. , 1963). E. M. Epemun 所 
【 补 注 】 亦 见 加 法 (cirde method). 
We 详 WEOE Re 


共 变 变换 [covariant ; koaapuaarr | , 亦 称 共 变 或 共 变 式 有 
Fg) £ E a] 上 的 张 量 上 的 

从 下 上 由 - :类 固定 型 的 张 量 构成 的 空间 了 到 VL 
的 共 变 张 晤 室 间 5 ARRE pl =g (p(t 的 映射 e, 
HE g 是 了 上 的 任意 非 奇 异 线性 变 摘 且 上 e 字 是 任意 的 . 
这 是 关于 MAHR GL ) 的 张 量 共 变 秋 换 的 定义 . 如 
Rg PEIER MA FE -ERTI GOE GL(F ), m 
得 到 相应 于 GHEREA GES. 简称 为 G 的 共 
ER. 

用 坐标 的 语 才 来 说 ,有 限 维 向 量 空 间 上 的 张 量 的 此 
FERE- - 族 关于 张 量 1 的 分 量 的 霄 数 


s = @,(0.,....,) i=l,....m 


的 案 合 , 它 具 有 性 质 : 当 数 集 1,,… ,在 非 奇 异 的 线性 
变换 9EC 的 作用 个 发 生 恋 化 时 , 数 娄 5.…, 5 fB V 
上 的 共 恋 张 最 5 在 空 换 g 下 的 变化 而 改变 . HA 
方式 串 以 定居 《此 时 考虑 的 不 是 单个 张 晶 +1 而 是 张 最 的 
用 反 变 条 件 代替 张 量 s 的 共 变 性 . 则 可 得 到 反 变 变换 或 
ME (contravariant) 的 概念 . 

共 变 容 换 的 概念 源 于 经 典 的 不 变量 理论 , 它 基 相伴 变 
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JS (com itant) Aa B) EARE. 任意 张 量 的 分 量 可 以 看 
作 足 对 应 于 一 些 反 变 向 量 和 共 变 向 量 ( 即 下 及 其 对 偶 p ° 
的 向 量 ,参见 条 目 向 量 空间 上 的 张 量 (tensor on a vector 
spaoey 中 的 “对 应 于 张 量 的 型 "1 特定 型 的 系数 , 设 型 f 
以 这 种 方式 对 应 于 张 最 1 型 产 对 应 于 它 的 共 蛮 变换 s. 

这 时 鼎 只 是 皮 变 辐 量 的 型 ， 在 经 典 的 不 密 量 理论 中 ， 

上 称 为 邱 的 共 蛮 变换 、 特 别 经 常 考虑 的 情形 是 户 为 单个 
KERRE. 这 种 型 的 次 数 称 为 共 变 变 换 的 阶 (order 


of the covariant). 


ree of the covariant). 

例 . 设 y= aa x" 
xX'，…, xXx" 其 一 个 反 变 向 量 的 分 量 . mb f ap F -个 价 
为 + 的 具有 分 量 a,, .的 对 称 其 谈 张 量 1. uk 


| (Br 0x!əx" 
(rly z ze | 
dx" Ox! (Bx" 


这 时 名 的 系数 都 是 某 个 共 变 张 量 s 的 分 量 . TER s R 
E h) SKE (( sk 3 f yB) Ep app ti h BOM f ñ) Hesse 
式 (Hessian). 
PEL 
[I] Fypeam, P. B. , 
phantom, M. - Jl, 


Hoas Teopmn arreGpaHueCKHx MAHBA- 
1948 (ËA: Gurevich. G. B., 
Foundations of the theory of algebraic invariants, 

Noordhoff , 1964). 


共 变 导数 【cmariant derivative ; kopapkam Hag (rmousmr 
man ] 

导数 概念 在 流 形 上 不 同 儿 何 对 象 的 范围 内 的 推 
广 ,这 些 几 何 对 象 是 向 量 , 张 量 , ELY., CEATH 
秆 上 向 量 场 灭 定 尽 的 ,作用 在 具有 给 定 指 标 类 型 的 张 
NE TMM AREAREN T Vr. 并 满足 干 烈性 
M: 

D V yT U=f V,U+gVyU, 


D Vy (fU)=fV,U+ (NU, 


这 里 Ue T'(M), f lg EM LIURE. AA HRT, 这 
个 映射 被 半 几 地 娅 拓 到 张 其 场 人 代数, 此 类 ,对 在 不 同 指 


标 类 型 的 张 量 U, 了 上 的 作用 还 要 求 成 立 : 
V y(U@V) = yU@V+UGQS S V, 


这 里 为 表示 张 量 积 .于 是 ,wx 是 张 量 场 代数 上 的 … 个 导 子 ， 


( 见 环 中 的 导 子 (derivation in a ringD); 它 具有 和 和 张 量 


Xx" 是 次 数 为 + 的 型 , 其 中 - 


B. JI. Tonos # HE 译 : 


的 缩 并 运算 ( 见 张 量 的 缩 并 (contraction of a tensor)), 
张 量 的 斜 对 称 化 运算 ( 抑 交 鳞 (alternation)) 以 及 张 量 
的 对 称 化 运算 ( 见 对 称 化 ( 张 量 的 ) (symmetrization 
{of tensors)) 可 交换 的 性 质 ， 

Wx (对 向 量 场 ) 的 性 质 1) 和 2) 人 允许 在 上 引 人 和 - 
个 线性 联络 (以 及 对 应 的 平行 移动 ) ,根据 它们 , 可 以 给 
出 共 变 导数 的 局 部 定义 ,这 个 共 变 导数 延 拓 到 整个 流 形 
上 时 与 上 面 定 义 的 算 子 9 一 致 ; 也 见 共 变 微 分 法 (cov- 
ariant differentiation}. H X Comon 所 
[【 补 注 】 共 变 导 数 和 共 变 微分 法 之 间 设 有 过 少 区 别 ， 
两 者 按 相 同 的 意义 使 用 . AFE 译 


HEM [ covariant differential ; Kopaprmusrusri ma 中 e- 
Peamaar ] 

微分 概念 在 不 同 几 何 对 象 范 国内 的 推广 它 是 流 
形 上 取 值 半 张 县 场 UU 的 模 的 一 个 张 量 1 形式 DU, 由 下 
HEX 


(DUXX) = VU, 


这 里 WxU 是 场 U W X BJ 3jk3E Se (covariant deriva- 
tive), 有 具体 细节 见 共 变 微 分 法 (covariant differentia- 
tion). H X Caómros # WH HE 


共 变 微分 法 [ covariant differentiation ; xomapHanruoe 
nwbþepemmporanne |, #Ë 对 微分 法 {absolute differentia- 
tion). 

PER, Ë LL AF30) A RAE E B Jin a 
场 ， 如 向 基 ， 张 量 ， 形 式 等 等 定义 它们 的 导数 和 微 
分 , 共 变 微分 法 理论 的 基本 摄 念 是 在 19 世纪 末 G. Ric 
的 论文 中 给 出 的 (那里 称 为 绝对 微分 学 ), 而 它们 的 最 完 
整 的 形式 则 是 在 1901 FARA T. Levi -Civita 的 合作 论 
文中 给 出 的 (W. [1]). 起 坷 , 共 变 微 分 法 理论 是 在 
Riemann 流 形 上 构造 的 , 主要 是 想 用 来 研究 微分 形式 
的 不 变量 ,后 来 表明 共 恋 微分 法 的 定 愉 和 性 质 按 一 种 自然 
的 方式 与 以 后 引入 的 流 形 上 联络 (connection1 和 平行 
稿 动 (parallel displacement) 的 概念 有 关 , 现在 , 共 变 微 
分 法 理论 是 在 联络 理论 的 总 框架 中 展开 的 ,作为 张 最 分 
析 的 一 个 工具 , 共 变 微分 潜 广 泛 地 使 用 在 理论 物理 ， 特 
别 是 广义 相对 论 之 中 . 

BL fE n AHE MEAE- THREES 
有 关 的 向 量 的 平行 移动 ， 更 一 般 地 ， 张 量 的 平行 称 
动 , 设 天 是 一 个 光 请 向 量 场 ,万 关 0，p e M, U 是 一 个 
PDR MrKAT s AREARE RA Upe 
MIR X {关于 给 定 联 络 ) 的 共 变 导数 (covariant deri- 
vative) 星 指 ( 同 为 {r , s} 型 的 )} 张 量 


(V U, = lim Bii Sol U 


这 里 x 从 是 具有 初始 条 件 x{0)=p 的 向 量 场 入 的 积分 曲 
线 y ERDA, U, A U. AE U # p Aü x (t) BJ J Sg 
(W). ç UE U. E Yy MA x() 5] p BJ P ITE 55 Bi 
结果 .因此 ,在 张 量 场 吕 沿 向 景 场 苞 的 共 变 导数 的 定 N 
背后 的 基本 起 法 是 :由 于 U, 和 以， 之 间 没有 自然 的 关 
系 , 这 是 因为 它们 属于 M L oku A A [a] P Zt 3k. BI E fil 
在 并 的 不 同 的 切 空 间 TMA T MELE k AZ i T'' 
之 中 ;于 是 就 用 U e T'(TM)5 Ume TAa MR y F 
行 移动 到 TTM) 的 象 之 疗 的 差 作 为 UU 的 " 增 景 "; 然后 
按 遂 常 方 式 取 这 个 “ 增 量 " 对 自 变 量 1 的 增 量 之 比 的 极 
限 .特别 是 ,如 果 对 p 附近 的 点 x(t), SU R sk E U, WY 
Vx 平行 移动 得 到 的 ,那么 (WV 中 ,= 0, 因而 ,一 般 地 ,在 
P 沿 多 的 共 变 导数 确定 了 UU 和 U, WY 7 平行 移动 而 得 
的 结果 之 差 洪 3% 的 切 始 速率 . 对 无 指标 的 张 量 场 , 即 对 
METRAR. 中 的 函数 f. 
(py = üp AD 


这 就 推出 (Yx 亡 ,与 / 沿 向 量 PAX /是 恒 等 的 . 当 
X,=Ü FF. HRE Y. STIL] WL y U A (Vx t) =0. 
引信 了 共 变 导数 ,就 能 够 将 - -个 张 量 场 女 沿 一 条 
光 沸 有 曲线 y (t) 89 共 变 撤 分 (covariant differential) DU 
ENA 
(DUn = [Vut] p 


它 可 以 看 成 点 沿 y Sp S — T 3 J SE: qy=y(0)dt t 
(EEEE) UH WE REER, 
知道 了 (x, DANKE U 8 — i pe M WS -个 
向 量 场 大 的 v yU AEUR A: DATAA DU, 
作为 取 值 于 模 THM RKE 1 形式 ,在 号 的 向 量 | 由 
公式 (了 PLD (WVU EXN DHEK VU, WE SN 
(z, 5 十 1) 型 的 张 量 场 , 它 规范 地 对 应 于 形式 .DU 并 按 公 


作用 在 1 形式 ww 和 拘 量 关上 .就 共 变 微分 来 说 ,通常 指 
的 不 是 1 形式 DU 本 身 ,而 是 它 在 向 量 六 的 值 , 按 这 种 
解释 , {DU} 五 也 转变 成 一 个 (r, 5} 型 的 张 量 场 , 特别 是 它 
在 p=y(0} 和 大 =}》 时 的 值 就 和 上 面 引 入 的 沿 曲 线 y() 的 


共 变 微分 (DU 四 ,wy 相 同 . 共 变 导数 VU 有 时 称 为 张 量 U ` 


的 梯度 (gradient of a tensor)} 或 导数 , 共 变 微分 . 

“如果 x 是 局 部 坐标 ,e,=O/6x'|, 表示 对 应 的 向 量 声 
空间 的 基 ,e: 表示 1 形式 空间 的 对 偶 基 ,XY 和 ;是 向 
量 和 张 量 场 关于 这 些 基 的 坐标 , p E EWE M ESA 
的 优 射 联络 的 系数 ( 见 钱 性 联结 (linear oonnection), 
那么 用 只 Us YRU! “表示 张 是 场 JU 的 分 量 , 就 得 到 


FERREA (作为 例子 ,选取 +=2,，s=1): 
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(v ]|U = 
QU an m 
= ETRU Ti 0 Ty |X = 
= V, UY" X*; 


(DU, y: = V Ut dxt, 
dx* = tdt, wt) = {xt (t) 
DU = {U're, Qe, Qe je*, 

VU = Uite Qe, Qe Q ek, 


y U = (DUXX) 
= Up X'e Qe, Qe = C)(Ç U @ X), 


这 里 Ci 是 关于 第 3 个 反 变 指标 和 第 2 4 3t3F4838 65 38 
HEA (NKE contraction of a tensor)). 

如 果 邮 是 仿 射 空间 ,x' 是 仿 射 坐 标 , BB 2 (VY U), E 
张 量 场 U 沿 向 其 声 于 的 普通 导数 , (AU, E U fE ph 
X FERTA DU) Æ U W i £ ?的 普通 微 
分 .因此 , 共 变 导数 表现 为 普通 微分 法 的 推广 ,我 们 熟知 
的 一 阶 偏 导 数 和 偏 微 分 之 间 的 关系 仍然 有 效 . 

共 变 微分 法 的 价值 是 为 研究 和 描述 几何 对 象 的 性 
质 和 不 变形 式 的 运算 ,提供 了 方便 的 分 析 工 具 , 例 如, 张 
量 UU 沿 曲线 为 平行 移动 的 条 件 可 用 方程 叶 U=0 给 
出 , 测 地 线 y 的 方程 写成 形式 Wj=0, 一 和 阶 共 变 导数 方 
程 组 的 可 积 条 件 化 成 甘于 交错 养 V VU VVU 
程 ; 流 形 上 和 其 上 入 的 形式 的 外 微分 也 可 用 共 变 微分 法 
表达 ;还 有 其 狗 的 例子 . 

APET FR HE E A t H pyu S= 
VETU - 般 说 来 , 用 这 种 方法 得 到 的 张 量 V"U 关于 
最 后 的 共 变 指标 不 是 对 称 的 ; 河 不 同 的 向 量 场 的 高 阶 共 
变 导 数 也 与 微分 的 次 序 有 关 .- 高 阶 共 变 导数 的 交错 差 是 
H MEKA (curvature tensor) R u 15883 38 (torsion 
tensor} Sy 表达 的 ,它们 共同 刻画 了 流 形 M 和 仿 射 空间 
之 癌 的 差异 . 例如 ， 


Va V, U, 


` x ia — 
Ch -VVU - H = 


r 
一 > 1 po wan " 
= RA ha Pii i 


$ 
T È Rins U, l ein Ji 一 SS Wk U. G , 


h 


(Rici 恒等式 ); 
VrvrU $ UV U t = 
= RA U Pass b _ 
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了 


T È RiU a Mikr dr XY X" + 


+Vix. U, ， 


r 
REX, F] EXA Y WH uE f. Wi 


-pn ð 
Riu = rw 3x! Tyt Farh -Th 


Si = C~ Ty. 


共 变 微分 法 的 定义 在 更 一 般 的 情形 仍然 有 效 ,这 时 
替代 具有 仿 射 联络 的 张 量 处 的 截面 坟 而 考虑 伴随 于 其 
+ * #F 8 ÀÀ (principal fibre bundle) 的 具有 联络 
(connection) 丁 和 结构 群 G 的 任意 ( 实 或 香 的 ) 向量 从 
(vector bundle) 的 一 个 截面 p, 这 里 G fB FERRE 
阵 群 的 表示 作用 在 纤维 上 .对 于 从 不 一 定 是 向 量 从 的 更 
一 般 情 形 , 共 变 微分 法 也 有 定义 ,这 些 定义 的 共同 之 处 
([9]) 在 于 对 象 的 平行 移动 的 解析 表达 式 , 或 者 说 在 于 用 
要 求 一 个 截 曾 的 共 变 微分 等 于 零 来 定义 该 截面 基 平 
行 的 条 件 .对 无 限 锥 流 形 也 有 类 似 的 处 理 ， 
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H X Camrose EE 
【 补 注 】 {r,s+ 直 型 张 量 场 VU 更 经 常 使 用 的 名 称 是 
“ 共 变 微分 (不 是 像 上 面条 目 申 那样 用 * 共 变 导 数 "); 也 
就 是 说 , DU 和 VU 多 少 是 看 作 相 同 的 ， 


L z E 


共 变 张 量 [covariant tensor; KonapsandTunai Teasop ] , 价 
s= l 的 


(0, sE E, A K EESE E HEZA E 


H s EKER T. (E)=E O GO EF 的 元 素 . 空间 
T, (E) 本身 关 于 同 价 的 共 变 张 量 的 加 法 及 它们 关于 数量 
乘法 构成 扩 上 的 向 量 空间 . R E RARER, eoe, 
e, 其 五 的 基 旦 e，…， e" ERR FERE KHE. 这 
时 dim T (ES HE me G GO en 的 全 体 张 量 的 


集合 构成 T(E) 的 一 组 基 , 这 里 1&i,…, En. 


任意 共 变 张 量 可 以 表示 成 形式 1=t，,e"@@ Oen 
诸 数 1 称 为 共 变 张 量 关于 E 的 基 e --, e, 的 坐标 
RTR. AE 的 基 按 公式 e =are TEE T. (E) 的 基 
也 作 相 应 改变 的 情况 下 , 共 变 张 量 :的 分 量 按 所 谓 的 共 
变 律 


旭 果 s=1, 则 称 进 共 变 张 量 为 共 变 向 量 (coovariant 
,vector); 当空 2 时 , 共 变 张 莉 接 一- 定 的 方式 对 应 于 一 个 
从 直 积 =E x… x E (s 次 )} 到 点 内 的 s 重 线性 映 
射 , 它 把 共 变 张 量 ! 关于 基 e, e 的 分 量 取 为 * 重 
线性 映射 了 在 E' 中 基 向 量 (e,,…, e) 处 的 值 ,反之 亦 
然 ; 基于 此 , 共 变 张 重 有 时 又 定 久 为 下 :上 的 多 重 线性 泛 
函 . 
参考 文献 见 共 变 向 量 (covariant vector). 
H. X. Camos E #AE E 


HEH [covariant vector ; kopapumrrursi permop ] 

n 维 向 量 空 间 E 的 对 偶 空 间 E" 的 元 素 , 即 上 的 
线性 泛 函 (线性 型 )， EAFA, Ep, ECER 
为 反 变 向 是 (oontravariant vector). 在 张 量 结 构 的 一 
般 概 型 中 , 共 变 向 量 等 局 于 愉 为 1 的 共 变 张 量 . 

MERETHE T EA E eR e, 
"g É e', e", PIRE (e'e) a REOR 5i 是 
Kronecker 符号 (Kronecker Symbol)), 则 共 变 向 量 的 坐 
标 表 示 特 别 简单 ;此 时 任 一 共 变 向 量 we E“ 可 以 表 成 
ER ofe GMIA n RMATA ERE ot 
EE e 处 的 值 ， 当 对 偶 基 (e) 和 (e7) 按 公 式 

# = pre, @ = ge, pg = ë 
变换 成 对 倘 基 (E, ) 和 《人 ] 时 , 度 变 向 最 x 一 x'e 的 坐标 
x! RRE T = q; x' MAE, 而 共 变 向 量 cob y Mj 
RER f. =p f 而 变 ( 即 它们 的 变化 方式 与 基底 相 
闻 , 这 便 是 “ 共 变 " (covariant) 一 词 的 来 向 ). 

条 考 立 献 


[L] Hlupoxog , TI. A. , TeH3ODHOC WEYIKUREHHE , 2 935，，Ka- 


FHb, 1961. 


Ti. E... — 


i 


[2] Bexrnesanuaea. A. B.. 
H JERR ameñph, M. , 1971. 
BI Schouten, F A.. 
bridge Univ. Press, 1951. 
【 补 注 3 
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Tensor analysis for physicists. Cam - 
H. X Ca6wiog FE 


A ompehensve Imtroductton to dif- 


夏秋 [covering ; Hakphrene | 

空 向 到 空间 YLAR p: X Y, Ea 
点 yEY, 有 一 个 邻 域 U{y), 它 在 p FARR EA 
p 同 胚 地 上 映 到 遇 (y) 上 的 那些 开 子 集 之 并 .等 价 地 , p 
是 具有 离散 纤维 的 局 部 平凡 颖 多 只 【locally trivial 
fibre bundle }. 

通常 在 X. Y 都 连通 的 假定 下 研究 覆 委 ;通常 述 假 
定 了 是 局 部 连通 且 局 部 单 连 道 的 . 在 这 些 假定 下 , 可 
以 建立 基本 群 m (X, x) lz (Y, jo) 之 间 的 关系 : 若 
了 (G0)= yo, 则 诱导 同 态 p, Ef z (X. Xo) 同 构 地 映 到 zw (Y. 
yo) 的 于 群 上 , 且 当 在 p (yo 中 改变 xo 时 ,恰好 得 到 对 
应 的 共 顽 子 群 类 的 全 部 诗 群 . 如 果 这 个 类 促 由 一 个 于 
EHAA (E H 是 正规 子 群 ). H. £ Ë EK 232 E M B 
(regular). 那 时 , 可 得 到 群 6 一 fif7, yH # 下 上 的 一 
TAREA E p 为 映 到 轨道 空间 Y 上 的 商 映 射 . 这 
个 作用 由 闭路 提升 得 到 :车 与 任 -MA qg: [0 — Y, 
4g(0)=q(1)=yo, 相关 的 唯一 道路 [0,1] — X, 使 得 
q(0)=x,, p=, MAJORA EHRE G 中 的 
类 和 x。. 故 G 中 每 个 元 素 ?对 应 着 5 (0m) 中 点 的 一 个 
置换 . 这 个 置换 在 ?天 1 时 无 不 动 点 旦 连续 依赖 子 为 . H 
此 得 到 天 的 一 个 局 胚 ， 

在 一 般 情 形 , 这 个 构造 仅 定 义 p ty,) 中 一 个 置换 ， 
kk (monodromy of the covering). EU N E m 一 种 特 
AREENA W E (universal covering), 此 时 G =+ (Y, 

L -H AEE Fi H C x (Y, y). BLAS E 

-WME p: (X.x,) = (Y, y), 使 p. (m (Xx, H. X 
中 的 点 是 道路 g:[0 . 1} -> Y. (q(0)=x,)BJ28: 4 q (1)= 
q(1)B BJ q q ` E H BJ — ous hh. ARAR t q: 等 
A. 对 于 一 类 道路 ,点 4(1) 取 作 此 类 的 象 ， 如 此 定义 
p. ZA X Hii p 是 覆 登 这 个 条 件 唯 -~ 确定; 这 
里 ,了 的 局 部 单 连通 性 是 关键 . TAEA REZ, 
z) #J (Y, yo) 内 的 任 一 映射 站, ERRER iZ, a) 一 
(X, x) 存在, ARRAIZ aS H. A YURA 
LAE- TB (CRER EME): 
这 个 关系 对 价 于 n(Y, n 中 于 群 的 包含 关系， 特别 地 、 
万 有 覆 登 是 叭 一 的 极 大 元 . 

例 RAKE p sing). (0 € R y E X f 


vw — ww 
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AHALAK- -CEA 38 M PI M SE A e JÉ 5 
E. MON SON E (exponential covering). Æ ftiit, 
AFL T BO . 帖 合 球面 的 对 径 点 导致 相应 维 数 的 
射影 空间 用 球 夯 的 覆 垩 . 一 般 地 ,离散 群 的 自由 作用 
kt (S N = la] EURAN 8; 并 不是 每 个 这 样 的 作 
HAFA T NOGE (Pa 2 aj u Bë EE S uy). AR 
群 肯定 行 . 由 _B，UepaaBcradi $ 
[ 补 注 】 覆 登 有 时 也 称 为 虱 亚 射影 (covering propc 
property) (UM 同 伦 (covering homotopy)), 因而 
是 一 个 Hurewica 纤维 空间 (Hurewica fibre space) pk 
纤维 化 【fibration ). 
参考 文献 
[A1] Spanier, E. H., Algebraic topology, MoGraw - Hill, 
1956, Chapt. 2. WW 译 


NOS 5383 j covering and packing ; nogpbrrtm FR yIAKOBKH] 
T- T fE 3J5 — F 3E #r Bi 3 E $j 08 A 
w. BLERA EMV, TEMAER VPH # (8 B: 
射 ，T@) 是 元 es 在 工作 用 下 的 象 ， 并 对 任 一 CEE 
记 TT(C)=tUieT (e). F E CEET, E, THE 
一 个 覆盖 Covering), 如 果 工 (C)=V FE PEERAA 
对 于 (VE ,T) 的 一 个 填 装 (packing)， 如 果 灶 了 中 任意 
两 个 不 同 据 6, 和 6， 集合 T(e) 和 T(e) 不 相交 ， 子 集 
PEER J 26 W MU 3 (perfect packing) $ % WW W w 
(perfect covering), 如 果 PLE A Y EW RAE 
BR N TN w: fE (covering set), V #F E TN Sk E (oovered 
set). WERRIET =E, MWEE v EA 
盖 集 而 把 E FEMTE. KATE --VEXT—T 
关联 关 系 {incidence relation) f, wP TO OG tSEV 和 e= E, 
Ft verle). Mo AI e 相关 联 ( 记 为 be) ， 
填 装 与 对 瘟 的 概念 联系 着 一 些 极 值 问 题 : 对 给 定 
的 中 ,已 ,D) 了 寻求 寺 于 某 些 泛 函 取得 概 值 的 填 装 与 覆 
A. RAZA. 举例 来 涝 , 可 以 通过 给 王 的 每 个 元 e 冉 
以 非 负 实 数 权 wte) 来 规定 . k. am a| EE J Ee -— 
MAR CC 使 得 eow 他 ) 取 极 小 值 . 通常 研究 w(e) = 1 
的 情形 ， 这 是 关系 到 求 极 小 基数 的 覆盖 .或 所 谓 最 小 
JO (least covering ty A. `: 
` ` WRV, E. 让) 使 得 


max | Ney| =< n, min H| > w. 
则 覆盖 的 最 小 基数 x{V', E, 门 满足 不 等 式 


LL < v. E, p < +Ë lt 
w v 


在 甘于 填 装 问题 的 极 慎 问题 中 ， 通 常 要 求 得 最 大 基数 
的 填 装 . 
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有 时 在 被覆 盖 集 yY 上 定义 了 取 非 仙 整 数值 的 函数 1， 
MAE TERTE PEERY} 种 盖 (4 - wering) 
(4 填 装 (1 - packing): 对 每 个 pe 5 o 0936 eE P 
的 个 数 o, P) 适合 不 等 式 


o(t,p)2 A(e) 


HEH., cw, PS AG. ri v 36 3k 6 2, 覆盖 与 极 大 
基数 的 44 填 装 之 间 存 在 一 种 关系 . 这 就 是 ， 给 出 集合 下 
#Il El — Th df: 一 Vv, HREH VEK 
函数 4 和 使 得 对 每 个 useV 有 


X(6)+2'() =T) 


于 是 车 集合 忆 基 对 于 (FV,E,T) 的 极 小 基数 的 4 3. Bü 
么 集合 了 =E\ 世 就 是 极 大 基数 的 47 填 装 ， 反 之 亦 热 ， 
如果 也 是 极 大 4 填 装 ， 则 集合 C=E \ 了 是 极 小 基数 的 
AN. 下 面 是 与 覆盖 与 填 装 有 关 的 一 些 问题 类 的 全 
+: 

l WG TIR E V. 3 O EW -个 图 如 
RE V S E0KOR Sa ERIU E SEN DLS. ISA 
关联 关 系 取 作 了， 则 一 个 禾 盖 是 图 的 一 个 边 覆 瘟 ， 而 一 
个 填 装 是 一 个 匹 融 ， 且 一 个 完满 填 装 是 -个 完满 区 
配 . 如 果 把 入 当 必 覆盖 集 和 被 覆盖 集 ， 顶 点 间 的 邻接 
关系 取 作 上 则 一 个 覆盖 旦 一 个 外 稳 集 ， 而 个 填 装 是 
一 个 内 稳 集 ; 此 外 ， 极 小 槛 羡 的 基数 是 外 稳 数 而 极 庆 
十 装 的 基数 是 内 稳 数 ( 见 围 的 数值 特征 (graph , nurneri- 
cal characteristic of a)). 

2) 设 『 了 是 度量 空间 民 的 一 个 非 空 集合 . 集合 USR 
HA rA VA OLE EIGE covering)， 如 果 任 一 
ES Uer 的 直径 dU) Ri 22, HE KEU eU. 
集合 S= R 称 为 关于 VF 的 一 个 8 网 (8 -net)， 如 果 集 
合 焉 的 任 -- 点 都 与 3 中 基点 的 距离 不 超过 集合 
USR 称 为 可 辨别 的 (e- distinguishable), W% U F 
任意 两 个 不 同 点 的 距离 大 于 = $ NV) EV É eM 
中 集合 个 数 的 极 小 值 ， 再 令 M.(V) 是 人 这 的 8 可 计划 于 
集中 点 数 的 极 大 秆 ， 则 数 log NGRA V A e Hi (8- 
entropy). M log, M) 称 为 六 的 & 容量 (e-capacity). 
E 业 和 5 容量 的 概念 在 函数 近 近 论 和 信息 论 中 窒 用 
到 . 

d E BEA Hamming E R H n 维 单 位 方 
E ANTRE LE m W AEE B" 中 六 径 为 + 
的 球 的 集合 ， 则 蒜 填 装 中 球 心 的 集合 有 是 可 纠 个 错 的 
-个 码 (code). 车 填 装 旦 完美 的 ， 则 码 称 为 稠密 填 装 的 
(densely backed] 或 完满 的 {perfect) . 

WSHE DEMAK E "的 这 种 顶点 的 子 集 N: 
ARAR f(x... x.) AE yG TR a EC IS 1; 而 要 盖 集 
es ta #E: N PREKERS, ME e 36 9⁄8 80 
覆盖 相应 于 f(x... X BU E S RER, MEZAR 


小 的 覆盖 相应 于 ftx,,…,x,) 的 最 小 析 取 范式 { 见 Boole 
A$ (Boolean function) 及 其 范式 (normal form). 

在 关于 覆盖 与 填 装 的 众多 问题 中 ， 有 的 估计 其 基 
数 ， 有 的 考察 存在 性 问题 ， 完 美 填 装 的 构造 和 计数 ， 
以 及 为 解决 这 些 问 题 而 构造 有 效 算法 的 可 能 性 等 ， 
参考 文献 

[1] Rogers, C. A, Packing and covering, Cambridge Univ. 
Press, 1964. 

[2] Fejs Toth, L., Lagerungen in der Eben, auf der Kugel 
und it Raum, Springer, 1972. 

[3] Peterson, W. W. and Weldon, E. J., Error - correcting 
codes, M. L T, 1972. 

[4] csperaag MaTeMarma H MATEMATICE “BOTIDOCHI 
xmfepHermam r ], M., 1974. 

[5] Harary, F., Graph theory, Addison Wesley, 1972 【中 
译本 : F 哈 拉 里 ， 图 论 ， 上海 科 学 技术 出 版 社 ，1980}. 

[6] Berge, C., Theorie des graphes et leurs applications, 
Dunod, 1958 [中 详 本 : C. HÆ. MEARE, 
上 海 科学 技术 出 版 社 ，1970)， 

[7] Buryugug .A T., Onenga cnosggaocra aaam Ta6ymspoí. 
mH M., 1959. 

[8] Konworopop ,A H. Tuzommpon , B. M., < Yone MeT- 
em Hayk, 14 (1959) 3 — 86. 

[9] Baxeanos , H. C, MEKJICHHBE merom, 2 Ma，1966【 黄 
译本 : Bakhvalov, N. S., Numerical methods: analysis, 
algebra, ordinary differential equations Mir, 1977). 

[10] Smroncaii , C B., Beenenae B mickperHylo MarewaT- 

mky, M., 1979. A A Canowcuko # 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[AL] Schrijver, A. (Ed), Packing and covering in ombin- 
atoris, CWI, Amsterdam, 1979. 
E Jf 钟 aR 


N i [ covering domain ; muwe ofracm] C" 上 的 
域 (domaiti over C") 
一 个 对 (X, r) ,其 中 无 是 一 弧 连 通 的 Hausdorff = 
H, x: X — C" E — B #8 Pi Ez, HARE (projec 
tion). WA i E e T h. 对 区 域 
DoC 中 的 每 个 解析 {可 能 是 多 人 秆 的 ) 函数 了 ,存在 一 个 
HEKA D 及 一 射影 x: 了 DP — D, 下 好像 每 个 单 
复 变 量 的 解析 旺 数 有 一 相应 的 认 iemann IH mi — £; a 
8 f D E É 3 8 0. W É Wb 28 Riemann 域 
(Riemann domains). : 
参考 充 献 
[1] Hlaóar, $. B. ，Bpermeame B KOMIUIECHEN AHAIHG, 2 Han. : 
4. 2, M. , 1976. B. B. Kapunoa E 
LE] LETY MHE 29 RTE C" 上 上 的 液 形 (manifold 
spread over C"). 亦 见 全 纯 域 (domain of holomor- 
phy); Riemann E (Riemann domain); 全 纯 包 (holo- 


morphic envelope). 
参考 文献 
[AI] Gunning, R.C. and Rossi, H. , Analyte functions of 
several compex variables, Prentic - Hall, 1965, Chapt. 
l. Sedtion G. 
[A2] Grauert, H. and Remmert, R., Theory of Stein spa- 
ces, Springer , 1979【 译 自 德 文 ) . 钟 问 德 iE 


覆盖 元 [covering element ; mogpespasonmus 3ZEMeHT ] ， 
偏颇 集中 的 

直接 尾随 于 另 一 元 素 的 元 素 , 更 确切 地 说 ,在 偏 序 
#EPprhamgxb' ih bca, fH Ff x € P Wi 
b< x< a. T. C. bobagosa $ Wht PE 


T Ë El iÈ [covering homotopy ; takphmaloutan rroMoromm | 
ese k jop: X — Y, *FBk dd F, Z — Y À) — A B] 
下 的 

一 个 同 伦 8,: Z — X, pG oF. 这 时 , 如果 
所 的 竹 合 映射 G 是 预先 给 定 的 , 就 说 G, 是 G, By T 
张 .形式 较 强 的 覆 俩 同 伦 公理 (covering homotopy axi- 
om) 要 求 ,对 给 定 的 映射 ; Z 一 了， 任何 从 一 个 仿 紧 
统 Z ERBE F :其 一 了 ARIEN G,( pG ,=F,), 
都 存在 MORE G, EE G, 的 一 个 扩张 .在 这 种 
情况 下 , p 称 为 Hurewicz 纤维 化 (Hurewicz fibration). 
最 重要 的 便于 由 局 部 平凡 纤维 以 (locally trivial 
fibre bundle) 提供 .如 果 仅 仅 要 求 在 ZAA R E hit 
HE TRARA RHR, p 称 为 Serre 纤维 化 (Serre 
fibration). 

设 蕊 和 YY 为 弧 连 适 的 , 且 P, À PBB E82 B (Rl 
连续 映射 9: [0, 1] 一 4 的 空间 ). 考 虎 连 续 映 射 


u: D — Py, 


其 中 
D = {(x, q: xe X, ge Py, p(x)=q(0)) C XXP. 


假定 Atx q 8 K EET 2.32 h 2 3 G x) 
=u (G (x), FO P] ñ H — TNS Rt G, , Ë A G6 的 
护 张 .特别 地 , aF —4 NË (covering), DL ARA Bl 
EER BJ 3638 IR A ART Li E — Bh E 3 Mi JE Dr s E E 
的 映射 M. Serre 纤维 化 中 的 同 伦 覆 秋 公理 , 保证 了 可 
以 建立 该 纤维 化 的 正 合 同 伦 序 列 ( 见 同 伦 群 (homotopy 
group)). A. B. epaasncxh 所 
HEI 于 是 , 覆 登 同 伦 是 给 定 同 伦 的 -个 提升 ( 同 伦 
提升 [homotopy liñing)). BI e B = [ij b: ik tE 
质 对 侦 ; 后 者 定义 了 上 纤维 化 (cofibration ) 的 概念 ， 


参考 文献 
JAI] Spanier, E. H., Algebraic topology, MoGraw - Hill, 
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1966 { 中 译本 : E. H. 斯 潘 尼 尔 ,; 代 数 拓扑 学 ,上海 科 
学 技术 出 版 社 , 1987). 张 平 详 沈 信 息 校 


MARAH) [conering (of a set); nokpurue] 
给 定 集合 六 的 任何 子 集 谍 , HHA X. 
OH TF % EME 38 (covering of a topological 


space), 一 至 空间 ,或 者 - - 般 地 有 具有 某 种 结构 的 任意 集合 
的 覆盖 , 者 理解 为 这 个 集合 的 任何 覆盖 . 但 是 ,在 拓扑 
空间 理论 中 , 考虑 所 有 元 素 都 是 开 集 的 那 种 开 覆 盖 
(open ooverin 杀 ) 是 极其 自然 的 ， 考 虑 开 覆 盖 的 重要 意 
义 企 于 这 种 覆盖 的 元 素 世 含 了 空 税 局 部 结构 的 全 部 信 
息 ,而 从 总 体 上 看 , 这 种 覆盖 的 性 质 (特别 是 元 素 的 个 
数 , 重 数 及 组 合 性 质 ) 反 上 映 了 空间 本 质 的 整体 特征 . 

例如 ,拓扑 空间 的 Lebesgue 维 数 dim ,用 开 种 盖 的 
语言 定义 就 是 : 一 个 正规 空间 天 的 维 数 不 超过 自然 数 
n, 如果 在 这 个 空间 的 每 个 有 限 并 覆盖 中 都 可 以 内 接 一 
个 有 限 开 覆盖 , 它 在 每 一 点 处 的 重 数 ( 即 这 个 覆盖 中 包 
会 给 定点 的 元 素 的 个 数 ) 不 超过 n+1， 一 个 覆盖 内 接 
于 另 一 个 覆盖 的 关系 是 覆盖 之 间 一 种 基本 的 .普遍 的 初 
等 的 关系 .和 集合 族 y 内 接 于 集合 族 4, 是 指 族 ? 了 的 每 个 
元 素 痢 和 包 人 洽 在 旋 4 的 基 个 元 家 中 . 仿 紧 空间 
(paracompact space) 类 就 是 用 开 酌 盖 来 定 尽 的 . 

# n X WJ BW y BJ f BE mt (subcovering} 是 说 族 7 
的 一 个 子 族 , tB E X T M E. 紧 性 . 可 数 紧 
性 及 颖 紧 性 等 基本 概念 都 是 用 子 种 盖 定 义 的 . -… 个 空 
BERA (compac), 如果 它 的 每 个 开 桥 盖 都 可 以 搁 到 
-个 有 限 子 镍 盖 ， 一 个 空间 是 可 数 紧 的 (countably 
ompad). 如 果 它 的 每 个 可 数 开 和 覆盖 都 可 以 找到 一 个 有 
限 子 覆盖 . 一 个 空间 是 终 紧 的 (finally compact). 如 果 
它 的 每 个 开 和 覆盖 都 可 以 找到 一 个 本数 子 覆 盖 . 于 覆盖 
可 用 于 确定 抽象 的 组 全 对象 ;这 就 开启 了 利用 代数 方法 
研究 比 多 面体 更 为 -- 般 的 拓扑 空间 的 道路 . UL C. 
Aszexcaunpos 给 出 了 一 个 任意 覆盖 7 的 网 merve) 的 基 
本 概念 ,网 作为 一 个 抽象 复 形 ,其 顶点 与 了 的 元 素 一 一 
对 应 ,这些 顶点 的 有 限 集 构成 一 个 抽象 单 形 , s B M y 
的 对 应 元 素 的 交 韭 空 。 把 空间 的 开 覆 盖 系 统 连同 内 接 
关系 对 应 于 一 个 通过 单纯 映射 相关 连 的 抽象 复 形 系 
统 , 称 为 复 形 的 谱 (specira of complexes) . 

HÆ (dosed covering) 在 拓扑 学 中 也 起 着 重要 
的 作用 ; 这 种 梦 盖 的 所 有 元 率 都 是 闭 集 .如果 拓 扑 空间 
中 所 有 单 点 集 都 是 闭 的 ,那么 , 这 个 空间 中 的 所 有 单 点 
子 集 的 族 就 作出 了 一 个 闭 覆 盖 的 例子 . 然而 这 种 覆盖 
除了 说 明 T 分 离 性 公理 适用 之 外 , 设 有 包含 关于 空间 
拓扑 的 任何 信息 . 所 所 , 闭 覆 盖 应 该 与 其 他 重要 限制 相 
结合 . 特别 地 ,研究 局 部 有 限 闭 覆盖 是 有 用 的 . 这些 在 
维 数论 中 尤为 重要 . 闭 枝 盖 的 舅 一 个 重要 的 例子 是 用 
剖 分 一 个 钉 面体 的 某 复 形 的 闭 音 形 和 作成 的 这 个 圳 面体 
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HA A. 

统 盖 有 些 有 趣 的 性 质 与 其 元素 的 特征 无 EISE 
们 的 位 置 有 关 , 下 人 述 此 种 是 最 常见 的 ;覆盖 的 基数 
(cardinality) (覆盖 中 元 紊 的 个 数 }, 局 部 有 限 性 (local 
finiteness) (对 于 空间 的 每 个 点 ,都 有 一 个 急 域 , 它 与 空 
间 的 这 个 子 集 族 中 有 限 多 个 成 员 相 交 ), 点 有 限 性 tpoint 
finiteness) (包含 尾 一 点 的 镍 盖 的 元 率 集 是 有 限 的 } 及 星 


形 有 根性 (star - like finiteness) (FW 3 H s 4 Ju K IE 5 


KW 0 S h GMR482) . 

拓扑 空间 的 集 族 称 为 守恒 的 (conservative), 如 果 
它 的 任意 子 族 的 并 的 闭 包 等 于 该 子 族 元 素 闲 包 的 并 . 
每 个 局 部 有 限 集 族 是 守 杜 的. 守恒 覆盖 产生 于 仿 紧 空 
间 的 研究 中 ,这 时 任何 不 只 是 开 的 守恒 覆盖 都 有 是 重要 而 
非 平 凡 的 . 

关于 集 族 ?( 特 别人 地 ,一 个 覆盖 )， N x 的 星 形 (star 
of a boint) 的 概念 起 着 重要 的 作用 , 它 是 y 中 包含 x 的 
所 有 元 素 之 并 ,通常 记 作 St,(x)， 类 似 地 可 以 定义 美 子 
RETRA 4 BJ B JÉ St (A) (star of a set). 星 形 概 
£ AAWSEEEDET IE -覆盖 的 基本 关系 中 , 它 
是 比 内 接 关 系 更 精细 的 关系 . 集 族 4 称 为 PEAR 
(star - like inscribed) 于 集 族 3 如果 对 于 每 个 点 ,可 以 
找到 7 中 一 个 元 素 包 含 那 个 点 基于 4 的 星 形 ， 在 维 数 
论 中 ,关于 开 和 覆盖 的 星 形 内 楼 关系 是 重要 的 , úT BE 8 (E, 
的 一 些 准则 就 以 此 为 基础 ,并 且 它 还 是 定义 一 致 结构 和 
一 致 衬 间 的 基本 初等 概念 之 一 ,研究 拓扑 空间 在 下 述 
意义 之 下 由 星 形 内 接 关系 控制 的 开 覆 盖 族 下 是 有 用 
的 :对 下 中 任何 yy ,存在 ne 所 ,使 得 同时 主 形 内 接 
TE. 

T Bi Fl EJ 4 EER 5 Të 21: B 1 S tt 1 Wk (F Pt E E 
的 (森田 定 理 (Morita theorem)): 一 个 Hausdorff = 
BEREH., 当 且 仅 当 在 它 的 任何 开 理 盖 可 以 内 接 一 
个 星 形 开 要 盖 . 

HERRERA, EE ARRA AN 
RE. FFAIR, TAR, = EK A A G E E R E E A FE 
Tia H RAE m E . 
参考 文献 

[1] Kelley, J. L., General topology, Springer, 1975 {中 译 
本 :J L. MŽ, EHF, HEBRE, 1082). 
12] Apxaurejmcxuñ, A.B., Ilogouapen, B. H., Ocuopsr oGeü 

TORONOTHH p MAYS H yruipawqacunusx, M., 1974 ( 3 kE 

+: Arkhangel' ski, A. V., and Ponomarev, V. L., 

Fundamenta of general topology: problems and exer- 

dises , Reidel, 1984). A. B. Apxagrenscsuñ {E 
【 补 注 】 在 西方 文献 中 ， SEE E S E E Sopi 
serving covering). T, (KAND EE ARRE DED 
Wof (barycentric refinement) 一 词 ， 也 有 是 形 加 细 (star - 


iefmement) 的 说 法 ， 集 族 4 是 ( 集 ) 族 yy 的 星 形 加 细 , 如 
果 族 {St(A): 4 外 是 (期 细 )? 的 -个 如 细 ， 最 后 ， 
森田 定理 就 是 由 和 H. Stone ([A1]) 证明 的 有 名 的 Stone 
Ear EE (Stone coincidenoe theorem . 
参考 文献 
[A1] Stone, A. H., Paracompactness and produa spaces, 
Bull. Amer. Math. Soc., 54 (1948), 997 — 982 . 

习 在 组 合 儿 何 (combinatorial geometry) 中 , 有 许 
多 与 特殊 种 盖 有 关 的 问题 和 定理 ， 主要 小 及 出 集 . É K 
Ë: n 维 问 量 空间 R° 中 的 一 个 册 体 ,bd 大 和 int KA 
表示 关 的 边 腊 和 内 部 . 下 面 与 覆盖 有 关 的 丫 题 是 大 家 
很 熟悉 的 . 

a) K int K 半 移 {平行 称 动 ) 6538 j (K), 使 之 
TARAK. 

DRUER kO <k< 1) KE 65 46 E 
小 数 b{ 忆 ,使 之 可 以 覆盖 大 . 

名 求 位 似 系 数 为 大 >1,， 位 似 中 心 在 R"\int 民 中 与 
五 位 似 的 集合 的 最 小 数 d KO hz [UIN K. 

如 打下 有 办, 则 问题 a) 与 b) 等 价 , 且 都 等 价 于 关 
于 集合 Ba 不 (外 来 的 ) 照明 问题 (iliumination prob- 
lem), 与 Hadwiger 假设 (Hadwiger hypothesis) 有关. 
对 于 无 界 的 乓 ,问题 4) 5 b) REAR , b (Ky án (K) 
可 让 是 无 穷 大 的 . 
参考 文献 

{1] Danzer, L .，Grinbaum , B. and Klee, YV., Helly's theo- 
rem and its relatives, in Proc. Symp. Pure Math. 

Vol. ?, Amer. Math. Soc., 1963, 101—180. 

[2] Eonrgaewun, B. F., P'ox6epr, H. IL, Teopemmi g sapan 
KOMÕHHATOPHOÄÑ rCOMETDRH, M., 1965. 
13] Bornrmexzañ. B. F., Fox6epr, M, 11, Paneme (rryp 

HA MENEIIEE acta, M., 1971. 

[4] Hadwiger, H. and Debrunner,G ., Combinatorial! geome- 

try m the pane, Holt, Rinchart and Winston, 1964 
. (WF B 88 ). 

[5] Rogrs, C. A., Packing and covering, Cambridge Univ. 

Press, 1964. 

[61 boarrmcai, B. T., Conran, T. C., Kombunatopias 
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MA h| covering sie; AAkphaniogas nonepxnocrb] 
HZA (covering). 


MAER [ covering theorem ; mogpryrma TeopeMu } 
关于 不 同 正则 函数 类 的 一 组 定理 ， 它 撕 述 完全 包 
全 于 相应 是 数 类 之 每 一 函数 的 值 域内 的 集合 的 基 些 性 
质 .下面 斤 述 几 个 基本 的 种 盖 定理 { 亦 见 [1]). 
定理 1. BRM w = f(z)==z+a,z +: ENA) <1 


内 正则 单 叶 (有 即 fe S), WEA jel % + 3 B| #£ 
iz|<<1 在 该 函数 映射 下 的 象 所 吉 盖 . 仅 当 了 只 有 形式 : 

Fi) = HES 
时 ， 在 圆周 |wl=1M4 上 才 有 不 属于 象 域 的 点 . 

E2 FEARR w =F =at 是 
I>] 上 的 单 叶 映射 则 其 象 域 的 整个 边界 位 于 贺 盘 
lw-a,] < 28. 

定 埋 3. PfES, MFA |: | <Æ w=) RA 
下 的 象 域 边界 上 位 于 从 w=0 出 发 的 任何 条 等 角 射 线 
上 那 关 个 最 接近 于 w=0 的 点 之 中 , 军 少 有 一 -个 虚 与 w= 必 
ñE F |F (114). 

定理 4. EJES, WEBA |z]< 1 # w=f(z)Wh 3 F 
HERATA n Ë KEE B n 的 开 直 线段 组 成 
KE, wit akati 2 从 原点 发 出 . 

HTAA fe s R#W |z < 1 内 满足 1 六 zi< M, 
M 之 1 时 ， 有 类 似 于 定理 1 和 3 ñ) RO yE EE A H 
应 的 常数 ), 覆 草 定理 1 和 3 亦 可 转换 成 潜 于 贺 环 
1<|z| <r 中 一 类 满足 如 下 条 伞 的 正则 单 叶 函数 w = 
f(z) 的 定理 ，f 把 该 圆 环 胰 射 成 位 于 |wi > 1 内 的 区 域 ， 
ERA zi- 映射 成 圆周 |w| =1. 


Ü=a< = 


对 于 由 园 盘 | z| <1 内 正则 函数 w =f(z)=z+a,z +: 


所 组 成 的 函数 类 R, A # É B W Ez A 9k 28 rh bp — 8 35 
HERTZEN AHAA wep, p>0. 对 于 1zl<t 
内 的 正则 函数 


= F(z) = zitat + o, g21, 
mi 5 Thapa FREA A RAER 
给 定 斜率 的 某 个 线段 ， 它 包含 点 w=0 于 其 内 部 上 有 长 度 
不 小 于 4=8mP1T4A4)=0.45…, 此 处 数值 4 不 可 能 再 
增 大 除非 增添 一 些 候 制 条 件 , TAKAR. FE 
O<|z|<1 内 限定 F(z)=0, WB AA) 4 h > E 
ADA |w|<<]116， 但 并 不 都 能 覆盖 以 w=0 为 中 心 的 
EKAA. 

对 于 在 圆 盘 |z|<1 内 取 每 个 值 w 于 至 多 p Tua Bl 


正则 函数 E= Otara +) UB ISI 8328 5,， 


有 -- 个 与 定理 1 类似 的 命题 ,相应 的 司 副 为 |w|<17227 
而 且 车 a=a,= =a _ FOR a= =a=0, 则 其 相 
应 的 回 盘 为 |w| <1/4 或 |w|<1/2. AMARANTA 
ATAHAN, 区 域 平 均 己 叶 函 数 等 等 ， 柚 盖 定 理 3 
亦 可 转换 成 关于 S 族 的 定理 . 

亦 见 关于 Bloch 常数 (Bloch constanty Bloch 
EH. 
part 


{1] Tomme. F. M. , TeOMETATECKAA TeOPHR 由 yn KOM- - 


IERO nepeseusoro, 2 may. , M., 1966 (PHE: 
r M ERF, EBRR UM E IE, PFH MH, 


COXETER GROUP NS3 


1956). T K amomo Ë pani 
Coxeter Ñ [Coxeter group ; Kokcrepa rpyuma ] 
具有 一 组 特殊 的 生成 元 ir :ie7} 的 群 ，r 满足 - 
组 定义 关系 式 
ry = I, fj ET 


其 中 心 =1( 克 对 任何 i A risl), n= n, (ij) 是 整数 
22 或 等 于 oo (在 后 - -情形 , r, 与 + 之 间 没 有 关系 ). 在 
这 些 条 件 下 ,ru 与 元 素 rr 的 阶 相 同 , $ 由 =2, 则 ”和 
,交换 .矩阵 n), E TRAA E Coxeter 群 的 Coxeter 
HEE (Coxeter matrix). ERE (HTA WE) 可 以 由 
Coxeter 图 (Coxeter graph) 给 定 ， 图 的 顶点 是 a (ie 1); 
En <5, M a, s a H (n, —2) REHE Cy] h, n. — 2 
时 它们 不 相连 ); 若 机 二 oo, 则 它们 由 -条 宽 边 相连 A 
一 种 记号 是 在 Coxeter 图 的 项 点 4, 和 和 a 之 间 用 带 有 标 
号 n, 的 单 边 相 连 . 
8 1) 两 个 二 阶 元 素 生 成 的 赂 是 Coxeter 群 , 它 只 

有 图 


m 
go 


Ep m 是 群 的 阶 数 的 112. 
2) 对称 群 S. 是 Coxeter 群 ， 其 生成 元 是 ”一 (i， 
i+1), i=l, … n—], ， 其 Coxeter 图 的 形式 是 


局 站 一 -一 一 上 一 总 


3) 8 PGL(D=GLZy {+1} 是 Coxeter 群 ,其 生 


HE 


它 的 图 的 形式 为 


—r- s 


群 PGL,(Z) ALE PSL,(Z)=SL,(Z)/1 +1), 其 指数 是 
2， 同 构 于 模 到 lein 群 . 

Coxeter 赂 的 概念 产生 于 由 趟 平面 的 反射 生成 的 
离散 群 的 理论 ， 见 反射 群 (reflection group). 

每 个 反射 群 是 Coxeter 群 ,生成 元 可 取 它 的 基本 名 
面体 的 边界 超 平面 的 反射 . 反射 群 中 包括 了 半 单 Lie 8 
的 (通常 的 与 仿 射 的 ] Wey g (Weyl group). 

1934 €, H, S, M. Coxeter ([1]) HAH n 3E Euclid 
ZH F" 中 全 部 反射 群 ,并 证 明 它 们 全 是 现在 所 谓 的 
Coxeter 群 . 在 以 后 的 一 篇 文章 {[2]) 中 , 他 证 明了 每 
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个 有 限 Coxeter # (finite Coxeter group) 同 构 于 E" 
中 的 某 个 元 率 有 公共 不 动 点 的 反射 群 , AAA R 
Coxeter 群 的 分 类 ( 见 表 1). 


Coxeter 图 F 指 数 
eeno |l n | 
— --—— l. 3.0. 2n—_1 
mame s 1 3，… ,2n—3,#—1 
一 一 一 一 1,4,5,7,8, LE 
——— 1,5,7,9, 11, 13, i7 
——— 1.7 YY, 13, 17. 19,23,29 
— LS 7,11 
= l, m-l 
=> 1, 5, 9 
H, | 一 1, 11, 19, 238 
#1 不 可 分 解 的 有 限 Coxeter 群 . 生成 元 的 数目 
等 于 群 的 名 称 的 下 标 . 


在 无 限 Coxeter 群 中 突出 仿 射 的 (affine) ü XZ i hb 
{ hyperbolic} Coxeter 群 (Coxeter groups ) .一 个 Coxeter 
群 是 仿 射 的 (或 双 曲 的 ) 如 它 同 构 于 E” (或 相应 地 ， 
在 了 pawepcmaii 空间 了 中) 的 反射 群 ， 其 元 健 没 有 公 
共 维 数 < 的 不 变 子 空间 (在 戏曲 的 情况 , 无穷 远 点 也 
必须 考虑 成 子 空间 )， 


# 的 名 称 Coxeter 图 
1 一 

A., n22 N 

E. n23 kai 

— H =. —— 

Cas n22 _— 

Dhs nž4 — ee 

É 

E 

i —— 

£ —— 
F, Cn] - 
G, as 


表 2.， 不 可 分 解 仿 射 Coxeter E. 生成 元 的 数目 
比 群 的 名 称 的 下 标 多 一 个 . 


佑 射 Coxeter REL h Coxeter 计算 出 来 ! 见 表 2); fE 
为 仿 射 Weyl 群 它们 产生 于 举 单 Lie 群 的 理论 中 . 
有 大 个 生成 元 的 Coxeter 群星 一 个 二 维 双 曲 
Coxeter 群 , 当 且 仅 当 在 生成 元 的 适当 的 标号 之 下 有 
+ ... +- zl 
H2 na Rki 


且 当 |i-J|>1 HA n0. 34 n>2 B, ERA T BË 


对 rm 维 双 有 曲 Coxeter 群 作 完全 分 类 ， 虽 然 在 比较 重要 
的 儿 类 群 的 研究 中 获得 了 一 定 的 成 功 , 见 反 射 群 
{ reflection group). 

有 限 的 . 仿 射 的 和 双 曲 的 Coxeter A B A Z If] A 
分 量 作 成 的 直 积 公公 是 Corte 群 的 一 小 部 分 ， 
Coxeter 明确 地 证 明了 (2)， 有 限 个 生成 元 的 任意 
Coxeter 群 具 有 有 限 维 实 线性 表示 ,在 这 表示 下 ,生成 瑟 
被 映 成 线性 反射 。[4] 中 还 证 骨 了 这 个 表示 是 忠实 的 ， 
特别 地 ,其 中 蕴 合 善 解决 了 Coxeter 群 的 字 的 问题 
([5]). 

Coxeter HAHH FE (parabolic subgroups of a 
Coxeter group), 令 上 G 必 具有 一 组 生成 元 (r lie ls 


Coxeter 群 . HEA TR JOI 由 185: 生成 的 子 群 


G È E Coxeter HE JERE ié J, MH z éG. 这 种 形式 的 

Coxeter 群 称 为 不 可 分 解 的 (indeoom posable) ,如果 
它 不 是 两 个 非 平 凡 的 招 物 子 群 的 家 积 ; 这 等 价 二 它 的 
Coxeter 图 的 连通 性 . 所 有 有 限 的 (或 仿 射 的 ) Coxeter 
群 是 同样 类 型 的 不 可 分 解 Coxeter 群 的 直 积 ; 所 有 站 由 
Coxeter 群 是 不 可 分 解 的 .不 可 分 解 的 Coxeter 群 是 有 银 
的 (分 虽 地 , 念 射 的 及 戏曲 的 ), S B (2 4 wJ # E B 
| —cos (rin ) 中 是 正定 的 (分 别 地 , FE., KES 
| 一 1 及 负 指 数 1). 

在 有 限 Corte 群 理论 中 , 它们 的 所 谓 八 指数 
(exponents) 起 着 重要 作用 ( 见 家 1); 这 些 数 比 对 应 的 
反射 群 的 生成 不 变量 的 次 数 少 1. 能 用 这 些 短 指 数 表 
HRE K N Obi EA G u Ta. 见 


- 反射 群 (reflection group). 


有 限 Coxeter 群 的 全 部 生成 元 的 葬 积 在 共 轿 意义 
下 不 依赖 乘法 的 顺序 , 被 称 为 Killing - Coxeter 元 
(Killing - Coxeter element } 或 Coxeter Jt: (Coxeter element) 
(B). | 
PFN 

[ll Coxeter, H. S. M. , Discrete groups generated by reflec- 
tions, Ann. of Math. , 35 (1934), 588—621. 

[2] Coxeter, H. S.. M , The complete enumeration of finite 
goups of ibe form ri={7 h) = 1, J, London Math. 
Soe., 10 (1939, 21—25. 

[3] Coxeter, H. S. M. , The product of generators of a fi- 
nite group penerated by reflections, Duke Math. J., 18 
(1951), 765—782. 

[M Bourbaki, N., Elements of mathematic. Lie groups 
and Lie algebras, Addison - Wesley, 1975 ( £ 5 法 
X). 

[5] Tits, J., Le problëne des mots dans les groupes de 
Coxeter, Symp. Math., 1, Acad. Press, 1969, 
175-1485. 3. E. Bmfepr E 

[ 补 注 〗 在 表 1 和 表 2 中 出 现 的 图 在 西方 文献 中 通常 
称 为 Aenm 图 (Dynkin diagrams )， 特 别 地 ,在 对 应 


的 有 限 维 单 Lie 代数 和 对 应 的 仿 射 Kac - Moody 代数 
(affine Kac -Moody algebras) (Kac -Moody Lie 
代数 )} 的 情形 是 这 样 的 . 例如 , W [4]. 


HEH £ 许 以 起 校 


Cramer 法 则 [Cramer rule ; Kpamepa mpamnisum ] 


MEn TRY n TAERA EHA 
dgx +: Fa jaža = b, 
ax + . ` Fann Xn = b, 


的 行列 式 DD 不 等 于 0, 则 这 个 方程 组 具有 唯 - 解 . 这 个 
解 由 下 列 公式 给 出 : 


一 一 ， k=l.. n (*) 


这 里 , D E D Pp k 9) yú 8 AA PL HI ba b, 的 相 

应 元 素 而 得 到 的 行列 式 -公式 (9 称 为 Cramer 公式 

(Cramer formulas}， 它 是 G.Cramer 发 现 的 ( 见 

Bp. : 

参考 文献 ， 

11] Cramer, G. , Introduction à l'analyse des lignes ‘courbes, 
Geneva, 1750, p. 657. 


[2] Kypow, T. , Kypc ppc ganrepo, ll an M. ,1975 


{中 译本 : TV. 库 洛 什 ,总 等 代数 教程 , 高 等 教育 出 版 社 ， 


1953). H B Yibocazypsakos #Ë 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[AI] Apostol, T. M. , Calculus, 2, Wiley, 1969, p. 93. 


Ik 译 


Cramér 定理 [ Cramér theorem ; Kpawepa Teopema ] 

关于 独立 随机 变量 和 的 大 偏差 概率 的 积分 要 限定 
理 . W Xe, X,, oo 是 一 列 具 有 相同 非 退 化 分 布 函数 下 
的 独立 随机 变量 ,满足 EX=0, 且 使 得 矩 母国 数 Ee > 
在 某 区 间 上 时 六 开 内 是 有 限 的 , 这 最 后 的 条 件 称 为 Cra - 
mér 条 件 {Cramér condition). $ 


EX? = o, F,(x) = Pas 
gn j=l 


如 果 x >1, B 4 n — co FJ, x=o(/n ), 那么 


I-E) _ = Í x x 
To alale] 
F,(— x) x? x x 
E -faaho 


这 里 中 (9 是正 态 10 , DHA B 3k, 10)=5 ni E 
所 谓 的 Cramėér t 39 (Cramer series ), JE £ $k RIK T 


CRAMER - VON MISES TEST %85 


随机 变量 X WE Sk ga a E e a . 
ERL. h H. Cramer T 1938 FPA RA R EA 
A Pu SR y: bI RA ga a. 

参考 文献 

[I] Cramėr, H., Sur un nouveaux théorème -limite de 
la théorie des probabilit&. Act. Sci. et Ind. , 736, Her- 
mann, 1938. 

[2] Wepargeop, H. A. , Jimm, KO. B., HesanBcuMble: n 
CTamtrorabao CasaHFue Benmi, M., 4965 ( % £ 
Æ: Ibragimov, L A. and Linnik, Yu. V. , Independent 
and stationary sequences of random variables, Walters - 
No - ordhoff , 1971). 

[3] lempon, B. B., CYMH HOSRBHCHMBIX CMMAÑADIK BCIHHUHH, 
M. , 1972 { 英 译 本 : Petrov, V. V., Sums of indep- 
ndent random variables, Springer, 1975). 

B. B. Tipoxopos 所 
[ 补 注 】 亦 见 极限 定理 (limit theorems); (8 3 t) 
概率 {probablity of large deviations)- 
参考 文献 

[A1] Eli, R, S. , Éntropy, large deviations, and statis- 

tical mechanks, Springer, 1985. 陈 培 德 PE 


Cramér - von Mises 检验 [Cramér -von Mises test ; 
Kpamepa - Mmeca wpureped | 

“独立 同 分 布 秆 机 变量 X. X 有 给 定 的 连续 分 布 
函数 F(x 这 个 假设 孔 的 非 参 数 检 验 ( non - para- 
metric test). Cramár - von Mises 检验 基于 形 如 


+o 


NFEE f [VAE FO] HEEF) 


的 统计 量 , 其 中 所 (x) 是 由 样本 XA 构造 出 的 经 验 
分 布 (empirical distribution) A 39: , ñ po RE- E x 
FRA [9,1] 的 韭 负 函 数 ,满足 平 的 , pO M rp () RE 
[0,1] LER. 这 类 基于 “平方 度量 " 的 检验 首先 由 H. 
Cramér([11) 和 von Misés ([21) 所 考虑. H. B. Cyapuon 
Eh. B p( = ], 并 证 明了 在 这 个 情形 下 ， 当 十, 为 真 而 
n= ht, 统计 量 w:=wm?l 8 — w 分 布 (‘omepa -sq- 
uared' distribution) 为 其 极限 分 布 ,此 分 布 与 分 布 函数 
FG) 无 美 . 基于 统计 量 o, 的 H. DJ gite. A 
a? (Cramër - von Mises - Cvupaos) 检验 (test). wrt 的 
数值 可 用 下 述 表 达 式 求 得 : 
32 

u? = mt Jao- 
这 里 X S. SX. EE X... X. BB 3 PFP]. REE 
TEKE o ËJ o Ae BV H, 3 a 2ay BJ Pk 3E 88, 其 中 
oy E ay By dB i) F a du B. BD Pl etyl. T. 
W. Arderson # D. A. Darling 提出 了 一 个 类 似 的 检 
验 , 那 是 基于 统计 量 cz[( 一 F(x F (x) (BL [5)) ， 
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参考 文献 

[H] Cramér, H., Sannolikhetskalkylen och nagra av dess 
anvandningar, Stockholm, 1926. 

[2] Mises, R. von, Mathematical theory of probability and 
statistics, 1964 (PEB 08). 

{3] Cssapuom. H. B., «Marem. c., 21937), 5.973—993_. 

[3] Bonsuca ¿L H. Cwapave, H. B., Fað Mb MATEMAT- 
HECEON cTaTWCIRKR, 2 wag, M, 1968. 


[St Anderson, T. W. and Darhing. D A., Asymptotic the - 
ory of certain ' goodness - of - fit’ criteria based on sto- 


chastic processes, Ann. of Math. Stat, 23 (1952). 
193-212. M. C. Hayme E 
LIFI 在 西方 文献 中 , p(t) = 1 这 一 选择 通常 被 称 为 
Cramėr - von Mises 检验 . 然而 , CMmpHo 首先 提出 这 
个 选择 , 且 把 该 统计 量 重 写成 土 述 分 布 无 关 的 形式 . 不 
论 选 择 守 么 平 ,ox BERS AGG F X X. ("Jy BE 
量 "这 一 术语 指 的 是 表达 式 [Vn (F. (x)— Fa], 而 非 指 
平 的 某 一 选择 ) Cramér 实际 上 考虑 的 检验 是 用 dx 到 
代 于 (F(X) dF), 而 von Mises 则 用 4(x) dx F $ 
{F(x} dF (x). 
[1 的 更 新 是 [A1l. 


参考 文献 
[AH Lenmann, E. L., Testing statistical hypotheses, Wi- 
ley, 1959. HAN FE 


FERT [ creation operators ; poxenna oneparopu] 

- 族 闭 线性 算 子 ta"( 四 :feH 1, Hh H 是 某 个 
Hilbert 至 间 , 作 用 于 在 号 上 所 构 作 的 bog 空间 (Fock 
space) F, EWER F annihilation operators ) 
fat): JEH) BHE. P. A Mmo 所 
【 补 注 了 算 子 @f 六 的 确切 描述 及 适当 的 文献 , 见 漂 没 
算 子 (annihilation operators ) ， 率 炳 万 W 


创造 集 [areative set ; fpeaTaauoe MoxecTac] 

一 类 自然 数 的 递归 可 校 举 集 4, 它 ( 在 自然 数 集 
内 } 的 补 集 A 是 一 产生 集 (productive set); 换言之 ， 一 
集合 4 是 创造 泥 ， 若 它 是 递归 可 校 举 储 且 存在 一 部 分 
WIE g(x)， 使 得 对 任意 具有 Gixiel 数 x 的 包含 在 
A hÉ sdn s TE W, 

pix) ë A— WW. 

在 各 种 算法 不 可 解 问 题 中 经 常 遇 到 创造 集 ， 因 此 它 构 
成 了 砷 递归 的 递归 可 梳 举 集 的 最 重要 的 类 .在 许多 形 
式 理 论 中 ， 可 证 和 可 发 公式 集 的 { 配 数 的 ) 集 合 被 证 出 
是 创造 集 ( 假 定理 论 的 一 切 公 式 的 一 个 自 热 的 校 举 )，; 
特别 地 ，Peano 算术 是 这 种 情况 ， 一 般 地 ， 所 有 递归 
木 可 分 建 论 { 即 其 可 让 和 可 又 公式 集 是 递归 不 可 分 的 理 
论 ) 也 如 此 ， 所 有 创造 集 是 相互 递归 同 构 的 ( 即 对 任 二 
创造 集 有 一 自然 数 的 递归 一 一 映射 ， 它 把 一 个 集合 映 


到 另 一 个 集合 上 )， 且 它们 属于 同一 个 Turing 
度 —— 递归 可 术 举 集 的 最 大 度 ， 创 造 性 的 概念 串 推 广 
到 集 序 列 和 其 他 对 象 . 
参考 文献 
[1] Rogers, jr. , H. , Theory of recursive fndions and ef- 
fective computability, MeGraw - Hill, 1967. 
[2] Shoenfiedd, J. R. , Mathematical lome, Addison - Wesely, 
1967. B A Incmni # 
【 补 注 了 上 上面 讲 的 许多 枝 念 如 递归 可 枚 举 集 ， 递 归 同 
构 ，Turing E 69 E S RH PE # W 38 4 38 rio (recur- 
sive set theory) 和 不 可 判定 魔 (degree of undecidabi- 
lity). 1638 Bt ë 


Cremona 群 [ Cremona group ; Kpemowma rpyona ] 

域 K 上 射影 空间 P; 的 双 有 理 自 同 构 的 群 Cr (Pi): 
或 等 价 地 ，P' 的 Cremona 变换 (Cremona transforma- 
tion) 的 群 . 

Pr 的 射影 变换 群 PGL (n+1,. k) 自然 地 包含 在 
{Cr(P") 中 作为 一 个 子 群 ; 当 n 宇 2 时 , 它 是 真子 群 ， 群 
Cr(P') 同 构 于 k 上 个 变量 的 有 理 函 数 域 关 于 大 的 自 同 
构 群 Aut k(x ,，… x ). 关于 射影 平面 的 Cremona ## 
的 基本 结果 是 Noether 定理 (Nocther theorem): 4È 
数 闭 域 上 的 群 CrtPi) 用 二 次 变换 生成 ,或 等 价 地 , 由 标 
玲 二 次 变换 及 射影 变换 生成 ( 见 [1], [7]); 这 些 生成 元 
间 的 美 系 可 在 [10] 中 找到 ( 亦 见 [11]). 迄今 《41987) 尚 
不 知道 Cremona 群 是 否 是 单 群 . 当 基 域 冯 不 是 代数 闭 
时 , Noether 定理 有 一 个 推广 ( 见 [6}). 

在 汉 有 理 几 何 学 中 最 困难 的 问题 之 一 是 描述 群 
Cr(Pi) 的 结构 , 它 不 再 由 下 次 变 撞 和 牛 成 . 儿 乎 所 有 关于 三 维 
空间 的 Cremona 变换 的 文献 都 是 致力 于 得 到 这 样 变换 
的 有 具体 例子 ,最 后 ,对 于 高 于 三 维 的 空间 的 Cremeona 群 
的 结构 几乎 一 无 所 知 . 

Cremona 群 的 理论 中 的 一 个 重要 研究 方向 是 探索 
Cr(P") 的 于 群 . 当 X 是 代数 闭 域 时 , Cr(P2) 的 有 限 子 群 
CERRI -ARI ( 见 [8] 以 及 [6]) ，Cr(P2) 中 的 
所 有 对 合 的 分 类 早 在 1877 FMH E. Bertini 得 到 (Ir. 
如 见 [4], 5P. WÈ Cr (Pr) (n 23) 中 所 有 对 合 的 
问题 仍 末 和 解决 ，Cr{(PP) 内 所 有 极 大 连通 代数 子 群 已 由 
F. Enriques 在 1893 年 作 了 描述 ( 见 [4]): 它们 恰好 
是 有 理 曲 面 的 所 有 极 小 模型 的 自 同 构 群 , 即 平 向 P, 
k hbi P x P' 以 及 一 系列 直 纹 面 F, (N2:2) 0) B I| 38 
群 .对 于 群 Cr (Pr) tn 之 3) 的 情形 ,这 个 结果 有 -- 些 推 
广 { 见 [3]， BD. 
参考 文献 

[1] AmeGpagueckue nopepxaocm, «Tp Marem. m-ra AH 

CCCP >, M, 75 (1965). 

[2] Cobe, A. B., Algebraic pgeometry and theta functions, 
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Amer. Math. Soc. , 1929. 

[5] Demazure, M. , Sous -groupes alpébriques de rang ma- 
ximum du groupes de Cremona, Ann. Sa. Ecole Norm. 
Sup. Sér. 4, 3 (1970), 4, 507 — 588. 

[4] Godeaux, L. , Les transformations birationeiles du plan, 
Gauthier - Vilars, 1927. 

[5] Hudson, H. P., Cremona transformations in plane and 
spaw, Cambridge Univ. Press, 1927. 

16] Mamm, IO. H. , Mare. c5., 72 (1967), 2, 161—192. 

[7] Nagata, M., On rational swfaœs M , Mem. Coll. Sci. 
Unie, Kyoto, 33 (1960), 271-293. 

[8] Wiman, A., Zur Theorie der endlichen Gruppen von 
birationalen Transformationen in der Ebene, Math. 
Ann., 48 (1897). 195-240. 

[9] Umemura, H. , Sur les sows - groupes aleebriques primi- 
ti du groupe de Cremona š trois variables, Nagoya 
Math. J., 79 (1980}, 47-67. 

B. 六 .icxonctx E KEk FE 


Cremoma 变换 [ Cremona transformation ; Kpemomono 
mpeo6pasonassse j 

域 上 上 射影 空间 Pi (n 22) 的 双 有 理 变 搞 (birational 
transformation}. L. Cremona (从 1863 年 起 ) 对 平 
面 和 三 维 空 间 的 双 有 理 变换 作 了 系统 的 研究 Cremona 
变换 的 群 后 来 也 以 他 的 名 字 命 各 称 为 Cremona 群 
(Cremona 部 oup) ,并 记 为 Cr ( Pr). 

不 是 射影 变换 的 Cremona 变换 的 最 简单 的 例子 是 
平面 的 二 次 双 有 理 变 换 . 在 非 齐 次 坐标 (xz ,四 下 ,它们 
可 用 下 面 线性 分 式 变换 表示 

ax+biy-+e, 


在 这 些 变 换 中 ,特别 值得 一 提 的 是 标准 一 次 变换 (stan - 


dard quadratic transformation) z: 


ax +biy +e, 
ya 一 -一 一 一 一 一 . 
aax thay tea 


l 1 
(x, y) 一 = 


` 


或 者 用 齐 次 坐标 写成 


(xo, XI, X2) — (X1X2.X0X2. X0X1). 
这 个 变换 在 坐标 轴 外 面 是 一 个 同 构 : 
T. Pi\ {Xox x =Ü) 5 P} ` [XX X. =0}, 


它 有 三 个 基点 { 即 不 定 交 的 点 ): (0, 0, 1), (0,1, 
站 及 (1, 0, 人 站) ,并且 把 每 个 坐标 轴 映 到 不 会 在 这 个 轴 
里 的 唯一 基点 上 ， 

根据 Noether 定理 【 见 Cnemota $ (Cremona 
goap), # k ERAR, UTE Pi 的 每 个 Cremona 变 
换 都 可 表示 成 二 次 变换 的 复合 . 

某 些 特殊 类 型 的 变换 ,特别 是 Geiser 对 合 及 Bertini 


CREMONA TRANSFORMATION ss? 


对 各 ,在 Cremona WH B5 M je P h A WK H Hh te (M, 
[1]). Geiser 对 合 (Geiser involution): P} — Pi H k! 
重 数 3 通过 ? 个 - - 般 位 置 的 点 的 P: F 8 yhtki eE Y 
系 所 定义 . Bertini 对 合 (Bertini involution) ñ: P; — Pi 
由 以 重 数 6 通过 8 — k u W BJ a P2 EF 17 W Bh #& 
的 线性 系 所 定义 . 
形 如 
X — X, 
P(xy + Qix) 


y> REFS) P 9, R. Seklx] 


的 Cremona 变换 称 为 de Jonquières 变换 (de Jonqui- 
ères transformation). de Jonquières 变换 可 以 最 自然 
地 理解 为 二 次 曲面 P, x PENARTH, 它 保 持 到 共 
中 一 个 因子 上 的 投影 . 于 是 Noether 定理 可 复述 如 下 ; 二 
次 曲面 的 骏 有 理 自 同 构 群 BirtP'x P') 由 一 个 对 合 5 以 及 
de Jonquières 变换 所 生成 ,其 中 se Aut (P' x P') Æ Hi 
因子 敬 换 所 定义 的 自 同 攀 ， 

Pr 中 念 射 空 间 4* 的 任意 双 正 则 自 间 构 6 可 扩张 
A Pr ËJ Cremona 变换 ,所 已 Aut (ar) Cr (Pr). n = 
2 时 , 群 Aut (47) 由 仿 射 变换 的 于 群 以 及 形 如 


x — ax +b, y — cy T Q(x), (=) 
a= 0, c= 0, a, bek,Q(x)ek|x] 


HERTEN. Jt. 2F, 2 FEE x 26 p t ft) 3k AR 
[5]). ## Aut(A;) (n223)06) s Rq 0 2 8 38. — E hh 
说 ,到 目前 (1987) 为 止 , 关于 维 数 m 23 的 Cremona 
变换 还 没有 得 到 有 意义 的 结果 . 
参考 立 献 
[1] Hudson, H. F. , Cremona transformations m pane and 
space, Cambridge Univ. Press, 1927. 
[2] Godeaux, L. , Les transformations birationelles du plan, 
Gauthier - Villars, 1927. 
[3] Cobek, A. B. , Algebraic geometry and theta fnctwns, 
Amer. Math. Soc., 1929. 
[d] Nagata, ME. , On rational surfaces I, Mem. Coll. Sci. 
Univ. Kyo. , 33 (E960), 271 一 393 . 
[Si Shafarevich, 1. R., On some mfinitedimensional groups. 
Rend. di Math. , 25 (1966), 208 —212. 
E. A. Feroe PFE 
[ 补 注 】 Aut(Ai) EHE (affine transformation) 
的 于 群 与 形 如 (*) 的 变换 的 子 群 所 成 的 共 合 积 这 一 事实 ，、 
首先 是 由 H.W. E. Jung (对 char =D) 证 明 的 ([Al7); 
任意 基 域 的 情形 是 W. van der Kulk 证 明 的 (TA21). 
参考 文献 | 
[AL] jung, H. W. E. , Ueber ganze birationale Transforma- 
tionen der Ebene, J. Reine Angew. Math. , 184 (1942), 
161—174. . 
[A2] Kulk, W. van der , On polynomial rings in two va- 
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nabis, Nieuw Arch. Wiskunde, 1 (1953), 33—41. 
陈 志 杰 译 


临界 函数 [critical function ; kprrnaeckan Dyuxzumg] 
一 个 统计 量 , 其 值 等 于 在 给 定 观察 结果 的 条 件 下 ， 
拒绝 所 检验 的 假设 的 条 件 概 率 . 设 瑟 是 取 值 于 样本 空 
间 伴 ,器 ) 的 随机 变量 ,其 分 布 属于 分 布 族 {P: ge@}. 设 
要 检验 假设 丙 :9eGhc= @, 对立 假设 为 86@,= @N@,. 
Bpl )A I 上 的 可 测 函 数 , 使 0 和 ofo sl 对 一 切 
xe 上 成立， 如果 用 一 个 随机 化 检验 来 检验 这 个 假设 ， 
当 试 验 得 出 革 =x 时 , H, 以 q(x) 的 概率 被 拒绝 而 以 1 一 
g (x) 的 概率 被 接受 , 则 称 pO) 为 该 检验 的 临界 函数 . 


在 建立 一 个 非 随机 化 检验 时 ,选择 临界 函数 使 其 只 取 0， 


1 两 值 , 因 此 它 是 某 集 合 KERRE. KARYA 
检验 的 临界 区 域 : p(x)=1 "f xe K, p (x)=0 4 xÉ K. 
参考 文献 


[1] Lehmann, E. L., Testing statistical hypothesis, Wiley, 


1959. M. C. Hym A ERR 译 


临界 型 起 [critical ideal ; xperepai szea j 
GREI AHERE (ramified prime ideal). 


临界 水 平 【 critical level ; Kparadteckei ypomeuns] 
1 与 临界 函数 (critical fundtion) 2 #. 设 要 检验 
茶 一 与 了 的 分 布 有 关 的 假设 H. 使 用 一 个 基于 统计 量 
TONA. BRS H, K hF T (X) É) EKAA 
GU. 车 该 检验 的 临界 域 由 不 等 式 T(X)>t 确定 , 则 临 
界 水 平 是 1 一 G[ET(XY. 
参考 文献 
[l] Lehmann , 
1959. 
[2] Hajek, J. and Sidak, Z., Theory of rank tests, Acad. 
Press, 1967. M. C. Hayim E 
[译注 】 这 个 条 目 有 问题 : xf3EBG U Irky52 (如 本 条 
目 中 那样 )， 临 界 函数 只 取 0, 1 两 值 (£ U Ó R A & 
(critical function))， 方 按 本 条 目的 解释 ， 其 临界 水 平 
只 能 取 1, 人 两 值 ， 而 不 可 能 是 1-GCTCXY， 因 此 值 一 
般 介 于 0 与 1 之 间 ， p 
临界 水 衬 的 真实 含 文 是， 它 是 样本 的 函数 ， 取 值 
手 昌 1 之 间 ， 其 值 反 映 了 所 得 样本 天 对 上 筷 设 H, 的 支持 
程度 ， 这 个 概念 只 能 用 在 检 驼 的 临界 城 为 {TCD> 早 的 
情况 (LTC9< 世 的 情 癌 包括 在 内 , 因为 可 写 为 {一 TX)> 
一 直 ). 这 时 临界 水 平定 义 为 1-G(T(X》， 其 中 G 是 
T(X 的 分 布 函数 ， 取 检验 水 平 为 «等 价 宇 说 ， 才 临界 
水 平 小 于 x 时 就 拒绝 假设 H,. BREN 译 


E., Testing statistical hypothesis, Wiley, 


临界 点 [critical point ; parmata TOKA | 
1) 解析 函数 f(z2) 的 m 阶 临界 点 是 复 平 面 上 的 点 a, 


在 a 处 函数 正 划 且 其 导数 f(z} 有 m MEA, R d m 


为 自然 数 , 焕 言 之 ， 一 临界 点 由 下 述 条 件 所 定义 
im = fü) _ O im OC fa) yo 
im Ga tart 7” 


fE j Sy yo pA 1E |b Bi $k f (z) 以 无 穷 远 点 (a= 中 ) 为 m 阶 
临界 点 ， 由 下 列 条 件 定义 : 


lim Ye) fæ" = 0, 
lim (/)— fæ” 0, 


H m PAEA HB 2 ÉS A Bi eR 2 E fi E Ë Yr Bh 5 
w=f(@) FHE m +1 fë E f a) EER BI E SR b PK E 
面 流 的 复位 势 , 则 一 个 临界 点 由 下 面 的 性 质 所 刻画 , EE 
经 过 此 点 不 是 一 条 而 是 mm 上 1 条 流 线 ， 并 且 在 临界 点 
AREH, ATERS z=yy(w) { 即 满足 了 wj 二 w 
的 函数 )， 临 界 点 是 一 个 m+! 阶 的 代数 分 支点 . 

2) 设 点 4 是 复 (n 一 mm) 让 不 可 约 解 析 集 


M = {zeV: fi(z)= -- ' =f,(z)=0) 


h M E H a # 38 22 B] C” ch 0546958 下 中 满足 条 件 
J G)= =h 的 点 所 确定 ,其 中 太太 是 FF 上 
个 复 变 量 > ={2;,…,z,) 的 全 纯 函 数 . a 称 为 临界 点 , tm 3 
Jacobi # RE || ôf 762 =l m ,六 二 1,…, 1) 之 秩 小 于 
m. MM 的 其 他 点 称 为 止 则 的 {regular) . M 上 的 临界 点 相对 
来 说 是 很 少 的 :它们 构成 一 个 复 维 数 至 铸 是 n 一 m 一 1 
的 解析 集 . 特别 地 , 当 m=1， 即 车 MM= {f(z)=0}, 且 
M 的 维 数 为 aa 一 1， 则 临界 点 集 的 维 数 至 多 是 n 一 2. 


参考 文献 
[1] Hurwitz, A. and Courant, R. : Vorlesungen über allge- 
meine Funktionentheorie und elliptische Funktionen, 1, 


Springer, 1964. 
[2] Mađer, 5 B., Bpenciue s ro š anama, 2 A39., 
M. , 1976. E Jl Commenee: HE 


【 补 注 】 2) 中 所 定 久 的 点 亦 称 M 的 奇 点 ， 见 [A1]. 
参考 文献 
[A1] Grauert, H. and Fritzsche, K , , Several complex variables, 
Springer, 1976 (PHE: H. AARE, K BT), £ 
复 变 数 ,科学 出 版 社 ，1988). 
3) W. kq M 到 ! 维 微分 流 形 N 上 AQ 
k stat Rk, (W M 的 切 空间 在 微分 了 t df: 
TM 一 Toa M FHR df (T. M) 的 维 数 ) 小 于 上 所 有 临 
界 点 的 集合 称 为 临界 集 (critical set), 临界 点 x, 的 象 
f(xo) 称 为 临界 值 (critical value) F pe 及 不 是 任 一 
界 点 之 象 . 则 称 为 正 则 点 (regular point) 或 正 则 值 
(regular value) (RFE THREATS SM M 中 的 
非 临 算 点 亦 称 正则 点 . 


根据 Sard 定理 {Sard theorem), # f É C” 类 光 
ARH im >min(k—1,0), 则 临界 集 的 多 在 N 中 是 第 一 - 
范 团 的 { 即 它 是 至 多 可 数 个 无 处 钢 密 集 之 并 ) 下 有 1 维 
零 测度 [ 见 [1], 和 21)}， 对 于 m 的 下 扯 不 能 更 弱 ( 见 [3])， 
常 须 考 虑 的 情形 是 m= 多 [( 在 此 情形 证 明 被 简化 , N [4]). 
此 定理 被 广泛 地 用 来 通过 “小 移动 "化 为 一 般 位 置 
(general position): Piil. FA AEEA, 对 给 定 R" 
中 两 个 光滑 的 子 流 形 , 其 中 之 - :存在 任意 小 平移 使 得 它 
们 的 交 亦 是 一 子 流 形 ( 见 [2], 14] 和 映射 的 横 截 性 
{transversality}. 

RELIRE 3 k< Bj. p TS xo5 M DRE 
BARRA, BMT Rk, =k 的 点 和 满足 Rk, f<k 
的 点 ， 其 性 质 有 显著 的 差别 ,在 前 一 情形 存在 x, WJ 38 
域 ,此 处 岗 射 粗略 地 看 像 RE 到 民 R' 的 标准 的 同人 ; 更 精 
HIR EA gM E A a a (fF N 上) 邻近 分 别 
FERREE x UU. x. fl y. e p B. f Aeh FA 


VFX, ISK, ya = ''' = y = 0. 


在 第 二 种 情形 点 xi 邻 城 之 象 不 必须 是 流 形 ,而 显现 各 
种 奇异 性 一 - 尖 点 , 自 相 交 等 等 . 由 于 这 个 原因 , 临界 点 
的 定义 常 被 修改 为 仅 包含 满足 Rk. f<min(k, HEIA xo， 
地 时 上 面 铬 述 的 其 他 定义 须 作 相 应 的 恬 改 ([5]). 

在 醋 微 映射 的 奇 点 理论 中 ({ 如 SLED 镀 究 临界 点 领 
城内 的 英 射 性 质 . 在 这 方面 往往 不 是 研究 任意 的 临界 
点 (关于 这 些 临界 点 只 能 说 出 很 少 一 点 )， 而 是 满足 某 
些 条 件 的 临界 点 使 得 保证 它们 是 “不 太 强 地 退化 的 "和 “上 典 
型 的 " ， 因 此 ,人 人 考虑 充分 光滑 的 映射 或 映射 族 (E 
光 少 地 依赖 于 有 穷 多 个 参数 ) 的 临界 点 ， 这 些 点 在 下 述 
意 尽 下 基 “* 不 可 移 去 的 "， 即 在 原来 的 钥 射 或 映射 族 的 
小 抗 动 下 (小 " 理解 为 对 适当 的 mm 在 C" K SF). W 
动 后 的 映射 {或 族 ) 在 原来 的 临界 点 邻 域 有 一 个 相同 类 
型 的 临界 点 . HTE M — R {HIE PU Sh BL P tr; 
在 此 情形 临界 点 常 称 为 平稳 点 (stationary point)), 在 
上 面 所 指 的 意义 下 典型 的 临界 点 是 韭 退化 的 
(non - depenerate ) 临界 点 ， 在 该 处 Hesse 型 是 二 非 
退化 的 二 次 型 ， 相 应 的 甘于 函数 族 的 典型 临界 点 见 
[89], [7]. 
参考 文献 

{I} Sard, A., The measure of critical values of differentia- 
ble maps, Bull. Amer. Math. Soc. , 48(1942), 883—890. 

[2] Stemberg, S., Lectures on differential geometry, Prentice 
Hall, 1964. 

[BI Whitney, H., A funcion nol monstant on a connected 
set of critical points, Duke Math. J .1 (1935), 4, 
514-517. 

14) Milnor, J., Topology from the differential viewpoint, 
Univ. Press of Virgnia, Chartottesville , 1965. 

[5] Golubitsky, M. and Guillemin, V., Stable mappings and 
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tbeir singularities, Springer, 1974. 
[6] Brocker, P. and Lander, L., Differentiable germs and 
catastrophes, Cambridge , Univ. Press, 1975. 
[7] Apoa, B. F, < dpynxunon amann H ero mpanox.2, 
é (1972), 4, 3—25. 
J B Auocoa R HAW 容 尔 谦 校 


临界 区 域 [ eritical region ; kareas OfUDCTb ] 
样本 空间 中 的 一 区 域 ,具有 如 下 性 质 : 当 某 一 随机 
变量 的 观 赛 值 落 人 此 区 域 时 , 岂 与 该 变量 分 布 有 关 的 某 
TERRE. 设 H, 为 与 某 随机 变量 X 0) 2 4 8 x 
AB, X S ARE A, 见 ) ， 为 构造 出 H, 的 非 
话机 化 检验 , 人们 把 空间 半分 章 为 两 个 林 交 党 K sü K, 
使 天 U 民 = 天 ,天 E 见 ,检验 相当 于 下 述 法 则 : 4 XERE 
中 实现 的 值 x 落 人 天 内 时 拒绝 H, P (BD 3 x £ K 
时 ) RRE H. 集合 无 称 为 该 检验 的 临界 区 域 ; 其 余 集 
天 则 称 为 接受 区 域 . 在 这 个 意义 下 , 选择 临界 区 域 的 问 
题 等 价 于 为 假设 H, 构造 非 随机 化 检验 的 问题 . 自然 
地 , 临界 区 域 是 在 为 检验 妃 而 作 的 抽样 之 前 就 定 下 来 
的 ; 另 一 方面 ,在 Neyman - Pearson 理论 的 范围 内 , 临 
舞 区 域 的 实际 选择 决定 于 在 统计 假设 检验 问题 中 产生 
的 第 一 类 和 第 二 类 错误 的 概率 . 
参考 文献 
[1] Cramér, H. Mathematical methods of statistic, 
Princeton Univ. Press, 1946. 
[2] Lehmann, E. L., Testing statistical hypothesis, Wiley, 
1959, 
[3] Waerden, B.L, van der, Mathematiche Statistik, 
Springer, 1957. M. C. Hayme W KAM i£ 


WFE [ critical value ; KpaTmsecxoe amaseune] 
MARAEA (critical point) F 548. 


Nn [cross product ; ckpemeHhoe nporme wu], 8 G 与 
ZK 
一 个 如 下 定义 的 结合 环 . 设 g 是 群 G 到 带 有 单位 
元 的 鱼 合 环 站 的 自 同 构 群 的 一 个 映射 ， 兵 中 可 逆 元 的 
一 个 族 
P= {Pa 9, he Gl 
满足 条 性 : 对 所 有 的 EKM ggg EG, 
Da. Pa ma Pa ehane’ 
ms ° w =p ep ， 
则 族 p 称 为 因子 组 (factor system). G 与 下 对 于 因子 
组 o E Bl r 的 叉 积 是 形式 为 
Mat, gEG, <€ K 


g 


的 所 有 有 限 和 (这 里 二 是 对 于 每 个 元 素 geG 唯一 指定 
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的 记 导 ) 构 成 的 集 ， 并 具有 由 下 式 定义 的 两 种 -元 运 
算 : 


PA NAA 


| PEA P2 = z] apro) | fa- 


这 个 环 记 为 K(G, po). 元 素 LARCH KE. 

如 果 g 把 GG 映射 到 此 的 恒 等 自 同 构 ], HJ KG, p) 
KAM 群 环 (twisted group ring) 或 交叉 群 环 (crossed 
yop p ring). 如 果 再 加 上 条 件 : 对 任意 2, heG 有 

1， 则 K(G, p, ay K EGRE (group ring). 
CARRA (group algcbra}.} 7 

W 六 是 域 ，o 是 单 射 ， 则 K(G. p, Ü) 是 一 个 单 

环 ， 它 是 所 给 域 和 它 的 Galois RRIA. 


参考 文献 
[1] Sehgal, S. H., Topiœ in group rings, M. Dekker, 1978. 
{2] BEoamm A A, %5 mamm x., 4 (1963), 481-— 500. 
[A Hirom Hayka ú TEXAHIA. COBPEMEEHER UPOCGFOCMEI MAT- 
mamm, T. 2, M., 1973, 5-118. 
[4] Passman, D. S., The algebraic structure of group rings, 
Wiley, 1977. A A Eom # 
(MEI 在 上 述 定 义 因子 组 的 美 系 中 ， 例 如 成 5 ， 当 
然 表示 用 自 同 构 cg) EATER py 的 结果 .如果 
对 所 有 g,heG， 有 p=1， 则 得 到 斜 群 环 (skew group 
rings) K(G, 1, 5)， 在 研究 扩张 时 自然 出 现 叉 积 ， 事 
实 和 处 设 N 是 GG 的 一 个 正规 子 群 ， 在 中 选择 GN 
的 代表 元 集合 fg}， 则 对 于 G 的 群 代数 KG 中 的 每 个 元 
ae.、 亲 以 唯一 表 为 和 ea = ag, a,e KN. 记 


gh=p; rgh, a=; (a)g, 


ñ p, 定义 了 ( 群 G/N 和 环 KN 关于 自 同 构 a; 的 集 的 ) 
-个 因子 组 ， 且 


KG=KN(G / N, p, o). 


在 不 计 Brauer 等 价 (Brauer equivalence} 的 情况 下 ， 

每 个 中 心音 代数 (central simple algebra) FE -- 4 X. 
E. 但 是 并 非 每 一 个 可 除 代 数 (division algebra) 都 同 
构 于 一 个 又 积 . 天 上 两 个 代数 4 与 B E Brauer 等 价 
的 ， 如 果 存 在 n, n. 38 4@ M,(K)= B MK), 
这 里 M(K)E K Enxn EES. 亦 见 Brauer B£ 
(Brouer group). 林 亚 南 译 


x= HE [ cross ratio; noiisoe ormone |, 重 LE {double 
ratio}, JE M tE {anharmonic ratio) : 

处 于 二 条 直线 上 的 四 个 点 Mo Ma, M, M, K% t 
是 这 样 一 个 数 : AM, M, M, Mp- % F 


MM, MM4 
M.M. : M.M; 


这 里 , LR E E M. M. 和 M, M, 方向 根 同 , 则 认为 比 
M.M, iM M, 是 正 的 .如果 M. M, 和 M, M, 5 1 +i z , WI 
认为 这 个 比 是 负 的 . 交 比 与 四 个 点 的 编号 有 关 , 而 点 的 
编号 与 它们 在 直线 上 出现 的 次 序 可 以 相同 ,也 可 以 不 
FJ. 除了 四 个 点 的 交 比 以 外 ,还 可 考虑 通过 一 点 的 中 和 
ARAXE. AAA (mm, mm) ES$ T 


sinmi ma) 
sin(mam,) ` 


sin(m Ima) . 
SID(m, m) ` 


这 里 (m, m,) 表示 直线 m, A m, 之 间 的 交角 ,连同 其 符 
号 一 起 考 虚 。 如 果 点 M. M, MM, 分 别处 于 直线 
ma yt m, m, E. MWA 


(M.M;,M M.) = (mimi mi,imal. 
如 果 点 M, M, M, MA Mi M, M;, M, # 5 || — 8 
线 四 元 组 Mis Mas Myr m, 相交 而 得 到 的 ， 则 
(MMMMa) = (Mi MM Ms) 


交 比 在 射影 变换 下 是 不 变 的 、 等 半 一 1 PE, 称 
7 a M E (harmonic ratio) ( 见 点 的 调和 四 元 组 ! harmo 
nic quadrupie)). 3 T bma # 


【 补 注 】 

参考 文献 
[A1) Coxeter, H. S. M. , Projective peometry, Univ. Toronto 
Press, 1974. EA W 


z X B [crossed homomorphism; cepemel i romo- 
MoppeumM ], # GARATE GART 
一 个 映射 p:G 一 工 ,满足 条 件 piaba 

G. 若 吕 平 所 地 作用 于 工 , 列 交 驴 同 太 恰 好 正 是 适 常 
BAE. 交叉 同 杰 贝 称 为 G AREF TA 1 - FH SE 
【cocycles ) ， 见 非 Abel 上 同调 (non - Abelian coho- 
mology). 对 每 个 元 束 "ET 工 定 尺 -- 个 交叉 同 态 pla) 
=y '(ay)(as G). 称 为 主 交叉 同 态 (principal crossed 
homomorphism) $ L AWT e WERE. 映射 :GG 
— P EZIAA 3 E (2 5 G 到 本 的 爹 形 ( 见 群 的 例 形 
(holomorph of a group))} 的 映射 p 由 公式 pla) = {gq (a), 
alta 放 给 出 ， 其 中 oj:C 一 Ant 是 定 久 如 在 T 二 作用 
BAA. Ai, $ oE GEMEN V EARR, 
MEALA p: G 一 六 定义 了 G 的 一 个 表示 p 这 
是 用 V 的 仿 射 变换 表 基 的 ， 集合 o es<C 称 为 交叉 
[B] ZS p BJ E: ( kernel); 它 总 是 GG 的 子 群 . 

i A J Omar # 
[MÈ] 
参考 文献 


[A1] MacLane, 5., Homology, Springer, 1963 
[A2] Lang, S., Rapport sur la cnhomolome des groupes, 
Benjamin, 1966. 石生 明 译 FUM 校 


TLM [crossed modules; ckpemeHable Mozy ] 
来 源 于 辟 模 ( 见 模 {tmodule)) 概 念 的 一 个 概念 ， 一 
TEME- E 338 } 配 有 一 个 算 子 群 G RI J f: M 


一 占 ， 司 得 对 尾音 gg ed 和 所 有 x,yEM 满 足 : 
f(eo=g(fx)g ', (Foy=xyx ', 


则 称 MAPEX (GAR. M 是 G 模 ( 即 M 是 交 


换 群 )， 当 且 仅 当 一 常 教 (= esG)， 
M. IA Boñmnexopcaañ BE 肖 AH 
密码 学 [ cryptography ; spanrarpaden ] 


【 补 注 ] 最 近 几 年 密码 学 的 研究 真 可 谓 昆 方兴未艾. 
仔细 分 析 起 来 , 主要 有 两 个 方面 的 原因 ,首先 ,公开 密 
钥 密 码 学 的 创新 思想 (除了 它 本 身 十 分 有 趣 以 外 ) 大 大 
地 推动 了 密码 学 发 展 ,为 密码 学 开创 了 许多 全 新 的 应 用 
形式 ， 有 些 应 用 形式 甚至 在 直观 上 有 悖 于 通信 在 通常 
意 必 下 的 含义 .其 次 ,数据 保密 在 各 个 方面 的 应 用 也 促 
进 了 对 密码 学 需求 的 剧 增 . 这 一 点 主要 表现 在 , 密码 学 
已 经 走出 了 了 它 以 前 只 有 消极 应 用 (如 战争 中 的 保密 通 
信 , 犯 唑 活动 闻 的 保密 通信 等 等 } 的 旧时 代 , 而 步 人 了 
具有 广泛 积极 应 用 的 新 时 代 . 此外, 随 着 电子 邮件 及 类 
似 系统 的 业务 开展 ， 密 码 学 的 应 用 范围 将 会 变 得 更 加 
E. 

考虑 在 一 个 不 安全 信道 (AAAA communia- 
tion channel)) 上 传送 消息 . 【信道 可 以 是 容易 被 窃听 
者 窃听 的 电话 线 , 也 可 以 是 信息 系统 中 的 某 一 数据 储 
存 设备 ) .这 种 待 传送 的 消息 称 为 明文 (plaintext) ,为 了 
增加 保密 性 ,发 送 者 加密 (encrypt) 明 文 ,然后 在 不 安全 的 
信道 上 传送 加 密 后 的 窗 文 (ayptotext) . 接收 者 解密 
(decrypt) 所 收 到 的 密 文 , 恢复 出 原来 的 明文 . (“mH 
文 "和 “ 密 文 "的 英文 术语 也 经 常 分 别 用 deartext 和 
ciphertext), 


各 密 和 解密 通常 是 按照 具体 的 密码 体制 (crypto - 


system) 来 进行 的 本质 上 , 一 个 密码 体制 规定 若干 
个 (经常 是 无 穷 多 个 ) 密 钥 (key). 每 一 个 密 铀 K M 
定 了 一 个 加 密 函 数 es 和 一 个 解密 取 数 路. 对 明文 w 
作用 ex 可 得 到 密 文 c 

er (w)=c. 
反之 ， 

d,(e)=w. 

因此 ， 

dx(ex(w)=w. 
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更 准确 地 说 ,一 个 密码 体制 CS 由 以 下 三 部 分 组 
成 : 明文 空间 (plaintext space) , 密 文 空间 (cryptotext 
space) 及 密 锅 空间 (key space). 所 有 这 些 空 间 都 至 多 
是 可 数 的 . 较 典 型 的 情况 是 ,明文 空间 或 是 某 一 字母 赛 
(alphabet) 上 的 所 有 字 的 全 性 y ' 或 是 自然 语言 (如 
英语 ) 中 所 有 有 意义 的 名 子 组 成 的 集合 . 同样 , 密 文 空 
闻 可 以 是 茶 一 字母 表 AA 上 的 所 有 字 的 全 体 A .每 一 个 
TRA 天 确 定 了 一 对 映射 ex 和 心 ,它们 的 含 尽 在 上 面 马 
做 过 论述 ， 例 如 ,如 果 明 文 和 密 文 空间 分 别 是 工 和 A", 
那么 er 将 会 是 y" 到 A 中 的 一 个 翻译 (translation). 

“合法 " 的 通信 活动 也 许 会 遵 到 窗 听 者 或 密码 分 析 
员 (cryptanalyst) 的 窃听 . 在 良好 的 密码 体制 中 ， 密码 
分 析 (cryptanalysis) 是 十 分 困难 的 . 迄今 为 止 , 对 于 这 
些 概 念 还 没有 找到 让 人 满意 的 形式 化 定 匀 .不 过 从 应 用 
的 观点 看 ,形式 化 并 被 有 捕 近 到 问题 的 本 质 . 

在 所 有 的 密码 导 制 中 , 也许 要 算 所 谓 的 Caesar 密 
BB (Caesar cipher) (简称 CAESAR) 最 为 古老 , 最 为 有 
£. 在 Caesar 密码 中 ,明文 空间 和 密 文 空间 都 为 英文 
字母 表 了 = {4,…,Z} 上 的 所 有 字 (word) h e 4. 
密 铀 空间 是 {0, …，25]. 如 果 K E HZ apii 
元 素 , 别 ey 是 这 样 的 一 个 映射 , 它 把 英文 字母 表 中 的 字 
PREKE Ki. 【 王 的 排序 是 自然 的 字母 表 排 序 ， 
字母 表 中 的 最 后 一 个 字母 又 循环 地 与 第 一 个 字母 相 
连 , UFPA (lexicographic order) 例如 ， 


es(IBM)= HAL, es(MUPID)= SAVOJ, 
e, (HELP)=KHOS, e, (CRYPT0)=CRYPTO . 
Mi T KEERA dx EXS. 


d.=ex_x ， 
因此 ， 
dSAVOT =en (SAVON= MUPID. 


显 热 ,在 这 种 情况 下 所 有 函数 ex 和 dx 都 是 从 ERE 
Eig — BË (bijection). 

CAESAR 的 密 钥 空间 的 势 (cardinality) 非常 小 . 
按照 前 而 论述 的 好 坏 准 则 ， 具 有 这 种 性 质 的 密码 体制 
都 是 不 好 的 : 密码 分 析 可 以 简单 地 通过 试 测 所 有 可 能 
的 密 铀 来 进行 ,这 项 工作 显得 特别 的 容易 ,如 果 明 文 是 
某 一 自 热 语言 中 的 句子. 这 时 , 对 于 适当 长 度 的 密 文 
〔 册 如 长 度 大 于 或 等 于 10) ,通常 只 有 一 个 解密 密 钥 可 
以 产生 则 一 则 有 意 久 的 明文 ， 自 然 语言 的 这 种 完 余 度 
构成 了 许 包 密码 体制 的 密码 分 析 的 基础 ; 单个 字母 
的 ,连续 两 个 字母 的 及 连续 三 个 字母 的 统计 分 布 知 识 也 
揭露 了 明文 字母 与 密 文 字母 之 间 的 对 应 关系 ， 

CAESAR 是 广 为 使 用 的 景 古 老 的 密码 体制 现 已 
研制 由 了 各 种 各 样 的 其 他 密码 体制 . 所 有 这 些 经 典 密 
码 体制 都 具有 一 个 共 忆 的 性 质 ， 即 -一旦 人 们 知道 子 趣 
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密 密 钥 ex， 人 人们 便 也 知道 了 相应 的 解密 密 钥 dy E 
确 地 说 ，dx 可 由 ex 真 接 导出 或 者 d, 可 从 e 中 计算 
得 到 ,而 这 种 计算 并 不 十 分 困难 . 因此 ,在 经 典 密码 体 
制 中 加 密 密 钥 ex 必须 保密 . TW, — E mET H eA 
公开 ,相应 的 解密 密 锁 d, EEZ. 

创新 思想 应 委 功 于 W. Diffie 和 M. Helman ([A3]). 
与 上 面 所 说 的 经 典 密码 体制 相反 ,在 公开 密 角 密 记 体 制 
中 Ek 的 知识 未 必 会 暴露 dg. 更 准确 地 说 ,从 EK 来 计算 
d e 是 十 分 困难 的 ， 董 少 对 几乎 所 有 的 密 钥 K 26 tn 
此 . 

公开 密 铀 密码 体制 的 思想 十 分 简单 ， 那 名 为 什么 
这 一 思想 在 密码 学 的 历史 中 却 妃 寻 来 迟 呢 9? -- 个 显著 
的 原因 是 ， 在 公开 密 钥 密码 学 的 思想 实现 以 前 必须 要 
有 计算 复 厅 性 的 基 些 理论 的 准备 ( 见 妃 杂 性 娃 论 omp- 
lexity theory)) . 

在 所 有 业已 建立 的 公开 密 钢 体制 中 , 由 R. Rivest, 
A. Shamir Æ L. Adleman 所 设计 的 RSA 体制 现在 
已 是 最 能 经 受 得 住 检验 的 体制 .到 写作 本 文 为 止 
(1988), EHA EA RSA 体制 有 什么 严重 的 缺陷 (到 翻 
HAX HIE 1990), 情况 也 是 如 此 ) . 

RSA 体 大 是 基于 这 样 的 事实 : 从 两 个 大 素数 pg 
HRR n=pg 中 分 解 出 这 两 个 素数 几乎 是 不 可 能 
的 一 一 按照 当今 已 知 的 人 妆 解 因 式 算法 来 司 至 少 是 这 样 . 
另 一 方面 ,产生 大 随机 素数 是 容易 的 也 是 很 快 的 ,公开 


密 铜 加密 是 以 上 为 基础 , 面 解密 则 要 求人 们 知道 训 和 14. 


其 体 细节 如 下 ， 
设 p 和 g 是 两 个 大 随机 素数 (比较 典型 的 情况 是 ， 
在 它们 的 十 进 制 表示 中 至 少 应 具有 100 个 数字 ) , 记 


n=pg 和 e(n)={p-1}íg-1) 


{这 里 pE Euer 函数 ( Euler function )) .选取 一 个 与 
p n) BBW e > 1 以 及 一 个 满足 下 列 同 余 关 系 的 d 


ed = 1 (mod p(n) 


(由 于 e 与 wt} 王 束 ,上 面 的 同 作 关系 有 解 ,而 且 这 个 
解 可 由 Ewdid W 3 (Euclidean algorithm) 很 快 求 
H). 

- 数 n 和。 分 别称 为 RSA 体制 的 模 (modulus) 和 加 
WWA (encryption exponent), 它们 一 起 构成 了 公开 
WERA. WO cE w'(mod nm) 的 最 小 正 剩余 ， 其 中 
w 是 字母 表 {[0,，… ,9} 上 的 明文 字 . 一 般 假定 w 的 长 
度 i 满足 不 等 式 10 en <10:. 这 样 懒 的 目的 一 方面 
是 为 了 保证 模 计算 不 会 引起 什么 续 久 ， 另 一 方面 是 为 
了 保证 明文 块 不 会 太 短 . 

利用 简单 的 初等 数论 理论 可 以 证 明 c = 
w (mod n). Ait., RT] (trapdoor) d WADER ER. 


例如 ,选取 p=47 和 9=59, 得 到 n=2773 及 oin) 
=2668. FR e=17, 得 到 d=157. E F l<en 
<10' ,明文 换 应 由 四 个 十 进 制 数字 组 成 ， 例 如 ， 
1920" = 2109 (mod 2773). 对 于 解密 ,210917 = 
1920 {mod 2773). 

分 解 2773 是 相当 容易 的 ,因此 求 出 解密 指数 
d=157 也 是 容易 的 . 但 是 , 人 们 真正 感 兴趣 的 是 ，P 和 
2 都 非常 大 以 致 无 法 从 它们 的 滋 积 xn 中 分 解 出 来 的 情 
W. 在 这 种 情况 下 密码 分 析 又 是 笃 样 进行 的 呢 ? 

例如 ,假设 人 们 在 没有 实际 分 解 n 的 情况 下 能 够 计 
算出 wm} 于 是 ,由 o@n)=n-—(p+g)+1 及 公开 的 信息 
立即 可 得 p+4q， 另 一 方面 ,p 一 g 是 (p+9):~4n 的 平方 
根 ， 因 而 也 立即 可 得 . 此 时 从 p+q 各 pp 一 g 中 立即 可 
以 计算 出 p 和 g， 这 就 意味 着 由 计算 9 名 ) 的 算法 可 以 
导出 一 个 分 解 吕 的 算法 , 而 且 这 两 个 算法 的 复杂 性 本 质 
上 是 一 样 的 . 

AARRE HEATA EAFA. 

考虑 利益 冲突 的 双方 4 和 召 ,如 银行 与 顾客 或 两 个 
ERKA. 33 Am B It 5 SP, 4 应 在 消息 .上 署 
名 ,而 且 这 种 署名 应 给 予 双方 如 下 两 种 保护 . 

i) 4 各 应 同时 受到 保护 ,以 免 第 三 者 C 冒充 4 
在 信息 欠 统 中 向 如 传送 消息 ， 

让) 4 应 受到 保护 以 免 昌 能 愧 造 适 当 的 署名 消息 
页 声称 这 些 清 息 是 由 传送 给 他 的 ， 

如 果 使 用 经 典 的 密码 体制 , 则 要 求 i) pa DL 55 h9 
形式 得 到 满足 , A AA BEN AE A HA 
知道 的 保密 的 加 密 密 钥 , 22 — Jr, hF B 可 能 知道 4 产 
上 生 署 名 的 方式 的 某 些 情况 , 面 要 求 评 ) 中 规定 B 不 应 该 具 
yE 4 的 署名 的 能 力 ， 因 而 这 时 要 求 证 ) 明 显 是 难以 
得 汉 满 足 的 .另外 ,对 于 守 用 户 和 的 大 通信 和 网络 ， 在 每 一 
对 用 户 之 间 都 使 用 不 同 的 保密 半 名 方法 是 根本 不 切实 
R. 

如 果 使 用 公开 窗 钥 密码 体制 , WER i) A iiae 
得 到 满足 , 至少 在 原则 上 是 这 样 的 ，4 以 e (d, (w) 的 
形式 向 BB 传送 深 息 w. 吾 先 舱 他 自己 的 保密 解 审 窗户 
d,M e (d (w) 中 恢复 出 ds(w), 然后 用 4 的 公开 如 
ERA eA d (w) 中 恢复 出 w. (Wf e, Md R H. 
道 的 )， 由 于 愉 有 4 才 知 道 d, SR iy iyan. 
HE CA BETRAG AWTS. 同样 ,4 事后 也 无 法 
BAPA BEETA. 
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保密 学 [yptology ; kparrororms] 
[ 补 注 】 密码 学 (ayptography) 是 研究 如 何在 不 安全 
的 倩 道上 实现 安全 保密 通信 的 学 科 ， 而 密码 分 析 (cryp- 
tanalysis) 是 研究 如 何 破译 这 种 通信 的 李 生 学 科 、 保 窗 
学 是 密码 学 和 密码 分 析 相 结合 的 学 科 . 历史 上 第 一 台 
电子 计算 机 便 是 因为 要 进行 密码 分 析 而 在 英格兰 诞生 
BJ. 有 关 保 窗 学 的 详细 的 历史 透视 ,可 多 考 D. Kahn 
的 著作 , 特别 是 [&A13]， 关 于 这 个 主题 的 更 多 的 情况 和 
其 他 参考 文献 可 参见 [A3]. 

密码 体制 (cryptosystem) 的 目 E-E-E (eveiph- 

一 个 易 懂 的 明文 (cleartext 或 plaintext), Mm 
n 个 难 情 的 密 文 (Gphertext) , 或 称 密 报 (crypto- 
gram). 指定 的 接收 者 必须 能 够 解密 (decipher) 这 一 
密 文 ， 从 而 恢复 出 原来 的 明文 . 但 是 , ANE (eavesdr- 
opper) 《也 称 为 被 动 的 密码 分 析 员 (cryptanalyst)) 必 
MAER (decrypt) 这 一 密 文 . 

一 个 密码 体制 称 为 是 受 限 的 (restrized), 如 果 它 的 
保密 性 是 建立 在 对 加 密 和 解密 算法 保密 的 基础 之 上 
的 ， 受 限 的 密码 体制 通常 是 由 业余 的 密码 员 设 计 的 , 对 
于 合格 的 密码 分 析 员 来 说 , 简直 就 是 小 孩 玩 的 游戏 ,更 


为 重要 的 是 ,在 现代 多 用 户 的 保密 通信 中 它们 没有 任何 
使 用 价值 W (code) 就 可 以 看 作 是 受 限 的 密码 体制 . 
对 于 受 限 的 密码 体制 ， 这 里 不 再 做 更 进一步 的 讨论 ， 
一 个 密码 体制 称 为 是 一 般 的 (general) ,如果 它 的 
保密 性 不 是 建立 在 对 加 密 和 解密 算法 保密 的 基础 上 ， 
而 基建 立 在 一 个 相对 得 的 被 称 为 密 铀 (key) 的 套数 的 基 
础 上 .用 户 个 人 应 该 容易 用 他 们 各 自 的 密 钥 从 密 文 中 译 
解 出 明文 而 第 三 者 ,即使 是 密码 体制 的 设计 者 ,如 果 
不 知道 实际 上 究 赣 使 用 了 嘿 一 个 密 钥 . 那 也 无 法 破译 出 该 
密码 体制 . 在 一 般 密码 体制 中 ， 可 能 的 密 铜 的 数目 应 


e + a à + 


个 可 能 的 密 钼 来 解密 一 条 已 知 的 密 文 , 直到 出 现 一 条 有 
意义 的 明文 为 正 } . 但 是 ,仅仅 是 数 日 巨大 并 不 能 保证 
密码 体制 的 安全 

一 个 一 般 密码 体制 称 为 是 保密 密 钢 (secret - key), 
如 果 通 信 的 双方 在 事前 必须 对 使 用 的 密 钥 达成 一个 一 
致 的 意见 这 就 需要 安全 的 密 钥 分 布 (key distribu- 
tion) ， 当 用 户 数目 很 大 时 , 密 钳 分 布 是 一 个 很 严重 的 
问题 
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一 个 一 般 密码 体制 称 为 是 公开 刻 销 (public - key), 
如 果 它 能 况 使 两 个 隔 生 的 通信 驱 方 在 不 安全 信道 ( 见 通 
Tm TW iÑ (communication channel)) 上 实现 安全 保密 通 
信 ， 在 这 样 的 体制 中 , 每 一 个 用 户 选取 一 个 私人 窗 铀 
(private key), 由 此 得 到 一 对 算法 . 用 户 把 其 中 的 一 
个 算法 作为 其 公开 加 密 算 法 (public enciphering alg- 
orithm) 而 公布 于 众 而 拒 另 外 一 一 个 算法 据 为 自己 的 私 
E. 这 样 一 来, 任何 一 个 要 则 用 户 通信 的 陌生 人 都 可 使 
用 用 户 的 公开 算法 来 加 密 消 息 , 然而 只 有 用 户 本 人 人 能够 
通过 使 用 其 私人 算法 从 密 文 中 译 解 出 明文 . 

除了 保密 通信 以 外 ,密码 技术 还 有 许多 其 他 方面 的 
应 用 .例如 , 认证 (authentication)， 数字 签 名 (digital 
Sipmature), 口令 保护 (password protection) 及 E W 
SEH (minimum disclosure proof ), PX s #£ T G 28 
有 所 讨论 . 另外 ，[A3] 中 还 提 及 密码 技术 的 下 列 应 
M: 保 递 邮件 (certified wail), P m # PE (oin 
dipping). GREH (contract signing) ,安全 的 分 布 式 计 
算 (distributed ‘computing), k: 举 方 £ (election 


ection of sie, 秘密 共享 (secret ' sharing) E 软件 保 
护 (software protection). 

保密 密 铜 体制 [secret-key systems]. 一 个 保密 密 铀 
密码 体制 由 以 下 几 部 分 组 成 ; 密 铀 空间 (key spaœ) K, 
明文 消息 空间 (cleartext message space) M,, 窗 文 消息 
空间 {ciphertext message space) C, 以 及 一 对 函数 E,: 
M, — C D,: C, — M,, Xh M,, Ci, E, É D, 
MERTEK TENY- HLEA m EM, # D. 
(E,(m)=m.M8 E H k. WRIBTIL S E MD, 
的 有 效 算 法 必须 是 容易 的 . 密码 体制 用 于 保密 通信 的 
用 法 如 下 . 如 果 4 和 吾 想 在 他 们 之 间 进 行 保密 通信 ， 
而 且 期 望 他 们 的 通信 最 终 都 能 保密 ， 那 么 他 们 事先 必 
须 商 定 一 个 使 用 的 保密 宿 铀 EK A AEH 
送 具体 的 明文 消息 m e M, 时 , A 用 加 密 算法 六 ,产生 
< 一 瑟 ol， 然 后 在 不 安全 的 信道 上 把 传送 给 B; B 
在 收 到 “后 用 解密 算法 D, 从 中 恢复 出 m=D,tc)， 在 
许多 实际 的 密码 体制 中 ，M, 和 C. 都 是 有 限 集 ,而 且 
经 常 不 依赖 于 密 钥 上 (如 长 度 为 8 的 符号 电 组 成 的 集 ) 
在 这 种 情况 下 ,实际 的 明文 消息 m 可 胞 本 长 市 无 法 直 
接 对 它 加 密 ， 这 时 ,必须 把 m 分 成 许多 小 块 , 数 次 重复 
使 用 互 

考虑 这 样 -个 密码 体制 ,其 明文 消息 空间 由 上 比特 
的 字 块 组 成 ， 加 密 一 个 较 长 的 消息 的 明显 方法 是 ,把 消 
息 分 戎 成 许多 上 比特 的 小 字 块 ,然后 用 同一 个 保 刻 密 铜 
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E -- 弛 对 每 一 小 字 块 独立 地 加 密 ， 这 种 思想 称 为 电子 
码 本 (electronic code book) 方 式 ,应 尽 可 能 地 避免 使 
H. 它 的 最 明显 的 弱点 是 , 它 告诉 了 密码 分 析 者 , 如 果 
密 文 中 两 全 字 块 相同 ,那么 明文 中 相应 的 两 个 字 块 也 是 
等 同 的 . 

在 密码 学 中 还 有 其 他 几 种 操作 方式 (modes of oper- 
chaining) 方 式 .在 这 种 方式 中 , 引 人 了 一 个 :比特 字 块 
Co (对 其 守 密 并 不 重要 ) 来 补充 原来 的 保密 密 旬 .把 明 
文 汪 分 割 成 t 比 畦 字 块 后 二 m,… m... 对 于 每 一 个 于 所 
Ë e =E m, D ci) 计算 相应 的 密 文 字 菊 5, 其 中 
“号 ”表示 逐 比特 的 不 可 兼 的 "或 "， 最 终 , 产生 出 密 文 
c=e.… e, WAREMME k, co, WEA i tH 
W m =c D (c) XK A. EA R E 
式 不 会 产生 误差 传播 : 明文 字 块 m RATELE 
F c 和 z... 因此 一 全 传输 误差 公 能 厂 坏 解密 明文 的 
两 个 字 块 . 不 过 密 文 的 每 一 个 字 块 6; 却 依赖 于 i 以 前 
{包括 让) 的 所 有 明文 . 

保密 密 崩 窗 码 学 区 分 了 三 种 密码 分 析 的 被 至 水 平 
(level of cryptanalytic attack). 

1) 专用 密 文 破译 (ciphertext only attack): $ 
HAREEK c, = E, (m), `, e,= E, (m), E J, rf 
推断 出 ,如果 不 行 , 刘 要 从 中 推断 出 尽 可 能 多 的 明文 


m, (1< j <i). 
2) 已 知 明文 破译 (known plaintext attack); 密 
码 分 析 者 不 仅 已 知 el, <， 而 且 还 已 知 相 应 的 


m, `, m 要 从 中 推断 出 k, 如 果 不 行 , 则 从 新 的 密 
X Ca =E m) PENH m... 
分 析 者 可 以 选择 明文 消息 mi, am i, FIBH ER 
的 密 文 消息 cE, m) e’ e,=E, (m) EA p E 
Bk, WREE, WAR KEX c E, (m) E 
推断 出 mi 

对 保密 密 钳 密码 体制 的 主要 密码 分 析 的 感 胁 来 自 
消息 语 育 有 具有 较 高 的 元 余 度 .因为 这 时 可 以 司 用 几 种 
统计 破译 方法 来 琶 译 密码 [ARD iE, C. Shannon 
提出 了 两 个 基本 的 破坏 统计 分 析 的 密码 方法 : TRE 
MEME. 

扩散 法 (diffusion) 的 目的 是 使 昌文 的 元 余 度 能 较 
均 句 地 分 布 在 密 文 之 上 ， 一 个 置换 (transposition) 
密码 是 将 字符 在 消息 中 的 书写 顺序 重新 排列 . 扩散 法 
的 务 一 种 方法 是 使 密 文 中 的 每 一 个 字符 与 明文 中 尽 可 
能 多 的 字符 有 相 恢 关系 . 密码 组 链接 方式 便 很 善于 产 
EFR. 

EA Confusion) 8) A BJ EAE W h ts 88 X Z J Ë9 
关系 变 得 息 可 能 的 复杂 . KAREE, 密码 分 析 员 从 对 
密 交 的 统计 妍 究 中 得 不 到 太 多 有 关 密 铜 的 有 用 信息 . 


通常 ,这 可 由 代 换 (substitution) 技巧 来 实现 . 可 取 的 
办 法 是 ,在 几 个 字符 组 成 的 字 志 上 使 用 民 措 ,或 对 明文 
中 的 不 同位 置 使 用 不 同 的 代 接 . 

尽管 密码 分 析 员 的 最 终 目 标 是 要 精确 地 情 算 出 实 
际 使 用 的 密 钥 或 者 至 少 是 实际 传送 的 明文 消息 ,但 他 也 
许 对 知道 了 后 者 的 概率 信息 就 感到 满意 .密码 分 析 员 
甚至 在 观察 密 文 以 前 就 有 了 明文 的 先 验 信 息 ， 例 如 ,他 知 
jË “hello” w H “xykph” E AP AE. 密码 分 析 就 是 试图 
通过 修正 明文 的 先 验 概率 来 加 强 这 一 先 验 信 息 ,从 而 使 
正确 的 明文 显得 更 加 可 能 ， 尽 管 不 一 定 必然 . Shannon 
的 信息 论 (information theory} 给 出 了 先 验 信息 这 一 概 
人 礼 的 形式 定义 ([A19}). 

一 个 密码 体制 达到 了 完满 保 泌 (perfect secrecy), 
如 果 密 文 的 知识 不 会 产生 任何 有 关 相 应 明文 的 信息 , 但 
可 能 的 例外 是 相应 明文 的 长 度 ， 换 而 言 之 , 观察 到 密 
文 后 的 后 验 概率 与 先 验 概率 完 爹 一样. 这样 的 体制 是 
存在 的 ， 但 是 相应 的 密 钥 分 布 问题 却 变 得 突出 了 ,因为 
完 湛 保密 只 有 当 密 铀 至 少 与 明文 一 样 长 ， 且 仅 被 使 用 
一 次 时 才 成 为 可 能 、 

如 果 一 全 密码 体制 不 提供 完满 保密 ,那么 它 所 产生 
的 密 文 包 舍 首相 应 明文 消息 的 某 此 信息 . 一 个 密码 体 
度 -一 为 了 期 望 存 在 唯一 的 一 个 有 意义 的 远 密 而 所 需要 
的 密 文 长 度 , 对 于 其 有 固定 密 销 空间 的 经 典 密 码 体 制 ,其 唯 
一 性 距离 渐 近 等 于 H (K/D, 3P H (K) AAZ A 
BJ 38 (key space entropy) (大 致 等 于 密 钥 数目 的 以 2 
为 底 的 对 数 ), D 是 明文 消息 语言 的 单字 比特 (bit) T 
RHE (redundancy) 【英语 语言 的 元 余 度 大 约 为 3.5). 


. 一 个 密码 体制 提供 理想 保密 (ideal secrecy) ,如 果 它 的 


唯一 解 虐 离 等 于 无 桨 上 大， 对 于 这 种 密码 体制 ,无 论 密 广 
有 多 长 ， 在 专用 密 文 密 码 分 析 以 后 通常 仍 残存 闭 某 些 
不 肯定 性 ,但 是 密码 分 析 仍 会 带 来 相应 明文 的 某 些 信 
息 . 


W.D m Ë — 明文 消息 ， MI hello", X k 是 一 与 m 
等 长 的 完全 随机 的 字符 串 ， 如 “imwpbu" ，m 中 的 每 一 
字符 都 要 经受 一 次 循环 称 位 ， 备 位 的 数值 由 大 中 相应 
的 字符 给 出 、 在 我 们 所 举 的 例子 中 , 明文 字母 "h” 为 
“所 代替 ， 在 英文 字母 表 中 ，“g" 排 在 中 "后 面 的 第 
9 位 , 这 是 因为 相应 的 窗 钥 字母 “i" 在 英文 字母 表 中 是 第 
9 个 字母 , 如 此 继续 , 最终 产 生出 密 文 “qbbnj* ,从 密 文 
中 恢复 出 原来 的 明文 是 容易 的 , 倘若 已 知 密 钥 ， 然而 ， 
如 果 不 知 道 实际 使 用 的 密 钥 , 郑 么 任何 同样 长 的 明文 者 
可 由 ~- 适当 的 密 铀 解 译 出 来 ,因为 优 定 了 密 钥 是 完全 随 
W, HAREAK. 

一 个 序列 称 为 仿 随 机 的 (pseudo - random). 如 果 
它 看 上 去 是 随机 的 . IERE, C BE HL FE A tH FR CA BE A 


程 产 生 (气功 随机 数 (pseudo - -random numbers}}. 
这 样 的 生成 器 读 入 一 个 称 为 种 子 (seed) 的 随机 起 动 序 
y), 由 它 确 定性 地 产生 出 更 长 的 伪 随 机 序列 ， 一 个 伪 
随机 序列 生成 器 称 为 密码 强 的 (cryptographically str- 
ong) ,如 果 它 读 人 一 个 较 短 的 保密 种 于 后 所 产生 的 伪 随 
机 序列 用 作 一 次 用 密码 本 时 ,效果 与 真正 的 随机 序列 一 
样 好 .密码 强 的 伪 随 机 震 列 生成 器 可 以 用 来 实现 保密 密 
钼 密码 体制 ,这 时 通信 的 双方 应 事先 商定 一 个 他 们 将 要 
使 用 的 保密 种 子 ， 但 是 , 商 一 保密 种 子 的 直接 使 用 次 数 
不 应 多 于 一 次 ， 较 之 真正 的 一 次 用 首 码 本 ， 这 种 密码 
体制 具有 如 下 优点 ; 密 钥 的 长 度 比 明文 消息 的 长 度 小 
得 多 . [Ai] 描述 了 一个 有 效 的 伪 随 机 序列 生成 器 ， 其 
密码 强度 与 因子 分 解难 度 相 当 . 

扩散 法 和 混 靖 法 结合 使 用 时 产生 的 效果 更 好 . P 
简称 DES, 是 这 方面 的 典范 . DES 使 用 56 ERRA 
加 密 64 比特 数据 块 . 通过 一 个 密 铀 排 定 (key schedu- 
ling) #3, DES 算法 把 密 铀 变 成 了 16 个 48 比特 的 
WS H (partial key)， 其 中 密 钥 的 每 一 比特 在 密 
钥 排 定 算法 的 运行 中 和 被 黎 次 使 用 . 一 个 64 比特 的 数 
撕 扎 必须 爸 过 一 系列 的 加密 运算 ， 起 初 是 一 个 标准 的 
AiE (initial permutation), 之 后 是 16 轮 (round) 
加 密 运 算 , 最 后 是 初始 置换 的 逆 置 换 ， 每 一 轮 加 密 运 算 
使 用 了 相应 的 部 分 密 铀 以 及 所 谓 的 8 #& (S - box), tR 
使 得 宛 余 度 得 到 了 一 次 又 一 次 的 扩散 和 混 消 ，DES 算 
法 的 设计 使 得 解密 可 由 与 加 密 过 程 完全 相同 的 过 程 来 
完成 ,只 要 在 密 钥 排 定 中 将 部 分 密 铜 的 顺序 颠倒 过 来 . 
因此 同样 的 设备 崔 可 用 来 实现 加 密 , 也 可 用 来 实现 解 
密 . 当 在 硬件 中 实现 时 ,DES 的 加 密 与 解密 速 讼 都 相当 
快 (1987 年 高 达 14 兆 比 特 / 秒 ). [A16] 详细 地 给 出 了 
DES 算法 ， 

关于 DES 的 安全 性 问题 ,学 术 央 一 直 争 论 不 休 ， 
诱发 争论 的 原因 主要 来 自 于 这 样 的 事实 : DES 的 密 铀 
m BLR A.DC iS H 393849 RE 9k be DES 是 完全 可 
行 的 . 如果 一 百 万 个 处 理 器 并 行 地 工作 ,每 -个 处 理 器 
等 种 钟 试 测 一 直 万 个 密 铀 ， 那 么 在 二 十 小 时 内 就 会 穷 
尽 整个 密 钥 空间 .不 过 , 对 于 中 型 规模 的 保密 性 工作 ， 
DES 还 是 足以 胜任 的 ， 运 用 一 个 简单 的 技巧 便 可 以 恒 
得 穷 举 搜索 法 变 得 十 分 困难 ， 在 实际 应 用 中 DES 应 向 
这 一 技巧 缚 人 台 起 来 使 用 . 这 一 技巧 不 是 用 -个 56 比特 
ñ sa P H = EBE H k. k, 用 k, 来 如 密 一 个 
64 ERRAK m, MEAE c=DES, (DES k;' 
(DES, (m))). 其 中 ,在 公式 的 第 二 阶段 中 DES Mii 
使 用 基 为 了 提供 与 单 AEREE k. k, ffi k. 
相等 时 , c=DES, (m). 有 人 建 说 可 以 只 使 用 两 个 密 
H RRELA PS k =k AFRE c= 


ee pe 
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DES, (DES,, ({m), 但 是 这 两 种 方案 都 经 党 不 住 更 复 
杂 巧 妙 的 获 详 方法 的 考验 . 

AREA H [public -key sstem]. AARE 
HERBAL FILAR. E K, 明文 消息 空 
间 Me 密 文 消息 空间 Cu， 以 及 一 对 函数 E, : Mi 一 
C, 和 DC > MEP M,C, E, Ë D, 部 依赖 
FkeK, WH E, f D. 对 任意 的 明文 消息 站 e M, , 8 
J: D,(E,(m )-m. MRE HWE- #Ak, WARE 
计算 EAD 的 有 效 竺 法 必须 是 容易 的 . 公开 密 钥 体 
制 与 保密 密 钥 体制 的 差别 在 于 , 在 公开 密 铀 体制 中 ,从 
计算 E, 的 算法 的 知识 中 推断 计算 D, 的 任何 有 效 算法 
必须 是 不 可 行 的 ， 

公开 蜜 钥 密 码 体制 的 用 法 如 下 . -APERA 
择 一 个 密 铀 大 E 用， 之 后 不 作 任 何 更 动 , 用户 用 密 销 k 
获得 计算 E. 及 D KATAR H E, 公布 于 众 耐 对 DD， 
严 加 保密 .， 当 另 一 用 户 向 他 棕 送 消息 时 , 先 在 公开 的 算 
法 薄 中 查找 出 他 的 公开 加 密 算 法 ， 骸 后 用 这 一 算法 来 
却 密 所 要 传送 的 消息 ， 只 有 合法 接收 者 本 人 能 够 用 他 
自己 的 保密 算法 贰 译 这 一 消息 ， 公开 密 钢 体制 这 一 概 
念 首次 由 W. Diffie 和 M. E. Hellman ([A6 VA R. 
C. Merkle ([A14]) 独 立地 提出 . 

对 于 任意 所 选 的 明文 消息 ,密码 分 析 员 都 能 获得 其 
相应 的 密 文 .密码 分 析 员 的 这 一 能 力 使 得 前 面 讨论 的 
保密 密 钥 密码 体制 的 经 典 破 译 水 平 完全 失去 了 意义 ， 
但 是 ,下 边 有 意义 的 破译 水 平 却 时 而 被 采用 . 

4) 选择 密 文 破译 (chosen ciphertext attack): f 
定 面 对 着 一 个 特定 的 用 户 ， 其 加 密 及 解密 算法 分 别 是 
E, 和 和 D,. 僻 码 分 析 册 可 以 选择 密 文 消息 c... c ,同时 
也 已 知 相应 的 明文 消息 m = D, (c,), … , m,= D (c. X Ë 
如 他 们 存在 ) EMA h WH k RHA D, 的 有 效 算 
法 ， 如 里 不 行 , 则 从 新 的 密 文 消息 c, =E, (m...) 中 
推断 出 Wil 

考虑 两 个 性 意 的 集合 天 和 了 .一 个 函数 f: X— Y 
称 为 是 音 向 的 (one - way), WRR xex, ER 
计算 f(x), X K By y € 了 , 却 很 难 计 算出 满足 o= 
?的 x{ 假 如 至 少 有 -- 个 这 样 的 x 存在 ) 尽管 入 们 目前 
的 知识 水 平 还 不 能 各 证 明 单 向 男 数 的 存在 性 , 但 是 有 一 
些 函 数 却 被 认为 是 单 向 的 . 例如 ， PERRE (integer 
multiplication ) .两 个 大 整数 的 乘积 是 容易 计算 的 ,但 邑 
使 是 功能 最 强 的 计算 机 , 使 用 最 好 的 已 知 算法 ,在 人 类 
的 有 全 之 年 也 无 法 计算 出 -个 只 者 两 百 位 数字 的 整数 
(大致 相 等 的 来 数 的 乘积 ) 的 央 子 分 解 - 
one - way), 如 果 S BIGA ERSE RA NOLIH 但 公 
HHR f BARONA 3F FEE A A Pi SN tA 
消 数 的 有 效 算法 . tE AERE SS 3 / 655 3 
算法 区 能 获得 计算 其 六 函数 的 有 效 算 法 的 秘密 称 立 为 
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Hif] (trapdoor) . #8 [pi ë [ 1 PR $p hy — 个 很 有 项 望 的 例子 
coriposite ij KER. in 是 两 个 不 同 的 大 素数 
之 积 . $ x= y: (modn),J&rh x 5 yAn- 中 
Ri. iy 和 吕 计 算 x 是 容易 的 .但 基 , 已 知 x 和 mm 
要 有 效 地 计算 出 y (或 任何 其 他 满足 x == z: (mod n) Í 
引 ) 趣 不 是 一 件 容易 的 事情 , 它 可 行 的 充 莫 条 件 是 的 因 
式 分 解 已 知 或 容易 求 得 .因此 ,假如 因 趟 分 解 是 难 的 ， 
那么 平方 后 对 一 个 复合 整数 取 模 的 运算 便 是 一 个 单 向 
陷 门 函数 ,而 哆 门 就 是 模 的 因子 . 

2: JE WF tH 88 FB LA 98 H. A 25 š [p] B8 $k AI 8. ri 6 [1 8 
数 都 存在 时 才 可 能 存在 ， 事 实 上 , 公开 密 钥 体制 中 的 如 
密 函 数 必须 是 单 向 陷 门 的 ,而 把 密 铀 映 成 加 密 算 法 的 函 
BO A Rim. Bit. 人 人们 只 好 满足 于 那些 安全 性 一 
直 得 不 到 证 明 的 公开 密 钥 人 密码 体制 . 著名 的 RSA 密码 
体制 (RSA cryptosystem) {该 体制 是 用 其 发 明 者 R. L. 
Rivest, A. Shamir fll L, Adleman 的 名 字 合 名 的 
([A18]) 6 335 1k PA. RSA 体制 建立 在 计算 
数论 的 基础 上 ,其 安全 性 至 多 与 分 解 大 整数 的 难度 相当 
(或 许 略 差 一 点 ) .现在 可 以 购买 到 它 的 硬件 及 软件 实 
Bë PE: Merke 与 Helman 的 所 谓 的 背包 密码 体制 
(knapsack cryptosystem) ([A15]) 已 被 Shamir W ë 
([A5]). 

公开 密 钥 密码 学 的 缺陷 在 于 , 通过 对 密 文 的 窃听 ， 
窃听 音 总 能 获得 相应 明文 的 某 些 信息 . |, SUT 
可 以 使 用 公开 的 炮 窗 算法 来 验证 对 实际 明文 所 收 的 任 
”条 具体 猜测 ， 为 了 克服 这 一 上 缺陷，S，Goldwasser #t S. 
Micali 首次 提出 了 WEE (probabilistic encryption) 
的 概念 ([A11]). AEE K A RERA MENÉ 
É, 使 得 获得 明文 的 任何 部 分 信 息 (partial informa- 
tion) 的 难度 本 质 上 与 完全 破译 该 密码 体制 的 难度 一 
H. REMES h. 加 密 算法 是 概率 性 的 :同一 明 
文 消息 可 以 产生 出 许 包 不 闻 的 审 文 . 

概率 加 密 的 M，Bum 和 Goldwasser 的 实现 
([A2]) 是 以 音 向 陷 门 函数 己 及 前 面 提 及 的 密码 强 前 荔 
随机 序列 生成 器 为 基础 ， 直观 土 , 发 送 痢 利用 密码 强 的 
忆 随 机 序列 生成 器 从 他 和 随机 选取 的 种 子 中 产生 出 一 个 
适当 长 度 的 伪 贿 机 的 一 次 用 密码 本 ， 接收 者 利用 他 的 
哆 门 信 息 提 取 平 方 根 ， 由 此 恢复 使 用 的 一 次 用 密码 
李 , 并 估算 实际 情 送 的 明文 ， 酸 详 该 密码 体制 的 难度 等 
价 于 分 和 解 大 整数 的 难度 . 

尽管 公开 密 钥 密码 学 和 概率 加 密 具 有 避 密 密 钥 天 
码 学 所 不 可 若 代 的 优点 但 是 迄今 为 下 所 提出 来 前 
一 些 实现 在 速度 (speed) 上 没有 一 个 能 比 得 上 象 DES 
这 样 的 保密 密 铜 体制. 杂交 密码 体制 (hybrid erypto - 
system) 先 用 一 个 公开 密 钥 体制 产生 一 段 长 度 较 短 的 
为 通 稼 双方 共享 的 信息 ， 然 后 将 这 一 信息 用 作 一 个 保 


窗 密 锡 体 制 中 的 一 个 密 钥 来 加 审 和 解密 实际 的 消 
息 ， 如 果实 际 传送 的 消息 很 长 ,那么 为 了 经 常 改变 密 
H. 在 传输 中 多 次 使 用 谈 公 开 赣 铀 体制 是 可 取 的 、 在 这 
tion stem) HA AEAT AB 更 为 可 取 ， 

迄今 为 止 , 人们 还 不 能 证 明 安 全 的 公开 密 贺 体制 或 
概率 加 密 是 否 存 在 ,这 一 存在 性 问题 与 计算 复杂 性 理 
论 中 的 基本 问题 ,P 是 否 等 于 NP ,密切 相关 (A9). 8 
实 上 ,如 果 P=NP， 那 么 安全 的 公开 密 角 体制 是 不 可 
能 存在 的 ,因为 这 时 利用 公开 的 已 知 信息 可 以 有 效 地 驻 
证 对 密 毛 所 作 的 任何 猜测 . 而 且 , 在 理论 上 已 有 理由 相 
售 , 不 存在 这 样 的 公开 密 争 玫 码 体制 ,其 密码 分 析 的 任 
务 是 NP 完全 的 (NP - complete). 

认证 (authentication ) 与 签名 (signature ) 到 现在 为 比 
仪 仅 是 讨论 了 被 动 (Passive) 密 码 分 析 员 的 概念 .被动 密 
码 分 析 员 的 目的 仅仅 是 窃听 通信 信道 .主动 的 密码 分 
且 还 可 以 在 传输 中 插 人 他 自己 的 消息 , 以 期 望 能 够 散 态 
接收 者 , 使 他 相信 这 一 消息 为 他 人 所 发 ， 主动 的 密码 分 
析 员 还 可 以 改变 传输 中 的 真实 消息 . 

一 个 认证 方案 (authentication scheme) fh H F R 
部 分 组 成 : SAZ K, 消息 空间 (message space) M,, 
标签 空间 (tag space) T, 以 及 一 个 认证 函数 (authenti- 
cation function) 4,: M, — 了 ,其 中 MT 和 于 都 
ERT KEK. MAA, 不 必 是 一 对 一 的 , 它 甚至 可 了 以 是 
ER. 如果 已 知 任 一 密 负 上， 那么 获得 计算 A. 的 有 
效 算法 必须 是 容易 的 . 但 是 ,仅仅 已 知 mA A, m), € 
从 中 推断 出 上 是 不 可 能 的 ， 甚 至 连 推断 出 A (m') 8 E: 
不 可 能 的 ,其 中 下 ' 是 一 条 不 同 于 m 的 消息 . 认证 体制 
的 用 法 如 下 . 如果 和 和 也 认为 也 许 在 他 们 之 间 会 有 认 
证 消息 ,那么 他 们 事先 必须 商定 好 一 个 密 铀 上 E 拓 .每 当 
和 要 对 了 证 实 某 一 消息 m 8 M, BJ, AHE ;=A,(m)3⁄ 
F r EI m 一 起 传送 给 马 ， 为 了 验证 所 收 到 的 消息 的 
真实 性 ，B 同样 也 计算 dm), 并 把 它 与 所 收 到 的 标签 
进行 比较 ， 当 热 ,这 并 不 排除 对 m 的 加 密 , 如 果 既 要 求 
RE, ERWE. 

尽管 认证 体制 能 使 B 充分 相信 他 所 收 到 的 消息 确 
实 来 自 于 各， 但 是 却 无 法 使 任何 其 他 大 相信 入 确实 向 
B 传送 过 B 所 收 到 的 消息 . 这 就 便 得 认证 体制 无 法 用 
来 解决 通信 双方 之 间 的 纠纷 ,只 能 用 在 两 个 相互 信 事 的 
通信 双方 之 中 .Diffec 和 Helman 发 明了 一 个 更 强 的 概 
念 一 数字 签名 ([A6]) 如果- 入 向 召 博 送 一 个 数字 署 各 
的 消息 ,那么 也 不 充 能 够 自己 确信 这 一 消息 确 为 A 所 
署名 ， 面 且 还 能 够 向 仲裁 者 证 明 和 确实 在 这 个 消息 上 
Eita. 

— + 公开 密 钥 密码 体制 具有 签名 能 力 (signature 

capability), 如 果 对 于 每 一 个 k，MM,=C,, 且 对 于 每 一 消 


息 m e M,, E, (D, m) =m. 当 读 体制 用 于 数字 签名 
时 ,其 用 法 如 下 . 设 4 是 某 一 用 户 妹 的 保密 密 钥 ,又 设 
瑟 , 和 了 ,分别 是 各 的 公开 如 密 男 数 和 保密 解密 函数 ， 
考虑 一 明文 销 息 mm， 并 邻 s=D, 0m)， 任 何人 都 能 计算 
出 EE,{s), 知 道 它 的 值 是 m . 但 是 ,只 有 ARANE 
得 满足 E (s)=m 的 s. 在 这 个 意 史 上，s 可 以 被 看 作 
是 上 在 消息 mm 上 的 署名 .如 果 哥 密 性 也 需要 考虑 , 那 
么 数字 署名 的 消息 应 该 用 接收 者 芍 公 开元 密 算法 E, 
来 进行 加 密 , 产 生出 E, (Dm 办 .如 果 消 息 很 长 ,那么 在 
它 的 单 向 压缩 上 署名 是 可 取 的 ， 

口令 保护 [password protection]. 每 当 用 户 想 使 用 计 
算 机 {或 顾客 想 用 自动 出 纳 机 ,或 自动 出 商机 想 接 通 轨 
行 的 中 决 计算机) 时 ,后 者 如 何 能 驶 确信 前 者 没有 假冒 
他 人 的 身份 * 解决 这 一 问题 的 传统 方法 是 使 用 口令 . 


假定 用 户 和 计算 机 在 他 们 之 间 分 享 某 一 保密 的 消息 ,每 


当 用 户 的 身份 受到 怀疑 时 ,计算 机 便 要 求 用 户 出 具 这 一 
保密 消息 、 这 种 方法 的 安全 性 完全 取决 于 对 口令 保 窗 
的 能 力 ， 这 一 事实 表明 ,在 用 这 种 方法 解决 上 述 问题 的 
NE PFE SSS W: 口令 表 在 计算 机 内 部 的 
存 全 以 及 用 户 在 键 人 地 的 口令 时 所 受到 的 窗 听 威 脖 ， 

单 向 函数 可 以 用 来 克服 口令 表 的 脆弱 性 ， 在 计算 
机 内 部 储存 用 户 的 口令 在 某 一 固定 的 单 向 函数 作用 下 
的 象 . 由 干 函数 是 单 向 的 ， 无 需 对 函数 本 身 保密 .和 握 
当 用 户 欲 证 明 其 身份 时 , 用 户 向 计算 机 传输 他 实 奈 的 
口令 ,计算 机 在 收 到 口令 之 后 立即 将 单 向 函数 作用 二 其 
上 ,对 照 它 内 部 所 储存 的 象 表 验 证 所 计算 出 的 结果 . 而 
对 计算 机 内 部 所 储存 的 象 表 , 政 手 只 能 望 洋 兴叹 ,因为 
他 无 法 计算 出 单 向 函数 的 逆 , 因而 无 法 确定 出 实际 的 
口令 ， 如 果 用 户 使 用 的 口令 容易 猪 测 ,这 种 体制 则 相当 
脆弱 , 尽管 这 时 可 用 一 个 简单 的 称 为 加 盐 处 理 
(saltin 四 的 技巧 来 补救. 

尽管 单 向 函数 的 使 用 可 以 克服 口令 表 的 脆弱 性 , 但 
是 口令 仍然 容易 被 窃听 ; 或 者 在 它 向 计算 机 传输 的 过 
恰 中 ,或 者 在 它 已 存 人 了 计算 机 内 存 但 还 没有 来 得 及 被 
单身 丁 数 作用 的 那 段 时 间 内 .智能 终端 或 个 人 精明 卡 
(最 好 是 后 者 ) 可 以 用 来 解决 这 一 问题 ， 为 此 , 该 体制 的 
每 一 位 用 户 从 某 一 共同 的 公开 窗 铀 密码 体制 中 贿 意 选 
到 一 个 保密 密 铀 , 由 此 产生 一 对 相应 的 加 密 与 解密 算 
法 ,用 户 向 计算 机 公布 其 加 密 算法 , 在 对 其 解密 算法 则 
为 它 编程 并 把 程序 存 人 他 自己 的 终端 或 精明 卡 ， 每 当 
计算 机 要 证 实 一 个 用 户 的 身份 时 ,计算 机 产生 一 则 随机 
的 消息 , 计算 这 个 用 户 的 加 密 算法 在 这 则 消息 上 的 
值 ,并 把 所 得 到 的 结果 作为 一 个 查 癌 (challenge) 传 送 给 
用 户 的 终端 . 用 户 的 终端 运用 它 的 保密 程序 ,重新 计算 
出 原来 的 消息 ,并 把 这 一 消息 送 回 给 计算 机 以 便 证 实 ， 
这 种 身份 证 明 体 制 可 以 以 过 缩 查 同 (continuous chall- 
enge) 方 式 使 用 ,这 时 计算 机 定期 对 终端 查 问 .对 于 实际 


CRYPTOLOGY 89? 


的 实现 而 言 , 查 问 最 好 是 能 够 非常 迅速 地 进行 ,即使 对 
它们 的 回答 囊 要 大 量 的 计算 ， 这 是 因为 印 主机 一 般 都 ， 
连接 了 许多 终端 ; GQ 从 用 户 的 眼光 看 ,主机 必须 仍 能 
以 高 速 运 行 ; S) 对 查 问 的 回答 是 在 各 个 终端 上 独立 进 
行 的 . 

以 用 下 面 要 儿 述 的 最 小 漆 霹 技巧 来 解决 ([A7])， 

是 小 港 回 证 阴 (minimum disclosure proot}. 假设 
我 发 现 了 Fermat 大 定理 的 一 个 证 明 . ERA ERA AE 
一 证 明 的 任何 信息 (除了 这 一 证 明 的 存在 性 以 及 我 对 这 
一 证 明 的 了 解 以 外 ) 的 情况 下 ,我 怎样 才能 使 你 相信 我 
确实 知道 了 这 样 一 个 证 明 ? 一 般 地 , 一 刘 信息 称 为 可 证 实 
的 (verifiable )， 如 果 可 以 通过 使 用 某 一 普 得 承认 的 证 
实 程序 来 有 效 地 建立 其 正确 性 的 证 明 , 为 了 能 使 你 相信 
我 确实 知道 某 一 则 可 证 实 的 消息 ,我 可 以 把 这 则 消息 完 
全 告诉 给 你 ,然后 你 可 自行 运用 证 实 程序 所 以 检验 .这 种 
方法 是 这 一 知识 ( 指 的 是 我 知道 那 则 可 证 实 的 消息 } 的 最 
大 泄露 证 明 , 国 为 这 样 一 来 你 会 知道 有 关 那 则 可 证 实 的 
消息 的 所 有 信息 ， 与 此 相反 ,最 小 泄 器 证 明 能 证 我 使 你 
毫 无 怀疑 地 相信 我 确实 知道 我 所 宜 布 的 那 则 消息 ,但 却 
无 助 于 你 确定 出 这 则 消息 是 什么 . 
tive proof) 首次 由 Goldwasser, Micali 和 C. Rackoff 
提出 ([A12]) .对 于 具体 的 数论 问题 , AmE E G E. 
二 次 剩余 (quadratic resjidue) 的 问题 ， 他 们 证 明了 这 
种 零 知 识 交 互 作用 证 明 的 存在 性 .后 来 发 现 ,在 密码 假 
设 下 可 以 推广 这 一 技巧 .将 它 应 用 于 NP 类 (其 至 NP 
类 的 概率 推广 ) 中 的 任 '- 语 言 的 成 员 美 系 判 别 问 题 
(IA10). [A41) .具体 地 说 ,考虑 全 一 语言 LENP 以 此 
任 一 字符 串 x e L. 假设 我 给 出 了 x EL 的 一 个 NP 证 
明 ， 则 存在 一 个 协议 使 得 我 能 够 使 称 相信 xeL, 但 是 
称 却 元 法 知道 有 关 这 一 证 旭 的 任何 细节 .类 似 的 技巧 
能 让 我 使 你 相 入 我 确实 知道 某 一 给 定 的 大 整数 的 分 解 
因子 , 但 却 抱 助 于 你 分 解 这 一 整数 .对 于 构造 安全 的 密 
码 协议 (crypto - protocols } 来 说 , 这 是 一 个 非常 有 效 的 
FR. 

一 般 的 技巧 由 一 个 交互 作用 的 协议 组 成 ， 在 协议 
的 每 一 轮 癌 答 中 ,我 仅 允 许 你 在 两 个 可 能 的 查 问 中 选择 
其 中 的 一 个 向 我 提出 ,只 有 当 我 确实 掌握 了 我 所 声明 的 
那个 秘密 时 ,我 才 具 备 回答 这 两 个 查 问 的 能 力 ,而 且 只 
回答 其 中 前 一 个 查 何 并 不 向 你 提供 有 关 这 一 秘密 的 性 
何 信息 . 让 于 事先 我 无 法 预测 你 究竟 会 向 我 提出 哪 - 
个 查 问 ,因此 协议 中 的 每 一 轮 间 答 的 实现 都 会 增强 你 相 
信 我 的 声明 的 信心 . REE, REBER k KEB Fi 
的 概率 是 2 , 它 以 指数 下 降 的 速度 趋 于 人 .由 于 该 协议 
的 睾 一 轮 问答 非常 类 似 于 两 个 小 芒 在 切割 一 块 蛋 磷 时 
所 使 用 的 经 典 “协议 "一 一 一 人 切 寡 , 另 一 人 选择 A 
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们 和 便 把 这 种 技巧 称 为 切割 - 选择 (cat -and - choose) $ 
巧 .这 种 切割 - 选择 技巧 的 最 大 效用 在 于 , 它 以 协议 中 
问答 轮 数 的 线性 增长 的 代价 换取 了 安全 性 的 指数 增加 ， 
参考 文 献 

[Al] Blum, L. , Blum, M. and Shub, M. ,A simple upr- 
edkxtable pseudo -random number generator, SIAM J. 
Computing, 15 (1986), 2, 364—383. 

[A2] Blum, M. and Goldwasser, S., An efficient probabili- 
stic public-key encryption scheme whichhides all partial 
information, in Pc. Capio 84, Springer, 1985, 289 
— 299, 

[A3] Brassard, G. , Modern cryptology : a tutorial , Springer, 
1988. 

[A4] Brassard, G., Chaum, D. and Crépeau, C. , Mini- 
mun disclosure proofs of Knowledg, Techn. Report 
PM- R8710, CWI, 1987. Revised Version : 

[A5] Brickell, E. F., The cryptaralysis of krapsack crypto- 
systems, in Prec. Third SIAM Discwte Mathematics Cot. 

[Ab6] Diffie, W. and Helman, M. E., New directions in 
cryptography, IEEE Trans. Injorm. Th. IT - 22 (19765, 
644-554. 

[A7] Feige, U., Fiat, A. and Shamir, A. , Zero knowledge 

proof of identity, in Prc. 19th ACM Symp. Theory 
of Computing, 1987, 219—217. 


[A8] Friedman, W. F., Elements of cryptaralysis, Aegean 


Park Press, Laguma Hils, CA, 1976, written earlier. 

[A9] Garey, M. R. and Johnson, D.S., Computers and 
intractability: a guide to the theory of NP -Complete- 
ness, W. H. Freeman, 1979. 

[A10] Goldreich, O. , Micali, S. and Wigderson, A., Proofs 
thatyield nothing but their Validity and a methodology 
of cryptographic protocol design, in Proc. 271th IEEE 
Symp. Foundations of Computer Science, 1986, 
174—187. 

[A11] Goldwasser, S. and Micali, 5., Probabilistic encryp- 
tion, J. Computer and Sytem Science , 28 (1984), 
270—299. 

[A12] Goldwasser, $., Mkali, S. and Rackoff, C.„ The 
knowledge complexity of interactive proof- systems, 
in Pee. 17th ACM Symp. Theory of Computing, 
1985, 291 ~ 304. 

[A13] Kahn, D., The Codebreakers: the story of secret 
writing, Macmillan, 1967. 

[A14] Merkk, R. C., Secure communications over insecure 
channek, Comm. ACM, 21 (1978), 294- 299, 
[A15] Merkle, R. C. and Hellman, M. E., Hiding infor- 
mation and signaturës in trapdoor Knapsacks, IEEE 

Trons. Pifoem . Theory, IT- 24 (1978). 525—530, 

[At6]Data encryption standard, in Federal Information 
processing Standard. FIPS PUB , Vol.46, Nat, Bureall 
Standards, U. S. Denartment Commerce, 1977. 


[A17] DES modes of operation, in Federal nformation 
Processing Standard, FIPS PUB, Vol. 81, Nat. Bur- 
eau Standard, U.S. Department Commerce, 1980. 


[A18] Rivet, R. L., Shamir, A. and Ademan, L., A 
metbod for obtaining digital signatures and pub- 
liç - key cryptosystgms, Comm. ACM, 21 (1978), 
120—126. 

[A19] Shannon, C. E. , Communication theory of serecy 
systems. Bell System Technical Joumal, 28 (1949), 
656 — 715. 

G. Brassard PE HAR 译 fyth 校 


AN $£ B£ [crystallographic group; kpacrannorpaaueckas 
rpynuna ] 

n $È Euclid 空间 E" 中 上 其 有 有 和 界 基本 域 fundamen- 
tal domain) 的 运动 的 离散 群 . 两 个 唱 体 群 称 为 等 价 的 
(equivalent) , 如 果 它 们 在 E" W fh M FEF JUD. 

MAREC kE S E b i) a (n = 2) 5 8 
W (n =3) 的 研究 有 关 ， 所 有 平面 的 (planar) (二 维 
的 ) 和 空间 的 (spatial) (三 RRAN (crystallo gra- 
phic groups) 的 完全 分 类 在 19 HERK E. C. denmopon 
以 及 稍 后 些 被 A_Schoenfies 所 完成 ，( 见 [2], [3]， 也 
Wil 71. 和 9] )， 在 等 价 意义 下 共有 17 个 平面 的 和 219 
个 空间 的 晶体 群 ; 热 面 在 保持 定向 的 仿 射 变换 下 将 空间 
的 群 进行 共 辐 分 类 , 则 它 科 的 数目 是 230 +. 1910 
年 , L. Bieberbach 研究 了 任意 维 数 的 品 体 群 ([4]). 特 
草地 , 他 证 明了 下 述 定理 ; 

LEA n 维 晶 体 群 包含 h 个 线性 无 关 的 平行 称 
动工 中 变换 的 线性 部 分 构成 的 群 G 是 有 限 群 .( 对 n==3， 
已 在 [3] 中 得 到 证 明 .) 

2) 两 个 品 体 群 等 价 , 当 且 仅 当 它 们 作为 抽象 群 是 同 
构 的 . 

3) 对 尾 何 m, 在 等 价 意义 下 仅 有 有 限 密 个 8t iñ 1k 
群 ( 这 是 Hilbert 第 18 问题 的 解答 ) . 

定理 1 产生 肯 体 群 作为 抽象 群 结 构 的 下 列 描述 . 
令 工 是 器 体 群 工 中 所 有 平行 移动 的 集合 , 则 工 是 有 限 
指数 的 正规 子 群 , 它 辣 构 于 Z', 并 且 是 它 自己 在 工 中 的 
中 心 化 子 ， 具有 这 些 性 质 的 正规 子 群 L 的 抽象 群 r 同 
构 于 一 个 晶体 群 ([7]). 

蝇 体 群 下 的 线性 部 分 构成 的 群 如 保持 格 工 ; É 
话说 ,对 于 工 的 基 ,G 中 的 变换 由 整数 元 素 的 炬 阵 所 表 
示 . 

为 了 确定 晶体 群 T, 必须 一 附加 于 GG 和 
上 一 一 对 每 个 ge 如, 确定 向 量 aig), 使 得 变换 


x gx+a(9), xcE" 


RTT. 在 相差 用 工 中 的 一 个 向 量 和 加 的 意 祥 下 ,向量 
alg) 是 唯一 的 ， 映 射 


ag e a(g)+ L 


R G EAER L k, HAE VLt, 其 中 六 是 与 E" 相 
应 的 向 量 空 间 . 

如 上 所 说 ,任何 三 元 组 {G, 工 ,中 就 对 应 于 某 个 晶体 
群 ,其 中 GSGIL(VY) 是 有 限 线性 群 , 上 是 GREH, x 
GG 上 的 一 锥 闭 土 链 , HEE FL 中 .在 这 对 应 之 下 , 当 呈 
和 是 两 个 上 同调 的 闭 上 链 时 ,两 个 三 元 组 {G, 工 ， 
G 4G. L, tv T € fr bJ ñb k t . 零 .上 同 诈 类 对 
应 于 分 裂 的 (或 对 称 形 的 ) 唱 体 群 (split (or symmor- 
phic) crystallographic group), 对 于 说 点 的 适当 选择 ， 
它 是 金 体 变换 


x gx+a (xeE") 


的 集合 , 其 中 geG, aeL. 

BERKER, MAn 维 晶 体 群 的 措 述 化 为 器 阶 整数 
ERTEN AREH E (在 群 GL. (Z) fÉ Tt S 58 V 
下 )， 并 对 每 个 这 样 的 群 避 来 计算 上 同调 群 H'(G, 
REZ). 

HRW E 2 540095 kak, 当 且 仅 当 它们 在 
G Æ GL (Z) PÄ ERIT FEHEM. Bieberbach € 
理 2 和 赂 于 H. Zassenhaus {[7]) 的 一 PERR ta 
m= 

HUG, R" / Zn) — HAG, ZP) 


是 一 个 同 构 . MA GRES _F [BJ I8 PF p| sr EB aT #t E. 

两 个 品 体 群 属于 同一 个 类 (class) (算术 类 (arithme- 
tical dass))， 车 它们 的 线性 部 分 构成 的 群 在 GL. (R) 
(在 GL,(ZDFf 是 共 拖 的 ,对 于 n=3, 结晶 体 群 有 32 个 
类 和 73 个 算术 类 . 

在 整数 元 素 矩 阵 的 有 腿 群 中 ,能 看 出 格 对 称 性 群 ， 
即 保持 向 量 空间 中 某 个 固定 格 的 全 体 正 变换 的 群 { 这 个 
向 量 空 间 由 榕 的 基 上 生成 1. 1848 年 , À. Bravais 确定 了 
所 有 可 能 的 三 维 格 对 称 性 群 , 生 因 此 把 全 体 三 维 烙 分 成 
14 种 类 型 ( 称 为 Bravais 类 型 (Bravais types))， # 
GL (Z) 的 子 群 是 格 对 称 性 群 就 称 之 为 Bravais 子 群 
(Bravais subgroups) - 

Bravais TEET AER GL (Z) # n 变量 的 正定 
二 次 昏 集合 土 自 热 作用 的 稳定 子 群 . 因此 它们 可 用 化 
简 理 论 来 决定 ( 见 111] 及 二 次 型 的 化 简 (quadractc 
forms , reduction of )) . GL ,加 的 每 个 极 大 有 限 子 群 
是 Bravais 于 群 (但 其 道 不 真 ) . 

下 面 的 表 列 出 了 GL (Z) 的 有 限 子 群 的 数目 (在 共 
HELF). 

Bravas 子 群 的 交 仍 是 Bravas 子 群 . £u S fb KE T 
的 线性 部 分 构 咸 的 群 G 的 最 小 的 Bravas TE G 在 
GLR) ËJ (对 应 地 ,在 GL (Z) 89) J 3 SK X F, 称 为 
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n | 最 大 有 限 子 群 数 | Bravas TER | 有 限 子 群 数 
l 1 
2 2 
3 4 
4 9 
5 17 


的 几何 (算术 ) 全 对 称 (gpometrical (arithmetical) holoh- 
edry) - 设 工 是 一 般 位 置 上 的 晶体 群 (cstalographie group 
in general position), 其 亦 义 是 没有 仿 射 变换 将 它 喘 到 一 
个 晶体 群 ,其 平行 移动 的 格 有 较 低 的 对 称 性 , 则 怠 是 开 
的 平行 移动 的 格 的 对 称 性 群 ,两 个 晶体 群 属于 笨 一 品系 
(syngony) {Bravais 类 型 (Bravas type)), 如 果 它 们 É JL 
何 上 的 GK L 00) 2: 96 3F 38 2 . 对 = 3, ATTRAE 
的 和 14 个 Bravas 25 59 BJ An E ， 

NIK BE BJ K RE 38 25 (linear representations of 
crystallographic groups )， 品 体 群 工 的 有 限 维 不 可 约 复 
线性 表示 可 措 述 如 下 , 令 x 是 群 上 的 某 个 特征 标 { 即 
它 到 复数 乘法 群 的 同 坊 }， 令 


T, = {yeT: xiy = x(G), le L), 
H + c r, ËJ SBT 038 284848 c(D = x(1) * 1, 其 中 


IEL, 则 工 的 由 子 群 工 的 表示 o PH R 5SF003Oon ( WAN 2 
表示 【indueed representation)) 是 不 可 约 的 ,的 所 有 


不 可 约 表 示 此 可 这 样 得 到 ( 见 [9], [10]). 
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【 补 注 了 + AR E" PIERR. 4 中 平移 构成 正 
TEET, 而 商 群 4/ 了 是 线性 变换 群 , 今 G 有 是 4 的 于 
群 , 则 避 中 平移 构成 正规 子 群 工作 G; 商 群 Gr (T(GyS 
GL(E"”) 通 常 称 为 G 的 点 群 ; 这 个 群 在 前 面 称 为 线性 部 
分 构成 的 群 . 

deaopos 在 1885 一 1889 年 司 蓝 得 他 的 分 类 结果 ， 
而 Schoenflies 在 1891 年 左右 得 到 一 个 分 类 . 230 个 
群 的 正确 的 表 是 在 比较 Denopos 和 Schoenflies 的 表 之 
后 才 发 现 的 ( 见 [Al] , 书 中 有 历史 和 别 的 注 记 )， 2A 
人 都 知道 L. Sohnke 的 书 [A2]. 

H n=5, 6, 7 时 关于 GLG, 功 的 极 大 有 限 子 群 ， 
可 参考 [A3] . 
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数学 帅 体 学 [ crystallography , mathematical ; paeran- 
pe 中 四 Marewarnnecman ] : 

刻画 晶体 外 部 形式 和 它们 的 内 部 空间 结构 的 方法 
的 总 称 . 数学 部 体 学 基于 形成 晶体 点 阵 的 质点 是 按 一 
定 次 序 排 列 的 周期 三 维 结构 的 思想 . 在 平衡 条 件 下 形 
成 的 品 蛋 是 具有 某 种 对 称 性 的 正 { 则 ) 凸 多面体， 对称 
群 的 分 类 是 根据 它们 在 其 中 被 定义 的 空间 的 维 数 nn， 
在 其 中 对 象 是 周期 的 空间 的 维 数 m (因此 用 G* 表示 
这 个 群 )， 以 有 各 种 其 他 库 则 . 为 了 描述 晶体 结构 ， 人 大 
们 使 用 各 种 对 称 群 ， 其 中 最 重要 的 是 描述 卓 体 康子 绪 
HEER GL V E Y kË AL DK +E 3 6 A ÉQ PK xi SR 


群 G3. 
点 对 称 群 (point symmetry group) É ie K i F: 
B— A N Pratik 31 Ae E 360 YN; 在 一 个 对 称 平 面 


内 的 反射 (镜面 反射 ); 反 演 了 (关于 一 个 点 的 对 称 ) 


以 及 反 演 旋转 N ( 先 旋转 360 /N. BEBEN). F 
演 旋 转 有 时 用 反射 旋转 六 代替 . Gl E 4 X. 8 £ 
个 。 热 而 由 于 咒 体 点 阵 的 存在 性 , 晶体 中 仅 囊 能 有 如下 
运算 : 晶体 中 仪 可 能 有 至 多 六 阶 的 旋转 和 至 争 六 阶 的 
对 称 轴 ;但 是 晶体 没有 五 阶 旋转 和 五 厂 对 称 轴 ; 我 们 
M 1, 2, 3, 4, 6 表示 这 些 旋转 ， 可 能 有 反 演 轴 六 这 是 
一 个 对 称 中 心 ), 并 且 可 能 有 反 演 旋 转 3=m (这 是 一 个 
对 称 平面 ), 3, 4. 6， 描述 晶体 外 部 形式 的 点 晶体 群 有 
32 种 ， 

仅 包 含 旋转 的 群 描述 完全 由 相同 的 粒子 所 构成 的 


”最 体 ， 这 些 群 称 为 第 一 类 群 。 包含 反射 或 反 演 旋 转 的 


群 描述 的 量 体 中 有 镇 和 象 质点 (尽管 这 些 质 点 可 能 是 相同 
的 粒子 )， 这 些 群 称 为 第 二 类 群 . H3-— 338 3ESD A 
体 可 以 结晶 为 两 种 对 上 映 结构 体 形式 ， 不 姥 分 别称 其 
为 “ 左 "和 和" 右 "， 虽 然 它们 互 为 镜 象 ， 但 它们 当中 的 每 
一 个 都 不 含有 第 二 类 对 称 元 结 . 

结晶 体 的 很 案 性 质 素 属 于 某 一 个 具有 无 限 阶 对 称 
轴 的 极限 点 群 (limit point group) 所 刻画 的 类 . 无限 
阶 对 称 轴 的 存在 意 昧 着 品 体 旋转 任 洛 角 (包括 无 很 小 的 
角 ) 后 都 与 其 自身 重合 . 这 样 的 群 有 七 种 
或 空间 群 (space soup) iB G FAE. 结构 的 运算 特 
征 是 三 个 不 共 面 的 平移 a, b, c, 它们 对 应 于 大 体 的 
源 子 结构 的 三 维 周期 性 ， 

由 于 在 结构 中 的 平移 和 点 对 称 返 算 可 以 复合 ， 因 
此 群 G; 中 也 包括 带 有 一 个 平移 分 量 的 运算 和 相应 的 
对 称 元 素 一 一 各 种 阶 的 糙 轴 和 滑 移 平面 ， 


总 之 , 已 经 知道 总 共有 230 个 空间 对 称 群 G3 (@e- 


nopo 群 ), 并 且 任 何 一 个 品 体 都 归属 于 这 些 群 中 的 一 
+. 由 于 微小 对 称 元 素 的 平移 分 量 宏观 上 看 不 到 ; A 
HE 230 AR Gi h 5 g— + ER E R T 32 个 点 
群 中 的 一 个 ,一 个 给 定 空间 群 中 的 平移 构成 的 集合 是 
它 的 -- 个 平 称 子 群 , 或 一 个 Bravais 格 (Bravais lattice) 
这 样 的 格 有 14 +. PRR N Hk EE (crystallographic 
group). 
pyre 
[i] UlyGgaxog, A. E., Hm, E. E., Bot, F. E., Oe- 
HOBbI EprcTannompaben, M - JI, , 1940. 
[2] penopop, E. C., CAMMETPHS H CTPYETYpA KOHET BuDIOB， 
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13] Haronpcrua, M., Kpwcrarna, M., 1959. 
主要 内 容 取 自 BCI -3 中 的 晶体 对 称 性 (symmetry 
of crystals ) 一 条 . RW £ 
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求 体积 公式 [cubature formula ; KyGerypaau 中 opwyna ] 
W H WE TI 
Kf) = [Pood 


的 多 重 积分 的 公式 ， 积 分 在 Eudid 空间 R' FB E S Q 
EH, x=(x," ,XX,). 求 体积 公式 是 一 个 近 侯 等 式 


r) = SC). a) 
j=1 


被 积 丁 数 写 成 两 个 郴 数 的 乘积 : 假定 第 一 个 函数 p(x) 
对 每 一 特定 的 求 体 积 公 式 是 固定 的 并 且 通 称 为 权 函 
数 ;假定 第 二 个 函数 fO 属于 某 个 使 得 积分 开门 存在 的 
相当 广泛 的 函数 类 , 例如 连续 画 数 类 , 公式 (1) 右 端的 
和 称 为 求 体 积 和 ; 点 x 外 通称 为 该 公式 的 插值 点 { 结 
点 ;节点 ), 数 CC, 为 公式 的 系数 . 通常 xWe ,尽管 此 条 
件 并 非 必 要 ， 为 囊 通 过 公式 (1) 来 计算 积分 (站, 只 项 
计算 求 体积 和 .， 当 n=1 时 ,公式 (1) 及 其 右 端 的 和 称 
为 求 积 公式 (quadrature formula) 及 求 积 和 (quadra- 
ture sum). ` 

设 x=(o@, :om) 为 一 多 重 指标 , 其 中 心 是 非 负 整 
数 ; 令 al]=s + ta BLR xt = x" o x% 3 n 2ú |a] 
次 单项 式 ; 令 

un = M(n, m) = (tm) 
Him: 

为 次 数 最 高 为 m 的 n 元 单项 式 的 个 数 ; Wp O) (j =1, 
2,…) 为 所 有 单项 式 的 一 个 排序 使 得 次 数 较 低 的 单项 


式 有 较 小 的 下 标 而 次 数 相等 的 单项 式 可 任意 排序 ,例如 


排 成 词典 的 硕 序 ， 按 照 这 种 编号 ，q (x)=1 H e,() 
CQ=1,…,&) 包 括 了 所 有 次 数 最 高 为 m 的 单项 式 . 设 
P(X) 为 一 员 次 多 项 式 ， 复 空间 C" 中 满足 方程 p(x 
= 的 点 的 集合 称 为 m 次 代数 超 曲面 . 

构造 求 律 积 公式 的 一 种 方法 是 基于 代数 插值 . 选 
取 点 xmenGU=l…， 问 使 得 它们 不 落 在 任何 一 个 严 
次 代数 超 上 曲面 上 ,或 等 价 地 说 .选取 它们 使 Vandermonde 
矩阵 


V = [@(x0),.. . p, (xU), 


为 非 奇 异 ， 以 x 中 为 结 点 的 通 数 f(x) 的 Lagrange 插 
值 多 项 式 具 有 形式 


Pa = ÈL Oa 
J> 
Jih z, (0) 38 MEAE F 64 mist, x (x)= 
Àu (6, 是 Kronecker 符号 )， 将 近似 等 式 f(x) = 2 (x) 


RA p x) EE ERS, TREAN) R. N =u B 
求 栖 积 公式 , 且 有 


C, = HL), j=... 2 
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RA (2) ËJ #F fe b 8 f T US SSE R p=I(e.) 
(i=1,…, 由 的 存在 性 . 此 处 和 下 面 均 假 定 所 需 的 p(x) 
BERRE. 具有 入 4 个 不 含 于 任何 m 次 代数 超 曲 
面 上 的 结 点 且 具 有 由 (2) 所 定义 的 系数 的 求 体积 公式 
mula). AR (UAA m HEM (On - property) ,如 果 当 了 (x) 
是 次 数 最 高 为 m 的 多 项 式 时 它 是 精确 等 式 ; 插值 求 体 
积 公式 具有 nm 性 质 , 具有 m 性 质 及 NS 4 个 结 点 的 求 
体积 公式 (1) 是 插值 求 体积 公式 , 当 且 仅 当年 降 


[0.0 pe 


的 秩 为 N. 此 条 件 当 n=1 时 成 立 ,所 以 具有 m 性 质 及 
NSm +1 个 结 点 的 求 积 公式 是 插值 求 积 公式 .插值 求 
体积 公式 的 实际 构造 归结 为 结 点 的 选择 和 系数 的 计 
K. 诸 系数 C 由 线性 代数 方程 组 


确定 , 该 方程 组 是 公式 (1) (具有 N=.) 对 于 次 数 不 超 
过 站 的 所 有 单项 式 都 精确 成 立 这 一 陈述 的 数学 表达 ， 
方程 组 的 矩阵 恰 为 天 (= 下 )， 

令 假 定 需 要 构造 一 个 具有 m 性 质 但 少 于 上 个 缚 点 
的 求 体积 公式 (1)， 这 单 靠 选择 系数 是 不 能 做 到 的 , 因 
为 在 {1) 中 不 仅 系 数 未 知 而 且 结 点 也 未 知 , 总 共有 
Nn 十 1) 个 未 知 数 .由 于 求 林 栋 公 式 要 具有 tm 性 质 , 故 
得 到 彤 个 方程 


N 
DGP) = pp, = (3) 
1=] 


自 热 要 求 未 知 数 个 数 与 方程 个 数 相 -~- 致 , 即 惠 求 N(r +1) 
=u 这 个 等 式 给 出 结 点 个 数 的 尝试 性 估计 , 如 果 N= 
untl RASA, RAE N= [n /@+1)]+L1, 此 处 
[u m+n jj/ (a +1) PJ SS rapa . 具 此 结 点 个 数 的 求 
体积 公式 不 一 定 总 存在 .如 果 它 确实 存在 ,那么 它 的 结 点 个 
数 是 插值 求 体积 公式 结 点 个 数 的 1 (0n 十 1). 然而 ,在 那 种 
情形 中 , 结 点 本 身 及 系数 由 非 线性 方程 给 (3) 确 定 .在 待 
定 参 数 法 中 ,人 们 试图 通过 给 出 求 体 积 公 式 的 某 种 形式 
来 构造 它 , 而 这 种 形式 将 能 使 方程 组 (3) 简 化 ， 当 经 和 
P(X) 具有 对 称 性 时 ,这 是 能 够 敌 到 的 . 结 点 位 置 的 选取 
机 与 全 和 p(tx) 的 对 称 性 相 容 , 并且 此 时 规定 对 称 的 结 
点 以 相同 的 系数 .方程 组 (3) 的 简化 包含 着 某 种 风险 : 原 
来 的 方程 组 (3) 或 许 是 可 拥 的 ,但 简化 的 方程 组 未 必 可 解 . 
m. 设 只 = 总 ={ 一 1 到 2 El}. (xX, x,)=1. 
要 求 构 造 一 个 具有 ?性质 的 求 体积 公式 ; n=2, p= 
了 2,7)=36， 绪 点 12 个， 弄 结 点 定位 如 下 . 第 -组 结 
点 由 中 心 在 原点 、 半 么 关 4 的 圆周 与 举 标 轴 的 交点 组 
成 .第 二 组 由 中 心 也 在 奈 点 .半径 为 p 的 锣 周 与 直线 x = 
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f x, 的 交点 组 成 ,第 三 组 类 亿 地 构成 ， 图 局 的 半径 用 
“ 衣 下 .规定 同一 组 结 点 的 系数 是 等 问 的 , H Sra A, 
B, C 表示 第 一 ;第 -二 和 第 三 组 结 点 的 系数 . 结 点 和 系数 
这 样 的 选择 保证 了 单项 式 x;x! 求 体积 公式 的 精确 性 ， 
其 中 至 少 i 或 之 一 为 奇数 ， 对 于 要 有 了 性 质 的 求 恒 EI 
会 式 , 只 要 它 对 于 1, x?, xi, xixi, xi, xog 郁 是 精确 
HWET. RA ET- Tartma, b,c, A, 
B, CC 的 六 个 方程 的 非 线性 EA. W H, RH, aa 
一 个 具有 正 系数 及 结 点 位 于 KK 中 的 求 体积 公式 ， 

Ek 6 为 使 原点 保持 不 动 的 空间 R" 中 的 正 交 变换 群 
On) 的 有 限于 群集 全 和 函数 p(x) 称 为 在 GG 之 下 
EREK, WE gison H pispe 
及 任何 gs 都 成 立 . 形 如 ga 的 点 的 集合 道 称 为 包含 a 
的 较 道 ,其 中 为 有 R" 中 的 一 固定 点 而 g 取 沉 GANA 
AR. 求 体积 公式 (1) 称 为 在 GC 之 下 是 不 变 的 ， 如 果品 
和 pt{x) 在 G 之 下 是 不 变 的 ,并 且 铺 点 集合 为 轨道 的 并 
集 , 属 同一 轨道 的 结 点 指 弓 以 相同 的 系数 . EGF 
不 变 集 合 的 实例 有 全 空间 R" 及 中 心 在 原点 的 任何 球 或 
球面 ; 如 果 局 为 正 包 面体 0D 到 其 自身 上 的 变换 群 , 那 
A UBERTA. 这 样 , 3 O M R' R. 球面 . 立 
方 体 或 性 何 正 多 面体 ,而 p (x) 33 tE ij fE G 之 下 的 不 变 
函数 (例如 ptr) ， 其 中 r= JT Tx RTEA 
不 变 的 求 体积 公式 . 

EE l. 在 如 之 下 的 不 变 求 体积 会 式 具 有 m 性 质 ， 
当 且 仅 当 它 对 于 所 有 次 数 不 超 过 m 的 . 在 G 之 下 不 变 
的 煞 项 式 都 是 精确 的 ( 见 [3J) .待定 系数 法 可 定义 为 构 
造 其 有 m 性 质 的 不 变 求 体积 公式 的 方法 ， 在 上 面 的 例 
中 ,正六 形 的 对 称 群 可 起 到 群 吾 的 作用 . 定理 1 在 构 
造 不 变 求 体积 公式 中 具有 本 质 的 重要 性 ， 

对 于 简单 的 积分 区 域 ,诸如 立方 体 、 单 纯 形 ， 球 或 
球面 ,以 及 对 于 权 p(x)=1, 可 通过 反复 应 用 求 积 公式 米 
WE RER 公式 . 例如, 4 Q =K=1-1< x <l: 

ean ALAN, WA AARG k Tsh a t 和 
BRAM Gaus 求 积 会 式 来 获得 一 个 具有 ETAR 
的 求 体 积 公式 


[oa = $ Ano A. Sfo ah, 
n tl 


该 公式 对 二 所 有 0 所 所 2k 一 1(i=1,…,n) 这 样 的 单项 
式 x" 都 是 精确 的 ,特别 对 于 所 有 次 数 不 超 过 2k 一] 的 
EMAER. 这 种 求 体 积 公式 的 结 点 个 数 增长 
机 速 ， 这 一 事实 限制 了 其 应 用 范围 . 

BLS F XE SSE EW S. Wan 


px) > 0O,xe Ü ,9 p > O. (4) 


只 有 这 样 的 权 函 数 的 求 体积 会 式 的 系数 为 正 数 这 一 事 
实 是 该 公式 的 可 焉 性 质 ，. 


定理 2， 如果 积 分 区 域 是 闭 的 旦 p(x) 满足 
(4) ,那么 存在 这 样 的 播 值 求 体积 公 武 (1) , 它 具有 六 性 
质 ，N <4， 结 点 在 自 中 并 上 其 有 正 系数 ， 实 际 构 闭 这 样 
公式 的 问题 尚未 解决 ， 

定理 3， 如 果 具 有 满足 (4) 的 权 史 数 的 求 体积 公 
有 实 的 结 点 和 系数 并 且 具 有 m 性 质 ,那么 EBARA 
DAAM, DAREN, 其 中 1=[m /2] Ë m / 2 B 
整数 部 分 , 在 定理 3 的 很 设 之 下 , 数 1 是 结 点 个 数 的 一 
个 下 界 : 

N > À 
RAXOH C 是 实 的 假设 , 谈 不 等 式 仍然 正确 ， 

ERU m 性 质 的 求 体积 公 式 中 ,特别 令 人 关心 的 
是 那些 具有 结 点 的 个 数 为 极 小 者 ， 当 由 =1,2 时 , 对 于 
任何 n REREH OR p (x) 20 都 容易 找 出 这 样 的 公 
式 . 结 点 的 极 小 个 数 怡 为 下 界 4: 在 第 一 种 情形 中 它 
等 于 1， 在 第 二 种 情形 中 它 等 于 n+1， 当 m 之 3 时 , 结 
点 的 向 小 个 数 依赖 于 区 域 和 权 . 例如 , 设 站 =3, 区 城 是 
中 心 对 称 的 ,并 设 p(x)=1, 则 结 点 个 数 为 2 ;对 于 单 
纯 形 和 了 (x)=1, 结 点 个 数 则 为 mn 十 2. 

由 于 (4)， 


w, p = Heh) (5) 


是 多 项 式 空间 中 的 内 积 . 设 ,为 在 (9) 的 意义 下 与 所 
有 次 数 不 超过 类 一 1 的 多 项 式 正 交 的 上 次 省 项 式 的 向 量 
空间 . 此 空间 具有 维 数 M (n — 1, k), Z E: k IK i Te zÉ 
KTB. >, 中 的 多 项 式 称 为 关于 内 和 p(x) 的 正 交 多 项 
È. 

定理 4. 存在 具有 {2X -1) 性 质 和 N=M(n, k—1) 
(下 界 } 个 结 点 的 求 体积 公式 (1), 5 B I 2518 铺 点 为 所 
有 关于 如 和 (xj 的 大 次 正 交 过 项 式 的 公共 祖 . 

ERS SIM n 4 k WAIE3 £ i 2:35 k PARN 
且 两 两 相 异 的 公共 根 ,那么 这 些 根 可 选取 为 具有 
(2 一 1 性 质 的 求 体 积 公式 0) 的 结 点 . 

对 于 p(x)=1 和 为 有 界 的 求 体 积 公式 (1), 其 误差 
由 


xm = fu- 之 cj) 
2 


确定 . BB A Banach 函数 空间 使 得 TO) 3 B a: 0 sË 
ERR. BEREA I T | =sup ipl Sh Blim A 
定 的 求 体积 公式 对 于 召 中 全 部 函数 的 质量 .构造 求 体 
积 公式 的 另 一 方法 基于 极 小 化 必 为 (未 知 的 } 求 体积 公 
式 ( 仅 具 固 定 的 结 点 个 数 ) 的 结 点 和 系数 的 函数 
1 Jl. RT, ERRANT n=l 也 包含 著 困 
7E. C. JL Co6ones ([4]) 已 得 到 对 于 尾 何 wn 宕 2 的 一 些 
重要 结果 . 对 于 给 定 的 一 组 结 点 , 必 汐 系数 的 函数 
II ¿|| 的 极 小 化 问题 已 完全 解决 ; 选择 结 点 的 同 题 基 于 这 


r- 


` 


Ta. s... 


- 


a e G Z. 


` 


i w ax w s mi r E- 


4 =. 


样 的 假定 ， 即 它们 组 成 平行 六 闸 体 网 格 商 年 极 小 化 专 
门 依赖 『 该 网 格 的 参数 . 特 划 地 ,空间 Bo 以 是 L?(R")， 
HP m >n/2 ,此 时 隆 求 的 求 体积 公式 假定 为 对 于 所 有 
次 数 不 起 过 mm 一 1 的 儿 项 式 都 羡 精 确 的 ， 
参考 立 献 
[1] Kpsuion. B. H. , [[DHGUGGREHHOC BEISNHCUIEHHS HHTETPAIOB, 
2 m3., M., 1967 (PA: Krylov, V. L, 
calculation of integrals, Macmillan, 1962)... 
2} Rpumnos, B. H., Wyner, 21. ]., Cnpamoqaag Kuwa 
HO uW:'lCHHOMy KaICTpapoeanmo, Wi., 1966 
D] Stroud, A. H., Approximate calculation of rnulup]le int- 
egrals, Printiœ - Hall, 1971. 
4] Coos, C. JI. , Roerne B TeopmO kyđarypren hop- 


Approxinate 


Myn, M., 1974. 
[S] Coomer, C. JI., CH6. maTeM. W.Y, 3 (1962), 5, 
769—796. 


[6] Mecosckax, H. F. ，FhmecpnoubiuNonpE EyfarypHpe Jo- 
pmyimi, M., 1981. H. TI. Micos 所 
DE] “第 j 个 结 点 影响 之 下 的 "名 项 式 (x) (h 
g= a, 所 定义 的 ) 亦 称 (对 于 结 点 区 的 ) 基本 Lag- 
ang Ħ F (basic Lagrangian). 
“记性 质 ” 在 兹 方 文献 中 述 通称 为 精度 阶 (degree of 
precision), 即 当 隶 体积 公式 具有 精度 阶 mm 时 , 它 具有 m 
性 质 . 
EFIR AJ] 其 是 求 体 积 会 式 的 极 好 的 导 引 , 也 
是 一 部 高 等 的 论著 . 
参考 立 献 
[A1] Engels, H. , Numerical quadrature and cubature, Acad. 
Press, 1980. 
[A2] Davis, P. J. and Rabinowitz., P. , Methods of nume- 
tical integration, Acad. Press, 1984. 


[译注 】 By R KELAS P — KTA R Yk iË Fd Rë R 
积分 法 (LIBI), 该 方法 的 研究 始 下 20 世纪 s0 年代 
本 ,其 理论 基础 是 数论 中 的 一 至 分布 论 ，[B2j 中 系统 地 
论述 了 有 关 求 体积 公式 的 理论 以 及 构造 公式 的 代数 方 
法 、 数 论 方法 、， 解 析 方法 等 镍 种 方法 . 


#+* x 
[BT EF, EJ, Wie Ej U h eT 89 kz A, PA iH É 
tL, 1978. 
[B82) 徐 利 治 ， 周 蔓 时 ， 商 维 数值 积分 ， 科 学 出 版 社 , 1980. 
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D 立方体: 五 种 正 多 面体 之 一 ; 立方 体 肥 存 6 个 正 


方形 的 人 面 ,12 个 村 ,8 个 质点 ,从 每 个 顶点 出 发 有 三 个 楼 
( 它 信 相互 水 直 )， 立方 体 有 时 也 称 为 正六 面体 (cube 
hexahadron ), 

2) 3: É a W p Jy (cube of a number a) Æa BJ 
TKE a. 张 鸿 林 详 
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氢 立 方 体 连 续 统 | cube-like contimmm ; KYÕOBEIHMH 
warmy ], n 维 拟 立 方 性 连续 统 (n- cube - like con- 
tinuum) 

一 个 紧 统 (可 度量 化 紧 统 ), 对 任何 >0, 有 - -个 到 
通常 立方 体 "上 的 8 映射 . WERA X Bhuji A IE 
统 的 可 数 谱 的 极限 , W| X 是 拟 立 方 体 连 续 统 的 于 集 . 
所 立方 体 连 凌 统 类 包含 一 个 万 有 元 紊 , DLS r fk Ë 
续 统 U, 使 得 每 个 拟 立 方 体 连续 统 间 且 于 如 的 某 个 子 窟 
间 . 

Trt 
[1] Hacrmzos, E. A., Š Yone mamm. Hayk >, 21(1966), 
4, 9t — 100. I. T. amami # 
[ 补 注 】 在 n=1 的 特殊 情形 ,这 些 连 续 统 也 称 为 蛇 状 
的 (snake- like), BL [A1] . 
” 在 [由 中 已 经 证 明 , 空 间 是 拟 1" 的 , 淄 且 仅 当 它 与 17" 
关于 有 界 满 射 的 找 由 的 斤 序 列 的 极 眼 同 胚 . 
参考 文献 
[AI] Bing, R. H., Snake -like continua, Duke Math. J., 
18 (1951), 553 一 663. 
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三 次 曲线 [cubic ; ky6me . 

三 次 平面 曲线 , 即 在 (射影 、 仿 射 ，Euclid) 平 面 内 
FKR x,, xi, x, 【分 别 在 射影 、 仿 射 或 Descartes 
坐标 系 肉 ) 满 足 三 次 齐 次 方程 


2 
Fa) = aXX AX = Ü, qà = Qa =u 
LLK =Ü 
的 点 的 集合 ， 从 线 外 一 点 向 一 条 三 次 曲 钱 所 能 作 的 切 
线条 数 称 为 三 次 曲线 的 类 (dass of the cubic). IB] # t 
i 


称 为 点 M ‘(xs，xi, x) BAE (或 第 --) 极 线 (conic 
(first) polar}， 点 对 "本 身 称 为 极点 . 直线 


称 为 这 个 点 基于 三 次 曲线 的 直 ( 或 第 二 ) 极 线 (rectilinear 
(seoond) polar). WERA M "是 三 次 曲线 上 的 点 , 则 它 
的 直 极 线 在 点 M 与 二 次 曲线 相 二 ,也 与 对 "的 阅 锥 极 
线 相 切 . 三 次 曲线 的 Hesse 曲线 (Hessian of a cu- 
bic) 就 是 圆锥 极 线 由 两 条 直线 组 成 的 点 的 集合 ERA 
程 


H, = det 
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所 定义 . 一 条 三 次 曲线 与 它 的 Hesse 曲线 交 于 9 个 公共 
HA. Hesse 基线 上 点 的 加 惟 极 线 分 裂 成 的 直线 以 及 
连接 Hesse 曲线 上 对 应 点 的 直线 构成 了 一 条 第 三 类 的 
六 次 曲线 的 包 络 — 三 次 曲线 的 Cayley 曲线 (Cayleyan 
of the cubic). FAHARI S 个 拐点 的 平 
面 上 三 次 曲 绕 的 集合 构成 一 个 合 冲 线束 (syzygtic pen- 

i), E R ARATA Rtt Hesse M RI 2 S yil 
m&n. S M'AWNISB ASKA I iR. =K 
曲线 在 M PJ UJ SR DI R M' 的 调和 极 线 (harmonic po- 
lar) -一 相对 于 过 M B | £b 5 = W Il ek 3 2 05 — + 
点 ,调和 共 轿 于 M RARR. = 4 jt Ó BJ UN An 
极 线 相交 于 一 个 点 ， 三 次 曲线 有 许多 射影 、 仿 射 与 度 
量 分 类 : 按照 典范 方程 的 类 型 ， 按 照 三 砍 草 线 的 奇 点 
类 型 ;按照 洒 近 线 的 性 状 等 . 

Eualid FE LAFZ kA: Descartes I 
形 线 (x!+y' —3axy=0); Agnesi 38 8 (y(at+x2)= 
a’), ZKR H H (y=ax'); ÉE y 3 fh 3 £& G ax) 
MOR R (y20a —x)=x' atx); Diodes # it (y:(2a 一 
x) =x°); = 3 p Jf (x (2+y)=a(2-y2y; 以 及 
Sluze 均线 (a (z —a) (x+y sk) 在 代数 几何 学 中 ， 
cubic $ +> T8EJEK H TEA h Wi (cubic hypersurface), 
也 用 于 三 准 三 次 曲线 ， 
参考 文献 
. D} Compe, A. C., Cronoga, E. C., Cnpanowdnk 

TO TEOPHH tUKOCKHX EPUBEK TpeThero nopsrka, M. , 1961. 

B. C. Manaxoncm JE 


【 补 注 】 
参考 文献 
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Birkhauser, 1986. 陈 志 杰 译 


三 次 方程 [ cupic equation ; KGermecme ypapnesue] 
三 次 代数 方程 , BE in 


ax`+bx?+ex+d = 0 


的 方程 ,其 中 0， 用 由 x=y 一 bi3a 定义 的 新 未 知 数 y 
来 代替 这 个 方 穆 中 的 x, 则 可 将 其 化 为 下 列 较 简 单 的 
( 典 则 ) 形 式 : . 


y tpy +q = 0, 
其 中 


这 个 方程 的 解 可 利用 Cardano 公式 (Cardano formula) 


求 得 ;换血 话说 ,任何 三 次 方程 都 能 用 根 式 求解 . 
三 次 方程 是 在 16 批 纪 第 一 次 解 出 的 . 在 16 志 纪 
初 ,S. Ferro 解 出 了 方程 w+px 二 其 中 p>0, 9>0, 但 
ERA AADA. N. Tartaglia 重新 发 现 了 Ferro 
的 结果 ;他 还 解 出 方程 X=px 二 gtp>0,g> 们 ,并 上 且 未 
加 证 明 地 宣布 :方程 x* +q=px(p>0, 9>0) 能 各 化 为 这 
种 形式 .Tartaglia 把 他 的 结果 告诉 了 GG.Cardano, 后 者 
在 1545 年 发 表 了 一 般 三 次 方程 的 解法 . 
参考 文献 
[i] Kyponi, A. T, Kype bprabe 放 are6per，11 waa. M., 
1975 (FEF: AT. 库 洛 什 ,高 等 代 救 教程 , 高 等 教育 
出 版 社 ，1955). H. B. Tpockypreoe BË 
GHE] 三 次 方程 解法 的 历史 在 [A2] 中 做 了 介绍 , 其 
中 把 Cardano 的 误 写 成 Cardan{ 第 12 章 )， 
参考 文献 
[Al] Wacrden, B. L. van der, Algebra, 1—2. Springer, 
1967 一 1971. 《中 译本 : B. L. WARRE, I Soy qL 
学 出 版 社 , I 1963, TI 1976.) < 
[A2] Rowe Ball, W. W., A short amount of the history 
of mathemati, Dover, reprint, 1960. YE $k PE 
三 次 型 [cubic form ; yeacw 中 opma] 
系数 在 某 个 取 定 的 域 或 环 中 的 多 变量 的 三 次 齐 次 


FRR. Hk E-M FO UU, x. Y KK IE k h 
的 三 次 型 ( 称 为 k 上 三 次 型). 方 和 
Ftxo, e. Xy) = Ü 


定义 了 射影 空间 P" E 60) — - Z E šE cubic hyper- 
surface), br tl vai k L 00 = W t 0) e $z JU f] BE it: 
归结 为 三 次 超 曲 面 的 理论 { 见 [1]). 

与 二 次 型 丰富 而 有 意义 的 算术 理论 相 比 较 , 数 域 
(及 其 整数 环 ) 上 的 三 次 型 的 算术 理论 至 今 (1987) RR 
FE AFA ERKKA, 其 算术 理论 正 是 数 域 的 
三 次 扩张 的 理论 ( 兄 [2])， 对 于 三 个 变量 的 三 次 型 , 它 
是 椭 图 曲线 算术 理论 的 一 部 分 ( 见 [3])， 特 别 地 , 已 
经 知道 违反 Hasse 原理 的 三 个 变量 的 三 次 型 的 例子 . 
对 于 四 个 变量 的 三 次 型 有 同样 的 情况 (W. [1], 4, 
[6]). 对 于 更 密 个 变量 的 三 次 型 ,完全 没有 一 般 的 理 
论 ， 

除了 有 关 三 次 超 曲 面 的 点 集 的 构造 的 结果 让, 三 次 
型 的 纯 代 数理 论 还 包 售 涉及 不 变量 经 典 理论 的 各 种 鱼 
果 . 事 实 上 , 两 个 或 三 个 变量 的 三 次 型 的 (绝对 ) 不 变量 
代数 的 结构 已 经 知道 ;这 种 博 形 下 的 不 变量 代数 没有 全 
冲 一 一 它 是 会 一 个 (4 次 ) 或 两 个 (4 次 及 6 次) 代数 无 
关 章 次 生成 元 的 守 项 式 代 数 . 如 果 变量 个 数 直 过 4, 不 
变量 代数 售 有 合 冲 ( 见 [5]} 并 且 其 结构 十 分 复杂 . H. 
Poincaré 曾 研 究 过 三 个 及 四 个 变量 的 所 有 三 次 型 的 空间 


ER SL, 的 自然 作用 下 的 轨道 、 稳 定子 群 、 和 典范 代表 


TU RHEI (W [6]). 
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[1] Mamm, IO. H., Kyimecme topma. AJgmetpa , reoMmerpan, 
apu burra, M. , 19723( 英 译本 : Manin, Yu. L. , Cubic 
forms. Algæbra, geometry, arithmetic, North - Holland, 
1986). 
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三 次 超 曲 面 [cubic hypersurËsce ; KyGusqecxas runepno- 
wepxuocTe 

由 系数 在 某 个 基 域 上 内 的 三 次 齐 次 方程 F, (x。， 
"S, x. = 0 Pr 2 0) 398 RE. 

=e BI $É (cubic curve). —# A Hj šj — k Pi 2 sk: 
X: W W ONERE 0, TRE 1) RAE- 
二 重点 (此 时 它 是 有 理 的 ), 三 次 曲线 是 存在 参 模 的 最 低 
War et (WL $o SE i moduli theory)). 在 特征 不 等 
十 2 或 了 的 代数 闭 域 上 上 的 每 条 光滑 三 次 曲线 互 , 都 
侣 通 过 又 有 理 变 摸 化 为 Weierstrass 形式 , 即 在 (x , y) 
平 阐 上 可 用 非 齐 次 坐标 表示 为 : 

y? = áx` x ga, 

其 中 g,, g,8k,g'—27g1 0. 两 条 具有 系数 (9,, g.) 
U Eig, g, BJ Weierstrass 形式 的 三 次 曲线 是 同 构 
的 , SADM . 


d __ 8 
B — 2731 g3 —27g2 ' 
函数 l 
_ 17282 
1 7 


取 上 内 的 任意 值 ,而 且 公 依赖 于 曲线 苹 ; 它 称 为 六 的 纺 对 
不 变量 (absolute invariant). 

在 三 次 曲线 的 点 集 芷 (KX) 上 可 以 定 诡 一 个 二 元 合成 
律 a, x) + Xioxaixisxy 是 通过 xXx, %, 的 直线 与 六 
的 第 三 个 相 诡 点 ， 如果 取 定 某 点 x S X(k), S 
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把 X(k) 变 成 有 虹 有 中 性 天 x, 09 Abel 群 .赋予 了 这 个 结构 
的 三 次 曲线 是 一 维 Abel SE (— AHB PE). 

如 果 六 = 心 是 复数 域 ，X(O) EGH 1 的 Riemann 
曲面 , 即 一 维 复 环 面 一 BP: Cjr(2), 其 中 工 ( 和 是 一 个 
二 维 周期 格 . 曲线 区 的 有 理 函 数 域 上 同 构 于 CC 上 上 其 有 
周期 格 (名 的 椭圆 隔 数 域 .系数 g, g 可 分 别 理解 为 
权 为 4 和 56 的 模 形式 ,相差 - -个 常数 因子 时 , 它们 等 同 
TRE BS Eisenstein 级 数 所 和 定 蚁 的 模 形 式 ， 在 这 
种 情形 下 ,函数 f 正 是 模 不 变 的 . 

对 于 代数 非 财 域 上 上 的 三 次 曲线 已 经 发 展 了 丰富 
的 竺 术 理 论 { 见 [2]). 其 中 一 些 有 者 义 的 成 果 是 Mordell- 
Wel 定理 ,复数 疗法 理论 以 及 主 齐 次 空间 的 同调 
论 ， 让 要 未 解决 的 问题 (到 1982 为 止 ) 有 : 在 代数 数 
域 上 秩 的 有 界 性 ; 主 齐 次 局 部 平凡 空间 的 群 的 有 限 性 猜 
测 ; 对 :函数 的 Birch 和 Swinnerton - Dyer 猜测 ; Weil 
的 单 值 化 猜测 等 (JF MES [N EB SR (elliptic curve p. 

三 次 曲面 (cubic surface), 在 代数 闭 域 上 的 (不 退 
化 为 锥 面 的 } 不 可 约 三 次 曲面 都 是 有 理 面 .曲面 下 的 超 平 
面 截 口 h 的 类 正 是 典范 类 (一 下:)， 任 何 兆 滑 三 次 曲面 
都 可 从 射影 平面 户 通 过 6 个 点 的 煤 发 { 即 作 一 独 异 变 
换 ) 而 得 到 ,这 6 个 点 没有 三 点 共 线 ,而 且 六 点 下 共 一 条 
二 次 曲线 .相应 的 疯 有 理 映 射 2: P- FA 6 
个 点 的 三 次 曲线 的 线性 系 所 确定 . 上 有 27 条 直线 ,每 一 
条 都 是 例外 曲线 ( 见 例 外 子 扩 (exceptional subvariety}}; 
上 只 有 这 些 刁 外 曲线 .这 27 条 名 的 构 形 基 富 于 对 称 
性 的 : ARRE RIAI A H A E F E. 型 Weyl #. 三 
次 曲面 局 于 del Pezzo 曲面 (del Pezzo surface) 的 类 
一 一 其 有 丰富 上 反 典 范 类 的 射影 曲 重 ， 

ARAR k t. FEE 三 次 曲面 F， 它 在 上 
上 不 与 P 居 有 理 同 构 ( 邮 下 在 上 上 不 是 有 理 的 } .在 这 
些 负面 中 可 以 找到 具有 天 点 的 曲面 ,它们 在 才 上 是 单 有 
理 的 . 这 样 的 三 次 曲面 提供 了 非 闭 域 上 曲面 的 Luroth 
问题 (Loroth problem) RA. FER k, Ek LE 
lity criterion) ([6]): Pic (HSZ. 极 小 曲面 的 双 有 理 
自 岗 构 群 已 教 确 定 (用 其 生成 元 及 定义 关系 式 }, 而 且 三 
次 曲面 的 算术 理论 已 得 到 发 展 {[4j). 为 了 描述 点 集 
了 做 )， 要 用 到 非 结 台 的 结构 ， 如 氢 群 及 Moufang 圈 . 

三 维 的 三 次 超 曲面 .代数 闭 城 上 的 维 数 > 2 的 所 
有 光滑 三 次 超 蝎 面 都 是 单 有 理 的 . 早 在 19 世纪 80 年代 
就 已 提出 了 以 下 问题 : GM st — OCH Hi is PL 5 ZE f 
m [3] 中 给 出 了 否定 的 回答 . 2k tb a gt T A 
Lüroth HE HEE AS. Hat — B = Y š8 H iBi 
存在 一 个 主 极 化 5 8k Abel 8 一 - rt a] Jacobi 8 A0). 
4 k= CHEENA H R 

HWV, C) / HAV Z), 
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Eh H) (V, C) E |EJ 88%: BJ Hi(V,C) 的 分 解 中 相应 
的 Hod 吧 分 量 .为 了 证 明 V E Er BR, EAT JIO) 
不是 任何 亏 略 为 5 曲线 的 Jacobi W., A RAER EHZ 
次 超 曲 面 是 非 有 理 的 事实 在 [5] 中 得 到 . 

一 个 三 次 超 曲 面 V h Et Fano 曲面 (Fano sur- 
face) pir) — ñ E. *| (V), £ Torelli 定理 
(Torelli theorems) (它们 对 六 本 身 也 成 浆 ). 下 述 问 题 
还 没有 和 解决: 给 出 一 个 三 维 三 次 超 曲 面 ,描述 它 的 双 有 
理 自 同村 和 群 . 

目前 (987) 还 不 知道 维 数 > 4 的 每 个 光滑 三 次 超 
曲面 是 否 有 吾 . 在 这 种 情形 下 , 仅 对 其 些 特殊 类 型 的 趟 
曲面 证 明了 有 理性 ; 例如 : 


2m + | 


2 ax = 


i= 


Ü. m>2, 
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三 次 抛物 线 j cubic parabola ; kyõWueckas mapaGona ] 
Tag LRN 在 Descartes ipah, E p B: 


y=ax*, 


i: 
r 
É; 
张 润 林 详 
=K3N | cubic residue ; spaseaaai serer], È m i 


个 得 同 祭 式 (congruence) x3 = a (mod m) 可 和 解 
的 整数 a . 旭 果 这 个 闻 余 式 无 解 ME a 为 模 m 的 三 
次 非 剩余 (cubic non - residue)， 旭 果 模 是 案 数 p , 那 
ARRE x = a (mod pp) 的 可 解 性 可 用 Euler 准则 
来 判断 : FRE x = a (mod p), (a, p)=1 是 可 解 的 ， 
当 且 在 当 

aP 029 三 ] (modp), 


这 里 4={3, 一 1). HETRE, JARE GR q 
个 模 p 的 不 同 的 解 . AD. 从 这 个 判别 法 可 推出 ， 对 
素数 p 来 说 , 在 数列 1,…,p 一 1 中 怡 好 有 (9 一 1) (p 一 让 jgq 
个 模 p 的 三 次 韭 璋 余生 一 1}jq 个 模 p 的 二 次 剩 条 . 

C, A. Crenanos 1 
[HE] M Æti (class feld theory) 可 推 得 , 例 
如 ,2 ERAR p 的 三 次 剩余 , 4 B 9 pyp 
1272. xy 是 整数 ， 也 见 二 次 剩余 (quadratic resi 
due); 互 民 律 (reaprocity laws); REMAR (comp 
lete system of residues); B£) 3 (reduced SyS- 
tem of residues). WIKA t ENER 


Ë BE [cud ; paxpe ] 

向 量 场 a(M) 的 旋转 (rotation), 由 该 向 量 的 “ 旋 
转 分 最 "给 出 的 向 量 场 .如果 alM) 是 运动 的 连续 介 
质 中 质点 的 速度 场 ， 则 旋 度 等 于 质点 角速度 的 一 半 . 
旋 度 记 作 curta {有 了 时 用 rota 823: ). 在 Descartes HA 
坐标 系 x,y,z 中 旋 度 由 下 列表 达 式 决定 : 


Te 
2103 af 2| az Br dx ðr 
HEP uM), oM) w (0M) 是 a{M) 的 分 量 ， 
在 给 定时 刻 , 每 一 点 的 旋 麻 均 位 于 其 切线 上 的 空间 
曲线 称 为 满 线 (vortical line). H f $ë 2 2 8 ⁄ 4 W 28 
族 所 产生 的 任意 表面 称 为 涡 面 (vortical surface), WR 
中 一 :个 极为 重要 的 例子 是 油管 (vortical tubes), E FE 


jija — H B] I EREA ABLE 00 BEIR 28 881 Pr 325 Q 的 
该 向 线 无 展 小 ， 则 所 形成 渔 测 称 WREE (vortical 


thread) . 3 i tE S3 5 A Ja (vortical layers), AHE E 
H 4 98 k TA ER BJ JL TP] HIS EF £H h. jm uba mf 9 t 
BS ER A BE Pr 3 H BL EH T BE á E FEBS er lA. 

根据 流体 动力 学 中 Helmholtz 基本 定理 ， 如 朵 体 
PIRA HAE. B|: EJ HES A  E[ FE S8 B9 W IK =R 
正 压 性 的 气体 流动 时 ， 某 一 时 刻 处 于 旋 镁 线 上 的 介质 
质点 将 在 其 后 的 全 部 时 间 处 在 旋 湾 线 上 . 因此 ， 旋 温 
表面 随时 阅 而 保存 下 来 ， 其 中 包括 澳 管 和 涡 线 . #— 
油管 可 以 用 称 为 滑 管 强度 (Strength) 的 某 一 数 来 描述 ， 
该 数 等 于 以 任意 方式 穿 过 管 的 截面 的 矢量 强度 . 沪 数 与 
截面 的 形状 无 关 ， 国 为 dir curla=0， 这 说 明 刘 管 可 能 
EARR FF (vortical Tin 入， 抑或 在 流体 边界 处 有 冶 端 
Hf. 识 管 的 强度 在 理想 流体 中 不 随和 峙 间 而 变化 . 

借助 W.Thomsen 引 太 的 速度 5 洛 封 质 回路 (L) 的 
环 量 工 的 概念 


T = e° < 
| vy | cos (v ds) as, 


对 H. Helmholtz Pf AARE HE 4 W£ É SRE p| EEN 
简单 的 说 明 . 其 中 ds 是 回路 L BO3869 38 u. GAAR 
vA ds ZERRA. 研究 速度 的 环 量 的 特性 可 导出 关于 
无 旋 运 动 随时 间 保 持 不 变 的 Lagrange 定理 . 

旋 度 理论 的 主机 任务 是 按照 给 定 的 旋 度 矢量 场 确 
定 流体 运动 的 速度 场 ， 如果 某 一 区 域 充满 着 在 所 有 方 
向 上 均 为 无 限 的 流体 ， 而 旦 区 域 (D) 充满 着 被 封闭 的 
镜面 所 局 限 的 旋 度 ， 则 异 助 矢量 - 势 


_— curly 
"= 4r JH r dr, 


ERTA 
y = curlll 


可 得 到 速度 场 . 如 果 问 题 是 确定 有 限 空 和 凶 中 沿 旋 视线 
的 速度 ， 则 由 于 必须 考虑 奇异 核 的 积分 方程 ， 其 解 相 
当 复杂 ， 这 一 问题 的 完全 解 见 [6], [7]. 

对 于 平面 平行 运动 这 一 重要 的 特 屿 情况 ; 


u = u(x, y), 二 y), w = w(x, y), 


旋 度 的 两 分 量 a, PETE, m = JL y EnA 
旋 度 ， 在 这 种 情况 下 旋 度 顾 直 于 XOY 平面 . 4A 
与 OY 平面 租 交 时 ， 形 成 称 之 次 旋 魔 点 (curl point) 
的 很 小 的 面积 ， 当 流体 中 存在 若干 个 旋 麻 点 时 ， 由 于 
这 些 点 在 流体 中 产生 的 速度 ， 而 使 这 些 点 本 身 运 动 起 
来 . 旋 度 点 的 运动 方程 有 力学 正则 方程 的 形式 , 
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曲率 [eurvature ; wpunarun ] 
一 系列 {用 到 数 . 向 量 , 张 量 的 ) 数 重 特征 的 共 河 名 
H. ETRE TA (ik. i, Riemann 空间 等 ) 在 
它 的 性 三 方面 与 某 个 被 认为 是 平坦 的 对 象 ( 衣 线 . 平 
面 . Euclid 空间 等 ) 的 偏离 程度 . 曲率 概念 通常 是 局 部 
地 , 即 在 每 一 点 定义 的 .. 曲率 概念 是 和 研究 二 阶 以 内 的 
偏离 相关 的 ,因此 所 讨论 的 对 象 被 假定 是 用 C: 光 滑 销 
数 指定 的 .在 基 些 情形 ,这 个 概念 是 用 积分 定义 的 .因此 
不 用 情 * 治 靖 条 件 它们 仍然 有 效 .通常 说 来 .如果 曲 率 在 
一 切 点 都 等于零 ,那么 所 讨论 的 对 象 惜 同 于 (在 小 范 
围 , 而 不 是 在 大 范围 内 ) 对 应 的 “平坦 "对 象 , 
曲线 的 曲率 (curvatufe of a curve). i y JE n E 
Euclid $H p -ZENA 2Ë, Fj 'E 06 B F 6 8k SA 
化 . Wk a(P, P.) 和 s(P, P.) 分 别 是 7 在 其 上 点 P. P, 处 的 
TA ERARA yE P, PAZARA. 那 
A. RR 
aP, Pi) Pi) 
7 pm IP, Ph) PI) 


FATE PAER SR y AoE, ERA i 323 F SIM yG) dr 
的 模 长 ,这 个 向 量 的 方向 众 是 曲线 的 主 法 线 方 向 ， 为 使 
曲线 ?重合 于 某 直线 段 或 整 条 直线 , 必要 和 充分 的 是 ?的 
其 率 上 上 恒 等于 零 . 

曲面 的 曲率 {curvature of a surfaez). 设 币 是 三 维 
Euclid 空间 中 的 正则 昌 曾 , 设 PP 是 而 的 一 个 点 , 1, E O 
E PRUE nE pE PROL, x3 ji n AT, pH 
TARER I 59 TE. F a Rin q tra y E — E 
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线 ,， 称 为 曲面 面 在 点 了 的 方向 为 1 HERS {normal 
section). # 
i d*y 
k, = a]. 


这 里 上 是 ?的 自然 参数 ， 称 为 b TE 工 方向 的 法 曲率 
(normai curvature) . 除 符 号 寻 , 法 曲率 等 于 有 曲线 7 的 
曲率 . 

切 平 面 千 含 有 两 个 互相 垂直 的 方向 和 上 ,使 得 
尾 何 方向 的 法 曲率 可 以 用 Euler Za (Euler formula) 
表示 成 : : 


k, = k, cos) 8 + k, sin° 8, 


Sç H ORLA Z ËB] 09 8. 38 k A k, iA EE 
(principal curvatures) ,而 方向 五 和 工 通常 称 为 明 面 的 
主 方向 (principal directions). + H 3: E #& Il ¥ 89 18⁄ 
TE. Rir 81 E 55 SE xa BS Ë Hi xE B 55 28 TT 1 TR T IN 3 FE FH 
图 未 撒 述 ， 当 k 0 时 ， 方 程 


_ ll 
0) = 114 


这 里 r(1) 是 径 向 量 ,在 切 平面 十 中 定义 了 一 条 二 次 曲线 ， 
称 为 Dupin $J (Dupin indicatrix} . Dupin 标 形 只 
能 是 下 列 三 种 曲线 之 一 :椭圆 ,又 曲 线 或 一 对 平行 线 , 曲 
面 中 的 点 相应 地 被 分 类 为 权 贺 点, 双 曲 点 上 或 抛物 点 ， 在 
椭 回 点 ,曲面 的 第 二 基本 形式 是 定 叶 的 ;在 汉 曲 点 , 它 是 
变 号 的 :而 在 抛物 点 则 是 退化 的 .如 果 在 一 点 的 所 有 法 
曲率 者 等于零 ,那么 该 点 称 为 平坦 (lab 点 ， 如 果 Dupin 
标 形 是 一 个 回 , 那 么 该 点 称 为 脏 点 (umbilicai point) 或 
球面 点 (Spherical point). ` 

主 方向 (除了 一 个 次 序 外 ) 是 唯一 决定 的 ,除非 该 点 
是 一 个 脐 点 或 平 岂 点 ， 此 时 每 个 方向 都 是 主 方向 ， 这 
方面 有 下 面 的 及 odriques 定理 (Rodriques theorem ): 
方向 1 是 主 方向 ， 当 县 仅 当 在 方向 I 有 

dn = 一 dr WA HI, 

这 里 r 是 曲面 的 径 向 量 , n 是 单位 法 向 景 . 

曲面 上 的 一 条 曲线 称 为 曲率 线 (curvature line), 
如 果 它 在 每 一 点 的 方向 都 是 主 方向 .项 面 上 , 除 脐 点 和 
平坦 点 外 ,在 每 点 的 一 个 命 域 中 曲面 可 以 这 样 来 参数 
化 ,使 得 曲率 线 有 是 坐标 曲线 . 

数量 


H = Eiki +k) 
称 为 曲面 的 平 元 曲率 (mean curvature). Ha 


K= kik: 
称 为 曲面 的 Gauss 曲率 (Gaussian curvature) 或 全 明 


Æ (total curvature). Gauss HH 3 HH mi A 88 JU [09 
Hg. BDE al HS EEEE: 


) E E, E,| 
一 (EG -FIY F F, F, = (3; 
G G, G, 
_ l! ` E, —F, __ Fo G, 
2VEG-F || VEG-F J, | VEG-F |, 


AEE, F, G 是 曲面 的 第 一 基本 形式 的 系数 . 

利用 公式 (bb, 可 以 对 具有 线 素 ds: 的 抽象 二 维 
Riemann 流 形 定 久 Gauss 曲率 .一 个 曲面 局 部 等 由 于 
平面 , HSER Gauss 曲率 恒 等 于 零 . f 

Riemann 空间 的 曲率 (curvature of a Riemannian 
space). W M" 是 一 个 nn 维 正则 Riemann 空间 (Riema- 
nnian spao), BM" 是 M" 上 的 正则 向 量 场 空间, M" 的 
曲率 一 般 用 Riemann (有 曲率 ) 张 量 { 见 Riemann 张 量 
(Riemann tensor)), 即 用 下 述 多 线性 映射 刻画 : 


R: BM"X BM" X BM" > BM", 
EEJ: 
R(X, DZ = VyVyZ-VyV Z-V nZ ® 


RA v E M" Levi-Civita 联络 ,[,] 表 示 Lie 括 导 , 如 
果 在 某 个 局 部 华 标 系 x!' 中 置 半 =610x*，Y=6/8x', BE Z 


DTA ARFA 


Zza Zik = Z" Ras 


这 里 ;是 共 变 徽 分 的 记号 . 

因此 , Riemann 张 和 量 定 基地 刻 醋 了 在 Riemann 空 
间 中 , 二 次 共 变 导数 的 非 交 换 性 . 它 也 提供 了 Riemann 
空间 区 别 于 Euclid 空间 其 他 性 质 的 定量 描述 . 

在 局 部 坐标 系 x' rh, Riemann 张 量 的 系数 可 以 用 


Christoffel 记号 和 度量 张 量 的 系数 如 下 表达 : 
Wik aF! 
Ra = r" dx 网 二 Er 一 Ti 


R... = 1 a - Ë, + 


a k meia ii 


其 中 R... 是 四 个 共 变 指标 的 Riemann 张 景 ,或 按 无 坐 
标记 尘 它 是 映射 《及 (了 )U,Z > (这 里 《。 , - > 8 
MEE). 

Riemann 张 量 具有 王 面 的 对 称 性 质 : 


R(X, Y)Z = — (Y, XZ, 
<R(X, PZ, U> = —<R(X. YU, Z >, 
<R(X, NZ, U> = <R(Z, UX, Y>, 
R(X, Y)Z + R(Y, Z)X+ R(Z, OY = 0, 
在 局 部 坐标 中 它们 可 写成 下 面 的 形式 : 
Ram = — Rm = 
Rim = Rims 


Rmt Romyt Rm = 0. 


_ Raat 3 


Riemann 张 共有 mn:tn 一 1)712 个 代数 独立 的 分 量 ， 
Riemann 张 量 的 共 变 导数 铀 足 (#2) Bianchi 恒等式 
((second) Bianchi identity): 


(V yRXY, Z, U)+(VvyyRXZ, X, U)+ 
(V;RXX, Y. U) = 0. 
PER B(V R) (Y, Z, U). R(Y, ZI}U 关 于 XX 的 共 变 导数 ， 
在 局 部 上 坐标 中 ,这 个 恒等式 是 
Riku t Rima t Rim: = 0, 

AR Riemann 张 量 的 定义 相差 一 个 符号 . 

一 个 Riemann 空间 局 部 等 距 于 Euclid 空间 , 当 且 
仪 当 它 的 Riemann £ bi 5 F _ 

为 描述 Riemann 空间 M'i hE, AREAS 
一 种 等 价 的 方法 . 设 5 是 M'ES PRISE TM" 中 二 


维 线性 空间 ,那么 MEA PH oka 
(sectional curvature) 定义 为 ` 


K. = <R(V, WW, V> 
"” <yV,V><W,W>—<V, W>? ' 


REVA 信 是 决定 的 向 量 .同一 个 面积 元 sg 可 以 用 
不 同 的 向 量 信 和 到 来 定 尽 ,但 是 天。 不 依赖 于 所 选 的 具 
体 向 量 , 对 二 维 Riemann 空间 而 言 , 截 曲 率 和 Gauss 
曲率 相同 . Riemann # # BË HI 88 Bi s 38 25 : 


<RO Y)Z, U> = 

= T (Q+ U, Y+Z)-k(X+U, Y)+k(X+ U, Z)+ 
—k(X, Y+Z)—k(U, Y+ Z)+k(X, Z)+ 
+k(UÚ, Y)=k(Y + U, Y+ Zy+Kk(Y + U, A+ 
+k(Y+U, Z)+k(Y, Z + X)+ 
+k(U, Z+ X)—k(Y, Z)—k(U, X), 
这 里 
k(V, W) = K.(<V, V><W, W>- =V, Wt). 
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它 还 用 到 了 Riemann 空间 曲率 的 一 些 较 能 的 特征 , 即 
Rice 张 量 (Ric tensor) 或 Ricçi 曲率 (Ricci curva- 
ture) 

Ra = Rik, 


和 标量 曲率 (scalar curvature) 
R = g* Ry 


Ricci 张 量 是 对 称 的 : R.= R... 

有 时 想 在 Riemann 张 量 的 基础 上 , 使 用 更 复杂 的 
构造 一 一 特别 是 二 次 乘积 来 奎 夯 曲率 .这 种 类 型 的 一 个 
最 常用 的 不 变量 是 


C= Rim Rm 3 


ÈE Schwarzschild 引力 场 的 研究 中 用 到 . 
x] E= ja], Riemann 张 量 为 


R(X, DZ = K(<Y, Z2> X— < X, Z> Y), (3) 


这 里 下 是 Gaus 曲率 .这 时 标量 曲率 等 于 兵 .对 三 维 空 
间 Riemann 线 量 形 如 : 


Ritim Riga R igu t R, gu Rogimr 
R 
t> Oime Gimn)» 


RA g BEREA, R, 是 Ricci 张 量 , RENE, 

如 果 截 曲率 与 点 和 二 维 方向 都 无 关 , 那 么 该 空间 就 
Je 38 H1B5 %W Bl 322 A (space of constant curvature); 
这 种 空间 的 Riemann 张 量 形式 如 (3) (常数 乓 称 为 空 
间 M "的 曲率 . H n >2 时 ,已 证 明 : 如 果 在 各 点 利率 均 
与 方向 无 关 , 那么 时 "是 常 曲率 空间 (Schur 定理 (Schur 
theorem)). 

子 流 形 的 曲率 (curvature of a submanifold}, i g 
是 E: 中 正则 曲面 ,7 为 上 的 一 条 曲线 , a, R: Q fE y B 
一 点 吨 的 切 平面 . 航 宕 三 的 一 个 小 邻 域 被 投影 到 平面 
上 ,是 曲线 ?在 as 上 的 投影 ,曲线 y 在 FP 的 测 地 曲率 
(geodesic curvature)x 定 义 为 一 个 数 , 它 的 绝对 值 等 于 
曲线 7 E P 的 曲率 . 如 果 经 过 中 时 ,7 的 切线 的 转动 和 
该 曲面 的 法 向 形成 一 个 右手 螺旋 ,那么 就 认为 测 地 曲率 
是 正 的 . 测 地 曲率 是 征 的 内 蔓 几 何 对 象 , 它 的 值 可 由 下 
面 的 公式 来 计算 : 


x da) p dx dx! dx! 
G d at Yds ds ds 


k = — . (O) 
k dx A 


sd ds 


这 里 x( 全 是 曲线 ?在 币 的 局 部 坐标 关中 的 自然 方程 
(natural equation), g, E p REEI E XT I 3 3 bn 
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的 分 量 , [5 B Christoffel 记号 , g, 是 完全 判别 式 张 量 
{discriminant tensor) .利用 公式 {4) 可 以 在 抽象 二 维 
Riemann 窑 间 上 对 曲线 定 只 测 地 曲率 .Riemann WE 
上 一 条 曲线 与 满 地 线 或 测 地 线 的 一 部 分 重合 , 4 EL V 5 
它 的 誉 地 曲率 恒 等 于 零 . 

W p E = 8 Riemann 空间 时 的 一 个 二 维 子 流 
形 . 对 外 的 曲率 定义 有 两 种 观点 .一 方面 ,可 以 将 0 E 
作为 -个 Riemann 空间 , 它 的 度量 是 由 时 的 度 基 诱导 
得 来 的 ,十 是 使 用 公式 () 来 定义 它 的 曲率 ,这 个 曲率 称 
为 内 Hh * (internal curvature}. 另 — 3 Bj, uj h 85 B 
Eudid 2> fE ep Bi Si RE 2 5852494932, 并 将 它 应 用 于 
Riemann 空间 的 子 流 形 , 这 样 得 到 不 同 的 曲率 概念 , 称 
为 外 曲率 (external curvature). 它们 有 下 面 的 关系 : 


K, = K, +K,, 


WH K, B: 射 在 下 的 切 平面 方向 的 曲率 ,六 A K, gl 
BARRAR. 

法 曲率 , 内 曲率 和 外 曲率 的 概念 , 在 上 述 子 流 形 的 
维 数 和 余 维 数 方面 可 以 推广 . 

Riemann 张 量 的 概念 可 以 推广 到 结构 比 Riemann 
空间 给 的 各 类 空间 .例如 , Riemann WEA Rici 张 量 
仅 依 赖 于 空间 的 仿 射 结 构 , 因而 在 有 仿 射 联络 的 空间 中 也 
可 定义 ,尽管 在 这 种 情形 它们 不 像 以 前 那样 具有 所 有 的 
对 称 性 质 , 例 如 ,只 , 抒 凡 .这 种 类 型 的 其 他 例子 是 共 形 
曲 府 张 基 和 射 形 曲 率 张 量 . 共 形 曲率 张 量 (conformal 


. . è =. + > 


curyature tensor ) {Weyl 张 量 (Weyl tensor 是 
I 
Cam Ri, Riga, + R.B: + Y Rits im- 


这 里 括号 表示 对 于 有 关 指 标的 交错 , 共 形 曲率 张 量 等 于 

零 是 使 空间 局 部 地 与 共 形 Euclid 空间 一 致 的 必要 和 充 

PR -$ 影 曲率 张 量 {projective curvature tensor) 是 
> +R; R, +R, 


本 有 + 


P, = Ri +ë] — nz 一 1 n+] 


RE g J& Kronecker 记号 ,nt 是 空间 的 维 数 .射影 曲率 
张 量 等 于 零 是 空间 局 部 地 与 射影 Euclid 空间 一 数 的 必 
要 和 充分 条 件 ， 

曲率 的 概念 推广 到 非 正则 对 象 的 情形 ,特别 是 有 界 
曲率 的 二 维 流 形 的 理论 .在 这 里 ,空间 中 曲率 不 是 在 一 
个 点 而 是 在 一 个 区 域 中 定义 的 ,所 关心 的 是 一 个 区 域 的 
全 曲率 .在 正则 的 情形 ,全 曲率 (total ourvature) 等 于 
Gaus 曲率 的 积分 .一 个 测 地 三 角形 的 全 曲率 可 以 用 它 
的 项 点 处 的 角 上 只 来 表达 : 


K = 之 有 一 四 (5) 
这 个 关系 式 是 Gauss - Bonnet 定理 (Gauss - Bonnet 


theorem) 的 特殊 情形 . 公式 (5) 已 用 来 作为 在 有 界 曲率 
的 流 形 中 定义 全 曲率 的 基础 ， 

曲率 是 现代 微分 几何 学 中 的 “个 基本 概念 , 加 在 曲率 
土 的 限制 通常 会 提供 关于 对 象 的 有 意义 的 信息 ,例如 ， 
在 到 的 曲面 论 中 , Gauss 曲率 的 符号 定义 了 点 的 类 型 
( 精 圆 型、 冯 曲 型 或 抛物 型 ), Gauss 曲率 钼 处 非 负 的 曲 
HAA -系列 性 质 ,由 于 这 些 性 质 它们 能 一 起 归 信 一 
ARACLA 6D. F F i h E fi th hi {a h 
(minimal surlace) ) # i% £ FF 398 E TEE . 3E E HU BI ii BJ 
理论 特别 研究 有 有 界 积分 绝对 Gaus 曲率 或 平均 曲率 
的 曲面 类 . 

在 Riemann 空间 中 ,有 了 关 十 任意 点 和 任意 二 维 
方向 将 截 曲 率 前 一 致 界 健 ,就 有 可 能 去 辣 用 一些 比较 定 
理 . 后 者 使 人 们 能 够 比较 给 定 空间 中 的 调 地 线 或 区 域 的 
体积 与 常 曲率 空间 中 相应 的 曲线 或 区 域 特性 的 偏离 程 
度 . 对 巧 的 某 些 限制 甚至 能 总 体 上 预先 次 定 空间 的 后 
扑 结构 ,例如 : 

球面 定理 {sphere theorem) .设计 是 一 个 维 数 n 之 2 
的 完全 单 连通 Riemann 空间 , # H 1/4<6=% K =l. 
那么 MAETR S". 

Hadamard - Cartan 定理 (Hadamard - Cartan 
theorem) 和 Gromotl - Meyer E H (Gromoll - Meyer 
theorem) , 设 M EA n 22 的 完全 Riemann 空间 . 
如 果 处 处 有 K <0 并 且 MM 是 单 达 通 的 ,或 者 如 困 处 处 
# K,>0 3FB M 非 紧 ,那么 MM 同 胚 于 Eudid 空间 E". 

在 许多 种 自然 科学 中 用 到 曲 窑 的 概念 ,例如 , 当 物 
体 沿 着 轨道 运动 时 , 较 道 移 曲 率 与 离心 力 之 闸 有 一 种 关 
A. Gauss 曲率 在 Gauss 关于 制图 学 的 研究 中 首次 出 
现 . 深 体 表面 的 平均 曲率 和 表面 张力 的 效应 有 关 . 在 相 
对 论 (relativity theory) 中 ,质量 和 能 重 的 分 布 ( 更 精确 
地 说 ,能量 - 动量 张 量 ) 与 有 时空 (Space -time) HARZ 
间 有 一 种 关系 . 引力 场 中 粒 于 形成 的 理论 也 用 到 共 形 曲 
率 张 量 . 

#- >x W 
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GREI 可 以 用 不 同 的 方法 表达 公式 (0) ,例如 在 [2] 中 
它 写 为 
l 


STEG- FY * 
Sas +F., Pe = FE 
x F,- Ss E F ~ 
宁 F G 
° = 
_ = E F 
= F G 


3 Riemann SE 8 BJ 38 MAER, RRX, Y)Z+ 
R(Y,Z) X+R (Z, X)Y=0 习惯 上 称 为 第 一 Bianchi 
恒 等 式 (first Bianchi identity). 第 一 Bianchi E$ 式 
(second Bianchi identity) 是 搭 关系 式 


VRY, Z, Ut VRZ, X, U)+ 
tyz R(X, Y, U)=0, 


本 条 日 中 称 为 Bianchi 恒等式 . 

诸如 平均 曲率 , 共 形 曲率 张 量 , 测 地 介 率 各 射影 曲 
率 张 量 等 概念 在 高 维 ( 高 于 曲面 的 ) 情形 也 有 定义 , 创 
如 见 A2) 平均 曲率 ),[A3]， [1] ( JE Z EH E sÉ Et A BJ 
影 曲率 张 最 ), (也 见 共 形 Eudid ZZ [3] (conformal Eucli- 
dean space)). Him — 4 Hü ZR AgI hb g A 650 58 Giá 
TITI X BE y HC aym 1 SAAREN 
描述 的 ,并 有 号 是 曲面 的 Levi -Civita 联络 , + Fit 
的 自然 参数 和 自然 方程 的 概念 见 自然 方 程 matural 
equation}. 对 曲面 的 各 种 基本 (二 次 ?形式 的 讨论 见 曲 
而 的 基本 形式 {fundatmental forms of a surface); t 
入 流 形 几何 学 (geometry of imbedded manifolds) 
和 第 二 基本 形式 (second fundamental form). 

Riemann 空间 M'ES PHU EE o A iha 
率 也 称 为 Riemann 曲率 (Riemannian curvature}. 

R 及 ,表示 Rici K 8. Q ÉE R. E Pe M" $i iH BU 
TM" 上 的 二 次 形式 ,那么 对 单位 向 其 ¿e T M" REE 
ETM PER iA THN IR R E K. 的 平均 
fü. PRA P AEA A 2 ÉS Rioc 曲率 {Ricci curvature) 或 平 
34 ¥ (mean curvature). 所 有 的 OHOH Ë R E P 
点 的 标 最 曲率 (scalar curvature), ŒA Ricd $ # (Ricci 
tenson A Rici 曲率 (Rieci curvature). 如 果 M E— + 
Kähler M (Kšhler manifold). z 限制 为 复 平面 ( 即 在 
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ES ETER FOB), I 2 K, S Su #& HH 3E 
{holomorphic sectional curvature). IONO] 
对 一 条 长 度 工 的 空间 简单 闭 有 曲线 C， 积 分 
K= J 人 kK(syds 称 为 忆 的 全 曲率 (total curvature), — 
H K< 2x=, 而 当 且 仅 当 CC 是 一 条 平面 闲 曲线 时 ,天 =2 
(W. Fenchel). Æ E? rh WERS O 3:36 384 APOR 
单位 球面 4 8 C BR AA P.P PE: S: E fin OP EL (1 
称 后 的 )C (E P Bi dy SL 6 X. 3 P 8 K C 时, PE 
S: 上 通 出 一 条 曲线 ， 即 忆 的 球面 标 线 (spherical 
indicatrix) 了 .对 应 人 — Ç 称 为 球面 表示 法 (spherical 
representation). 局 的 全 曲率 等 于 CHKA. 还 可 以 用 
主 法 向 量 和 副 法 向 量 替换 殷 的 切 向 量 并 进行 类 似 的 构 
图 . 就 产生 其 他 的 球面 标 线 , 网球 面 标 钱 (spherical 
Indicatrix). 
参考 文献 
[AI] Hsiung, C.C.. A first course m differential geometry, 
Wiley, 1981. 
[A2] Kobayashi, S. and Nomizu, K. , Foundations of dif- 
ferential geometry, H, Interscience, 1969, p. 33. 
[A3] Schouten, J. A. , Rici -Calculus, Springer, 1954, 
Chapt. YI. MRR 译 


曲率 形式 [ curvature form ; KEpunauna $opma ] 

具有 结构 Lic 群 如 的 主 纤维 从 忆 上 的 > 形式 口 , 它 
RATH G É Lie 代数 49, 并 且 由 下 天 的 联络 形式 
(connection form)8 用 下 式 定 多 


_ 1 
9 = dg+7[0, 0 


HEELT HERRE s hH 3: Q = 0 刻画 的 局 部 
平坦 联络 (locaily flat connection } 偏 离 的 程度 . 它 它 满足 
Bianchi 恒等式 (Bianchi identity) 


= [8, 0) 


并 定义 了 和 乐 代数 { 见 和 乐 群 (holonomy group)) 
© T. Ipar # 
GHE] 方程 人 =48++[ 久 人 72 称 为 结构 方程 (struc - 
ture equation), 
参 寿 立 南 
[A1] Kobayashi, S. and Nomizu, K. , Foundations of differ- 


ential geometry, E, Interscience , 1963. MHE 译 


曲率 线 [curvature line ; KPHBR3Hb JNHH3 | 
Hh EE Ay- RR, ER h — i LARD E E: 
-PE hi. WER FITERE: 


d -dudy du? 
E F G = 小 
L M N 
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Ht E, F, 如 是 曲面 的 第 一 基本 形式 的 系数 , L. M. N 
是 第 :基本 形式 的 系数 . 沿 着 有 曲率 线 的 曲面 的 法 线 构 
成 一 个 可 展 曲 面 . 回转 曲面 上 的 曲率 线 是 子午 线 和 纬 
线 ， 可 展 曲 面 上 的 曲率 线 是 曲面 的 好 线 { 汐 直线 ) 以 及 与 
三 线 正 变 的 曲线 . A B. Hemos $E 


[AHE] 

参考 文献 
TAI] Struik, D.J., Differenual geometry. Addison - Wesley, 
1950. 张 鸿 林 +E 


Bi 52 £ RJ [orature lines, net of ; MiB HHH cerb ] 
n 8 Eudid 空间 E (n 2 3) r yG 88 88 Hi ir Ka E 
A Et (curvature line) 组 成 的 正 交 网 ,FV_, T 53 BB 
sE#eR0E- - M$ (conjugate net) .例如 ,如果 Fe E, 
J — 4" fe $E H TBI , IARA R PJ pi —- 4" BH 388 #2: 9 .如 
8 V = EQ Spent p 维 曲面 , 它 具 有 一 个 
一 维 法 线 场 , 使 其 法 线 [x, n]## # sx x e V, 的 二 阶 微 分 
A t, MA, E FF_ ,上 一 样 , 场 的 法 线 确定 V, 
上 的 划 率 线 和 曲率 线 网 ,然而 V.(p<n—1) E. É) hE 
网 不 定 是 共 轿 网 . 
参考 文献 
[1] Eisenhart, L. P. , Riemannian geometry, Prineeton Uniw. 
Press, 1949. 
[2] Hiyayopcanñ, B H, Fnaccmecgas radepenmamnan 
TOOMETPHA 8 Ter3GPHOM HYIOKEHAH , M. , 1963. 
B. T Samma #& 


{ 补 注 】 

参考 文献 
[AL] Hsiung, C. C., A first murse in differential geometry, 
Wiley, 1981. ER 译 


曲率 张 量 [curvature tensor; KpaaH3Hhr Te3oh] 

HE M" 上 曲率 形式 (curvature form} 关 于 局 部 共 
基 分 解 得 到 的 (1, 3) 型 张 量 ,特别 地 ,关于 和 乐 共 基 
dx'(i=1,…,n), 线性 联络 的 曲率 张 最 的 分 量 Rs, 用 联络 
的 Christoffel 记号 T* 及 其 导数 表达 成 


Rk = aTa T+ TT. 


具有 结构 Lie 群 G 的 主 纤维 空间 上 的 任何 联络 的 曲率 张 
量 是 按 类 似 的 方式 和 用 相应 的 曲率 形式 作 分 艇 来 定 
六 的 :这 个 方法 转 别 也 适用 于 共 形 联络 和 射影 联络 . 明 
率 张 量 取 值 于 群 G 的 Lie 代数 , 它 是 所 谓 具 有 非 标量 分 
重 的 张 量 的 一 个 侧 子 . 
大 为 参考 见 曲 率 (curvature). 
M. H. Boñnexosckuñ B ” 潘 养 廉 译 


HETH [urvatnre transformation ; kpe upeopa- 
FE 


流 形 M 上 向 量 场 空间 .7(M) 的 映射 RX, 了), 它 线性 
JIKA T X, Yer (M) H F st 35 l 


RIX, Y)Z = yN rZ- V yVyZ ~ V x. 1Z: 


这 里 y, 是 XF f s KERM (covariant derivative), 
(X, Y] X MY W Lie 括号 . Bh Ëf 


R = R(X, WZ PM)» IM) 
Jd Vv, ERER near connection) ty A E 


E curvature tensor). 
M. H. Bošuexoscxrá # EFE E 


曲线 [curve ; zpasaxj 
M8 W j — Ñ Y tR (OLER (WR pR) (line (curve)p), BLIS 
直线 作为 其 特殊 情 说 . 张 鸿 林 详 


SEA ÉH ER [cume of constant slope ; omnca Jmmmn | 
切 钱 与 一 固定 方向 成 定 角 的 曲线 .螺旋 线 是 它 的 一 
个 例子 . 定 倾 曲线 的 掩 率 和 曲率 之 比 是 常 娄 , 定 颁 曲 线 
的 切线 的 球面 标 线 是 一 个 圆 .如果 r=rf( 引 是 定 倾 曲线 的 
自然 参数 表示 ,那么 (rarm,rny=0( 见 [2]). 一 条 平面 
曲线 ?的 渐 届 线 是 定 倾 曲线 , 它们 的 切线 都 和 曲线 ?所 
在 的 平面 变 成 定 前 (32 [1]). 对 每 一 条 定 频 曲线 , 有 一 个 
和 它 的 伴随 三 面 形 相关 的 活动 锥 面 , 它 的 顶点 落 在 此 曲 
线 上 ,而 母线 则 生成 可 展 曲 面 ， 
参考 文献 
[1] Blaschke , W., Vorlesungen über Differentialgeometrie 
und geometrische Grundlagen von Einsteins Relativita- 
tstheorie . Elementare Differentialgeometrie, I, Springer, 
1921. 
[2] Forsyth, A R., Lectures on the differential geometry of 
Curves and surfaces, Cambridge, 1912. 
[3] Appell, P. E. , Arch Math. Phys. , 64(1879), t. 19—23. 
E B Hmm IE 
【 补 注 】 S F L88955 #E== |a] pE W b) 25 Bh 
概念 ,例如 三 面 形 . 见 微分 几何 学 (differential geometry). 
潘 医 靡 译 


追踪 曲线 [cure of pursuit ; zoroun emma ] 

ERRERA MHR., “追踪 "问题 的 所 法 如 下 : 
设 点 朵 沿 一 条 给 定 的 曲线 匀速 运动 .寻求 点 为 匀速 运 
动 生成 的 轴线 ,使 得 在 其 运动 的 任何 时 刻 , 该 轨 线 的 切 
钱 都 通过 该 时 刻 点 M 所 在 的 位 置 ， 


ux 


pens 


e» 


A 


在 平面 上 ,追踪 曲线 的 方程 组 内 须 满足 如 下 形式 
ny = 全 (x) F(& m = 0. 


这 里 dy/dx h:iB Ez IH RH PHE, F(E, q)=0 是 给 定 曲线 
的 方程 . 


“Ë Er JES h Leonardo da Vinci 提出 , 3E h P. 


Bouguer (1732) 解决 . 它 的 推广 
*+*+x W 
[t] Caserno, A A ， IInmoczxue rpete , M. , 1960. 


M] 的 最 后 --- 章 ， 


[2] Littlewood, J. E., A mathematician’s miscellany, Me- 


thuen, 1953. Jf. A Coxonos Ë MF PE 
曲线 积分 [curvilinear integral ; kpumoImaeianai marerpan], 
线 积分 (line integral). 

消 曲 线 的 积分 ,在 靖 维 Euclid 空间 R" 中 考虑 --- 条 
给 定 的 可 求 长 曲线 y= (x=x(s):0 €s S€ SY,x= 
(xl …， x.) 其 中 s AAK; W F=F(x(s) 是 定义 在 
y LAB. HRR 


f F(x}ads 
Y 
由 下 面 的 等 式 定义 : 
[Ed = [Fo (1) 
i 


( 右 方 是 实 区 间 上 的 积分 ), 称 为 第 一 类 线 积 分 【line 
integral of the fist kind), 或 称 为 关于 弧 长 的 线 积分 

它 是 某 种 积分 和 的 极限 ,而 这 种 积分 和 可 以 用 与 曲线 有 
AAMKE. $] 30.22 Fixi) Riemann 可 积 { 见 
Riemann 积分 (Riemann integra! )),t={s,) ”为 [0,3] 
的 一 个 分 着 , 6, 一 mmax -1 W če 
[s i. s], A 一 5 为 x i= 

`, m) 的 弧 长 ， 而 


o, = Š ratas 
那么 
[Fod = limo, 
柜 若 可 求 长 曲线 y 由 参数 形式 给 出 , x 一 x (1)= 


(pa 而 F=F(x(t) 是 定义 在 
? 工 的 函数 , 则 积分 


fF ds, k=1..... h 
Y 


h 
fFe)as = [FG (0) d@(y (2) 


{ 右 方 的 积分 为 Stieltjes 积分 (Siieltjes integral}, 且 称 
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为 第 二 类 线 积 分 (line integral of the second kind) 


Riemann 和 的 极限 : += (t, pe 为 [a, 6} 的 - -种 分 割 ， 
Em 


y, = D Fit Axa, 
则 
J FO ds = lim 6,. 


对 于 在 ?上 连续 的 函数 三, 曲线 积分 [1) 与 (2) 总 是 存在 
的 . 若 4 和 吾 分 别 为 ?的 始点 和 化 点 , 则 曲线 积分 11) 
与 (2) 分 别 表示 为 


[ FO)ads 和 {Fea 
AB 
P- EL RH 28052 4 32: 
[o4 = [Fods 
A 
但 第 二 型 钱 积分 当 曲线 方向 改变 时 将 改变 符号 ， 
fr da =- [Fods 
4 
假如 7 是 由 连续 可 微 的 参数 方程 x (1) =p) 


@ (tp (atb) 给 出 的 连续 可 微 曲 线 ,下 是 
上 的 连 综 函数 ,那么 


b 
Joas = fE) NV BIKO a 
Y a k =l 


Zo > 中 


由 
[Fa = {FG WO a k=1,...,n, 


眠 而 右 方 的 积分 都 与 7 所 选取 的 做 数 表 达 式 无 关 . # 
t= (00 m, 1 OS x.) 为 曲线 y 的 单位 圾 向 最, 则 第 二 
型 曲线 积分 可 道 过 下 面 的 公式 表示 为 第 -型 曲线 积 
分 : 


Wan = fEG)cos a, ds. 
* Y 


假如 3 由 向 量 形式 (=(p,(,…, 9 (r) 给 出 ,而 
a(x(t)=(a,(x(t),-, a (x() 是 定义 在 y LRH EE 
函数 ， 则 由 定义 


faxar = faa r) = $ fadd, 
+ ; k=iy 


H 294 y SHARA 2 [BI BJ 3 š H. Green 公式 【Oreen 
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formulas ) 以 及 Stokes 公式 (Stokes formula ) 表达 . 

曲 煞 积分 可 以 用 来 计算 平面 区 域 的 面积 : 若 有 限 的 
平面 区 域 6 的 边界 为 简单 可 求 长 曲线 ?， 财 它 的 面积 
Ë 

meg = fx 1 dxa = -= x; dx; = 
Y Y 


= T fx, da ~x2 de, 
Y 


其 中 闭路 y 的 方向 为 道 时 针 方 向 . 
FAR ?上 分 布 着 具有 线性 密度 p (x) 的 质量 M , 
则 
M = f plx) ds, 
Y 


假如 F(x) 为 某 力 声 的 强度 ( 即 作 用 于 单位 质量 上 的 
力 ), 则 


f Fo) ar 


等 于 力 场 将 单位 质量 沿 y 移动 所 作 的 功 . . 
线 积分 在 向 量 场 理论 中 要 用 到 . 假如 a=a(x)= 
(a(x),", a, OO EER n 维 区 域 各 上 的 连续 向 量 
场 tn >1)， 那么 以 下 三 个 性 质 是 相互 等 价 的 : 
1) 对 伍 章 的 闭 可 求 长 曲线 7 = G. 


fax)dr = 0 
, 


【满足 这 种 条 人 忻 的 场 称 为 位 势 场 ) . 
2) 对 于 台 的 任意 两 点 A, BD AD 由 为 始点 号 为 
煞 点 的 任意 两 条 可 求 长 曲线 (45) 和 (487)5， 有 


a(x)dr = a(x)dr. 
d, 


(45), 


3) 在 局 内 存在 函数 u(x) ( 称 为 场 afx) 的 位 势 函 
£). Ë 8 vu (x) =a (x), Bl Bu (x) /ax =a, (x) (k=1, 
，#])， 并 且 对 任意 的 4,BEG 以 及 曲线 4B = G, 


faod = u(B)— u(A). 


车 n=2 或 3， 且 G 为 单 连通 区 域 (*= 2) 或 单 连 通 
曲面 (n=3), 又 设 a(x) 连续 可 微 , 则 性 质 1) 一 3) 都 等 
价 于 以 下 的 性 质 ; 

4) 向 量 场 afx) 的 旋 度 在 G F 390: 

rotax) = Ü, x=G. 


Bi GAERA., | 4 未 必 与 1)-3) 等 价 . 
例如 ,去 掉 原 点 的 全 半 向 上 定义 的 场 


X; Xi 


x? xi’ xÍ +xš 


1 


a(x. x) 一 Ë 


满足 条 件 rot a (x)=0 (x=0), fa 
adr = 2= = 0. 
L 


参考 文献 
[1] Hwn, B. A., Homa, 3.T, , Ochogp! MATEMATHFECKOTO 
3BGJIH33. 2 ay, , 9. 2, M., 1980. 
[2] KEyrpsamesa, JI. JT. , Kypc MaresmTuseckoro ANAMMA, T. 2, 
M.. 1981. 
[3] Heyomcmii, C. M., Kype MTeweTFdecgoro AHAH3A, 2 
mr. , T. 2, M.. 1975, JL. A. Kyzprluea fÉ 


【 补 注 】 线 积 分 是 微分 形式 在 链 上 积分 的 一 种 特 屿 情 
形 , 即 1- 形式 在 1 - 链 上 的 积分 { 见 微分 形式 (出 kT- 
ential form) ; 链 {chain), 特别 是 流 形 上 的 积分 法 (integ- 
tation on manifolds )) . 
参考 文献 
[A1] Rudin, W., Principe of mathematical analysis , Mc- 
Graw - Hil. 1976 【中 详 本 : WAT. 9-3 p OE 
理 , 人 民 教 育 出 版 社 1979). 
[A2] Spivak, M., Calculs on manifolds, Benjamin - Cum- 
ming, 1965 (PEE: M. WEE H. 流 形 上 的 微 积 
分 ,科学 出 版 社 1980). EINS 译 


尖 点 [ sp 或 cuspidal point ; B038paTa rouKa 或 To 
xa 3a0cTPeHHg] 

BH £RBU-— h WF gA (singular point), 曲线 在 这 点 的 
两 个 分 支 有 公共 的 半 切 钱 . 在 平面 曲线 的 情形 下 , 可 区 
分 为 第 一 类 和 第 二 类 尖 点 .第 一 种 情形 曲线 位 于 切 锥 的 
m (Bd a) ;第 二 种 情形 在 异 侧 ( 图 b). 


< J 
Ma 图 b 


A. B. Huanos 所 
(NEJ Hi Sra" EEE F #F3š m 4E % +: tE 
的 意 以 上 使 用 的 .把 曲线 CEEI # B ss 3 RE PC [Bl 
在 Euclid 空间 E" 内 的 得 ,为 便于 说 明 , 这 里 取 n=2. 设 
罗 是 定 必 在 某 个 区 间 上 的 单 值 解 入 函数 3 x 一 Pp O) 
(或 y=q(x)) 定 义 了 CC 的 一 个 子 集 C, RREA CH- 
个 分 支 (branch) .在 代数 几何 学 或 解析 儿 何 学 里 ， 分 支 
的 概念 另 有 一 个 更 专业 性 的 { 因 而 更 精确 的 ) 定 义 , 即 把 在 
点 x EC 的 分 支 定 尺 为 在 曲线 己 的 正规 化 {( 见 严 规 福 
JÉ (normal scheme)) 上 x 以 上 的 点 , 用 这 个 概念 即 可 把 尖 


_ 点 定 尽 为 在 这 个 点 土 公有 一 个 分 支 的 曲线 的 奇 点 ， 


例如 ,具有 第 一 类 尖 点 的 曲线 是 XHY Y- 


XY :+Y°=0 (Ma), AAP XRAN AFE 
Y =X (H b). 
“RA Ri TREA jet Fuchs 类 
(Fuchsian group); 模 形 式 (modular form) ). 
参考 文献 
[AL] Walker, R. J., Algebraic curves, Springer, 1978. 
陈 志 杰 WE 


KA [sp ; kaa ]， 通常 尖 点 (ordinary cusp) 
代数 曲线 的 一 类 特殊 的 奇 点 , AER k I. TU 8 Eli 
BR XH -个 奇 点 x 称 为 尖 点 ,如 果 它 的 局 部 环 2v ,的 
完全 化 间 构 于 平面 代数 曲线 y+x’'==0 在 原点 的 局 部 环 
的 完全 化 ， 
[ 补 注 】 也 可 通过 丽 条 平面 曲线 在 一 点 的 相交 数 tin- 
tersection number) 米 定义 尖 点 { 见 [A1], pp. 74 784). 
尖 点 的 推广 是 超 尖 点 (hypercusp)， 见 [Al], p. 82. 
参考 文献 
[A1] Fulton, W., Algebraic curves , An introduction to alge- 
braic geometry, Benjamin, 1969. 义 志 赤 译 


33 [cut ; pape], E 34 D < C P 25 3k 2 PJ 8 # Q 
r=lz(ty:0 <: < 11) 

AERD PERN, 上 的 点 , 即 用 区 域 (或 若干 区 
WO RERED, 称 ? 本 身 为 割 线 . 此 处 假定 
整个 ?属于 也 或 者 除 起 点 z (0) 或 终点 z(1) 外 属于 上 市 
2 (0) 或 z(1) 记 于 边界 PD. 对 于 0<t< 1 时 害 线 7 的 每 点 
2z (人 都 对 应 着 区 域 卫 与? 近 接 部 分 的 两 个 索 端 ; Zt 
HME KARME (limit dJements)). 2R 

ITTI E. J Coroxsrcunea JBE 
LHE] ARR (slit). 

也 有 把 极限 元 或 北端 称 作 边界 元 的 . 一 般 地 说 ， 

这 些 概念 不 完全 相同 ， 但 对 于 "好 "区 域 D ( 便 如 具有 

ordan 边界 )， 它 们 是 一 致 的 . 与 之 相关 的 还 有 所 

谓 横 截 线 (crosseut) 概 念 ， 即 D A 06 ri a N, CHE 
点 和 终点 是 BD 上 两 个 不 同 的 点 ， 参 见 [AH ,特别 是 其 
中 的 第 三 章 . 

“cut” 这 个 词 还 出 现 于 一 些 不 间 的 数学 领域 ， 有 更 
争 的 合 久 .例如 ， 有 关于 实数 或 有 理 数 的 Dedekind 分 
Ei (Dedekind cut) 的 概念 ， 见 实数 (real number); 
WARE RA (cut point) 的 概念; 图 的 分 割 (cut) 或 分 
齐集 (cutset) 的 概念 ; GELET EE] (cut) 或 分 割 集 
(cutset), 见 网 络 中 的 流 (flow in a network). 最 后 , 还 
H Bli (cut locus) 和 下 和 料 问题 (cutting problem). 
$x 

[Ai] Obtsuka , M. , Dirichiet problem, extremal length and 
prime ends, v. Nostrand Reinbold, 1970. 
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Ei [cut locus ; paspesa Maoaxecran ] ， 自 点 日 的 
Riemann 流 形 W 中 从 点 口 出 发 的 栅 地 射线 上 满 
足下 列 性 质 的 点 x 组 成 的 集合 : 射线 Ox 不 能 延 折 为 越 
过 点 x 前 测 地 钱 .在 二 维 的 情形 , 割 迹 是 一 个 不 含 团 链 
的 一 维 图 { 见 [2 ;如 果 矶 是 任意 维 数 的 解析 流 形 , 那 么 
割 迹 是 -- 个 解析 子 流 形 的 多 面体 ( 见 [3]) . 割 迹 连续 依赖 
于 点 O. 割 迹 不 仅 可 以 关于 一 个 点 ,也 可 以 关于 其 他 的 
子 集 ,例如 地界 OW , 给 出 定义 ,还 可 以 在 不 同 于 
Riemann 流 形 的 空间 上 ,例如 凸 曲 面 ( 见 [4]) 和 曲率 
有 界 的 二 维 流 形 上 定义 . 
参考 文献 

[1] Gromoll, D. , Klingenberg, W. and Meyer, W. , Rie- 
mannsche Geometrie im Grossen, Springer, 1968. 

[2] Myers, S. B. , Connections between differential geometry 
and topology, 1. Sitmply connected surfaœs, Duke Math. 
J., 1 (1935), 376-391. 

[3] Buchner, M. A. , Simplicial structure of the real analytic 
cut loas, Proc. Amer. Math. Soc. , 64 (1977), 1, 
118-121. 

[4] Kunze, J. , Der Schnittort auf konvexen Verheñungs- 
flächen, Springer, 1969. 

B A 3Jananmep #& 
GEI “+ BB 362938 Hh R" 00 8 E E Ox 在 点 x 后 
失去 了 极 小 性 , 即 如 果 Dx C Ox', iA Ox KE E JA 
吕 到 x! 的 极 小 道路 . 潘 养廉 PE 


下 料 问题 [outting problem ; papos sanaaa ], 合理 下 料 
问题 (rational cutting problem) ` 

”原材料 分 块 配置 的 选择 问题, 这 种 孔 征 通常 在 满足 
成 套 要 求 的 情况 下 使 原材料 消耗 最 小 ， 根 据 下 料 的 工 
艺 和 工厂 组 织 的 各 种 特点 ,对 于 大 批量 生产 和 个 别 生产 的 合 
理 下 料 数学 模型 可 有 许多 区 别 : 对 于 直线 形 (ER. E 
形 .平行 六 面体 ) 或 曲线 形 分 块 的 模型 ,对 于 原材料 的 大 
小 和 形状 不 变 或 可 变 的 模型 ,以 及 考虑 原材料 缺陷 的 位 
置 的 模型 见 [1]). 在 所 容许 的 下 料 模 式 上 的 约 东 可 用 
来 反映 行业 和 所 使 用 的 设备 的 特点 .下 料 问题 等 从 于 装 
货 癌 题 , 即 货 物 在 烘 干 窒 中 ,在 车 皮 中 在 船舱 中 的 菜 些 
堆放 问题 ， 

在 有 间 样 的 原材料 芯 的 大 批量 生产 情形 中 ,如 果 有 

可 能 把 对 一 个 原材料 块 切 制 成 某 些 所 需要 的 模式 j=1， 
-om 的 所 有 下 料 方 式 清楚 地 列 为 i 二 1,…, N, 那么 下 
料 向 题 可 委 结 为 下 述 钱 性 规划 (iinear programming) 
问题 : 求 每 种 方式 所 使 用 的 原材料 水 平 x, 20 ,使 得 对 于 
每 个 j, ERI 之 aux 之 满足 时 ,也 大 一 Imin, 这 里 
a, 是 第 j 种 模式 的 分 块 在 第 i 种 下 料 方式 下 的 个 数 , 忆 
是 为 生产 每 一 产品 所 需要 的 第 j 种 型 式 的 分 块 的 个 


gle CW - COMPLEX 


数 , 在 实际 中 ,通常 不 可 能 列 出 所 有 下 和 料 方式 .因此 ,上 
述 线 性 规划 问题 是 从 某 个 轩 定 的 下 料 方式 的 集合 出 发 
用 过 次 政 进 下 料 计划 的 方法 来 解决 的 .同时 , 所 考 虚 的 
下 料 方式 的 清单 通常 是 变化 的 .每 一 步 ,选取 {在 计算 机 
上 生成 ) 如 下 的 下 料 方式 之 一 , 这些 下 和 料 方式 根据 对 侦 
线性 规划 问题 的 估计 ,能 整体 上 改进 下 料 计划 ,在 * 线 
性 "原材料 情形 下 (MRE HEEN). 上述 生成 过 程 
可 用 动态 规划 (dynamic programming) J T£ # n 1 = 
的 时 和 间 内 来 实现 ( 见 [1], [2]}. 在 矩形 页 状 原材料 的 下 料 
和 问题 中 ,这 一 方法 原则 上 也 可 运用 ,但 是 在 实际 问题 
中 ,计算 里 可 能 太 大 .这 时 ,就 用 启发 性 算法 来 生成 更 好 
的 下 料 方式 :通常 只 限于 考 不 不 多 于 三 种 不 同 分 块 模式 
的 下 料 问题 ( 见 [2], [3]) - 

在 原材料 可 能 选择 一 种 或 几 种 标准 大 小 的 情形 
下 ,或 者 在 有 必要 利用 现 有 的 几 种 不 同 大 小 的 原材料 的 
情形 下 ,下 料 问题 可 同样 地 陈述 和 解决 ( 见 [1]). 求解 直 
线 和 年 形 情形 的 下 料 问 题 的 程序 要 考虑 与 所 用 设备 特 
征 相 联系 的 约束 { 见 [2], [3]), 这 些 程序 中 包 售 某 些 功 
能 ,如 对 分 块 定额 的 计算 和 下 料 图 纸 的 给 制 , 

在 大 批量 生产 中 经 常 使 用 不 则 长 度 的 线性 材料 . 
这 时 ,下 料 和 问题 就 是 如 何 售 次 选择 具体 长 度 的 原材料 
来 切割 .在 机 械 制 造 业 中 , 可 适当 地 使 用 专门 的 计算 尺 
来 规定 经 过 若干 次 切割 后 所 余下 的 干 料 计 划 ([1]). 在 
服装 业 中 ,只 用 于 解决 服装 下 料 问题 的 专用 微型 计算 机 
已 菩 用 来 设计 不 同 长 度 的 织物 卷 的 裁 前 ( 见 [4]). # 
金 厂 中 , 钢板 的 长 度 是 在 轧钢 机 上 运转 中 测量 的 ,而 下 
料 装置 是 在 计算 机 得 到 的 王 料 问题 租 的 基础 上 自动 控 
制 的 { 见 [5]), 在 苏联 以 外 的 下 璃 工业 中 , 政 现 的 缺陷 是 
自动 检测 的 , 而 朗 计 算 机 能 解决 需要 避 开 缺陷 的 下 料 问 
E. 在 木材 工业 中 , 原木 在 尺寸 和 形状 上 也 不 一 至 ,但 
是 下 料 问 题 的 大 批量 性 使 得 系数 a, ( 它 刻画 由 点 类 的 
原木 用 第 i 种 方法 所 名 得 的 了 型 板材 的 输出 ) 有 稳定 的 
统计 性 质 . 木材 工业 中 的 下 料 问 题 很 早 就 在 数学 中 用 
公式 表示 了 ( 见 [1]》, 并 且 已 经 在 生产 条 件 下 有 效 地 解决 
了 ( 见 [6]). 

对 于 大 批量 生产 中 的 曲线 形 分 块 情形 ,完全 适用 的 
程序 已 经 发 展 起 来 , 它 可 在 无 限 长 带 的 情形 下 对 一 行 或 
两 行 的 冲压 ( 见 [7], [8] ), 或 对 由 给 定 的 平板 上 切割 下 的 
带 的 冲压 , 选取 最 优 的 切割 位 里 .对 于 包含 不 同 的 曲线 
形 分 抉 的 下 料 问 题 的 肉眼 判断 ,与 仅 在 这 些 分 块 集 上 的 
线性 规划 问题 的 逐次 解 相 结合 ,也 是 很 有 效 的 . 

在 个 别 生 产 情形 下 , 下 料 问题 要 求 用 求解 更 复杂 的 
整数 规划 (integer programming) 问题 来 代替 线性 规 
划 问 题 ,并 且 还 有 一 个 隐 会 的 系数 矩阵 , 因为 没有 列 出 
所 有 可 行 的 下 料 . 对 于 线性 的 和 第 形 的 原材料 下 料 , 实 
用 的 局 发 式 的 近似 算法 已 经 程序 化 { 见 [2] ). 

对 于 个 别 生 产 中 的 曲线 块 情形 的 研究 已 经 有 某 些 


发 展 ,但 至 仿 (1983) 还 没有 足够 满意 的 下 料 问题 的 计 
算 机 算法 ， 造 船上 业 看 来 对 这 种 算法 最 感 兴趣 . 相当 
有 效 的 是 人 机 对 话 算法 , 它 把 人 的 目测 能 力 与 计算 机 
对 于 所 设计 的 图 样 的 由 正 . 计 算 和 输出 的 能 力 结 合 在 
-起 . 
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CW 复 形 [CW - complex ; kertome pasiene, CW - 
KIMLER ] , BB BE iaa (cellular decomposition) 

HE TEA Fi) Bi pa S E (cell complex) X: (C) 对 
I x e X, HË X (x) E 8 E Ë) , Bl hARSA Na s H 
成 . (对 于 胞 S OE 下 的 任何 子 集 4, X A) RR X his 
合 4 的 所 有 子 复 形 的 交 , (W) 如 果 下 是 瑟 的 一 个 子 
集 , 且 对 无 的 任何 胞 腔 上 交集 下 门 E 是 三 中 (从 而 也 是 天 
中 ) 的 闭 集 ,那么 FF 是 系 的 闭 子 集 . 这 样 ,每 一 个 点 xEX 
者 属于 王 的 一 个 确定 的 胞 腔 t,, BE X= XAA) 

CW 的 记号 源 于 上 述 两 个 条 件 中 (英文) 名 称 的 起 
首 字母 一 人) 代表 闭 包 有 限 性 ,而 (W) 代表 弱 折 扑 . 

有 限 胞 腔 复 形 X 满足 条 件 (C} 与 (W) .更 一 般 地 ， 
每 个 点 x 都 包含 在 基 个 有 限 子 复 形 Y(x) 中 的 胞 腔 揽 形 
XE CW 复 形 . 设 下 为 鞋 的 一 个 子 集 ,使 得 对 冯 的 每 一 


TRE: FÜ FE TRARRE. 那么 对 任何 xE 工 , 交 闻 门 
YE AXP PAR. 如 果 点 x 不 属于 下 , WTE U. 一 
FOYE x, AF5 F 相交 .集合 (XXN PU ex,y 
U ARN, i FRAR. 

CW 复 形 类 (或 与 CW 5 JÉ F + 38 JR) 46:38 B3 EM 
RATELE AERE ib -— 2 G TF B]. PA m, 如 
# CW SE X ñ) — F T 3 4 是 闭 的 ,那么 从 拓扑 空间 4 
到 拓扑 空间 8 的 映射 最 连续 的 , 当 且 仅 当 了 在 FT A L 
的 限制 是 连 针 的 ,这 里 1 为 半 的 尾 一 胞 腑 .如 果 亡 是 CW 
复 形 六 的 紧 于 集 , 则 复 形 羡 (C) 是 有 限 的 .对 于 心 W 复 
形 苹 的 餐 一 个 胞 腔 t， 都 存在 一 个 集合 DD, 它 在 了 中 是 
JF. Hl rN 为 形变 收缩 校 . 

通常 ,CW 复 形 是 用 归 续 步 又 造 出 的 : 每 一 步 都 是 
在 前 一 步 的 结果 上 粘贴 给 定 维 数 的 胸腔 -这样 的 复 形 的 
胸腔 结构 与 其 同 纶 性 质 直接 相关 .即使 是 多 面体 这 样 的 
* 好 "空间 , 考 虚 其 作为 CW 复 形 表示 也 是 很 有 帮助 
的 : 这 种 表示 中 的 数目 通常 比 单纯 剖 分 的 少 . iB X E 
在 空间 4 上 巾 附 n ERRETEN WATE 
UA x IR X x 了 的 强 形变 收缩 核 ,这 里 1=[0, 1]. 

相对 CW 3 JÉ (relative CW - complex) 是 一 个 侦 
XX, A. CEHE X, HTE A. 连同 财 子 室 间 序 
到 (XX,， 力 * (k 郑 0) 组 成 ,它们 满足 下 述 条 件 ; a) 空间 
(和 ,4 六 1 是 4 添加 霍 维 胞 腔 而 得 到 的 ; b) F k2>1, 
(X. AY E B (X, Ay MED k AE mj 489 #|09; o 
X=U (X. A); d) X89381 1F 5 K (CX. Ay) 相 容 ,空间 
(XK, AY BH X 384 F A W k SET SE ( -dimensional 
skeleton), 3 4 = Z Bf, WH CW 复 形 (X, g) =X E 
前 述 意 义 下 的 CW 复 形 , BE k 维 肯 架 是 x°. 

A. 1) 单纯 复 形 K 8 L ë £ L K BJ Ñ w (K. 
名 ,定义 了 一 个 相对 CW E 2 (IK|, IL |), Ë rh {KI 
ILD" =(K'U L) 2) 3 "E CW S: tk <n- 1, 
(=p, "yo =S" ' Mkn, ("= 六 ,球面 
SM E CW 复 形 V'0 3 JE. 3) UR 8 aT (X, A) 是 
相对 CW WJE,MI(Xx I. Ax 1)3R3R. H (Xx I, A 
x I)*=(X.,A)x (0, 1PU(X, At! x D (4k =0 
时 .根据 定义 , (X. A) E A). 4) IE (X. 4) 是 相对 
CWA, XV 4 是 CW JE. R (X/A =X, AY/A, 
此 处 天 /4 是 把 4 的 所 有 点 等 周 于 一 个 点 所 得 的 商 空 
H. 
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OREI CW 复 形 由 J .日 . C. Whitehead ([A41) fF 8 
SSSR OE (simplicial cormmplex) 的 推广 而 引入 , 它 的 — 
个 明显 的 优点 是 ,分解 时 所 需 的 胞 腔 数 通 常 比 三 角 痢 分 
时 的 单 形 数 少 得 多 .这 一 点 在 计算 同调 ， 上 同调 和 基本 
群 (fundamental group) ([A1])) 时 特别 有 用 .CW 
É J Es REH E [8] të 88 + (homotopy functor ) 的 分 类 
空间 方面 是 有 用 的 ,这 时 它 作 为 Eilenberg - MacLane 空 
间 (Eilenberg - MacLane space ) 出 更. 
专门 论述 CW 复 形 的 教科 书 是 [A2] 和 [A3]. 


参考 文献 
[A1] Brown, R. , Elements of modern topology, Mc G raw- 
Hil, 1968. 


[A2] Cooke, G. E. and Finney, P. I., Homology of œl 
complexes, Prinostone Univ. Press, 1967. 
[A3] Lundell, A. T. and Weingram , $., The topology of 
CW - complexes , v. Nostrand, 1969. 
[A4] Whitehead, J. H. C., Combinatona) homotopy 
I, Bull. Amer. Math. Soe., 58 (1949), 213—245. 
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控制 论 [cybemetics ; Ku6epneTuxa ] 

ATEH BRA SARPE Cr Im SK aE "ME 
ER). GAREY Plato 应 该 算是 第 一 个 在 控制 
的 一 般 意 义 上 使 用 这 一 术语 的 . A. M. Ampère (1834) 
兽 提 议 将 关于 大 类 社会 管理 的 科学 称 为 "控制 论 ". 
N. Wiener (1948) 将 关于 动物 和 机 器 中 的 控制 与 通信 
的 科学 称 为 “控制 论 ”. 其 后 控制 论 的 发 展 受 到 计算 机 
的 很 大 影响 ， 到 19 世纪 70 年 代 初 ， 控 制 论 最 后 形成 
为 一 门 数理 性 质 的 学 科 ， 它 的 独特 的 研究 对 象 是 所 谓 
的 控制 论 系 统 , 控制 论 系 统 (Cybernetics systems) ÆA 
某 种 (信息 的 ] 观 点 出 发 关于 复杂 系统 的 抽象 ， 这 种 复 
杂 系 统 由 自然 科学 .技术 科学 和 社会 科学 等 { 从 它 食 独 
外 的 立场 )] 进 行 十 分 广泛 前 研究 . 为 了 显示 出 这 些 不 同 
人 性质 的 系统 的 一 般 特 色 ， 控 制 论据 殿 一 个 一 般 的 和 原 
则 上 是 新 的 研究 方法 . 这 就 是 所 谓 的 计算 机 仿真 
(computer simulation)， 它 是 介 于 经 典 的 演绎 方法 和 
经 典 的 实验 方法 之 间 的 一 种 方法 ， 因 此 ， 挤 制 论 ， 像 
数学 一 样 ， 可 以 用 作 其 他 很 志学 科 的 -- 种 研究 工 
R. 此 外 ， 控 制 论 方法 可 能 研究 的 问题 范围 比 经 典 的 
{ 解 析 的 ) 数 学 方法 要 广阔 得 案 ， 它 几乎 包括 所 有 学 
B. 在 最 简单 的 情形 下 ， 控 制 论 系统 可 简化 成 -- 元 . 
控制 论 系 统 的 元 4 在 一 定 的 抽象 处 理 中 ， 被 视 为 一 个 
五 元 组 (x. y, z, f, g}. 上 所谓 4 的 输入 信号 (input 
signal)} 记 为 x 二 x(t), 更 准确 地 说 , 它 是 一 个 时 间 t 的 
消 数 的 有 限 集 会 : Cxi (r). U. x (5. RS RRE 
制 论 系统 中 ， 时 间 上 被 视 为 一 个 仅 取 离散 值 的 参数 (一 
般 是 整数 集 )， 但 足 ， 不 失 - - 般 性 ， 也 可 以 考虑 道 常 的 
连续 时 间 的 情况 (这 就 是 下 面 要 艇 的 )， 对 于 控制 治 系 
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SNAPEA, MR x (四 取代 的 范 轩 可 以 是 不 同 的 
实数 集 ， 通常 地 ， 函 数 的 值 域 是 普 道 的 连续 数 区 间 ， 
整数 集 ， 或 它们 的 各 种 有 限 子 集 ， 函数 x (本身 通 常 
假设 是 分 慌 连 续 的 .符号 ?表示 元 的 输出 信号 (output 
signal) y=y (), Ë E 38 A BS 3 x (£) HATUN R 
的 函数 集 y= Xy (D, y. G). 元 4 的 内 部 状态 记 为 
z=z (O, 它 也 是 相同 类 型 的 有 限 的 晴 数 集 2 =<z (t), 
-n ([)》, AS SRIRAM, 分 别 给 出 内 部 状态 
z(t) 和 输出 信号 [的 现时 和 值 : 


z(t) = fü, xlr), D.z (yy: 


FD = gli x(1), D,z (tD), 


(1) 


K E D z(t) 3 K 3 8 Bi 9k 0 =a Z (t> 
制 在 由 半 开 区 间 [7 t), U. [m 给 出 的 值 域 ， 其 中 
r= (t) E: t i sy Et & Se 8 S. 使 得 +< (=l, n) 
成 立 . 


控制 论 系 统 的 元 的 上 述 定 多 预先 设 定 了 时 间 + 可 
攻 性 意 的 实数 值 . RKE ATAKEA tK 
BS TEK. 此 产 ， 顽 的 定义 还 应 当 补 充 以 指定 的 
初始 状态 =z {0)， 也 可 以 补充 初始 输出 状态 j=y 0). 
对 于 这 种 情况 ， 关 系 {1) 仅 在 t 的 正 什 上 来 考 虚 .除了 
确定 元 之 外 ， 控 制 论 系 统 常 常 还 包含 随机 元 ， 这 时 结 
果 就 复杂 化 了 . 为 此 ， 一 般 地 已 证 明 ， 只 要 在 (1) 的 右 
端 曲 还 范 的 自 变量 中 ， 增 加 取信 于 连 续 的 或 离散 的 实 
数 集 的 随机 水 数 oD RET. 

未 有 进一步 推广 这 一 定义 的 可 能 性 ,特别 是 对 元 的 
输入 , 输出 信号 和 内 部 状态 引 和 人 无 限 维 向 量 画 数 , 可 
是 应 该 指出 , 与 教学 不 同 ， 控 制 论 的 特点 是 对 研究 对 象 
的 构造 性 方法 . 这 意味 着 , 对 镍 考虑 的 所 有 函数 的 值 ， 
应 该 能 够 实 昧 加 以 计算 (到 一 定 的 精确 度 ). 因此， 在 研 
HENE RAAR EIn, EE ERR RTA 
限 近 做 化 处 理 ， 

ETE MER A (multi -element cybernetic sys- 
tems) 是 通过 将 元 的 集合 (通常 是 有 限 的 ) M 的 菜 些 元 
的 输出 信和 号 等 同 于 另 一 些 元 的 输入 信号 的 办 法 构造 出 
米 的 ， 形 式 上 这 种 等 三 可 以 由 下 列 方程 组 给 出 


XH) = (t). p reM, ieh, J EJ, (2) 


其 中 x?() 表 示 第 p 个 元 的 输入 信和 号 的 第 i 个 分 量 ,人 0 
WERA r 个 元 的 输出 信号 的 第 j 个 分 量 . 在 这 样 的 等 间 
(元 组 侣 进 系统 ) 后 ， 某 些 元 的 输 人 信息 的 部 分 分 重 成 
为 自由 的 ， 也 就 是 说 ， 它 作 同 任何 输出 分 量 都 不 等 
亲 ,所 有 这 些 分 量 被 组 合 起 来 成 为 被 构造 的 系统 
的 输入 向 量 信 和 导 x (r). 剩 下 的 输出 信号 的 自由 分 量 构 
成 系统 8 的 输出 信息 y(r. 与 输 人 信号 不 同 ， 在 输出 
信号 y (中 中 , (执照 被 构造 的 系统 的 定义 ) 可 包含 任意 数 
笠 邮 银 商 系统 3 的 元 的 输出 信 号 的 非 自由 分 量 . Fee 


义 ， 系 统 的 初始 状态 ， 是 由 所 有 元 的 初始 状态 分 量 ( 按 
某 种 顺序 ) 组 成 的 向 量 . 决定 系统 在 任意 时 刻 的 状态 的 
向 量 z (r) 也 是 按 类 亿 方 法 组 成 的 . 

在 遂 过 元 的 集合 和 等 同 美 系 (2) 来 定义 系统 时 ， 必 
须 保证 定义 是 适 定 的 (well - posed), 就 是 说 ， 在 络 定 
系统 初始 状态 z(0) 和 输入 信号 X(t) (SE r 20)2Z 
后 ， 应 能 够 计算 输出 信和 号 yO (对 所 有 上 >0). 例 如 ,使 
系统 的 定 久 成 为 适 定 的 一 个 必要 条 件 是 ，{27 中 的 函数 
(由 的 情 域 包含 在 XX (HERZ A. 为 了 篇 化 保证 系 
统 定义 适 定 性 的 问题 ， 通 常 相 允许 一 个 输入 分 量 同 时 
等 同 于 客 于 一 个 的 输出 分 量 ， 

方程 组 (2) 定义 了 控制 系统 的 结构 (structure) (不 
要 与 数学 中 结构 的 抽象 概念 相 混同 !)， 在 许多 应 用 
中 ， 考 虚 具 有 变 结构 的 系统 是 很 有 用 的 . 在 这 方面 , 通 
过 引入 附 吉 子 系统 ， 可 以 将 尾 何 有 变 结 构 的 系统 归结 
为 具有 不 变 结 构 的 系统 ， 

上 述 关 于 抽象 控制 论 系统 的 定义 包含 车 大 量 不 同 
知识 领域 中 考虑 的 特殊 系统 ， 其 中 包括 逻辑 网络 ， 抽 
象 自 动机 (autematon ) 网络， 机 械 动力 学 系统 ， 各 种 类 
型 的 机 时 和 叫 子 设备 (包括 计算 机 )， 生 物 有 机 但 及 其 
各 种 子 系 统 ( 例 如 神经 系统 )， 生 态 的 .经济 的 和 社会 的 
系统 ， 为 了 能 够 将 具 林 的 生物 、 技 术 和 社会 系统 当 作 
一 个 抽象 的 控制 论 系 统 来 考 典 ， 必 须 对 它们 的 大 量 特 
性 (诸如 尺寸 ,质量 ,化 学 结构 , 表示 信号 种 状态 的 很 多 
具 栖 形式 ， 等 等 ) 进 行 抽象 . 

从 控制 论 的 观点 研究 系统 是 一 种 纯 信 息 的 研究 ， 
换 名 话说， 元 的 状态 以 及 元 与 元 之 间 的 关系 是 由 一 组 
代码 表示 出 米 的 ， 其 主要 目的 是 确定 它们 差异 的 度 景 
(在 预先 指定 的 描述 精度 内 ) ,而 不 是 直接 测量 某 些 实际 
的 物理 量 ， 例 如 ， 若 在 某 电 网 络 中 羽 会 两 个 电压 水 平 
u, 和 9,, 它们 可 以 由 数字 代码 0 与 1 给 出 而 与 这 些 电 
ERKMAA. iS H, B 然 在 控制 论 系 统 的 上 
述 定 迷 中 促 用 到 数字 代码 ， 人 划一 昌 需 要 利用 任意 有 限 
字母 表 中 的 字 ， 不 难 将 它们 埋 换 成 数字 字母 代码 ， 

性 意 一 个 具有 有 意义 的 输入 信和 号 x (tf) 和 输出 信和 号 
?的 的 系统 ， 都 可 以 当成 是 一 个 信息 处 理 器 (processor 
of information). EHEN x (D ERGEN yi). 在 
离散 时 间 和 x{t), y (PE 254 k ARAT, fas. 
处 理 ( 在 输入 信息 其 有 适当 代码 时 ) TURR AAA E 
字母 表 上 字 与 字 闻 的 一 种 对 应 关系 . 存 此 情况 下 ， 系 
统 可 以 解释 为 一 个 离散 信息 处 理 冉 ,具有 有 意义 的 办 
入 信和 号 的 系统 称 为 开 的 (open); 与 此 相反 ， 闭 系统 
(closed systems) 在 它 的 任 一 元 处 均 无 自由 输入 分 时. 
在 此 情况 下 ， 输 入 向 量 信 号 x ( 的 分 量 数 为 零 . 因此 不 
能 载 有 尾 何 信息 ， 闭 系统 在 这 词 的 严格 意 央 上 既 不 可 
能 有 输出 所 不 可 能 有 输入 ， TERNER ATF. 
考虑 到 系统 内 部 状态 zf 随时 间 的 变化 ， 它 们 也 可 以 


被 解释 为 信息 发 生 器 . 在 和 下面 ， 和 将 这 种 发 生 器 视 为 一 
种 特殊 的 信息 处 理 器 将 是 方便 的 ， 

对 于 控制 论 系 统 ， 它 们 的 分 析 与 综合 问题 都 是 十 
分 重要 的 ， 系统 的 分 析 问 题 (problem of analysis) 在 
于 寻求 由 系统 给 出 的 信息 处 理 的 各 种 性 质 , 特别 是 将 处 
理 过 程 表述 成 一 个 方便 的 算 活 形式 .后 一 种 情况 实质 上 
是 将 系统 集结 { 组 合 ) 成 一 个 单 狂 的 元 的 问题 . 系统 的 
综合 问题 (problem of synthesis) 与 分 析 癌 题 相 反 , 
须 按 系统 完 虚 的 信息 处 理 的 描述 ,构造 出 一 个 实际 上 能 
进行 这 一 信息 处 理 的 系统 . 这 时 当然 必须 首先 定义 -- 
类 元 ， 利 用 它们 去 构造 一 个 所 要 求 的 系统 . 

选择 控制 论 系 统 间 的 形式 变换 的 问题 具有 十 分 重 
太 的 意义 ， 这 种 变 摸 不 改变 由 系统 决定 的 信息 处 理 {还 
eh 这 叉 导 致 系统 的 多 种 定义 的 等 价 
mization), EB, A— 35 ES aR RS 
1812 PR B £ St É [F] ES OTE PR e E S fr x 3 # 8k E 
的 ) . 

分 解 问题 (problem of decomposition KARE., 
系统 的 部 分 或 全 部 元 表示 为 由 更 小 的 元 组 成 的 系统 ( 子 
系统 } ， 在 大 量 的 应 用 中 有 特殊 重要 意义 的 是 可 以 表 为 
两 个 子 系统 (元 ) 组 合 的 系统 : 通常 称 为 控制 系统 
(controling system) { 控 制 器 (controller) 和 wk 系 统 
(controlled system) (ŒN (plant) ) . 这 样 的 系统 可 以 
表示 成 方 框图 的 形式 (多 图 )， RF ABRAHA, B 
是 控制 的 对 象 ; 字母 x 表 永 所 谓 的 直通 信 信 道 
(channel of direct communication} {元 A 的 Ë tb 与 


元 的 输入 等 网}， 而 y 表 示 逆 通信 信道 (channel of 
reverse communication), a 表示 系统 的 输入 信和 号!( 辕 
展 介 质 和 各 种 噪声 的 作用)， 而 证 表示 输出 信号 ， 它 刻 


METRA B 的 行为 ( 榨 制 的 有 效 性 }. 


| 
F 


5 


对 这 样 的 系统 ， 综 全 问题 的 一 般 提 法 如 下 ; 对 于 
一 个 给 定 的 系统 B， 一 类 给 定 的 外 作用 a ,和 一 给 定 的 
控制 有 效 性 判 据 b， 需 要 构造 一 个 榨 制 系统 4 以 保证 
控制 效应 的 具体 判 回 .属于 这 样 定义 的 有 : 开 环 控制 
的 综合 问题 (b 是 时 间 的 向 量 函 数 )}， 饲 服 机 (在 某 种 意 
义 上 使 向 量 5 一 要 小 )， 最 优 控制 系统 《使 被 控 对 象 
在 最 短 时 间 内 进入 它 的 状态 空间 的 期 望 区 域 的 系统 ) 
等 ， 

保证 系统 运行 于 可 靠 状态 的 问题 ， 在 控制 论 系统 
的 理论 中 占有 非常 重要 的 地 位 .这 里 ， 从 控制 论 的 角 
ERE. TAH (reliability H RAE IHARRA (元 
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的 完 余 志和 元 之 间 通 信 的 元 余 记 ， 特 殊 代 码 系统 等 有 
关 ， 这 个 问题 远 比 保证 元 及 其 内 部 通信 的 实际 可 靠 性 
更 加 重要 ， 

对 于 相当 乱 单 的 系统 ， 上 面 列举 的 问题 的 绝 大 部 
分 (如 果 不 是 在 完全 意义 下 ， 至 少 也 是 在 简化 的 提 法 
下 } 都 可 以 用 经 典 数 学 加 以 解决 ， 可 能 增补 一 些 不 大 
的 更 动 ， 对 于 在 实际 问题 中 过 到 的 复杂 系统 ， 一 般 来 
说 ， 这 些 方法 是 不 适合 的 ， 这 单 我 们 对 系统 复杂 性 的 
理解 并 不 着 重 于 数量 上 的 复杂 性 (元 的 数目， 通信 的 数 
目 ， 状 态 .输入 及 输出 的 维 数 )， 而 主要 着 重 于 基本 性 
质 上 的 复杂 性, 在 这 种 意义 上 系统 称 为 复杂 的 
{complex} 就 由 于 它 没有 简单 的 表述 . 而 这 除了 要 用 到 
大 量 的 元 和 它们 的 各 种 各 样 的 参数 { 设 不 能 再 三 少 ) 之 
外 ， 还 要 预先 假设 元 则 的 通信 是 分 散 和 不 规则 的 . 用 
ARRADA RE RARR AKUAR, EREE 
得 不 可 能 了 .经 典 的 实验 研究 方法 也 只 在 一 个 有 跟 范 
围 内 才 适 用 ， 在 很 多 情况 下 ， 这 种 应 用 爱 到 昂贵 实验 
费用 的 限制 ， 而 在 另外 很 多 情况 下 { 气 象 学 、 生 态 
学 、 守 观 经 济 等 等 )， 自 然 的 实验 或 者 是 完全 不 可 能 的 ， 
或 者 无 论 怎样 说 都 是 十 分 冒险 的 . 

因此 作为 研究 复杂 系统 的 基本 方法 的 控制 论 应 用 
了 计算 机 仿真 方法 ， 由 于 高 速 通用 计算 机 的 出 现 ， 这 
种 仿真 方法 已 成 为 科学 认 知 的 新 的 有 力 的 通用 的 方 
法 . 机 器 仿真 方法 就 其 纯 形 式 来 说 ， 是 以 所 亩 的 仿真 
EM (simulation models) 的 应 用 为 基础 的 . 这 种 模型 
本 硕 上 是 将 建 模 系 统 的 描述 翻译 成 计算 机 械 玛 .服务 
于 模型 的 特殊 程序 产生 建 模 系统 的 输入 信和 号 x (日 的 各 
种 具体 实现 ， 并 且 与 引入 计算 机 的 系统 描述 { 世 括 其 初 
始 状 态 } 相 一 致 徇 造 出 输出 信号 y(1). 因此 ， 正 像 在 普 
通 实验 中 {在 自然 中 ) 一 样 ， 所 得 结果 将 通过 特别 程序 
来 处 理 ， 这 种 程序 包括 诸如 各 种 量 的 分 布 的 址 方 区 ,这 
些 量 刻画 着 所 研究 系统 的 行为 并 确定 闭 各 种 定性 特征 
(例如 ， 系 统 和 它 所 定义 的 信息 处 理应 属于 这 -类 或 那 
一 类 )， 等 等 . 首先 ， 控 制 论 系统 的 分 析 问 题 就 是 用 这 
种 方法 解决 的 ， 为 了 用 计算 机 仿真 方法 解决 综合 和 最 
优化 问题 ， 照 筋 于 实验 的 计算 机 程序 系统 要 补充 设置 
计算 机 与 研究 者 同 的 交互 对 话 ， 对 建 模 系统 的 描述 按 
人 的 提示 进行 椒 疏 ， 以 及 对 自动 处 理 这 种 伐 改 提供 实 
施 步 又 . 

和 将 控制 论 系 统 的 描述 转换 成 计算 机 代码 是 一 个 相 
当 繁重 的 工作 ， 因此， 现代 计算 机 仿真 设备 包括 专门 
的 编译 程序 { 惑 解释 程序 )， 它 能 将 专门 设计 的 系统 建 
模 语 言 自动 地 转换 成 机 器 代码， 这 种 建 模 语言 的 基础 
是 一 种 能 提供 对 参数 .函数 和 用 二 描述 系统 中 通信 的 实 
际 描述 手段 (适合 二 研究 者 的 ) ， 通常 为 了 保留 通用 性 
{ 即 描述 任意 系统 的 可 能 性 )， 建 寞 诡 言 力求 获得 一 个 
较 其 他 类 的 语言 更 简单 方便 的 描述 此外， 这 些 建 模 


920 CYBERNETICS 


语言 还 包括 实现 上 述 计 算 机 人 迟 真 的 附 者 描述 手段 . 现 
在 (1987)， 为 了 系统 建 模 各 产生 计算 机 仿真 结果 ， 数 
种 通用 及 专用 语言 都 已 经 发 展 起 来 了 : 西方 有 Simula, 
Simscript 语言 ， 而 苏联 有 Sleng, Nedis 等 语言 . 

在 很 多 计算 机 仿真 系统 中 ， 所 用 的 方法 都 有 了 补 
训 ， 岂 为 可 能 利用 数学 的 某 些 分 支 ( 训 排队 论 ) 的 分 析 
工具 ， 世 及 现代 的 计算 方法 . 首先 ， 这 涉及 各 种 类 型 
的 最 优化 方法 : 线性 规划 . 动态 规划 . 梯度 法 . 随机 规 
UF. 

控制 论 系 统 的 研究 ， 在 很 多 情况 下 ， 最 好 是 对 计 
算 机 售 真 补充 以 自 热 仿真 . 这 时 ， 待 建 模 的 控制 论 系 统 
的 某 些 部 分 以 自然 形式 被 表现 为 通用 计算 机 { 通 过 专门 
翻译 ) ， 而 其 余部 分 的 建 模 . 实 验 的 控制 及 结果 的 处 理 
都 如 上 述 方 法 在 通用 计算 机 上 进行 . 应 用 通用 及 
专用 计算 机 于 自然 实验 的 控制 自动 化 ， 以 及 对 所 得 实 
验 数 据 的 收集 与 处 理 ， 是 完善 所 有 实验 科学 的 研究 过 
程 的 重要 趋势 . 但 是 即使 这 样 ， 纯 计算 机 仿真 仍 热 有 
着 广泛 的 应 用 . 

控制 论 与 数学 的 关系 并 非 仅 限于 在 控制 论 中 应 用 
数学 方法 .数学 与 控制 论 还 具有 共同 的 研究 对 象 . A 
如 ， 在 算法 的 数学 理论 中 算法 是 一 个 研究 对 象 ， 但 同 
时 也 能 被 视 为 一 个 控制 论 系 统 ， 而 且 在 控制 论 中 既是 
一 种 研究 工具 ， 也 是 一 个 研究 对 象 ， 但 是 数学 与 控制 论 
的 研究 方法 却 是 十 分 不 同 的 . 例如 ， 对 数学 来 说 ， 算 
法 主要 是 作为 数学 基础 的 一 个 基本 概念 . 因此 ， 主 要 
问题 在 于 研究 这 个 概念 的 一 般 性 质 ， 为 此 必须 将 其 定 
交 归 结 到 量 少数 目的 简单 基本 概念 和 运算 . 控制 论 为 
自己 提出 的 课 囊 是 ， 实 际 制定 出 合适 的 方法 以 综合 具 
体 的 系统 ， 其 中 包括 算法 .这 种 实际 的 倾向 使 得 发 展 
充分 适宜 于 应 用 的 ,面向 问题 和 步 又 的 算法 语言 
{algorithmic language) 成 为 非常 必要 . 数学 主要 关心 
在 某 些 类 算 潜 中 建立 等 价 性 原则 上 是 否 可 能 的 问 
题 ， 而 控制 论 却 主要 关心 为 实际 实现 算法 的 等 价 变换 
创造 合适 的 工具 . 控制 论 不 研究 信息 巾 示 的 最 简单 形 
式 : 将 信息 表示 为 抽象 字母 琢 中 的 宇 ， 而 是 研究 复杂 的 
数据 针 构 ， 这 是 在 计算 机 上 有 效 地 实现 算法 所 必须 
的 . 上 述 例 子 相当 清楚 地 说 明了 控制 论 方法 研究 它 的 
数学 对 象 的 特点 . 对 其 他 数学 对 象 (Hh B Phil. 2 W 
网 络 等 ) 的 控制 论 研究 也 会 发 现 这 种 方法 上 的 差异 . 

从 控制 论 和 数学 间 的 相互 关系 的 观点 来 看 具有 特 
AELE, 它们 对 待 经 典 数理 道 辑 的 工具 的 处 理 方 
法 ， 数 学 方 而 预先 假设 公理 系统 和 演绎 规则 都 已 经 得 
到 最 大 的 简化 ， 而 没有 它们 就 不 可 能 对 运 辑 演算 
(logical caleulus) 的 一 般 特 性 和 可 行 性 进行 有 效 的 分 析 . 
控制 论 提 出 昨 实 际 办 法 对 演绎 构造 进行 自动 化 的 问 
题 ， 从 而 开始 发 展 实用 的 数理 饪 辑 语言 . 这 种 语言 与 
经 典 的 数理 逻辑 语 育 有 关系 ， 而 作为 现代 的 程序 语言 


(如 Algal - 68 语言 (如 gol -68 则 与 Post 算法 语言 或 
Mapzos 正规 算法 有 关系 ,演绎 规则 在 这 种 语言 中 (在 与 
有 具 蛋 的 有 意 尺 的 数学 文章 的 相互 关系 中 ) 有 一 种 令 人 信 
服 的 能 为 , 它 并 不 弱 于 更 代数 学 专著 中 常见 的 "明显 地 ” 
一 词 中 所 隐 荐 的 力量 . 

演绎 构造 的 自动 化 是 控制 论 分 支 的 最 重要 部 分 之 
一 ， 并 被 称 汐 “人 工 智 能 " .自然 的 人 类 的 智能 (了 脑 以 及 
接受 和 发 出 外 信息 的 器 官 ) 是 一 个 最 有 趣 最 复杂 的 控制 论 
系统 . 关于 人 怎样 思考 的 问题 曾经 而 且 将 继续 是 一 个 
ERARA RAE. 控制 论 企 图 从 理论 和 实 
际 两 方面 来 解决 这 个 问题 . 它 是 一 个 大 类 智能 活动 各 
个 方面 进行 的 自动 化 (全 部 或 部 分 地 有 人 的 千 预 ) 问 
题 ,而 且 最 疼 地 ， 是 智能 整体 的 自动 栈 问题 ， 

除了 有 还 辑 思维 (演绎 构造 ) 的 自动 化 之 外 ， 人 人工 智 
能 的 重要 组 成 况 分 还 有 模式 识别 (pattern recognition) 
【主要 是 视觉 的 和 折 觉 的 )， 自 热 人 类 语言 的 操作 (人 句子 
和 词语 意义 的 识别 ， 维 持 对 话 进行 )， 教 育 和 自我 教育 
等 . 研究 和 设计 控制 机 器 人 假肢 运动 的 有 效 算 法 ， 人 和 
工 声 音 设计 以 及 声音 控制 等 ， 都 是 具有 重大 意义 的 问 
题 ， 在 对 有 目的 的 行为 ,目标 和 子 目 标的 选择 方法 以 及 达 
到 目标 的 规划 的 研究 中 产生 出 一 群 特殊 的 课题 . 创造 
人 工 智能 的 一 个 实际 途径 在 于 创造 (人 机 ) 对 话 系统 ， 
这 将 在 人 类 省 种 智能 活动 领域 ( 逐 辑 演绎 ， 从 一 种 自然 
语言 到 另 一 种 的 翻译 ， 下 棋 ， 等 等 ) 中 提高 劳动 生产 
率 . 随 着 它们 不 断 的 完善 ， 在 协同 工作 中 计算 机 所 起 
的 作用 将 不 断 地 增 大 ， 直 到 相应 的 过 程 得 到 全 部 自 
动 化 . 

控制 论 和 现代 计算 机 技术 之 筒 的 相互 关系 是 非常 
重要 的 问题 ， 这 种 相互 关系 有 两 个 不 同 的 方面 . 第 
一 ,计算 机 是 研究 控制 论 的 基本 工具 ; HK, HAt tE 
为 最 复杂 的 控制 论 系统 ， 也 是 控制 论 中 一 个 出 色 的 恒 
要 研究 对 象 . 当然 ， 计 算 机 在 实际 设计 中 还 有 很 多 有 
待 解 决 的 技术 问题 没有 进 人 控制 论 . 可 是 ， 计 算 机 和 
计算 系统 的 结构 问题 ， 控 制 计算 过 程 的 组 织 (包括 数据 
库 的 组 织 ) 都 属于 控制 论 的 范围 , 并 构成 控制 论 的 一 个 
比较 重要 的 分 支 . 这 一 情况 值得 注意 ， 因 为 它 表 现 出 
苏联 所 理解 的 控制 论 学 科 ， 与 西方 (主要 是 美国 ) 所 理 
解 的 不 同 之 处 ,在 西方 ,结构 和 计算 系统 的 控制 问题 主 
ERT HERNA. MRAM HEA. 

控制 论 系统 实际 上 在 所 有 知识 领域 里 都 会 进 到 ， 
这 种 系统 虽 热 有 这 些 或 都 些 特性 ， 但 都 可 以 用 专门 适 
用 于 相应 一 类 系统 的 控制 论 方法 来 研究 ,这样 就 有 可 
能 对 它们 进行 深入 的 研究 . 控制 论 的 一 些 专 门 的 应 用 
分 支 ,例如 工程 控制 论 ， 经 济 控制 论 ， 生 峰 控 制 论 ， 医 
学 控制 论 和 军事 控制 论 等 也 就 这 样 产 生 了 了 ， 并 不 断 地 
向 前 发 展 . 在 语言 学 中 应 用 数学 和 控制 论 方法 导致 所 
谓 的 数 现 语言 学 (mathematical linguistics) 的 产生 , 这 


一 学 科 与 人 工 智 能 中 的 语言 学 问题 有 直接 的 关系 、 
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B M T'yuion # 
{ 补 注 】 正 像 已 经 在 上 面 的 正文 中 所 说 的 ， 在 西方 文 
献 中 “控制 论 * 一 词 的 用 法 和 苏联 是 不 同 的 . 下 面 给 出 
西方 的 观点 . MEXIA ERTE. 

控制 论 是 一 个 科学 探究 的 额 域 ， 它 与 人 人造 系统 的 
研究 有 关系 . 正 是 这 样 ， 它 本 身 有 别 于 物理 科学 的 描 
述 性 质 ， 也 有 别 于 数学 的 纯 运 辑 结构 和 有 目 的， 控制 论 
包括 如 控制 理论 (UENRA (control system)). 通信 
BB io (LNS 8 TS (communication channel)) . f# 8 #Ë 
理 , 运往 学 (operations research). 计算 机 科学 { 见 抽象 
计算 机 (computer，abstract)), 决策 论 . 数理 统计 学 
(mathematical statistics) 等 领域 (的 部 分 ) ， 

“控制 论 *: 一 词 在 苏联 与 东欧 比 在 北美 和 西欧 更 为 
流行 ， 与 这 一 术语 打交道 的 难点 在 于 ， 不 清楚 它 包 括 
和 什么 ， 因 之 也 不 明白 它 不 包括 什么 ， 

在 控制 论 领域 中 很 难 发 现 什 么 统一 的 主题 . 正如 
已 讲 过 的 ， 这 个 领域 主要 涉及 人 造 的 系统 和 一 些 对 工 
程 和 管理 科学 十 分 重要 的 系统 . 所 有 这 些 表 明 控 制 论 
领域 有 着 很 强 的 约定 峪 成 的 一 面 ， 它 顿 向 专注 于 设 
计 ， 它 的 主要 特征 是 综合 面 非 分 析 ， 不 幸 的 是 ， 实 际 
车 实说 明 ， 控 制 论 是 由 许字 重复 不 密 , 共 性 很 少 的 专业 
组 成 的 . 在 起 统一 化 作用 的 思想 中 ， 有 运用 数学 语 
言 ， 用 最 优 按 术 来 形成 并 达到 目标 .和 用 随机 模型 来 
表示 不 确定 性 . 此 外 ,动力 学 起 着 重要 的 但 非 主导 的 作 
用 ， 它 是 研究 系统 随时 间 的 演化 的 ， 在 条 自 正 文中 所 
给 出 的 控制 论 系 统 的 定义 是 一 次 对 输入 - YR 5 - k 
Jok BU SA FR E ER. 从 数学 的 观 点 看 ， 可 
以 用 更 逻辑 更 直接 的 方式 达到 这 个 目的 . Pim, 可 以 证 
交 一 个 动力 系统 (dynamical system) E 4 --- 4 =G 8⁄4 
E={T, W, B), rh T < R 9hfla| E, W 为 信和 号 字母 
(W A 038 R Ok nl PE), mi 了 BSW "为 行为 :8 
区 分 哪些 时 间 罗 线 是 和 哪些 轨 线 不 是 与 支配 Z 的 规律 
相 容 的 ， 在 大 宁 数 应 用 中 , TRE Z 或 是 R, 而 王 是 时 
间 不 变 的 {定常 的 ), 或 者 说 , 对 所 有 tE TER o B= B, 
其 中 表示 上 移 位 (shift): THEOS ftt). 在 下 面 
将 假设 了 = 工 或 及 且 工 是 定常 的 . 

可 以 进一步 政 进 这 个 定义 ， 使 得 系统 的 状态 也 变 成 
这 个 结构 的 一 部 分 ， 一 全 状态 空间 系统 (state space 
system) E, 定义 为 一 个 四 元 组 了, =T, W, X, B), 其 中 
了 ,下 如 上 ,天 表示 状态 空间 , B. < (W x y)" ERAT 


.1948 (中 详 
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为 . 行为 B:={WW: x 使 得 tw,x}e 8B,} 称 为 外 行为 . 
我 们 应 认为 w 是 可 观测 的 变量 , 或 者 最 好 是 已 经 建 模 的 
变量 ，x 则 是 -- 湾 在 的 辅助 变量 ， 它 扩 述 系统 的 记 
忆 . 这 一 结构 可 以 定形 , 只 要 假设 RB 满足 状态 公理 
(axiom of state), BEERA: 


{wi, x) EB, (w, xX,)EB,. x (0)=x,(0)] 一 


= { {wp x.) A (w,, x,) l. 
这 里 ARRIE; 


ONE TASTIRO a 
LA : 一 
(Z f) (t) O "4 200. 


e amn a n < a y a Y 


space system) BJ ATF B| E. A 3 $L. # X 3⁄2 S: k; H rh B 
是 由 异 助 微分 或 差分 方程 表示 的 演化 律 给 定 的 .如 果 这 
一 微分 方程 或 差分 方程 对 x 是 一 阶 的 ,而 对 w 是 零 阶 
的 , 我们 就 得 到 状态 空间 系统 . 

状态 空间 模型 在 控制 ,通信 , 信息 处 理 等 问题 中 有 
些 重要 的 优点 ， 这 已 由 动态 规划 (dynamic programm- 
jn 避 的 例子 说 明了 ， 将 一 个 状态 空间 模型 和 给 定 的 外 
行为 相 联 系 的 有 关 课 题 梓 称 为 实现 理论 (realization 
theory). 在 集合 论 水 平 的 漂亮 的 实现 理论 算法 已 经 建 
区， 对 于 特殊 类 型 的 系统 ， 特 别 是 线性 系统 ， 也 是 
如 此 . 

在 很 多 动力 学 系统 中 , 可 以 将 外 变量 分 解 为 输入 
(inputs )， 原 因 和 输出 (outputs ) ,效果 . 将 此 原因 - 效 
果 铺 构 和 状态 模型 的 记忆 早 构 结合 起 来 ， 并 恨 设 动力 
学 是 由 一 演化 律 所 表述 ， 就 给 出 如 下 的 模型 类 


gx 三 (X, 4) y=h(x, u) (离散 时 间 }， 


X=J(x, u), y=h(x, u) (连续 时 间 》 

这 些 模型 和 初始 及 禾 止 条 尾 相 结合 ， 在 动态 决策 {控制 
理论 ， 见 自动 控制 理论 (automatic contra] theory)) 和 
计算 机 科学 (自动 机 理论 (automata, theory of )) 中 特 
HAR, 在 后 一 领域 中 时 间 通 常 是 还 辑 时 间 ， 亦 即 ， 
它 表 示 上 顺序 ， 且 必须 是 时 钟 时 间 ， 

上 述 类 型 的 动力 学 系统 在 控制 论 铺 域 里 已 经 形成 
而 且 已 有 非常 委 的 研究 . 输入 【控制 ) 变 量 的 出 现 使 得 这 
类 模型 非常 适合 于 设计 型 的 问题 ， 而 输出 ( 测 得 的 ) 恋 
量 的 出 现 则 使 它 非常 适合 于 信息 处 理 问题 ,但 是 在 实 
际 上 ， 上 面 的 定 尽 正 是 动力 学 的 通常 模型 而 没有 新 东 
西 ， 而 且 物 理 系统 (如 Maxwell 方程 , Newton 定律 ) 也 
表现 出 这 样 的 结构 ,因此 ， 称 这 些 是 控制 论 系 统 是 不 恰 
当 的 使 用 术语 . 

在 内 联接 系统 中 ， 常 常 令 某 些 子 系统 的 输出 去 作 
另外 一 些 子 系统 的 输入 .一 种 重要 的 内 联接 是 下 图 中 
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所 示 的 反馈 环 (feedback loop). 


通过 设计 送 当 的 反馈 处 埋 跨 ， 可 以 得 到 闭环 系统 的 其 
些 被 期 望 的 性 质 { 稳 定性 、 最 优 性 等 ) . 

痊 制 论 的 一 个 突出 特点 , 按 西 方 的 意见 , 是 人 和 们 可 以 
通过 这 一 途径 得 到 有 目标 的 系 统 (purposeful systems). 
各 个 子 系 统 并 非 独 立 的 ,而 是 被 设计 得 或 已 发 展 得 使 一 
个 子 系统 的 运行 能 适应 于 另 一 子 系 统 的 运行 ， 

在 数学 系统 和 和 控制 理论 中 发 展 起 来 基 些 有 趣 的 控 
制 论 结构 是 观测 器 或 洪波 器 .辨识 系统 以 碎 自 适应 控制 
机 构 . 它们 产生 了 内 模 原理 ,分离 性 原理 . 确定 性 等 价 
控制 等 等 、 以 这 种 方式 得 到 的 内 联接 系统 的 结构 可 以 
视 为 是 控制 论 的 内 容 . 长 久 地 看， 这些 原理 背后 的 思 
想 可 能 成 为 控制 论 核心 的 一 部 分 . 

虽然 计算 在 控制 论 中 起 着 重要 必用， 但 将 仿真 方 
法 或 计算 机 科学 中 像 计算 机 语言 和 结构 等 归 为 控制 论 
看 来 并 不 实际 可 行 ， 另 一 方面 , 人 工科 学 的 领域 就 其 所 
涉及 的 自 标 和 问题 而 言 , 确实 可 以 被 视 为 控制 论 的 一 
个 部 分 . 
参考 文献 

[A1] Willems, J. C., Models of dynamics , in Dymamics re- 
ported, Wiley & Teubner, Forthcoming. 

[A2] Simon, H. A., The science of the artificial, M. L T., 
1969. AAN EE 


闭 链 [ cycle ; mk] 
HRA 0 B9 58 (cham). 


福 环 坐标 [cyclic coordinates ; DTIdeckae Kooph) 
某 一 物理 系统 的 不 以 显 式 形式 进 人 该 系统 的 特征 
玉 数 表达 式 的 广义 坐标 . 在 使 用 相应 的 适 动 方程 时 ， 
可 立刻 得 到 运动 的 相应 于 每 一 循环 坐标 的 积分 . A 
如 ， 如 果 LIagrange T$ (Lagrange function) Elg, 4 ,t) 
不 以 显 式 形 式 售 有 q, Rori q RU X 4 是 广义 


速度 ，t 是 时 间 ， 则 g 为 - -循环 坐标 ， 并 且 第 j 个 
Lagrange JEH -L .n )=0 的 形式 ( 见 Lagrange 方 
U 


# (力学 中 的 ) (Lagrange equations (in mechanics), 


立即 给 出 运动 积分 
江 
3g, 


= 常数 ， 


参考 文献 
[I] Jany, I A. Japun, E M, Mema, M., 
1958 (3: PÉ k: Landau, L. D. and Lifsbits, E.M., 
Mechanics, Pergamon, 1965). H A Coronoe # 


【 补 往 】 在 完全 可 积分 的 Hamilton 方程 组 理论 中 ， 


系统 ， 其 Hamilton HA fË 88 $e WO k (v... x, Æ 
标的 HOLOE, BHLE RED x, l. x. AA y, 
称 为 作用 坐标 ，x; ONS 83638. REE 译 


循环 群 [cyclic group ; atkmmqeckaa rpymna] 

具有 单个 生成 元 的 群 . 所 有 循环 群 都 是 Abel 群 . 
每 个 素数 阶 的 有 限 群 是 循环 群 。 对 每 个 有 限 数 n 在 同 
构 意 义 下 有 且 仅 有 一 个 n 阶 循环 群 ， 存在 无 限 循环 
群 , 它 同 构 于 整数 如 法 群 Z. n 阶 有 限 循 环 群 G B| tS + 
H n HREF Zn) ibne R OERA TOE n 次 单位 根 
PJP C (n). ET n B a EEA R E SG. 
于 是 


G =(UI=a"=a"a,.... a" !). 


O. A. HeanoBa E 石生 明 译 许 以 超 校 


循环 机 [ cyclic modale ; ammermyeakmii momyab], S 只 上 
的 ( 左 】 

MATER RHES. 是 民 的 茶 个 左 理想 . 
特别 地 ,不 可 约 模 是 钳 环 模 . 与 循环 横 相 关 的 用 Bthe 
问题 (Kithe problem) (W4); 什么 环 上 任 一 模 (或 有 
限 生 成 模 ) 都 同 构 于 循环 模 的 直 利 ? 在 交换 环 类 中 ， 这 
PIHAA Artin FASA OLN], [3]) .对 于 其 上 每 个 有 
限 生成 横 都 是 循环 灿 的 直 和 的 交换 环 也 已 有 完全 的 刻 
Bl ([2]) . 
参考 文献 

[1 Faith, C. Algebra: rings, modules and categories, 1—3, 
Springer, 1973 — 1977. 

[2] Brandal, W., Commutative rings whose finitely generated 
Taodules decompose, Springer, 1979. 

[3] Faith, C., The basis theorem for modules a brief survey 
and a look to the future, in Ring theory, Proc. Ant- 
werp Cenf. 1977, M., Dekker, 1978, 9 — 23. 

H] Kötbe, G., Verallgemeinerte Abelsche Gruppen mit hyper- 
komplexem operatoren fing, Math Z. 39 (1935), 
31 — 44. 
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MIER [cydic semi - group; HRIiHecrag ouFrpyrma] 
HARER (monognic semi - group). 


HÈ [ cychoid ; ueconnta ] , AREER 
T-ARA, E R: in PL Z 8 SH BJ | L: — G, M IJ 
轨迹 {图 1). 


图 1 
其 蜜 数 方程 是 
x = rrini, 


y 一 了 一 rs 了 


其 中 r+r 吓 圆 的 半径 ,1 是 癌 的 转角 , 在 Descartes 坐标 中 
的 方程 是 


r—p — 
x = r arccos E- V 2ry— rt. 
P Y) 


摆 线 是 周期 曲线 :周期 是 00 =2xr. 点 0,0, =02 krr, 
人 (k= 二 1, 42, 是 尖 点 .点 A=(mr, 2r) f A. = 
(Qk 二 1xzr, 2 门 是 所 谓 项 点 . 面积 是 Suoman 曲率 半 
iE r. =4rsin(t 2). 

如 果 曲 线 是 由 沿 直线 滚动 的 贺 外 { 内 ) -点 M W 2 
的 , 则 称 为 伸 长 的 (extended) (或 缩短 的 (contracted)) 
ES (分 别 见 图 2 和 图 3). 有 时 也 称 为 次 摆 线 { (tro- 
choid). 


其 参数 方程 是 


x = rt 


—d sinf, 


y > rdeost. 
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EP 4 EMS MAE A rR LAER. 

Hki — #h % i fli 28 (tautochronie) , PI iX FE h 
曲线 ; 一 个 质点 在 重力 作用 下 请 曲线 下 降 到 一 定 高 度 所 
需 时 间 , 与 质点 原来 在 册 线 上 的 位 轩 无 天- 

J. RB. Conio # 
[ 补 注 ]】 
参考 文献 
[A1] Lawrence, J. D., A catalog of speqal plane cures. 


Dover, reprint, 1972. EAk 详 


RE $b h tÈ [ cyclaidal curve ; REEDORaJrkHag Kpugaq ] 
-AERES — TERA, 动 圆 上 的 一 点 所 描 给 
的 平面 曲线 . 这 一 点 称 为 生成 点 . 


如 果 牛 成 点 在 动 圆 的 圆周 上, 则 祝 动 圆 处 于 定 贺 之 
外 或 之 内 , 旋 轮 类 曲线 相应 地 称 为 外 摆 线 (epicycloid) 


或 内 摆 线 (hypocyclod ). 旭 果 生成 点 在 动 疯 之 外 或 之 
P. UAE EER A RÈ (trochold ) , 
ME 49; 3 RH šK M EARR TF zJ AGE BI BJ =E e Z 


比 . 例如 , 如 果 半 径 之 比 是 有 理 数 , 则 旋 轮 类 曲线 里 硅 
闭 的 代数 曲线 ; 如 半径 之 比 是 无 蛙 数 , 则 旋 轮 类 曲线 不 
羡 封 闭 的 ， 在 贺 外 旋 轮 线 之 中 ,最 有 名 的 是 心脏 线 
(cardioid); 在 圆 内 旋 轮 线 之 中 ,最 有 各 的 是 星 形 线 
(astroid)#l Steiner H $ (Steiner curve). 

旋 轮 类 曲线 的 参数 方程 可 以 雪 成 复数 形式 : 


2 = lem the", z=x < y, 


这 个 方程 是 方程 


z 一 L + l es t+- +! e™" 


R 


的 特殊 情况 , TJ J; 8: (2) UF 8 B K HER (cycioids of 
higher order}. 
参考 文献 
[1] Caaenoa , A. A., TUIocwc KbpHBhE M. , 1960. 
A. Æ. Coxkonos #BË 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[AI] Lawrence, J. D., A catalog of special plane curves, 
Dover, reprint, 1972. 
[A2] Fladt, K., Analytische Geometrie spezieller ebener 
Kurven, Akad. Verlaggesell., 1962, EAk PF 


分 图 扩张 [cydotomic extension ; spyronoe pacumqpensae], 
Ak 95 
由 六 添 加 单位 根 ( 见 原 根 (primitive root)) 得 到 
的 扩 域 K. 有 时 世 用 于 称呼 兵 在 4 上 的 任意 子 扩 K. 
-个 无 限 代 数 扩张 , 如 果 是 一 些 有 限 分 圆 扩张 的 并 , WI 
称 为 分 国 扩 张 ， 当 大 = 已 为 有 理 数 域 时 所 得 到 的 分 加 
域 (cyciotomic field) 是 分 回 扩 张 的 重要 例子 . 
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BE k WREN O, KCC NMU K U EIB L 后 得 
到 的 分 圆 扩张 , MK (C) 是 上 与 分 圆 域 人 Q(z,) 的 合成 , 因 
而 分 圆 域 的 很 针 性 质 可 以 搬 到 分 圆 扩张 上 去 .例如 ， 
k E k WJ Abel 扩张 (这 对 特征 有 限 的 域 也 成 立 )， 
kK 的 Galois HE Q (£ ,)/Q B Galois 群 的 子 群 ,特别 


地 ,前 一 个 Gajois 群 的 阶 能 整除 oi), pi) 为 Euler 函数 . 


当 到 为 代数 数 域 时 ,在 Gk 中 分 睹 的 素 除 子 能 整 
BR n, B k= Q 时 整除 的 素 除 子 在 友信,) 中 仍 可 能 是 
不 分 歧 的 . 代数 数 域 的 分 圆 扩 张 , 若 其 Galois 群 TT 与 ! 
进 数 的 加 法 群 马 同 榴 , 则 称 为 分 圆 了 扩张 4 见 {12] 13], 
(4). 当 ek 时 ,此 工 扩张 形 如 j u= l k, AP k = 
kle). 
参考 文献 
[l] Lang, $. , Algebra, Addison - Wesley , 1974. 
[21 Iatapeawy H. P. , JEmra - pyama, M., 1969. 
[3] Emmm , JI. B. , é Hag. AH OOCP Cep. marem. $ , 36 
(1972), 2, 167- 327. 
[4] Iwasawa , K., On Z -extensions of algebraic num- 
ber fields , Ann. of Math . , 98 (1973), 2, 246—326. 
JL B. Kyam $ pop — 详 


分 圆 域 [ cydotomic feld ;xpyrogoe nojm) 

hA B $ OR 3 JK S y z 后 得 到 的 域 下 ,= 
Q). HF n AHRR fi Ph Sk Q. (Ç) 3 (3825 
Mik. ((Jocal) cyclotomic field}, Æ+ Q, AAM p 进 
数 域 . n JARN AA K = K, 因此 通常 假定 n 手 
2 (mod 4)， 于 是 不 同 的 # 对 应 不 同 构 的 域 兵 ,- 

分 贺 域 是 从 割 区 问题 中 自然 提出 的 . 把 较 周 n 
等 分 等 价 于 在 复 平 面 上 恬 出 本 原 根 ! ,由 于 分 园 域 的 
鱼 构 是 “相当 简单 "的 , 因 顶 它 蚌 提炼 数论 中 一 - 些 普 遍 概 
您 的 方 硬 的 实验 材料 ,例如 ,代数 整数 和 除 子 的 概念 都 
是 在 分 国 域 的 研究 中 首先 提出 的 ， 

Kronecker - Weber 定理 {Kronecker - Weber theo- 
rembi ih í zy] Pk 2 PF 48 103438 5R rh É Fp sk ir WL, X 
定理 说 , 5 H GU 33 fg 4 ME T n Ë K< K BJ, K IQ 为 
Abel 扩张 , 对 局 部 分 圆 域 也 有 类 似 的 结论 ， 

代数 理论 ， 域 K. E Q f) Abel 扩张, 它 的 Galois 群 


G(K, / Q) = (Z / nZyY.. 


Rh (Z In Z) 为 模 5535628 PFB53R1EPE. i, 它 的 
KAIK.: Q) p(n), p(n) 为 Euler 函数 . R K. EER 
HRBAT Ki =Q +U LAS. 

设 n=p" … pta n KRETA R, WJ K. E H 1⁄4 
Kyo KK, 合成 的 ,这 些 域 签 此 线性 无缘 ， 在 域 K. 
POR p DAERA e=(p-—l)p''=gp(p', BEH 
中 有 主 除 于 等 式 (p)=(1 一 5,)*， 届 的 其 他 素 除 子 在 外: 
FAR FEL NI SM HI p ln 时, p K Py. ` 


Sid, eCa D ARK K MEE. 天 ,的 判别 
RA tpr- E E 5 F 3⁄8 Q E 295 Sik 038, B. 
BAR 3 03 SDS D; 和 D. , M D.,= D: DT , £ h 
n= [F: Q], m 一 [E :Ql， 因 而 对 任意 nn 都 可 计算 判别 
È D, (ML [31). 

域 K, PEN 


AR P a, bE 0(mod p), ERENER Rf 
有 限 指数 的 一 个 子 群 ,这 个 子 群 中 的 元 素 称 为 循环 单位 
(circular units} 或 分 圆 单位 (cyclotomic units). 
FARAR E S. ERE Q FÉ SER f (p) 分解 
成 K. RN RB TI E, EEEO [外 ) 中 建立 的 Abel 


扩张 的 一 般 分 解 定律 的 特例 ， 确切 地 说 ,车 (p ,nm)] =1， 


f Es p= 1(mod n REA Rh ARA UE K, F, 
(PE Po 


HPE fpo p, MBARE, Nip =, fg = 
pin) WL 3k. (p) b sy t IV T p (mod nm) 的 剩余 € 
pin, AHK, = K, Ko Fort (m,,py=1,(p)# K. PE 
srik, 可 以 得 到 (如 在 天 .中 的 确切 分 解 . 

# KE Q BJ K Abel Pak. MU K = U) K, B 


GIK / Q) = limG(K, / Q) = lim(Z / nT) = Z. 


HP Z 96 SO Z X: T $: Iki BE B 8 BE šu f Se (k. 
特别 地 , 对 每 个 素数 I, 存在 唯一 的 扩张 Q。,/Q , 它 
的 Galois 8 5 BS Z, Mt. 

由 类 域 论 (class field theory) , 存在 互 反映 射 


k: Ja — G (K/ Q), 


其 中 AORERE. Z LR 0 8 yA + 
RAT HRE OLAN. 

解析 理论 ， 可 以 用 解析 方法 证 明 kK, 的 除 子 类 群 的 
很 多 结果 . 以 到 表示 K, 的 类 数 , 则 


h, = 2 TR -Iw VID | [H x) 
XZ Xu ` 
HP w, D 和 天 分 别 为 K, 的 单位 根 数 , Ru 
f.,t=g(n)/2, LL, XY) 是 相应 于 Dirichlet 特征 x 的 工 
AH y L T n 的 所 有 非 主 的 本 原 腰 法 特征 . 函数 
上 (lL ,可 以 用 Gauss fg ( 1,17] 明确 表 示 出 来 . 这 解决 
了 对 于 给 定 的 n 计算 h, 的 问题 . 

h, 可 以 很 自然 地 分 解 为 两 个 因子 (类 数 的 第 一 -和 
PAF HER: h =A + EPA REM KIKER. 
当 n=p' 时 ,+ =[E: En], EPEE K? 的 单位 群 ,EE, 是 
实 分 圆 单位 群 (任何 分 图 单位 茹 上 一 个 适当 的 单位 根 就 
成 为 实 的 ). 


EE N 


i 


当 为 素数 时 ,天 | 的 类 数 对 二 1 的 可 除 性 ,在 Fermat 
问题 中 起 着 重要 的 作用 . 已 经 知道 , 有 无 穷 个 素数 了 使 
F h = O (mod GXP A 1 称 为 非 正则 的 (irregular). 
ZF EWS], M k, Æ O (modi), H À MUH 
( 1982 ) 是 有 限 个 还 是 无 限 个 ,猜测 对 所 有 上 有 
hi = O0(mod D). 这 被 很 多情 况 所 肯定 . HFA 9 
BRR. 利用 Bernoulli 数 , 给 出 了 h(E ROR ! S EK 
的 一 个 较为 简单 的 判罚 准则 人 7， 已 经 知道 , 31 -—= 
Rth, — o 4 BAF = 19 时 ， h =1 (m,.[6]). 

PH p Hti L. BA BE r B] 3 P 28 PE A WE 39 rH 45 $l 
了 战功 的 应 用 ( 见 [5], [8}》. 
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GHI 仍然 不 知道 ( 1987 } 是 否 有 无 限 多 个 正则 素 
数 , 但 猪 想 正 则 泰 数 在 所 有 素数 中 的 密度 为 e ”> 
0.6065, M [A5]. 2 2 BË HH (>| n = 2 (mod 4})A,=1 
4 EEH p) 20  n=35, 45, 84, W [A3], 
[A5]. 利用 代数 儿 何 的 方法 ，B， Mazur 和 A. Wiles 利 
用 p 进 的 土 函 数 证 明了 关于 分 图 域 类 和 群 结构 的 一 条 笃 
ZEM. 
##tg 
FAI] Coates, J. , The work of Mazur and Wiles on cy- 
clotomic fields, Sem . Bourbaki , 33 (1980/81), 575 
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[A2] Lang, S. , Cydotomic fields, H. Springer, 1980. 
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gew. Math., 286—287 (1976), 248- 256 
[Ad4] Mazu, B. and Wiles , A , Class fields of abetan 
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330. 
[AS] Washington, L- C., Cyclotomic fields, Springer, 
1982. 翡 定 一 详 ”起 春来 校 


A B] $ Th zÜ [ cyclotomic polynomials ; eremm pyra 
MHOro"ren | 
满足 关系 
x"--] = [It 


m 


的 多 项 式 p.p... ARRP A n 的 所 有 
正 因 上 于 本， 也 包括 自身 ， 在 复数 域 上 ,有 


a= (x—t), 


其 中 心 取 凯 所 有 ?次 本 原单 位 根 { 见 原 根 (primitive 
root). CORRE L, en 中 与 % ERUERA k 
的 个 数 . 多 项 式 可 以 通过 从 x1 中 除去 所 有 满足 den 
Adin 的 Bstx) 的 羔 积 而 递归 算出 , 它 的 系数 在 素 域 
P 中 ,因此 在 特征 为 零 的 情形 时 , 系数 是 整数 ,于 是 有 


Q i(x) = x—1, p(X =x+1, bi (x) =x! a, 
进而 , 2: n = p 为 素数 , 则 


x” --] 
x] 


= yfl +... 


b (x) 一 


5 t+x+]. 


ETR p, (XxX) 可 以 用 Mobius E É (Möbius function) 
# 清楚 地 表述 出 来 : 
$. (x) = [Je 一 a 人. 


CAE 
例如 
Pix) = 


= (x? -Ixi ox Dior 一 Tt 一 IMT = 


-总 十] 

< 十 | 

在 有 理 数 域 上 , 所 有 凶 项 式 中 ,tx) 都 是 不 可 的 的 ,但 它们 

在 有 限 素 域 上 可 能 是 可 约 的 ， 例 如 在 mod 11 的 剩余 类 

域 上 ,有 关系 式 : 

Px) = xt -xttl = (x245x+)Xx2—5x + |). 

方程 中 , (x)=0 给 出 了 所 有 的 次 本 原 根 , 人 人 们 称 它 

为 分 图 方程 (equation of division of the circe) ,这 个 
方程 的 解 以 三 角 郴 数 形式 表示 为 : 
2k = kr 


n = cos —— + sin — = pima 
t n 


= xt- x? tl 


其 中 的 分 数 上 jn 是 B, BD k n ER. 分 圆 方程 的 根 
式 解 的 问题 与 构造 正 1 边 形 GS i, 将 图 分 成 站 等 
分 ) 的 问题 有 密切 联系 . 后 一 个 问题 能 用 图 规 和 直 尺 
解 出 的 充 要 条 件 是 方程 ,x)=0 RRITE. C.F. 
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Gauss 在 1801 年 证 明了 , SHEH 
n=2" pp 


5 


LÈR E, HoP m EER, poo p, 是 形 如 
2: +I 的 两 两 不 同 的 素数 ,上 为 非 负 整 数 . 
参考 文献 

li] Waerden. B. L. van der, Algebra, 1 2 Springer, 


197—971 (FURE). 
[2] Cyu, A. K, , OcHOutr Rprarei Amph, 4 W31., 
M. - JT. . 1941. H. B. IIpockypakos EBE 


【 补 注 ] Q.) K KE F o (0), BJ Euler 函数 p 
在 1 处 的 值 . 见 Euler A% (Euler function). 

形 如 22 +1 代为 非 负 整数 ) 的 素数 称 为 Fermal 素 
数 (Fermat prime)， 这 些 数 与 Fermat 问题 有 关系 , 即 
何 时 数 F.=22 + 1 ERSO 仅 有 的 最 小 Fermat 素数 为 
FoP’ (有 [App.183 一 185). 


参考 文献 
[AI] Stewart, 1., Galois theory, Chapman and Hill, 
1973. 
[A2] Davenport, H., Multiplieative number theory , 
Springer, 1980. ü 88: WE 


#Efk [ cylinder ; memanp] 
Hi — MHH (cylindrical surface (cylinder)) 和 两 个 
与 其 相交 的 平行 平面 围 成 的 立体 ， 处 于 柱 面 内 的 平面 
部 分 称 为 柱 体 的 订 (bases of the cylinder), 界 于 两 底 
之 问 的 柱 面部 分 称 为 柱 体 的 侧面 (lateral surfaœ of the 
cylinder). WÆ— 一 个 柱 体 的 底 是 加 盘 ， 则 这 个 性 体 称 为 
圆柱 体 (circular cylinder). 404 -个 圆 林 体 侧面 的 母 
线 垂直 于 其 底 所 在 平面 ,出 这 个 圆柱 体 称 为 直 圆柱 
(rectangular circular cylinder), 直 圆 柱 的 轴 (axis) 
是 通过 两 底 中 心 的 直线 直 圆柱 的 体积 是 nh EHR 
是 底 的 半 么 ,上 是 直 圆柱 的 高 ;侧面 的 面积 足 Rh. 
A b Haanoe E ” 张 鸿 林 详 


杜 面 坐标 [ cylinder coordinates 或 cylindrical coordinates; 
HEMAIDH'CCkHEe KOOp MHATH] 

ZAR p, p Tl z, Ei Descartes 坐标 x, y #l z 
之 间 存 在 下 列 公式 : 


X = pcos@. y = psin@, z 二、 


“t 


Š P 0Sp<%0, QSpclr, —0 < z< +c. 举 标 曲面 
见 图 } 是 :圆柱 面 (pP= RPD. Eao = W Pe) ü E BI 
¿= 常数 )， 术 面 坐 标 系 是 正 交 的 ， 

Lame 系数 (Lame coefficients) 是 
L,=L,=1, L =p. 
曲面 的 面积 元 素 是 
ds=./ p'(dodey +(dpadzy +p (dpdzF - 
WELLAE 
dV = pdpded:z. 
向 量 分 析 的 微分 算 子 是 


e to 
= + 二 世上 十 
Hata p op 


是 .二 个 数 4,y Aw, EiS Descartes 坐标 x, y, z 之 间 
存在 下 列 公 式 : 


x= üu cos b, y= bu sing, z= cw, 


FE h 0=u<%, 0#gv<2zn, —@ << Q. a>0, b>0. 
c>0, a*b. 坐标 曲面 是 :椭圆 柱 面 ( = 常数 ), 半 
平面 (v= 常数 ) 和 平面 (w = 常数 ). 
H JI. Cokonop $ 
GHE] 
参考 文献 
[AI] Chambers, U. G., 
Chapman and Hall, 1969. 


A course in vector analysis, 
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柱 函 数 [cylimder functions ; qemunpaeckne 中 inaag]， 
Bessel 函数 (Bessel functions) 
Bessel 微分 方程 


4:Z , dZ _ 
tog E PZ = 0 {1) 
的 解 Z, ,其 中 v 是 任意 实数 或 复数 ( 见 Bessel 方程 (Be- 


sse] equation)). 


任意 挤 的 柱 函 数 . 如 果 v 不 是 整数 , 则 方程 (1) 的 遂 


i A ANo ia 


解 此 有 下 列 形式 : 
Z, = cd, tead -p 


FEF c A c ERR J, J, ENAR — 2 tk PR $K (cylin- 
der functions of the first kind) È Bessel = (Bessel 
functions) .它们 具有 展开 式 


J,(2) = (| argz | <m). 


í 1y"(z / 2yr2m 
mao imti 二 TD 


布 边 甘于 z "T (2) JS Ak h F --UJiz|< R, v| = N # 24 
A — 3⁄2 |z 8k. h R LN et E W. AH J (2) 8 


J G) 是 解析 的 ,具有 奇 点 z—0 和 z=c; 了 加 和 ` 


J ,的 的 导 孝 满足 下 列 恒等式 : 
HUE R J ,(zV,(z)] = 一 


但 是 ,如 果 * 是 整数 , 则 上 人 和 二 ,是 线性 相关 的 ,它们 的 
REHE TERHERE. 因此 ,除了 第 一 类 
HRR Ah, 还 要 引入 第 二 - ZRH AR (cylinder functions 


of the second kind)N (2) (R Neumann Å (Neumann 
functions) , Weber PA žk (Weber functions) ): 


2sinrr . @) 
T 


N,(z) = =u, (z)cospm—J_ (z) (3) 


{ 男 一 种 表示 法 是 了 (2)). BETERA., 方程 (1) 
葛 通 解 可 以 二 为 下 列 形式 : 


Z, = ceid, +c,N,. 


对 于 应 用 来 说 ,方程 (的 另 pede. Ng RER 
数 (cylinder functions of the third kind) (或 Hankel 
AA (Hankel functions)) 也 是 重要 的 ， 这 些 函 数 记 为 


H) 和 H2(2), 其 定义 是 
mo = 7,(z) +iN,(z) = 


区 G) J, T], 


i Sin T 


HP (z) = J,G)—iN,(z) = 


一 一 一 区 je JÁ, l. 


i sin r 
恒等式 
aU (EN (0) N,Gy;e) = Z, 
; , di (4) 
AHPOHP O HPOH a = -E 
813: # Ñ 
Jo = HAPEE O 
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H,G) = FHP E- HPG). 


成立 ， 对 于 实数 z=x 3 y, Hankel 函数 是 方程 (1) 的 
MOH SE. aT, 函数 J (x) N (x) 分 别 给 出 Hankel 
函数 的 实 部 和 虚 部 . 

第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 柱 甫 数 满足 递 推 公式 


Z,- D+ Zn) = ZZ), 
© 
Z, ,()-Z,. G) = 220). 
每 - -对 旺 数 
Jadan Jeo Yn HP, HP 


(其 中 * 旦 非 整 数 ) 都 构成 方程 (1) 的 基本 解 组 . 
EE i A Ye (modified cylinder functions) ë Ë 自 . 


变量 的 柱 函 数 : 


e m/e (es 72), -Karg ET / 2, 
I) = e i 


-3/2 (e722), m /2<argz <r, 
以 及 Macdonald š$ (Macdonald function) 
K,(2) = Linen IH (es 22) = 
1. - 
= 一 一 Im 2 Fr 一 IT 
2 H; (e z). 
这 些 函 数 是 微分 方程 


d’ Z 
zi. 
dz! 


的 解 ,并 且 满 足 递 推 公式 


1 -hl) = #6), 


dZ _..1 = 
+z CG +Z = 0 


2r (6) 
天 -12 一 天 rt(2) = 一 一 KE), 
K_,(z) = K,(z). (7 


整 效 阶 和 半 吾 数 阶 的 柱 函 数 ， 如 果 Y=n EEH, 
则 整数 阶 柱 函 数 {eylinder functions of integral order) 
工 (2) 可 以 由 Jacobi - Anger 公式 
>, LG), 


中- 


gxpí—¿izsin8) 一 Jo(z)+ 


上 2 六 17 (2)cos2n8 二 1， |(z)sin(2n + 101 
j=l 
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来 定义 . $A 
(一 Db i 
š a 2" t2 m im + n)! ` 


Joal) = (—1Y7,G) 


Rr. PQ 38 J Gy 是 自 变 量 ; 00 S AR mr 8 9k. 当 z=a 
(a 0) 是 代数 数 时 , 工 (z) 是 超越 数 ,而且 当 m =n 时 
J. (a) J (a). PATEDA, 5 工人 2) 线性 无 美的 另 一 


个 解 ， 通 常 取 


A, (2) = 


N,(z) = _|(z)] = 


1 im k: (2) 一 (一 17 h 2 c +In 


. 1 _ 
lim <V „(z ) cos» J 


L|: (一 Dr & l "Wi 
+ P i m (m +n)! HI t |+ 
-L x a mechs E n=0,1,..., 
dE | 2 (8) 


其 中 c=0.577215… 是 Euler 常数， 在 上 式 中 , 如 果 在 一 
全 有 限 和 中 的 上 求 和 指标 小 于 下 求 和 指标 , 则 相应 的 和 
取 值 为 0. 等 式 
Y_,G) = (— ly Y,(z) 
成 立 . ' 
HERATA v R 48 y=n+1/20=0, 1.) 8, tE 
函数 化 为 初等 西数 {球面 Bessel 函数 (spherical Bessel 
functions) 3t k % # ir tt 6 8& (cylinder functions of 
half- integral Order). 下 列 公 式 成 立 全 二 0, 1,.): 


sin 
Jari) = (— 1Y' ¿eski l in 


特别 是 


J | /2(z)= V2 /nz sinz; 


Js- i (z) = VAI 因 eosz, 


特别 是 
Jiya) = V2 /mz cosz: 
HUL (z) = i(—1Y HUL, (a), 
HE _ | (z) = ~i IHA (zY, 


N, +A 302) _ 【一 D 7 -n-1 7242); 
N a-il) = (一 lZ, la); 
K,+ i 3(z) = K-i) 


+ 7Z,(z)+ 


二 一 | ar "e" 
(人 VE 加 z: “ 
柱 函 数 的 积分 囊 示 [integral representations of cylin- 


der functions). y =n=0, 1, 时, 有 Besse 各 分 表 
示 (Bessel integral representations) 


7.2) = 二 foose sing ~no)do 


N, (z) = zie sing —nə)de— 


2 meri f a 
-e eonn et hi dt, Rez>0. 


对 于 Re v+1/2>0 和 Rez>0, 有 Poisson 积分 表示 


( Poisson integral representations) 
LEE: 


2(z /2 . 
J A(z) = — C 2 __ cos cos” g dp. 
@ VrT0o+1/2 Í (2 sing)cos” pap 
和 
了 人) = gil fe- (1 iy-172 di 
VelG+1/22 
(pur Tl ng Mae 
He) = iFi2 0 
“© Vzro+172 S ia sinp 
X exp vm 一 2z cotang| do, 
k=1,2,..., 
Vr /2 7, z cotanhr sinh” idi 


KO = To 


除了 这 些 积分 表示 以 外 ,还 有 许 包 其 他 积分 表示 , 特别 

是 围 道 积 分 形式 的 表示 ( 见 [2], HJ, [5])) . 
HAMNER (asymptotic behaviour of cylin- 

der functions). 对 于 |z| &1, væn +y >0, Ocyel, 


有 
z 
JA ~ p 


Ji) ~ (— Iy — pisina) pi 


对 于 实数 :=x， 有 
No(x) ~ 二 ?ln¥te| N,G) ~ -ez fa 
x 


对 于 z>1, jz] >v, H FF iit: 
. mya: Tm +1/2) 
[rh (v, m) nm T 172) 
(Hankel symbol)] 


是 Hanke] 符 导 


7,(z2) = 
M-I 

x — ppr 2m) -on 
x Y Q ys “24 中 


|- 扩 - 划 x 


2 4 


— < argz < w; 


N.) = Vle 


M-I 
jm nm) 2 
ZC ay +0(J2 | 2 


z PT 


x + 


| +cos i -| 
Mi 
x (Sorgez +O(| : m= | 


=p Z arg2 < m; 


HP) = VZ mnays (9) 
mz 
Mo! 
mh y -H 
“| O O) 
一 了 所 argz < 2r: 
do) 


HP) = VATE 


M -! 
(p, m) — M 
x h: Bzy TOCE] 中 


—2n < argz < n; 


r, = eo PQ -一 Dre "x 


nVn |m 0 


xT' migrat 


T. 
> 


eoO(|lz wl -4 < argz < 5 
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ERRESA u 
Vz Pra +O [7]. 


E < aÚ < 各 


对 于 v=n+1/2 m=0, 1," ), # #& (9) t (10) rh Bñ. 
Hankel 冰 数 是 对 变量 > 的 复数 值 当 |zi — oo 时 趋向 于 人 
的 唯一 的 柱 函 数 ( 这 在 应 用 中 具有 特殊 的 意义 ): 


lim Hfz} = 0. sarp: Sn, 


ll 


lim HU) = 0, 


k |= 


“raag zÙ. 


FERE a| A v 8548, 可 以 应 用 一 些 特殊 类 型 的 渐 近 
WROD D), D). [5D. 


". + + . e y 


和 ，* 都 是 实数 , 则 在 上/ 人 的 两 个 实 零点 之 间 存 在 aZ) 
tbNG)8— NES. XPT Ev, (2) R 8 3: 3y £ 
个 实 零 点 ;对 于 v> 一 1, (O 的 所 有 零点 都 是 实数 ; 如 
R OG aC E LORENTE A, W 


Ü Sja < +i < jr < fng < J, <. 


对 于 "> /> 成立; phi J (z) 的 最 小 正 党 点 jj ,>0 
也 成立 ， f$ xH Pa 38: J G), Jim (2; herh hame ylz) 
(r=0, lyo; m=}, 2,… 小 除了 z=0 以 外 ， 没有 公共 零 
点 .如 果 


7 一 一 (二 一 市 Ocn<l, n=0, 1, 5 


M|J0G) ES R3 4n +2 个 复 零 点 ， 其 中 有 两 个 是 纯 虚 
数 ; 如 果 ”= 一 2 一 0O<g<Ln=1 2,---), Wl 1 (z) 55 t$ 
具有 n 个 复 替 点 ,其 实 部 都 不 为 零 ， 

柱 落 数 的 加 法 定理 和 级 数 展开 . 下 述 加 法 定理 
(addition theorem) 成 立 : 


cos z cosm80 
Zn = > Z,. (Ar: mAr inme 
R 
ZAR) _ PT) 
ARY 


= A tml 
x 30 +m Z,.,lAr;M, ( ri) 


Cr (cos, 
Ara yY Arny 


m-i 


Cos m80 


cos mp = 
5 2 Cr tar in mp: 


tAR Ji >” 
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LGR) 
(QRY 


[pr nin) 
rie irt Cr (cos ñ), 
làri Arn Y 


= PIME 103 mx 
m =Ü 


cos n Ga _ CosmB 
K,QR)a = 2 大 mraHnfri inmo. 


K, R) ~ Ë 
=r] +m)x 
GRY 0) Z +m 
K, (Ar;:)1, . (Ari) 
Ary Ar Y 


Cr (cos 8). 


其 中 


R 一 VAER- Ir cost, 
- Fi  - ， 
sm 中 = z sinB, rr, 


而 


ITr + 一直 m — ¿k 


` C&I O m-a Ft m A) 
CD) = 之 ! DV Tm 


CXx)=0 是 超 球 多 项 式 (ultraspherical polynomials}. 
在 进行 柱 函 数 的 展开 时 , 利用 Lommel 多 项 式 (Lommel 
polynomial), Neumann 级 数 (Neumann series), Fourier- 
Besse) 级 数 (Fourier - Bessel series), 以 及 Dirichlet £ 
数 (Dirichlet series}. 

SEARA >Š 0 AARE Anger 函数 (Anger 
function) , Struve 88 9⁄8 (Struve function) , Lommel 函数 
(Lommel function), 以 及 Kelvin 88 $% (Kelvin func- 
tions) 和 Airy 888& (Airy Functions). 

HART Li F B y RE A PR H PÑ g i BR A 
数 : 


1 
lim P, 1 = Jo(z). 
n 


new 


lim nP" 


用 一 的 


cos ž] = dall) 0<x<m, 


lim n” Pz" 


m= 


cosh 引 = L,(z), 
H 


lim 了 San 条 o, foni = K,(z ). 


a= Sinim + n r 


这 里 ,球面 耳 数 的 渐 近 表示 式 与 柱 函 数 相 联 系 , 反之 水 
然 ,例如 在 Hilb 公式 (Hilb formula) 


ntl 


7 0 


+ O{n 3 Ëy, 


Picos = ` ran 


中 ,以 及 在 Macdonald, Watson, Tricomi 3£ E H Z 
中 (A [i], [2], [4D.- 

柱 函 数值 的 计算 机 计算 . 为 了 计算 函数 CO. ACO). 
M) N.(x), LG), LG2, KO), KOKE, EA ETR 
和 有 理 盟 数 的 道 近 是 方便 的 ( 见 [3]) ， 关 于 按 UeGrnnes 
多 项 式 的 展开 , 见 [6] ,关于 大 回 数 阶 的 函数 之 值 的 计 
算 ,特别 是 在 计算 机 上 ,可 以 合用 递 推 公式 15) 一 (7) 
(H5). 

HAH - 些 性 函数 表 可 在 [7] , [8], [9] 中 找到 . 
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柱 集 feylinder set; manane MR0g00THBO | 
实数 域 有 RE aAa L phr 


s =$ J, K) T Ix L: (F (x) Ar 5 ` F,(xyye A) 


i 


JEENE LL 
癌 R" 中 的 Borel È, 


给 出 的 集合 8 AR, FE 上 i=1. 2. 
MO PRYE R M, H A < R" 28 n 3k s= 

=1. 2, :: 

上 中 所 有 和 柱 集 的 全 体 组 成 集合 的 -个 代数 , 即 所 请 
的 桂 代 数 (cylinder algebra). DASAR EI LFE 
的 最 小 s f 数 称 为 柱 5 代 数 (cylinder a -algebra). 

当 工 为 折 扑 向 景 空 间 时 ,只 考虑 下 述 柱 集 S p, po 
它们 由 连续 线性 畏 数 的 全 体 { 五 .…, PE. BH, 
杜 代 数 与 柱 g 代 数 ,应 理解 为 从 这 种 柱 集 出 发 , 所 产生 
的 工 的 相应 子 集 的 全 体 . 在 上 为 是 拓 扑 裤 得 M W hi 
HR (L- M: E T R P BU AFO QK EJE, L PANE ET 
M L.E BER RER e, BI ph 8 hl 


Fo) = x<(@), seL 


PRR Kap 2. E g ME- EE. 
P. A. Maino BE 
DONELI 稍为 更 一 般 些 , 可 设 Y= [|]. X 5 Ch) s 
HARE. 这 和 村. X ib --4 n EE (n -cylinder set) 或 
MPRE È (cylinder set) EJE qj U x[L X. 的 集合 ,这 
里 ,为 4 的 有 限 子 集 ,后 忆 为 站， 和 的 子 集 ， 
Eiri wE 校 


Eih H cylindrical construction; Unmaatmpaveckag koue. 
TpyKnua] 
[RE] MRH (mapping cylinder}. 
柱 测度 [ cylindrical measure ; Daanpeeca Mepa ] 

屿 括 扑 向 基 空 间 上 的 测度 论 中 的 柱 病 度 是 定义 在 
拓扑 向 量 空间 E rh #ñ) Ek 3 (cylinder ses ) 的 代数 W (E) 
上 的 有 限 可 加 测度 n; 所 谓 柱 集 是 指 下 烈 形式 的 集合 : 


A=F;! ,了 (B). (w) 


HF B es (R) E 2 jj R" 的 子 集 的 Bore) zs 代数 
m51 2. 7 1 是 上 土 的 线性 泛 函 ， F, ， 


CYLINDRICAL SURFACE ( CYLINDER } 931 


是 映射 


E> R: x > Px). p(x))} € R, xe E. 


RERE. GAERA o ,…, p, u 在 任何 形 
式 为 (9) 的 集合 的 5 子 代数 出 。. p E) S W (E) EAR 
制 是 Bo. ，。 上 的 = 可 加 测度 〔 另 外 的 名 称 是 项 测 度 
(prmemeasure) 拟 测度 (quasi - measure ) ) ， 

2) E £ PS Si P. 柱 测 度 是 Hausdorff 测度 
( Hausdorlf measure ) 的 特殊 情形 : 它 通 过 公式 


E 


AGB) = lim wf [ZUA 下 
P aah <É 


ENETH 及 "的 Borl o 代数 W (R) E, Z+ 
确 界 是 对 集合 BE 加 CR"*1) 的 所 有 用 柱 4 形成 的 有 限 
或 可 数 覆 盖 来 取 的 ; 其 中 柱 4 有 球面 基 ， 其 轴 与 了 + 
的 第 n+1 各 坐标 轴 相 平行 ， 而 (AE E 4 的 轴 裁 面 的 
nt 维 体积 . 当 五 是 定义 在 区 域 扫 = R 土 的 个 变量 的 连 
AARS BER: 


B = {XI Yn X Xara 


=ftx1, .x1)), 
那么 4(B) 就 是 所 谓 函 数 /的 n 维 变 差 ， 
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CTbefroBbl npoerbascraa, M. , 1961 {中 译本 : A. M. 
ERF HA 维 列 金 ， 广 六 函数 ，IY， 调 和 分 析 的 
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of a fnction ) . 
参考 文献 
[ALI] Schwanz, 
gical spaces and cylindrical measures, Oxford Univ. 


Press, 1973. h gj rp 译 


L., Radon measures on arbitrary topolo- 


柱 面 cylindrical surface (cylinder) ; uama gpwneckas no- 
BE DpXBOCTb] 
一 条 直线 (母线 (Benerator)) 与 本 身 平行 地 移动 , 且 
总 与 一 条 给 定 的 册 线 ( 准 线 (directrix)) 相交 ,这 时 所 形 
成 的 章 面 称 为 柱 面 ， “ 
ZKH (HA hM Gura of the second or- 
der) ) 的 准 线 是 二 次 曲线 ， 根 据 准 线 的 形状 , tt m 


分 为 :种 类 异 : MRH elliptic cylinder) , 其 标准 为 
程 是 
2 
所 + 与 = = 1; 


932 CYLINDROID 


HE N tt iñi imaginary eliptic cylinder}: 


和 抛物 柱 面 (parabolic cylinder): 

y? = 2px. 
如 果 难 钱 是 退化 的 二 次 曲线 ( 即 一 对 直线 ) , 则 柱 面 是 一 
对 平面 (根据 相应 的 准 线 的 性 质 , 可 以 是 相交 的 ,平行 的 


或 重合 的 , 实 的 或 虚 的 )， 
n C $E Bi (cylindrical surface of oder mm 是 在 其 一 


WHERE x. y, z 中 由 不 含 一 个 坐标 ( 鲍 如 2) 的 nt 次 
代数 方程 


JG, yy = Ü G) 


给 出 的 代数 曲面 H Jr E E n kA 
柱 面 的 基线 (base of the cylindrical surface). 
A. B Hemos $ mtk 译 


柱 形 面 [eqylindroid ; butmuxzponwa ] 

一 个 训 展 曲面 (developable surface), 其 母线 与 两 平 
TFE x 和 到 的 交点 的 集合 是 两 条 相同 的 简单 闵 曲 
28. 如果- -PEEN R T E g E bi a 和男 相 交 所 得 两 
平面 区 域 之 间 , 则 这 个 柱 形 面 称 为 封闭 的 . 

H. X. Camron Ë IKAk i£ 
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